
Basic research is what I am doing
when I don’t know what I am doing.

Wernher von Braun (1912–1977)

1
基础知识

一本关于多值场论的专著首先必须要对经典力学和单值场理论中的一些基本概
念进行回顾，这将在本书的前三章中予以完成。那些对这部分内容已经十分熟悉
的读者可以直接从第4章开始。
在他的关于理论力学的奠基性著作《原理》（Principia）中，牛顿（1642–

1727）假定了绝对时空的存在。空间由矢量x = (x1, x2, x3)来参数化，而点粒子在
其中的运动由轨迹x(t) 来描述，轨迹的分量qi(t) (i = 1, 2, 3)则确定了粒子沿其轨
迹随时间运动时的坐标xi = qi(t)。在牛顿的绝对时空中，一个自由粒子的运动是
不带有任何加速度的。数学上，这可由以下微分方程来表达

ẍ(t) ≡ d2

dt2
x(t) = 0. (1.1)

式中的点表示对自变量求导。
一组N 个带有质量mn (n = 1, . . . , N) 的点粒子xn(t) 将受到万有引力的作用，

这使得它们的运动方程变为

mnẍn(t) = GN

∑

m6=n

mnmm
xm(t)− xn(t)

|xm(t)− xn(t)|3
, (1.2)

其中GN 牛顿万有引力常数

GN ≈ 6.67259(85)× 10−8cm3/g sec2. (1.3)

1.1 牛顿力学的伽利略不变性

以上提到的绝对时空的参数化方案并不是唯一的，坐标的选择有很大的自由。

1.1.1 平移

坐标值x 总可以由如下的坐标平移而改变

x′ = x− x0. (1.4)
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很明显，平移后的轨迹x′
n(t) = xn(t)− x0 同样满足运动方程(1.2)。对于时间平移

t′ = t− t0, (1.5)

这些方程同样是正确的，亦即，轨迹

x′(t) ≡ x(t+ t0) (1.6)

满足方程(1.2)。牛顿方程(1.2)的这种性质被称作时空中的平移对称性。
另一种对此不变性的等价的阐述则是保持坐标系不动，同时将物理系统在时空

中做一个整体的移置，将所有的粒子移动到新的位置x′ = x+x0和时间t′ = t+t0。
在这种情况下，运动方程同样不变。以上两种对同一物理体系的再参数化方案是
等价的，第一种称为被动对称变换，第二种被称为主动对称变换。可以任选一个
对体系的对称性进行讨论。本书中，我们将根据实际情况选用主动式或者被动式
变换进行讨论。

1.1.2 转动

对于更多的将不同方向坐标值进行线形组合的变换，运动方程同样是不变的。例
如，对于转动:

x′i = Ri
jx

j, (1.7)

其中Ri
j 是转动矩阵

Ri
j = cos θ δij + (1− cos θ) θ̂iθ̂j + sin θ εijkθ̂k , (1.8)

式中θ̂i 表示转轴的单位方向矢量。此矩阵满足正交关系

RTR = 1. (1.9)

在方程(1.7)中，重复指标j意味着从1到3的求和，这就是所称的爱因斯坦求和约
定，本书中将全部采用此种约定。对于变换而言，转动同样可用于被动情形和主
动情形。
主动式转动可通过改变θ的正负号从上面所讲的被动情形得到。例如，绕z轴的

具有转动矢量ϕ̂ = (0, 0, 1)的主动式转动可由如下正交矩阵给出：

R3(ϕ) =




cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1


 . (1.10)

1.1.3 伽利略推进

一组更进一步的变换

x′i = xi − vit, (1.11)

t′ = t. (1.12)

则将空间坐标和时间坐标混合在一起。这被称为纯伽利略变换或伽利略推进。坐
标值x′i 和t′ 从以速度v ≡ (v1, v2, v3) 匀速穿过绝对时空的参考系中观察到的粒子
所处的位置和时间。在主动性描述中，变换x′i = xi + vit 则确定了以速度v 匀速
掠过观察者的物理系统的坐标值。
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1.1.4 伽利略群

将所有的这些变换结合起来

x′i = Ri
jx

j − vit− xi
0, (1.13)

t′ = t− t0, (1.14)

就形成了群. 群乘积可由连续执行相应变换来定义。这样定义的乘积律很显然是
具有结合性的，并且每个群元素都有一个逆元。这组变换(1.13)和(1.14) 称作伽利
略群。
所有在其中粒子的运动方程取(1.2)简单形式的坐标系，牛顿称之为惯性系。

1.2 麦克斯韦方程的洛仑兹不变性

当J.C.麦克斯韦（1831–1879）在1864年创立了他的电磁场理论后，牛顿理论的问
题开始显现了。麦克斯韦关于真空中电场 E(x) 和磁通密度或磁感应强度 B(x) 的
方程

∇ · E = 0 (Coulomb’s law), (1.15)

∇×B− 1

c

∂E

∂t
= 0 (Ampère’s law), (1.16)

∇ ·B = 0 (absence of magnetic monopoles), (1.17)

∇× E+
1

c

∂B

∂t
= 0 (Faraday’s law), (1.18)

可以进一步组合而得到二阶微分方程

(
1

c2
∂2
t −∇2

)
E (x, t) = 0, (1.19)

(
1

c2
∂2
t −∇2

)
B (x, t) = 0. (1.20)

这组方程中很明确地包含了光速

c ≡ 299 792 458
m

sec
, (1.21)

并且这组方程在伽利略群(1.14)的作用下并非不变。事实上，这是与牛顿的绝对
时空存在的假设相矛盾的。如果光以速度c在绝对时空中传播，则它在其他相对
于绝对时空以非零速度运动的惯性系中必不会如此。因此对光速的一个精确的测
量将可以挑选出那个绝对的时空。然而，所有的这方面的实验尝试均告失败。
麦克尔逊（1852–1931）和莫雷（1838–1923）在1887年所进行的实验显示，在±5
公里/秒的误差范围内，光沿着平行和垂直于地球运动轨道方向传播的速度是相
同的[1, 2]。这导致Fitzgerald（1851–1901）[3]、洛仑兹（1855–1928）[4]、庞加莱
（1854–1912）[5] 以及爱因斯坦（1879–1955）[6]等人设想并认为牛顿关于绝对时
空的假设是非物理的[7]。
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1.2.1 洛仑兹推进

上述矛盾可以通过对伽利略变换(1.11)和(1.12)进行修整以使麦克斯韦方程在其下
也保持不变来解决。这可由如下坐标变换来实现

x′i = xi + (γ − 1)
vivj

v2
xj − γvit, (1.22)

t′ = γt− 1

c2
γvixi, (1.23)

其中，γ是一个依赖于速度的参量

γ =
1√

1− v2/c2
. (1.24)

变换(1.22)与(1.23)被称为纯洛仑兹变换 或洛仑兹推进。参数γ 具有这样的效应：
在以不同速度运动的参考系内，时间的流逝是不同的。这对于保持光速在所有参
考系中均相等时十分必要的。
将纯洛仑兹变换用四维矢量表示法写出来是十分合宜的。引入4-矢量 xa（指

标a 取值0, 1, 2, 3），

xa =




ct
x1

x2

x3


 , (1.25)

我们可将(1.22)和(1.23)重新写为如下形式

x′a = Λa
bx

b, (1.26)

其中Λa
b 是如下4× 4-矩阵

Λa
b ≡


 γ −γvi/c

−γvi/c δij + (γ − 1)vivj/v
2


 . (1.27)

注意，对于重复指标a, b, c, . . . = 0, . . . , 3，我们依然采用了爱因斯坦求和约定。这
个矩阵Λa

b 满足赝正交关系 [请对照(1.9)]:

ΛT
a
c gcd Λ

d
b = gab, (1.28)

其中gab 是闵可夫斯基度规

gab =




1
−1

−1
−1


 . (1.29)
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方程(1.28)导致这样的结果：即由闵可夫斯基度规定义的两个4-矢量xa 和ya的
标量积

xy ≡ xagaby
b (1.30)

在洛仑兹变换下保持不变。
为了验证(1.28) 这一关系，引入一个被称作是快度的无量纲矢量� 会比较方

便，它指向速度v 的方向并且具有由下式决定的长度ζ ≡ |�|

cosh ζ = γ, sinh ζ = γv/c. (1.31)

我们同时定义了三维空间的单位矢量

�̂ ≡ �/ζ = v̂ ≡ v/v, (1.32)

于是

� = ζ �̂ = atanh
v

c
v̂. (1.33)

这样一来，洛仑兹变换(1.27)的矩阵Λa
b 就取如下形式

Λa
b = Ba

b(�) ≡




cosh ζ − sinh ζ ζ̂1 − sinh ζ ζ̂2 − sinh ζ ζ̂3

− sinh ζ ζ̂1
− sinh ζ ζ̂2 δij + (cosh ζ − 1) ζ̂iζ̂j
− sinh ζ ζ̂3



. (1.34)

符号Ba
b(�) 强调此变换为推进。赝正交性质(1.28) 可由恒等式�̂2 = 1 和cosh2 ζ −

sinh2 ζ = 1 直接导出。
对于物理系统的主动式变换，上述变换需要倒转过来。例如：对于具有指

向z-方向的快度� = ζ(0, 0, 1) 的主动式推进，它的赝正交矩阵为

Λa
b = B3(ζ) =




cosh ζ 0 0 sinh ζ
0 1 0 0
0 0 1 0

sinh ζ 0 0 cosh ζ


 . (1.35)

1.2.2 洛仑兹群

式(1.34)中的洛仑兹推进可通过转动扩展并构成洛仑兹群。在4 × 4 -矩阵表示中,
转动矩阵(1.8) 具有如下分块形式

Λa
b(R) = Ra

b ≡




1 0 0 0
0
0 Ri

j

0


 . (1.36)

很容易验证这些矩阵满足关系式 (1.28)，这里它变成了正交关系(1.9)。
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对于绕z-轴并具有转动矢量ϕ̂ = (0, 0, 1) 的主动式转动(1.10)，其四维形式由如
下正交矩阵给出

Λb
a = R3(ϕ) =




1 0 0 0
0 cosϕ − sinϕ 0
0 sinϕ cosϕ 0
0 0 0 1


 . (1.37)

转动矩阵(1.37) 和推进矩阵(1.35)的区别主要在于用三角函数取代了双曲函
数。同时，当考虑到度规(1.29)中的时间和空间部分取相反正负号，换位后会有一
个正负号的转换。
当把所有可能的洛仑兹推进和转动依次结合的组合集合起来，就形成了一个

群，称作洛仑兹群。

1.3 无穷小洛仑兹变换

连续群- 如转动群和洛仑兹群- 的变换规律可以十分方便地用无穷小变换形式写
出。通过将许多无穷小变换依次组合起来的方式，我们总是可以从其中重新构造
出有限变换规律。这正是如下事实的结果：指数函数ex总可以通过将许多小变量
近似eεx ≈ 1 + εx 相乘而得到，即

ex = lim
ε→0

(1 + εx)1/ε . (1.38)

1.3.1 群变换的生成元

让我们通过对主动式转动(1.37)的讨论来举例说明这一程序。这一转动可以写为如
下指数表达形式

R3(ϕ) = exp








0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0


ϕ





≡ e−iL3ϕ. (1.39)

矩阵

L3 = −i




0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0


 (1.40)

被称作洛仑兹群中该转动的生成元。对于绕x-轴和绕y-轴的转动，有类似的生成
元

L1 = −i




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


 , (1.41)
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L2 = −i




0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 0 0


 . (1.42)

可以紧凑地将以上三个生成元写为

Li ≡ −i

(
0 0

0 εijk

)
, (1.43)

其中εijk 是具有全反对称性的Levi-Civita 张量 ,并有ε123 = 1.
当为这三个生成元引入一个矢量表示法L ≡ (L1, L2, L2) 以后，一般的纯转动

矩阵(1.36) 可由如下指数形式表述

Λ(R(')) = e−i'·L. (1.44)

这是因为(1.36)的空间分块中所有的3 × 3-正交矩阵都可写成i乘以一个反对称3 ×
3矩阵的指数形式，并且这些矩阵都可写为以上生成元的线性组合' · L。
现在，让我们来找出主动式推进的生成元，首先是z-方向的。从方程(1.35) 中

我们看到推进矩阵可以写为如下指数形式

B3(ζ) = exp








0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


 ζ





= e−iM3ζ , (1.45)

相应的生成元为

M3 = i




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


 . (1.46)

类似地，我们可以找到x 和y-方向的生成元:

M1 = i




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , (1.47)

M2 = i




0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0


 . (1.48)

为此三个推进生成元引入矢量表示M ≡ (M1,M2,M2) 以后, 则一般性的洛仑兹变
换矩阵(1.34) 可有如下指数形式给出

Λ(B(�)) = e−i�·M. (1.49)
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对它的证明可比照对指数形式(1.44)的证明。

于是可以看到，洛仑兹群是由这六个矩阵Li和Mi生成的，并且可以总的写
为Ga(a = 1, . . . , 6)。每个群元可以写为

Λ = e−i('·L+�·M) ≡ e−iαaGa . (1.50)

对于确定洛仑兹群的生成元，存在一种洛仑兹协变的方式。我们引入下列4×4-
矩阵

(Lab)cd = i(gacgbd − gadgbc), (1.51)

它们由一对反对称的指标ab 来标识，即

Lab = −Lba. (1.52)

存在六个相互独立的矩阵与上述转动和推进生成元相符：

Li =
1

2
εijkL

jk, Mi = L0i. (1.53)

利用(1.51)中的生成元，我们可将(1.50) 中每个洛仑兹群的元素写为

Λ = e−i 12ωabL
ab

, (1.54)

其中反对称角量矩阵ωab = −ωba 集合了转动角度和快度:

ωij = εijkϕ
k, (1.55)

ω0i = ζ i. (1.56)

总合以上所述，我们就对所有的洛仑兹变换建立了指数表示形式

Λ = e−i('·L+�·M) = e−i( 1
2
ϕiεijkL

jk+ζiL0i) = e−i( 12ωijL
ij+ω0iL

0i) = e−i 12ωabL
ab

. (1.57)

注意，对于一个欧几里德度规

gab =




1
1

1
1


 , (1.58)

上述表示形式将与基本矩阵理论相类似。于是，方程 (1.28) 意味着Λ 包含了所有
四维实正交矩阵，这些正交矩阵都可写为4× 4-实反对称矩阵的指数形式。对于那
些与闵可夫斯基度规(1.29)相联系的满足(1.28)的赝正交矩阵而言，只有iLi 是反
对称的，而iMi 则是对称的。
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1.3.2 群乘积和李代数

之所以要将群元表示成六个生成元的指数函数，是因为如此一来，就可将无穷多
群元的乘法规则完全约化成这六个生成元Li和Mi间的有限个对易定则的问题。这
正是以下Baker-Campbell-Hausdorff 公式的结果 [8]:

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]+ 1

12
[A−B,[A,B]]− 1

24
[A,[B,[A,B]]]+.... (1.59)

根据这一公式，指数函数的乘积可以写为相应对易子的指数函数。当采用方
程(1.53) 和(1.57)中这六个生成元的一般性表示Gr = (Li,Mi)后，两个群元的乘积
可写为

Λ1Λ2 = e−iα1
rGre−iα2

sGs

= exp
{
−iα1

rGr − iα2
sGs +

1

2
[−iα1

rGr,−iα2
sGs]

+
1

12
[−i(α1

t − α2
t )Gt, [−iα1

rGr,−iα2
sGs]] + . . .

}
. (1.60)

此表达式的指数部分只包含了Gr间的对易子。对于洛仑兹群，这些可以从(1.40)–
(1.42)和(1.46)–(1.48)式中明确表示的 4× 4 -矩阵计算出来。结果如下

[Li, Lj] = iεijkLk, (1.61)

[Li,Mj] = iεijkMk, (1.62)

[Mi,Mj] = −iεijkLk. (1.63)

此生成元的代数被称作这个群的李代数。在生成元的一般性表示Gr下, 此代数写
为

[Gr, Gs] = ifrstGt. (1.64)

线性独立的矩阵Gr的个数（这里是6）称作该李代数的秩。
在任何李代数中，两个生成元的对易子总是生成元的线性组合。系数fabc 称为

结构常数。他们对于指标a, b, c 全反对称，并且满足如下关系

frsufutv + fstufurv + ftrufusv = 0. (1.65)

这确保了生成元满足雅可比恒等式

[[Gr, Gs], Gt] + [[Gs, Gt], Gr] + [[Gt, Gr], Gs] = 0, (1.66)

而这又保证了当按照式 (1.60)中的展开计算三个指数函数Λj = e−iαj
rGr (j = 1, 2, 3)

的乘积时，他们遵循结合律(Λ1Λ2)Λ3 = Λ1(Λ2Λ3)。
利用ε-张量所满足的恒等式

εijlεlkm + εjklεlim + εkilεljm = 0, (1.67)

可以十分容易和精确地验证洛仑兹群的结构常数(1.61)–(1.63)是满足式(1.65)中的
关系的。雅可比恒等式意味着r个具有r × r个元素的矩阵

(Fr)st ≡ −ifrst (1.68)
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满足对易关系(1.64)。他们正是李代数伴随表示的生成元。(1.43) 式中Li 的矩阵的
空间分块正是这一类型。
利用伴随表象的矩阵Fr ，对易关系还可写为

[Gr, Gs] = −(Ft)rsGt. (1.69)

将式(1.68)中的生成元代入，我们就重新得到了关系式(1.65)。
运用以上对易关系继续将(1.60) 式中的指数部分各项展开，则所有的对易子都

可以依次计算出来，我们就最后得到如下表示式

Λ12 = e−iα12
r (α1,α2)Gr , (1.70)

其中系数α12
r 完全由α1

r和α2
r决定。这个结果只依赖于结构常数fabc，而与表示无

关。
如果我们对(1.53) 式中的Li 和Mi 采用张量表示Lab，并且执行协变乘积以使乘

积LabLcd 具有形如(Lab)στ (L
cd)τ δ 的矩阵元，则对易子(1.61)–(1.63) 可写为

[Lab, Lcd] = −i(gacLbd − gadLbc + gbdLac − gbcLad). (1.71)

由于指标a ↔ b 和c ↔ d 的反对易性，只要确定如下更加简单的对易子就足够了

[Lab, Lac] = −igaaLbc, 不对 a 求和. (1.72)

此式中所列对易子只是省略了(1.71) 式中由于指标ab 和指标cd 完全不同而为零的
那部分对易关系。
对于无穷小变换，矩阵(1.54) 具有如下一般形式

Λ ≡ 1− i
1

2
ωabL

ab. (1.73)

当把(1.51) 式中的4× 4-生成元代入后, 他们的矩阵元为

Λa
b = δab + ωa

b,
(
Λ−1

)a
b = δab − ωa

b, (1.74)

其中ωa
b and ωa

b 通过如下关系与反对成角量矩阵ωab 相联系

ωa
b = gaa

′
ωa′b, ωa

b = gbb
′
ωab′ . (1.75)

1.4 矢量、张量和标量场

我们会经常性地考察各种4-分量的物理量va，它在洛仑兹变换下具有与坐标xa 相
同的变换行为:

v′a = Λa
bv

b. (1.76)

这种变换特性就定义出了洛仑兹矢量，或称为4-矢量。除此之外，还有其他具有
多个指标的量，如tab、tabc . . . 等，他们如矢量的乘积一样变换:

t′ab = Λa
cΛ

b
dt

cd, t′abc = Λa
dΛ

b
eΛ

c
f t

def , . . . . (1.77)

H. Kleinert, MULTIVALUED FIELDS
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这就是二阶、三阶或者高阶洛仑兹张量的变换形式。
任意给定两个4-矢量ua 和va，我们可以如(1.30) 式中一样定义他们的标量积:

uv = uagabv
b. (1.78)

很明显，由于赝正交关系(1.28) ，标量积在洛仑兹变换下是不变的。
如果va、tab、tabc 等是x 的函数，则他们称为矢量场和张量场. 这些场关于x的

导数同样遵循矢量和张量的变换规律。实际上，由于

x′a = Λa
bx

b, (1.79)

我们看到微商∂/∂xb 满足

∂

∂x′a =
(
ΛT−1

)
a

b ∂

∂xb
, (1.80)

即它通过洛仑兹矩阵Λa
b转置矩阵的逆矩阵进行变换。利用赝正交关系(1.28)，有

∂

∂x′a =
(
gΛg−1

)
a

b ∂

∂xb
. (1.81)

可如下定义其矩阵元
Λa

b ≡
(
gΛg−1

)
a

b = gac Λ
c
d g

db. (1.82)

于是，我们可将式(1.81) 改写为
∂′
a = Λa

b′∂b. (1.83)

一般来讲，任何一个具有4-分量va的量，当它具有与微商相同的变换行为

v′a = Λa
bvb (1.84)

我们就称之为协变 4-矢量或洛仑兹矢量。与之相反，矢量va 如坐标xa 般变换, 被
称作逆变 矢量。
一个协变矢量va 可以由一个逆变矢量vb 通过与度规张量相乘而构造:

va = gabv
b. (1.85)

这个操作被称为降指标. 这个操作可以反转过来，即我们所说的升指标:

va = gabvb, (1.86)

其中gab 为逆度规的矩阵元，即

gab ≡
(
g−1

)ab
. (1.87)

利用爱因斯坦求和规则，逆度规gab ≡ (g−1)
ab
满足

gabgbc = δac. (1.88)
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相同的上指标和下指标的求和称为缩并.
可以看出，(1.82) 式与指标升降规则是完全兼容的。
在闵可夫斯基时空中，度规g 和g−1 恰巧是相同的，它们的矩阵元gab 和gab 也

是相同的，都与式(1.29) 相同。但是，在具有一般几何结构的万有引力物理中，
这点不再成立。因此，对度规g 和它的逆g−1 以及它们的矩阵元gab 和gab 保持其符
号的区别，对于我们以后的讨论将是十分有益的。
当我们将(1.78) 式中的矢量的标量积重新写为

uv = uagabv
b = uava = uav

a (1.89)

可以很明显地看出协变矢量和逆变矢量的缩并正是标量积。当然，我们也可以利
用逆度规g−1 来构造两个协变矢量的标量积:

uv = uag
abvb. (1.90)

利用(1.28) 中的赝正交性，我们可以很容易地验证其在洛仑兹变换(1.84)下的不变
性:

u′
ag

abv′b = u′Tg−1v′ = uTg−1ΛTg g−1 gΛg−1v = uTg−1v = uag
abvb. (1.91)

由于∂/∂xa 如协变矢量般变换，通过如下标记来强调这种行为会很有用

∂a ≡
∂

∂xa
. (1.92)

将协变矢量的定义扩展开来，我们可以定义二阶、三阶以至高阶协变张
量tab、tabc 等是满足如下变换的量

t′ab = Λa
cΛb

d tcd, t′abc = Λa
cΛb

fΛc
g tefg, . . . . (1.93)

我们总可以从逆、协变矢量和张量的乘积中通过合适的指标缩并而得到新的逆、
协变量。如果缩并后没有剩余指标，则我们得到一个不变量，称为洛仑兹标量。
对协变导数矢量引入逆变形式

∂a ≡ gab∂b, (1.94)

并对逆变坐标矢量引入协变形式

xa ≡ gabx
b (1.95)

这对后面的分析会很有帮助。
麦克斯韦方程(1.20) 的不变性是这些缩并法则的一个直接结果，因为方程式左

边的微分算子可以协变地写为

1

c2
∂2
t −∇2 =

∂

∂xa
gab

∂

∂xb
= ∂ag

ab∂b = ∂a∂a = ∂2. (1.96)

上式右边很显然是个洛仑兹标量。
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1.4.1 离散洛仑兹变换

我们可以对洛仑兹群进行扩充以包含四个时空方向的反射变换

xa → −xa, (1.97)

而不破坏其定义(1.28) 中的性质。然而，Λ 的行列式则会变成负的。如果只有x0

被反转，这个反射变换被称为时间反演并被记为

T =




−1
1

1
1


 . (1.98)

同时对三个空间方向作反射被称作宇称变换 并被记为一个4× 4 -矩阵P :

P =




1
−1

−1
−1


 . (1.99)

当作了这些扩展后，整个洛伦群将无法从单位元的邻域通过无穷小变换的乘积
形式得到，换句话说，即无法从李代数的指数函数 (1.57)得到。

它包含四个拓扑不相交的区域，这些区域可以分别由无穷小变换的乘积乘
以1、P、T 和PT 而得到。群的这四个区域为

e−i 12ωabL
ab

, e−i 12ωabL
ab

P, e−i 12ωabL
ab

T, e−i 12ωabL
ab

PT. (1.100)

与P 和T 相关的区域的洛仑兹变换Λ 具有负的行列式。这就导致了对赝张量的定
义：他们如张量般变换，但有一个额外的行列式因子detΛ。具有这样性质的矢量
也称为轴矢量. 三维中，角动量L = x× p 就是一个轴矢量，因为在空间反射变换
下它不改变正负号，保持不变，并不像矢量x 那样。

1.4.2 庞加莱群

就像伽利略变换那样，洛仑兹变换可以通过时空变换

xa = xa − aa (1.101)

扩展而形成非齐次洛仑兹群 或庞加莱群.

惯性系可以定义为那些在其中麦克斯韦方程有效的参考系。他们之间通过如下
庞加莱变换相互联系

x′a = Λa
bx

a − aa. (1.102)
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1.5 洛仑兹变换的微分算子

四维时空中的物理规律可以用洛仑兹不变的场论来确切描述。这些场取决于时空
坐标xa。为了执行洛仑兹群的变换，我们需要洛仑兹群生成元对应的微分算子。
对于具有小的转动角和快度的洛仑兹变换Λ，我们可将指数函数形式的(1.57)

近似地表示为

Λ ≡ 1− i
1

2
ωabL

ab. (1.103)

坐标的洛仑兹变换
x

Λ−→ x′ = Λx (1.104)

可以方便地由如下无穷小变换来表示

δΛx = x′ − x = −i
1

2
ωabL

abx. (1.105)

将(1.51) 中4× 4 -矩阵生成元代入后，上式可更明确地写为[同(1.74) 相比较]

δΛx
a = ωa

bx
b. (1.106)

我们看到(1.105) 可用微分算子

L̂ab ≡ i(xa∂b − xb∂a) = −L̂ba (1.107)

来表示为一个对易子

δΛx = i
1

2
ωab[L̂

ab, x]. (1.108)

微分算子(1.107) 满足与洛仑兹群的4 × 4 -生成元Lab 相同的对易关系(1.71)
和(1.72)。它们构成了(1.71) 和(1.72) 中李代数的一个表示。通过指数函数化，
我们就可以构造出有限洛仑兹变换的算符表示

D̂(Λ) ≡ e−i 1
2
ωabL̂

ab

, (1.109)

它与4× 4-矩阵Λ 满足同样的群乘积法则。
有限洛仑兹变换(1.104) 和它的算符表示(1.109) 之间的关系为

x′ = Λx = e−i 1
2
ωabL

ab

x = ei
1
2
ωabL̂

ab

x e−i 1
2
ωabL̂

ab

= D̂−1(Λ)x D̂(Λ). (1.110)

这可以通过利用李展开公式

e−iÂ B̂ eiA = 1− i[Â, B̂] +
i2

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . . , (1.111)

将左边的e−i 1
2
ωabL

ab
x 展成ωab 的幂的形式并对右边的ei

1
2
ωabL̂

ab
x e−i 1

2
ωabL̂

ab
进行同样

的处理而证明。
这个算符表示(1.109) 可以用来对任何函数的时空变量x 进行洛仑兹变换:

f ′(x) ≡ f(Λ−1x) = f
(
D̂(Λ)x D̂−1(Λ)

)
= D̂(Λ)f (x) D̂−1(Λ). (1.112)

最后一步可以从f(x) 的幂级数展开而得到。举个例子，对于f(x) 的展开
项fa,bx

axb，在变换后的函数f ′(x) 中变为

fa,bD̂(Λ)xa D̂−1(Λ)D̂(Λ)xbD̂−1(Λ) = D̂(Λ)
(
fa,bx

axb
)
D̂−1(Λ). (1.113)
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1.6 矢量和张量算子

在计算微分算子L̂ab 间的对易法则中，为方便起见，我们将利用L̂ab 与xc 和p̂c 间
的对易关系:

[L̂ab, xc] = −i(gacxb − gbcxa) = −(Lab)cdx
d, (1.114)

[L̂ab, p̂c] = −i(gacp̂b − gbcp̂a) = −(Lab)cdp̂
d. (1.115)

这些对易关系同时确定出xc 和p̂c 为矢量算子
一般来讲，如果一个算子t̂ c1,···,cn 的每一个张量指标在与Lab的对易中都

如(1.114) 与(1.115) 中xa 或p̂a 的指标般变化；

[L̂ab, t̂ c1,...,cn ] =−i[(gac1 t̂ b,...,cn − gbc1 t̂ a,...,cn) + . . .+ (gacn t̂ c1,...,b − gbcn t̂ c1,...,a)]

=−(Lab)c1d t̂
dc2,...,cn − (Lab)c2d t̂

c1d,...,cn −. . .− (Lab)cnd t̂
c1c2,...,d (1.116)

则这个算子被认为是n-阶张量算子。生成元间的对易关系(1.71) 意味着它们本身
就是张量算符。
张量算子中最简单的例子就是矢量的直积，例如t̂ c1,...,cn = xc1 · · ·xcn 或

者t̂ c1,...,cn = p̂c1 · · · p̂cn。事实上，对于这些直积来说，利用算子乘积间的对易
关系

[â, b̂ĉ] = [â, b̂]ĉ+ b̂[â, ĉ], [âb̂, ĉ] = â[b̂, ĉ] + [â, ĉ]b̂, (1.117)

就会得到右边的关系式。这其实类似于导数运算中的莱布尼兹链式法则

∂(fg) = (∂f)g + f(∂g). (1.118)

1.7 有限洛仑兹变换下矢量和张量的行为

让我们将上述有限算符表示(1.109) 运用于矢量xc 以构成

D̂(Λ)xcD̂−1(Λ). (1.119)

我们将对转动和洛仑兹变换分别采取如此措施。

1.7.1 转动

一个任意的3-矢量(x1, x2, x3)绕第3轴的转动可用由L̂3 = −i(x1∂2 − x2∂1) 生成的算

子D̂(R3(ϕ)) = e−iϕL̂3 进行如下操作而得到

D̂(R3(ϕ))x
iD̂−1(R3(ϕ)) = e−iϕL̂3xieiϕL̂3 . (1.120)

由于L̂3 与x3 对易，此分量在(1.120) 式中的操作下是不变的：

D̂(R3(ϕ))x
3D̂−1(R3(ϕ)) = e−iϕL̂3x3eiϕL̂3 = x3. (1.121)

对于x1 和x2，(1.119) 式中的李展开包含如下对易子

−i[L3, x
1] = x2, − i[L3, x

2] = −x1. (1.122)
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于是，(1.120)式右手边的一阶展开项将二维矢量(x1, x2)转换为(x2,−x1)。二阶项
可以通过交换算子−iL̂3 和(x2,−x1) 而得到，从而导致−(x1, x2)。到三阶，这再次
转换为−(x2,−x1)，如此等等。很明显，所有的偶数阶的项将重现初始的二维矢
量(x1, x2)并依次交替携带正负号，而所有的奇次幂项则正比于(x2,−x1)。于是，
我们得到如下展开

e−iϕL̂3(x1, x2)eiϕL̂3 =
(
1− 1

2!
ϕ2 +

1

4!
ϕ4 + . . .

)
(x1, x2)

+
(
ϕ− 1

3!
ϕ3 +

1

5!
ϕ5 + . . .

)
(x2,−x1). (1.123)

偶次幂项和奇次幂项可以分别结合起来形成余弦函数和正弦函数，从而得到

e−iϕL̂3(x1, x2)eiϕL̂3 = cosϕ (x1, x2) + sinϕ (x2,−x1). (1.124)

可以看出，上式右边表达式同(1.121) 式中不变的x3 一起构成了一个矢量，这个矢
量正是由xi 通过(1.37) 式中的反向转动而得到。于是

D̂(R3(ϕ))x
iD̂−1(R3(ϕ)) = e−iϕL̂3xieiϕL̂3 =

(
eiϕL3

)i
jx

j = R−1
3 (ϕ)ijx

j. (1.125)

通过接连执行绕三个轴的旋转，我们可以以这样的方式构造出任何反向转动：

D̂(R('))xiD̂−1(R(')) = e−i'·L̂xiei'·L̂ =
(
ei'·L̂

)i
jx

j = R−1(')ijxj. (1.126)

这正是与对易关系

[L̂i, xk] = xj(Li)jk, (1.127)

相联系的有限变换规则，而这也正赋予了xi 矢量算子的性质[对比(1.114)式]。这
样，对于任一矢量算子v̂i，(1.126) 式同样成立。
很明显，时间分量x0 在转动变换下是不变的，因为L̂3 与x0 是对易的。

因此，我们可以毫不费力地将(1.126) 推广到4-矢量的情况，只需将D̂(R('))
用D̂(Λ(R('))) [请回想(1.44) 式] 来替代。

1.7.2 洛仑兹推进

对于洛仑兹推进可以进行类似的计算。我们这里首先考虑第三方向上由M̂3 =
L̂03 = −i(x0∂3 + x3∂0) [请回想(1.57)式、(1.53)式和(1.107) 式] 生成的推进B3(ζ) =

e−iζM̂3 。注意，生成元L̂03 中的两项具有相同的正负号是由于∂i = −∂i 而∂0 =
∂0。这样，我们就得到

D̂(B3(ζ))x
iD̂−1(B3(ζ)) = e−iζM̂3xieiζM̂3 . (1.128)

右式中的李展开包含有对易子

−i[M3, x
0] = −x3, − i[M3, x

3] = −x0, − i[M3, x
1] = 0, − i[M3, x

2] = 0. (1.129)
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从上面可以看出，2-矢量(x1, x2) 是不变的, 但2-矢量(x0, x3) 会变换成−(x3, x0)。
在展开的第二项，后者会变成(x0, x3)，如此下去，就导致

e−iζM̂3(x0, x3)eiζM̂3 =
(
1 +

1

2!
ζ2 +

1

4!
ζ4 + . . .

)
(x0, x3)

−
(
ζ +

1

3!
ζ3 +

1

5!
ζ5 + . . .

)
(x3, x0). (1.130)

上式右边的求和正是双曲余弦函数和双曲正弦函数，于是有:

e−iζM̂3(x0, x3)eiζM̂3 = cosh ζ (x0, x3)− sinh ζ (x3, x0). (1.131)

同(x1, x2) 的不变性一起，这恰恰对应于推进变换(1.35) 的逆:

D̂(B3(ζ))x
aD̂−1(B3(ζ)) = e−iζM̂3xaeiζM̂3 =

(
eiζM3

)a
bx

b = B−1
3 (ζ)abx

b. (1.132)

1.7.3 洛仑兹群

通过接连执行各个不同方向上的转动和推进，我们就找出了所有的洛仑兹变换

D̂(Λ)xcD̂−1(Λ) = e−i 1
2
ωabL̂

ab

xcei
1
2
ωabL̂

ab

= (ei
1
2
ωabL

ab

)cc′x
c′ = (Λ−1)cc′x

c′ , (1.133)

其中ωab 就是(1.55) 和(1.56) 中的参数。上式右边最后一项中我们将4 × 4 -矩阵Λ
表示为其生成元的指数函数形式，用以强调生成元Lab 和它们的微分算子表示L̂ab

间的一一对应关系。
第一眼看上去，出现在方程两边各自的左手因子中的群变换相互为逆 似乎是

件十分奇怪的事情。然而，我们可以十分容易地说服自己这对于保证正确的群乘
积律是十分必要的。事实上，如果我们连续作两个变换:

D̂(Λ2Λ1)x
cD̂−1(Λ2Λ1) = D̂(Λ2)D̂(Λ1)x

cD̂−1(Λ1)D̂
−1(Λ2)

= (Λ−1
1 )cc′D̂(Λ2)x

c′D̂−1(Λ2) = (Λ−1
1 )cc′(Λ

−1
2 )c

′
c′′x

c′′ = [(Λ2Λ1)
−1]cc′x

c′ . (1.134)

如果(1.133) 式中右式所包含的不是Λ−1 而是Λ 的话，则(1.134) 中右式内Λ2Λ1 中
因子的顺序将于左式中D̂(Λ2Λ1)内的顺序相反。
通过对(1.133) 中的操作进行一个直接的推广就可得到对于张量t̂ c1,...,cn =

xc1 · · ·xcn 的变换规律:

D̂(Λ)t̂ c1,...,cnD̂−1(Λ) = e−i 1
2
ωabL̂

ab

t̂ c1,...,cn ei
1
2
ωabL̂

ab

= (Λ−1)c1c′1 · · · (Λ
−1)cnc′n t̂

c′1,...,c
′
n

= (ei
1
2
ωabL

ab

)c1c′1 · · · (e
i 1
2
ωabL

ab

)cnc′n t̂
c′1,...,c

′
n . (1.135)

这可通过如下手续得到：在乘积xc1 · · ·xcn 中相邻的两个因子间插入辅助单位
因子1 = D̂(Λ)D̂−1(Λ) = e−i 1

2
ωabL̂

ab
ei

1
2
ωabL̂

ab
并对每一项进行如(1.135) 中的操

作。(1.135) 式中最后一项可以写成

[
ei

1
2
ωab(L

ab×1×1···×1 + 1×Lab×1···×1 + ... )
]c1...cn

c′1...c
′
n
t c

′
1...c

′
n . (1.136)
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由于对易关系(1.116)完全决定了上述结果，因此(1.135)中的变换公式对于任何张
量算符t̂ c1,...,cn 都是正确的，而不仅仅是对由矢量xci 的乘积组合而成的张量。
此结果可以十分容易地推广到指数函数e−ipx 并进而推广到任何具有傅立叶表

示的函数f(x)：

D̂(Λ)f(x)D̂−1(Λ) = f(Λ−1x) = e−i 1
2
ωabL̂

ab

f(x) ei
1
2
ωabL̂

ab

. (1.137)

由于最后一个微分算子没有作用对象，可以把它省略掉，上式也可以写为

D̂(Λ)f(x)D̂−1(Λ) = f(Λ−1x) = e−i 1
2
ωabL̂

ab

f(x). (1.138)

1.8 相对论性点粒子力学

麦克斯韦方程的洛仑兹不变性解释了观测到的光速在不同惯性系中的不变性。然
而，这与牛顿力学并不相容。因此，对于牛顿定律需要有一个修正，它即满足洛
仑兹不变性，同时在描述低速宏观物体这种牛顿方程最初为之而建立的体系的运
动时与原有牛顿力学差别甚微。为此，我们首先引入庞加莱不变的时空距离测度

ds ≡
√
dx2 =

(
gabdx

adxb
)1/2

. (1.139)

在惯性系的一个固定的坐标点上，ds 等于c 乘以所经历的时间：

ds =
√
g00dx0dx0 = dx0 = cdt. (1.140)

爱因斯坦称

τ ≡ s/c (1.141)

为原时。
当从一个惯性系转到另一个惯性系后，在第一个惯性系中同时发生在两个不同

地点的事件在第二个惯性系中将在不同的时间发生。然而，由于赝正交关系(1.28)
，这两个事件间的不变距离在两个参考系中保持一样，即

ds′ =
(
gabdx

′adx′b
)1/2

=
(
gabdx

adxb
)1/2

= ds. (1.142)

在一个闵可夫斯基参考系中以匀速沿着轨迹x(t) 运动的粒子在另外一个相对于第
一个参考系以速度v = ẋ(t) 运动的闵氏参考系中保持静止。它的原时则通过洛仑
兹变换

cdτ = ds =
√
c2dt2 − dx2 = cdt

√√√√1− 1

c2

(
dx

dt

)2

= cdt

√

1− v2

c2
=

cdt

γ
. (1.143)

与它在第一个参考系中的坐标时相联系。这就是著名的爱因斯坦关系，意味着
运动的粒子的寿命将延长为γ 倍。对于这一现象有直接的实验证据。例如，π+

介子的平均寿命为τa = 2.60 × 10−8 秒，之后它将衰变为一个µ介子和一个中微
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子。如果π 介子被观察到在一个气泡室内以光速c ≡ 299 792 458m/sec的10%的
速度运动的话，它的轨迹的长度平均为l ≈ τa × c × 0.1/

√
1− 0.12 ≈ 0.78 cm。

然而，一个以90%光速极快地运动的π 介子的轨迹的长度则是原来的(0.9/0.1) ×√
1− 0.102/

√
1− 0.92 ≡ 20.6 倍。无质量的粒子以光速运动，并且有dτ = 0，即

沿着他们的轨迹原时是静止不变的。这意味着无质量粒子永远不会衰变，他们必
须是稳定粒子。
另一个看到时间延迟的方法是观察运动的原子的谱线，比方说氢原子的谱线。

如果原子静止不动，则它的谱线频率为

ν = −Ry
(
1

n2
− 1

m2

)
(1.144)

其中Ry = mec
2α2/2 ≈ 13.6 eV, 是里德伯常数，

α ≡ e2

4πh̄c
≈ 1/137.035 989 (1.145)

是精细结构常数，n 和m 是初态和末态电子轨道的主量子数。如果当原子在以速
度v 沿垂直于观测方向的路径上运动的同时释放出一个光量子，则这个频率降低
为原来的1/γ:

νobs
ν

=
1

γ
=

√

1− v2

c2
. (1.146)

如果这个原子背离或朝向观测者运动的话，这个频率还要由于多普勒频移进一步
修正。由于距离的增加或减少，波列将以更小或者更高的频率到达

νobs
ν

=
(
1± v

c

)−1 1

γ
=

√√√√1∓ v/c

1± v/c
. (1.147)

第一种情况，观察者看到了谱线附加的红移，而在第二种情况，则为蓝移。
在无外力的情况下，四维时空中自由粒子的运动轨迹是直线。如果粒子的时空

位置用原时τ 来参数化，则他们满足如下运动方程

d2

dτ 2
xa(τ) =

d

dτ
pa(τ) = 0. (1.148)

xa(τ)的第一阶导数是动量的相对论性4-矢量 pa(τ)，简称为4-动量；

pa(τ) ≡ m
d

dτ
xa(τ) ≡ mua(τ). (1.149)

在上式右边我们引进了速度的相对论性4-矢量 ua(τ)，或称为4-速度。将(1.143) 代
入(1.149)，我们确定出ua(τ) 的分量为

ua =

(
γc
γva

)
, (1.150)
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并且看到ua(τ) 正规化为光速:

ua(τ)ua(τ) = c2. (1.151)

4-动量(1.149) 的时间和空间分量是

p0 = mγc = mu0, pi = mγvi = mui. (1.152)

这表明时间膨胀因子γ 等于p0/mc，并且对于非相对论性动量mvi ，此因子提高了
空间动量。这一修正在粒子速度接近光速时变得尤为重要，这称为相对论性的。
光子的质量为m = 0，其速度为v = c，它是终极相对论性的。
注意，由于(1.152) 式，(1.31) 式中快度的双曲函数与4-速度和能量以及动量有

如下关系

cosh ζ = u0/c = p0/mc, sinh ζ = |u|/c = |p|/mc. (1.153)

在时空的洛仑兹变换下，4-动量pa 以与坐标4-矢量xa 完全相同的方式变换。这
当然是由于(1.149) 式中原时τ 的洛仑兹不变性。事实上，从(1.152) 式中我们可以
导出如下重要关系

p0
2 − p2 = m2c2, (1.154)

这个关系显示由闵氏度规构成的4-动量的平方是不变的；

p2 ≡ pagabp
b = m2c2. (1.155)

由于xa 和pa 都是洛仑兹矢量，它们的标量积

xp ≡ gabx
apb (1.156)

是一个不变量。在正则表述中，动量pi 为空间坐标xi 的共轭变量。(1.156) 式显
示cp0 与x0/c = t 共轭。因此，它一定是粒子的能量

E = cp0. (1.157)

由(1.154)，我们可以得出相对论性粒子能量与动量的函数关系：

E = c
√
p2 +m2c2. (1.158)

对于低速情形，上式可以展开为

E = mc2 +
m

2
v2 + . . . . (1.159)

第一项给出了不为零的静止能量，它在非相对论物理中是观测不到的。第二项正
是牛顿的动能。
第一项有着极强的观测效应。粒子可在碰撞过程中产生或消失。在后一种情况

中，它们的静止能量mc2 可转化为其他粒子的动能。这个大因子c 使得不稳定的
粒子成为巨大能量的源泉，并且已在1945年造成了广岛和长崎的灾难性后果。
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1.9 量子力学

在量子力学中，具有动量p 的无自旋自由粒子由如下形式的平面波描述

φp(x) = N e−ipx/h̄, (1.160)

其中N 是个归一化因子。动量分量是下列微分算子的本征值

p̂a = ih̄
∂

∂xa
, (1.161)

它们与xb 满足如下对易关系
[p̂a, x

b] = ih̄δa
b. (1.162)

由这些，生成元(1.107) 可以重新写为

L̂ab ≡ 1

h̄
(xap̂b − xbp̂a). (1.163)

除1/h̄ 之外，这正是四维角动量的张量形式。
很值得注意的是，这个微分算子(1.163)还可表示成4× 4 -矩阵生成元(1.51)夹

在xc 和p̂d 之间像三明治那样的形式：

L̂ab = − i

h̄
(Lab)cdx

cp̂d = − i

h̄
xTLabp̂ = ip̂TLabx. (1.164)

这种构造4 × 4 - 李代数(1.71) 的算子表示的方法是关于定义矩阵表示的更高级表
述的一般构造技术的一个特别的应用。事实上，二次量子化程序正是基于这样的
构造，这将单粒子薛定谔算子扩展到了多粒子态的福克空间。
一般来讲，我们总可以引入满足对易关系

[âc, âd] = [â†c, â
†
d] = 0; [âc, â†d] = δcd (1.165)

的矢量形式的产生、消灭算子â†c and âd 并构造三明治式的算子

L̂ab = â†c(L
ab)cdâ

d. (1.166)

由于莱布尼兹链式规则(1.117)，这些算子满足与三明治化矩阵相同的对易关
系。由于−ip̂a/h̄和xa 如â与â† 般对易，于是，矩阵的对易规则可直接用于三明治
算子(1.164)。由此而生成的更高级表示则处于平方可积函数的希尔伯特空间中。
在洛仑兹变换下，由波函数(1.160)描述的粒子的动量转化为p′ = Λp，则相应

的波函数将作如下转换：

φp(x)
Λ−→ φ′

p(x) ≡ φp′(x) = N e−i(Λp)x = N e−ipΛ−1x = φp(Λ
−1x). (1.167)

这也可以写为φ′
p′(x

′) = φp(x)。这些波的一个任意的叠加则变换如下

φ(x)
Λ−→ φ′(x) = φ(Λ−1x), (1.168)

这个式子正是标量场的定义关系式。
(1.168) 式中的变换也可以用(1.138) 式中的洛仑兹群的微分算子表示来生成，

即：

φ(x)
Λ−→ φ′(x) = D̂(Λ)φ(x). (1.169)



22 1 基基基础础础知知知识识识

1.10 电磁场中的相对论性粒子

洛仑兹和爱因斯坦所系统订立的描述具有电磁相互作用的相对论性有质量粒子的
理论被称为是麦克斯韦-洛仑兹理论。这一理论在庞加莱群下是不变的，并且它可
用来描述带电粒子（如电子）以非相对论或相对论速度运动时的动力学特性。
电磁场中一个质量为m 电荷为e 的粒子的运动行为由洛仑兹方程来支配

dpa(τ)

dτ
= m

d2xa(τ)

dτ 2
= fa(τ), (1.170)

其中fa 为与洛仑兹力相关联的4-矢量

fa =
e

c
F a

b
dxb

dτ
=

e

mc
F a

b(x(τ)) p
b(τ), (1.171)

F a
b(x) 一个电场和磁场的4× 4 - 组合，其分量为

F i
j = εijkBk, F 0

i = Ei. (1.172)

将F a
b的第二个指标升起来后，我们就得到张量

F ac = gcbF a
b, (1.173)

此张量与六个电磁场分量所组成的反对称矩阵

F ab =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0




(1.174)

相关联。这种张量记法十分重要，因为在洛仑兹群下，F ab 与乘积xaxb 以相同的
方式变换，后者变换为x′ax′b = Λa

cΛ
b
d x

cxd。在F ab(x) 中，当进行变换时，自变
量也必须同时作如(1.168)式中所示的标量场般的变换，这样，我们就得到张量场
的一般性的变换行为：

F ab(x)
Λ−→ F ′ab(x) = Λa

cΛ
b
d F

cd(Λ−1x). (1.175)

回想一下(1.136) 式中洛伦兹变换直积的指数表示形式以及(1.138) 式中自变量x 变
换的微分算符表示，上式可以进一步写为

F ab(x)
Λ−→ F ′ab(x) = [e−i 1

2
ωabĴ

ab

F ]ab(Λ−1x), (1.176)

其中
Ĵ cd ≡ Lcd × 1 + 1× Lcd (1.177)

是该矢量场4-维总角动量的生成元。直积中的因子依次作用于和两个洛仑兹指
标关联的表示空间以及时空坐标上。生成元Ĵab 遵循与Lab 和L̂ab相同的对易关
系(1.71) 和(1.72)。
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为了验证(1.175) 式中的变换律，让我们首先回顾一下电磁学中的基本结果：
当变换到一个以速度v 移动的坐标系x → x′ = Λx中后，电场和磁场变为

E′
‖(x

′) = E‖(x), E′
⊥(x

′) = γ
[
E⊥(x) +

1

c
v ×B(x)

]
, (1.178)

B′
‖(x

′) = B‖(x), B′
⊥(x

′) = γ
[
B⊥(x)−

1

c
v × E(x)

]
, (1.179)

其中角标‖ 和⊥ 分别表示平行于和垂直于v 的分量。回想矩阵(1.27)，我们看
到(1.178) 和(1.179) 恰好对应于张量场的变换律(1.175)。
运运运动方程(1.170) 内电磁力中的场张量相应变换为：

F a
b(x(τ))

Λ−→ F ′a
b(x(τ)) = Λa

cΛ
T
b
dF ′c

d(Λ
−1x(τ)). (1.180)

这可以通过将F a
b(x(τ)) 重新写为

F a
b(x(τ)) =

∫
d4xF a

b(x) δ
(4)(x− x(τ)), (1.181)

并运用(1.175)式中的变换得以验证。
将(1.171) 中的洛仑兹力的4-矢量的时间和空间分量进行分离，我们发现

d

dτ
p0 = f 0 =

e

Mc
E · p, (1.182)

d

dτ
p = f =

e

Mc

(
E p0 + p×B

)
. (1.183)

洛仑兹力也可以用速度矢量来描写

fa =
e

c
F a

b
dxb

dτ
= γ




e

c
v · E

eEi +
1

c
(v ×B)i


 . (1.184)

应当指出的是，如果我们不用原时τ 而是用坐标时间dt = γdτ 去描述粒子轨道
的话，则运动方程为

dpa

dt
=

1

γ
fa, (1.185)

这使得加速度由洛仑兹力的3-矢量

f em = e
[
E(x) +

v

c
B(x)

]
. (1.186)

来决定。
以上这些方程支配着带电点粒子在给定外场中的运动行为。然而，运动的粒子

也会产生出附加的电磁场。这可以通过求解如下包含电荷密度ρ 和电流密度j 的麦
克斯韦方程而计算出来：

∇ · E = ρ (Coulomb’s law), (1.187)

∇×B− 1

c

∂E

∂t
=

1

c
j (Ampère’s law), (1.188)

∇ ·B = 0 (absence of magnetic monopoles), (1.189)

∇× E+
1

c

∂B

∂t
= 0 (Faraday’s law). (1.190)
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在一个介电常数为ε 磁导率为µ 的介电顺磁介质中，我们可用以下关系分别定义
电位移矢量场D(x) 和磁场H(x)

D(x) = εE(x), H(x) =
B(x)

µ
, (1.191)

则麦克斯韦方程变为

∇ ·D = ρ (Coulomb’s law), (1.192)

∇×H− 1

c

∂D

∂t
=

1

c
j (Ampère’s law), (1.193)

∇ ·B = 0 (absence of magnetic monopoles), (1.194)

∇× E+
1

c

∂B

∂t
= 0 (Faraday’s law). (1.195)

在方程(1.187)、(1.188)、(1.192) 和(1.193)的右边，为方便起见，我们省略了
因子4π。这使得电子电荷等于−e = −

√
4παh̄c.

真空中，(1.187) 和(1.188) 这两个非齐次麦克斯韦方程可以合并成一个方程

∂bF
ab = −1

c
ja, (1.196)

其中ja 为电流密度4-矢量

ja(x) =

(
cρ(x, t)
j(x, t)

)
. (1.197)

实际上，(1.196) 式中的第零分量就等同于(1.187) 式：

∂iF
0i = −∇ · E = −ρ, (1.198)

而其指标为a = i 的空间分量则退化为方程(1.188)：

∂0F
i0 + ∂jF

ij = ∂jε
ijkBk +

1

c

∂

∂t
Ei = − (∇×B)i +

1

c

∂

∂t
Ei = −1

c
ji. (1.199)

剩下的齐次麦克斯韦方程(1.189) 和(1.190) 也可以重新组合成以下张量形式

∂bF̃
ab = 0. (1.200)

这里F̃ ab 被称为对偶场张量，它由下式定义

F̃ ab =
1

2
εabcdFcd, (1.201)

其中εabcd 为单位全反对称张量，ε0123 = 1。它的计算特性见附录A。
(1.196) 式中F ab 的反对称性意味着电流密度的4-散度为零：

∂aj
a(x) = 0. (1.202)
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这正是电荷的定域守恒律的四维表述。如写成空间和时间分量形式，则为

∂tρ(x, t) +∇ · j(x, t) = 0. (1.203)

此式在给定区域上的积分给出

∂t

[∫
d3x ρ(x, t)

]
= −

∫
d3x∇ · j(x, t) = 0. (1.204)

上式右手边为零。这是因为根据高斯散度定理，一个流密度的散度的体积分等于
穿过此区域边界的通量的面积分。如果该电流不跑出这个空间区域的话，则此积
分便为零。而对于一个无限大体系而言，这通常是正确的。于是，我们便发现，
作为定域守恒律(1.202) 的一个结果，体系的总电荷

Q(t) ≡
∫

d3 ρ(x, t) ≡ 1

c

∫
d3x j0(x) (1.205)

满足整体守恒律，体系的总电荷是不随时间而变化的：

Q(t) ≡ Q. (1.206)

对于一组电荷分别为en 的点粒子，相应的电荷密度和电流密度为

ρ(x, t) =
∑

n

enδ
(3) (x− xn(t)) , (1.207)

j(x, t) =
∑

n

enẋn(t)δ
(3) (x− xn(t)) . (1.208)

将此表达式与流密度4-矢量(1.197) 相结合，我们可以很轻易地验证ja(x) 确实如
矢量场般变换[与(1.168) 中标量场和(1.175) 中张量场的行为作比较]：

ja(x)
Λ−→ j′a(x) = Λa

b j
b(Λ−1x). (1.209)

为了验证这点，我们注意到δ(3) (x− x(t)) 可以写为沿着由原时τ 参数化了的粒子
的轨迹的积分形式:

∫ ∞

−∞
dτ δ(4)(x− x(τ)) =

∫ ∞

−∞
dτ δ(x0 − x0(τ))δ(3) (x− x(τ))

=
dτ

dx0
δ(3) (x− x(t)) =

1

cγ
δ(3) (x− x(t)) . (1.210)

这使得我们可以将(1.207) 和(1.208) 重新写为

cρ (x, t) = c
∑

n

∫ ∞

−∞
dτnenγnc δ

(4) (x− xn(τ)) , (1.211)

j (x, t) = c
∑

n

∫ ∞

−∞
dτnenγnvnδ

(4) (x− xn(τ)) . (1.212)

这两个方程可以合并成一个单一的4-矢量方程式

ja(x) = c
∑

n

∫ ∞

−∞
dτnenẋ

a
n(τ)δ

(4) (x− xn(τ)) , (1.213)
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这样，由ẋa
n(τ) 的矢量性质可以看出(1.209) 式中的变换行为是十分明显的。

借助于4-维电流密度表示式，非齐次麦克斯韦方程(1.196) 就变为了麦克斯
韦-洛仑兹方程

∂bF
ab = −1

c
ja = −

∑

n

∫ ∞

−∞
dτnenẋ

a
n(τ)δ

(4) (x− xn(τ)) . (1.214)

对于(1.213) 式中的电流密度，让我们来验证一下守恒定律(1.202) 。将微分算
子∂a 作用于上式中的δ-函数，得∂aδ

(4) (x−xn(τ)) = −∂xa
n
δ(4) (x− xn(τ))，于是有

∂aj
a(x)=−c

∑

n

∫ ∞

−∞
dτnen

dxa
n(τ)

dτ

∂

∂xa
n

δ(4) (x− xn(τ))

=−c
∑

n

∫ ∞

−∞
dτnen∂τδ

(4) (x− xn(τ)) . (1.215)

如果粒子轨道xn(τ) 是稳定的，则他们或者在时空中闭合，或者从负无穷远xn(τ)
走向无穷远xn(τ) 。那么，上式右边在任何一个有限区域内均为零，于是我们发
现电流密度确实是守恒的。
作为本节结尾，我们来进一步考察一下矢量的变换律(1.209)。类似于(1.175)

中张量的变换律，(1.209)式可写为：

ja(x)
Λ−→ j′a(x) = [e−i 1

2
ωabĴ

ab

j]a(Λ−1x), (1.216)

其中

Ĵ cd ≡ Lcd × 1̂ + 1× L̂cd (1.217)

为矢量场的4-维总角动量的生成元。如同在在(1.177) 式中一样，直积中的因子
将分别作用于与洛仑兹指标和时空坐标相关联的表示空间，并且生成元Ĵab 遵循
与Lab 和L̂ab 一样的对易规则(1.71) 和(1.72)。

1.11 狄拉克粒子和场

宇宙中的可观测物质主要由电子和核子组成，而后者则主要是三个夸克的束缚
态。电子和夸克都是自旋为1/2的粒子，他们由4-分量狄拉克场ψ(x)来描述。这些
场遵循狄拉克方程

(iγa∂a −m)ψ(x) = 0, (1.218)

其中γa 是4× 4 -狄拉克矩阵

γa =

(
0 σa

σ̃a 0

)
, (1.219)

式中的2× 2 -子矩阵σa 和σ̃a （a = 0, . . . , 3 ）组成泡利矩阵4-矢量

σa ≡ (σ0, σi), σ̃a ≡ (σ0,−σi). (1.220)
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上述的空间分量σi 就是通常的泡利矩阵

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (1.221)

而第零分量σ0 则定义为2× 2 -单位矩阵：

σ0 ≡
(

1 0
0 1

)
. (1.222)

由这些矩阵的代数性质

(σa)2 = σ0 = 1, σiσj = δij + iεijkσk, σaσ̃b + σbσ̃a = 2gab, (1.223)

我们推导出γa 须满足以下反对易规则
{
γa, γb

}
= 2gab. (1.224)

在洛仑兹变换下，依照洛仑兹群的旋量表示，狄拉克场变换为

ψA(x)
Λ−→ψ′

A(x) = DA
B(Λ)ψB(Λ

−1x). (1.225)

这与(1.209)式中矢量场所满足的变换律是相类似的，只不过是将(1.209)中洛仑兹
群标准表示的4 × 4 -矩阵Λ替换为反映旋量空间中洛仑兹群表示的4 × 4 -matrices
D(Λ)。
我们可以很容易地构造这些矩阵。如果我们用4 × 4 -矩阵Σab 来标记李代

数(1.72) 的旋量表示的话，这些矩阵须满足以下交换律

[Σab,Σac] = −igaaΣbc, 不对 a 求和。 (1.226)

我们看到，下列之矩阵正满足该方程：

Σab ≡ 1

2
σab, (1.227)

其中σab 是如下组成的矩阵的反对称张量

σab ≡ i

2
[γa, γb]. (1.228)

于是，有限洛仑兹变换的表示矩阵可表示为(1.54) 式中指数函数的形式:

D(Λ) = e−i 1
2
ωabΣ

ab

, (1.229)

其中ωab 正是与(1.54) 中一样的反对称矩阵，它包含了(1.55) 式和(1.56)式中确定
的转动和推进参量。与(1.57) 的比较显示纯转动和纯洛仑兹变换分别由(1.57) 中
的Lab 的旋量表示

Σij = εijk
1

2

(
σk 0
0 σk

)
, Σ0i =

i

2

(
−σi 0
0 σi

)
(1.230)
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而生成。对应于(1.53) 中的Li 的转动群的生成元Σi = 1
2
εijkΣ

jk 则由两个泡利矩阵
的直和构成，即为4× 4 -自旋矩阵：

� ≡ 1

2

(
� 0
0 �

)
. (1.231)

对应于(1.53) 中的Mi 的纯洛仑兹变换的生成元Σ0i 也可由一个4× 4 -矩阵矢量

� =

(
−� 0
0 �

)
(1.232)

表示为Σ0i = iαi/2。利用� 和�，我们看到纯转动和纯洛仑兹变换的表示矩
阵(1.229) 具有如下确切的形式

D(R)=e−i'·�=

(
e−i'·�/2 0
0 e−i'·�/2

)
, D(B)=e�·�=

(
e−�·�/2 0
0 e�·�/2

)
. (1.233)

(1.226) 式中的对易关系正是生成元Σab 与γ 矩阵对易关系

[Σab, γc] = −(Lab)cd γ
d = −i(gacγb − gbcγa). (1.234)

的一个直接结果。与(1.114) 与(1.115) 的比较显示γa 就像xa 一样变换，也即，它
们构成一个矢量算子。利用莱布尼兹链式法则(1.117) ，对易关系(1.226) 可直接
由(1.234) 式得到。
对于整体变换，(1.234) 中的矢量特性意味着γa 的行为和(1.133)式中的矢量xa

是一样的，即

D(Λ)γcD−1(Λ) = e−i 1
2
ωabΣ

ab

γcei
1
2
ωabΣ

ab

= (ei
1
2
ωabL

ab

)cc′ γ
c′ = (Λ−1)cc′ γ

c′ . (1.235)

利用生成元Σab，我们可以将(1.225) 中的场变换律更精确地写为

ψ(x)
Λ−→ ψ′

Λ(x) = D(Λ)ψ(Λ−1x) = e−i 1
2
ωabΣ

ab

ψ(Λ−1x), (1.236)

这与(1.168)、(1.175) 和(1.209) 中的标量、张量和矢量的变换律是完全类似的。
利用4-维角动量的微分算子来重新表示上式右边时空变量的变换会十分有用。

类似于(1.177) 和(1.217) 式，我们可以将(1.236) 式重新写为

ψ(x)
Λ−→ ψ′

Λ(x) = D̂(Λ)×D(Λ)ψ(x) = e−i 1
2
ωabĴ

ab

ψ(x), (1.237)

其中
Ĵ cd ≡ Σcd × 1̂ + 1× L̂cd (1.238)

为狄拉克场的4-维总角动量的生成元。

1.12 能动张量

4-维电流密度ja(x) 包含了相对论性粒子轨道的所有电学性质。我们也可将其所有
的力学性质集中在一个张量中，这就是能动张量。
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1.12.1 点粒子

粒子簇的能量密度可以写为

part

E (x, t) =
∑

n

mnγc
2δ(3) (x− xn(t)) . (1.239)

我们之前已经看到能量就像4-矢量的第零分量一样变换[回想(1.152)式]。能量密度
给出的是空间单位体积内的能量。4-维无穷小体积元d4x 在洛仑兹变换下是不变
的，这是由于赝正交关系(1.28) 所示的单位行列式|Λa

b| = 1引起的，我们确实有

d4x′ =

∣∣∣∣∣
∂x′a

∂xb

∣∣∣∣∣ d
4x = |Λa

b|d4x = d4x. (1.240)

这显示出如空间体积元的倒数般变换的δ -函数δ(3)(x)

1

d3x
=

dx0

d4x
, (1.241)

其行为就像4-矢量的第零分量。于是(1.239) 中的能量密度可被看作是一个洛仑兹

张量的第00 -分量，这个张量就是对称的能动张量
part

T ab。按照惯例，我们构造此

张量使之具有动量密度的量纲，因此我们必须将能量密度定义为c
part

T 00. 事实上，
利用(1.210) 中的恒等关系，我们可以将(1.239) 重新写为

part

E (x, t) = c
∑

n

∫ ∞

−∞
dτn

1

mn

p0n(τ)p
0
n(τ)δ

(4)(x− xn(τ)), (1.242)

这正等于c 乘以以下的能动张量的第00-分量

part

T
ab(x, t) =

∑

n

∫ ∞

−∞
dτn

1

mn

pan(τ)p
b
n(τ)δ

(4)(x− xn(τ)). (1.243)

粒子的空间动量密度

part

P i(x, t) =
∑

n

mnγnẋ
i
n(τ)δ

(3) (x− xn(τ)) (1.244)

是3-矢量。此密度就如一个洛仑兹张量的第0i -分量般变换。实际上，当我们再次
利用(1.210) 中的恒等式，我们可以将(1.244) 改写为

part

P i(x, t) =
part

T
0i(x, t) =

∑

n

∫ ∞

−∞
dτn

1

mn

p0n(τ)p
i
n(τ)δ

(4)(x− xn(τ)), (1.245)

而这正明确地显示出其张量特性。多粒子体系的总能量动量的4-矢量可以通过对
能动张量的第0a -分量进行积分而得到

part

P
a(t) ≡

∫
d3x

part

T
0a(x, t). (1.246)
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这里将(1.242) 和(1.245) 代入，我们得到系统中所有粒子4-动量的和

part

P
a(t) =

∑

n

pan(τ). (1.247)

类比与4-维电流密度ja(x)，让我们来计算4-散度∂b
part

T ab。利用分部积分，我们
得到

∑

n

∫ ∞

−∞
dτn p

a
n(τ)ẋ

b
n(τ)∂bδ

(4)(x− xn(τ)) = −
∑

n

∫ ∞

−∞
dτn p

a
n(τ)∂τδ

(4)(x− xn(τ))

= −
∑

n

∫ ∞

−∞
dτn∂τ

[
pan(τ)δ

(4)(x− xn(τ)
]
+

∑

n

∫ ∞

−∞
dτnṗ

a
n(τ)δ

(4) (x− xn(τ)) . (1.248)

如果粒子是稳定的，即其轨道是封闭的或者是从负无穷x0 到正无穷x0 ，则上式右
边第一项为零。如果只有电磁力加在粒子上，则上式第二项中的导数可更明确地
表示出来，它就等于洛仑兹力，即(1.184) 中的4-矢量fa(τ) ，于是我们得到

∂b
part

T
ab =

∑

n

∫ ∞

−∞
dτnfn(τ)δ

(4) (x− xn(τ)) (1.249)

=
1

c

∑

n

∫ ∞

−∞
dτnenF

a
b (xn(τ)) ẋn

b(τ)δ(4) (x− xn(τ)) .

如果用(1.213) 中的电流4-矢量来表示的话，则上式为

∂b
part

T
ab(x) =

1

c2
F a

b(x)j
b(x). (1.250)

当系统不存在电磁场时，则粒子的能动张量是守恒的。
将(1.250) 对空间坐标积分后就得到了整体4-动量随时间的变化

∂t
part

P
a(t) = c ∂0

[∫
d3x

part

T
a0
]
= c

∫
d3x ∂b

part

T
ab − c

∫
d3x ∂i

part

T
ai

=
e

c

∑

n

F a
b (xn(τ)) ẋ

b
n(τ)γn(τ). (1.251)

这当然与洛仑兹方程(1.170) 是相一致的，因为由(1.247) 式，有

∂t
part

P
a(t) = ∂t

∑

n

pan(τ) =
∑

n

ṗan(τ) γn. (1.252)

如果不存在电磁力，则
part

P a 是随时间不变的。

1.12.2 理想流体

定义一个以速度v(x, t) 运动的理想化的均匀的物质介质为理想流体。只要相较于
观测者可分辨尺度而言，介质中微观平均自由程很短，则均质性就是一个可以接
受的近似。考虑这样的流体静止的情况，则其能动张量没有动量密度：

fluid

T
0i = 0. (1.253)

H. Kleinert, MULTIVALUED FIELDS



1.12 能动张量 31

其能量密度为

c
fluid

T
00 = c2ρ, (1.254)

其中ρ 为其质量密度。
由由由于其各向同性，能动张量的纯空间部分则必须是对角的：

fluid

T
ij =

p

c
δij, (1.255)

其中p 是该流体的压强。通过对静止时的能动张量做洛仑兹变换，我们就可以计
算出移动的理想流体的能动张量：

fluid

T
ab → Λa

cΛ
b
d

fluid

T
cd. (1.256)

将(1.34) 式中由静止到动量p 的洛仑兹推进应用于此，并据(1.153) 式将双曲函数
用能量和动量来表示，我们得到

fluid

T ab =
1

c

[(
p

c2
+ ρ

)
uaub − pgab

]
, (1.257)

其中ua 为该流体的4-速度(1.150)，且uaua = c2。

1.12.3 电磁场

众所周知，电磁场的能量密度可表为：

E(x) = 1

2

[
E2(x) +B2(x)

]
. (1.258)

相关的能流密度由波印廷矢量

S(x) = cE(x)×B(x) (1.259)

给出。由此，我们得到了能-动张量的四个分量：

em

T
00(x) ≡ 1

c
E(x), em

T
0i =

em

T
i0 ≡ 1

c2
Si(x). (1.260)

剩余分量由如下张量给出：

em

T
ab(x) =

1

c

[
−F a

cF
bc +

1

4
gabF cdFcd

]
. (1.261)

它的4-散度为

∂b
em

T
ab =

1

c

[
−F a

c∂bF
ab − (∂bF

a
c)F

bc +
1

4
∂a

(
F cdFcd

)]
. (1.262)
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由于(1.189) 和(1.190) 中的齐次麦克斯韦方程，第二和第三项相抵消。为了看
清楚这点，我们取平凡的恒等式∂bε

abcdFcd = 2εabcd∂b∂cAd = 0，然后将此式乘
以εaefgFfg。利用(1A.23) 中的恒等式：

εabcdεaefg = −
(
δbeδ

c
fδ

d
g + δceδ

d
fδ

b
g + δdeδ

b
fδ

c
g − δbeδ

d
fδ

c
g − δdeδ

c
fδ

b
g − δceδ

b
fδ

d
g

)
, (1.263)

我们得到

−F cd∂eFcd − F db∂bFed − F bc∂bFce + F dc∂eFcd + F cb∂bFce + F bd∂bFed = 0. (1.264)

由于Fab 的反对称性，此式给出

−∂e
(
F cdFcd

)
+ 4F bd∂bFbd = 0, (1.265)

于是我们得到如下守恒律

∂b
em

T
ab(x) = −1

c

[
F a

c(x)∂bF
bc(x)

]
= 0. (1.266)

上式最后一步中，我们利用了(1.196) 中无电流情况下的麦克斯韦方程。
守恒律(1.266) 中的类时分量为

∂t
em

T
00(x) + c ∂i

em

T
0i(x) = 0, (1.267)

结合(1.258) 和(1.260)，这可重新写为著名的能流的波印廷定律：

∂t E(x) +∇ · S(x) = 0. (1.268)

在有电流存在的情况下，(1.196) 中的麦克斯韦方程会将(1.266) 中的守恒律变
为

c ∂b
em

T
ab(x) = −1

c
F a

c(x)j
c(x), (1.269)

而这个则将(1.258) 修正为

E(x) = 1

2

[
E2(x) +B2(x)

]
− 1

c
j(x) ·A(x) = c

em

T
00(x) (1.270)

同时波印廷矢量(1.260) 变为

Si(x)− ji(x)A0 = c2
em

T
0i, (1.271)

(1.268) 变为

∂t E(x) +∇ · S(x) = −j(x) · E(x). (1.272)

可以看出，一个平行于电场的电流会降低场能量。
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在介质中，能量密度和波印廷矢量变为

E(x) ≡ 1

2
[E(x) ·D(x) +B(x) ·H(x)] , S(x) ≡ cE(x)×H(x), (1.273)

并且利用(1.193)和(1.195)中的麦克斯韦方程，我们可以很轻松地验证相应的守恒
律:

∇ · S(x) = c∇ · [E(x)×H(x)] = c[∇× E(x)] ·H(x)− cE(x) · [∇×B(x)]

= {∂tB(x) ·H(x) + E(x) · [∂tD(x) + j(x)]} = ∂tE(x) + j(x) · E(x). (1.274)

我们现在观察到(1.269) 式右边的力恰好与(1.250) 式右边的力大小相等符号相
反，这正是牛顿第三公理作用力与反作用力所要求的。于是，粒子和电磁场的联
合系统的总能动张量

T ab(x) =
part

T
ab(x)+

em

T
ab(x) (1.275)

的散度为零，即

∂bT
ab(x) = 0. (1.276)

这意味着总4-动量P a ≡ ∫
d3xT 0a 是一个守恒量，即

∂tP
a(t) = 0. (1.277)

1.13 角动量和自旋

对于粒子和场的总角动量，可以采用类似的考虑。由于T i0(x) 为动量密度，我们
从以下积分计算出总角动量的空间张量

J ij(t) =
∫

d3x
[
xiT j0(x)− xjT i0(x)

]
. (1.278)

在三维空间中，我们可以用一个矢量J i = 1
2
εijkJ jk 来描述角动量。(1.278) 中的角

动量可看作是洛仑兹张量

Jab,c(x) = xaT bc(x)− xbT ac(x). (1.279)

的i, j, 0-分量的积分

J ij(t) =
∫

d3x J ij,0(x). (1.280)

很容易可以看出，由于(1.276) 式中能动张量的对称性，对于指标c，洛仑兹张
量Jab,c(x) 的散度为零，即

∂cJ
ab,c(x) = 0. (1.281)
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其结果就是对它的空间积分

Jab(t) =
∫

d3x Jab,0(x) (1.282)

是一个守恒量。这是守恒的总角动量的四维扩展。分量J0i 的守恒即是质心定理。
一个具有(1.243) 式中的能动张量的点粒子组的四维角动量为

part

J
ab(τ) =

∑

n

[
xa
n(τ)p

b
n(τ)− xb

n(τ)p
a
n(τ)

]
. (1.283)

在没有电磁场存在的情况下，这是守恒的，否则，它对于τ 的依赖性将十分重
要。
一个粒子的自旋是由在它的静止坐标系中的总角动量来定义的。它是粒子的内

秉角动量。电子、质子、中子以及中微子具有1/2 自旋。对于原子核和原子，他
们的自旋可以取大得多的值。
沿着粒子的轨道存在一个4-矢量Sa(τ) ，在静止坐标系中它可退化为粒子的角

动量。它由角动量(1.283) 和4-速度ud(τ) [回想(1.150) 式]的组合来定义

Sa(τ) ≡ 1

2c
εabcd

part

J bc (τ)ud(τ). (1.284)

在静止坐标系中
ua
R = (c, 0, 0, 0), (1.285)

这确实使之约化为总角动量3-矢量

Sa
R(τ) = (0,

part

J 23 (τ),
part

J 31 (τ),
part

J 12 (τ)) = (0,
part

J (τ)). (1.286)

对于一个自由粒子，由于其动量和总角动量的守恒

d

dτ
ud(τ) = 0,

d

dτ

part

J bc (τ) = 0, (1.287)

我们发现它的自旋矢量Sa(τ) 也是守恒的：

d

dτ
Sa(τ) = 0. (1.288)

自旋4-矢量对于理解原子物理中的一个重要现象，即原子中电子自旋的托马斯
进动，是十分必要和有用的。它解释了为什么观察到的原子物理的精细结构决定
了电子的回磁比ge 接近于2。
将纯洛仑兹变换矩阵(1.27) 作用于(1.286) 得到

Si = Si
R +

γ2

γ + 1

vivj

c2
SR

j, S0 = γ
vi

c
Si
R , (1.289)

而这则十分清楚地展现了自旋(1.286) 与其4-矢量之间的关系。需要注意S0 与Si

满足S0 = viSi/c，这可以进一步用协变的形式写为

uaSa = 0. (1.290)
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(1.289)式中变换的逆变换可以借助恒等式v2/c2 = (γ2 − 1)/γ2 而得到：

Si
R = Si − γ

γ + 1

vivj

c2
Sj = Si − γ − 1

γ

vivj

v2
Sj. (1.291)

如果有外力作用在系统上，则其自旋矢量开始移动。这个移动就叫做进动。如
果一个点粒子在中心力作用下沿一个轨道运动（例如，在一个原子内，一个电子
围绕原子核运动），由于没有力矩作用于粒子上，所以在其静止坐标系中总角动
量是守恒的。因此dSi

R(τ)/dτ = 0，它可以协变地表示为dSa(τ)/dτ ∝ ua(τ)。然
而，在原子的静止坐标系中，自旋将表现出进动行为。我们现在对此来进行计
算。由定义(1.284) 我们可得

dSa

dτ
=

1

2
εabcd

part

J
bcdu

d

dτ
. (1.292)

其中并没有来自于
d

dτ

part

J
bc = xa(τ)ṗb(τ)− xb(τ)ṗa(τ) (1.293)

的贡献，因为ṗ = mu̇ 并且ε-张量是反对称的。
对于(1.292)式的右边，我们可以通过以下方式进行简化：将一个平凡的表示

gstu
sut = c2, (1.294)

与之相乘，并利用ε-张量的恒等式

εabcdgst = εabcsgdt + εabsdgct + εascdgbt + εsbcdgat. (1.295)

这个恒等式可以十分容易地通过利用εabcd 的反对称性并对指标a、b、c 和d 分别
取0、1、2和3来加以证明。通过以上手续，(1.292)式的右边就化为四项的和

1

2

(
εabcs

part

J
bcusudu′d + εabsd

part

J
bcucu

su′d + εascd
part

J
bcubu

au′d + εsbcd
part

J
bcusuau̇d

)
.

第一项为零，因为udu̇d = (1/2)du2/dτ = (1/2)dc2/dτ = 0。最后一项等
于−Sd u̇

dua/c
2。把恒等式(1.295) 代入第二和第三项后，我们就得到了两倍

的(1.292)式的左边。对此进行移项后，我们就得到了运动方程

dSa

dτ
=

1

c2
Sc

duc

dτ
ua. (1.296)

值得注意的是，由于这个方程，我们发现时间导数dSa/dτ 指向ua的方向，这与我
们最初的零力矩力的假设是相一致的。
现在我们可以计算托马斯进动率了。在本节的最后部分我们用一个点“·”来

表示对物理时间t = γτ的导数，这样，我们可以将(1.296)式重新写为

Ṡ ≡ dS

dt
=

1

γ

dS

dτ
= − 1

c2

(
S0u̇0 + S · u̇

)
u =

γ2

c2
(S · v̇)v, (1.297)

Ṡ0 ≡ dS0

dt
=

1

c

d

dt
(S · v) = γ2

c2
(S · v̇) . (1.298)
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利用关系式γ̇ = γ3v̇v/c2，我们将(1.291) 式对时间求导，发现

ṠR = Ṡ− γ

γ + 1

1

c2
Ṡ0v − γ

γ + 1

1

c2
S0v̇ − γ3

(γ + 1)2
1

c4
(v · v̇)S0 v. (1.299)

将(1.297)式和(1.298)式代入，我们得到：

ṠR =
γ2

γ + 1

1

c2
(S · v̇)v − γ

γ + 1

1

c2
S0 v̇ − γ3

(γ + 1)2
(v · v̇)S0v. (1.300)

当利用(1.289) 式将上式右边重新用自旋矢量SR 表示后，我们就得到

ṠR =
γ2

γ + 1

1

c2
[(SR · v̇)v − (SR · v)v̇] = 
T × SR, (1.301)

其中


T = − γ2

(γ + 1)

1

c2
v × v̇ (1.302)

为托马斯进动频率。
这是纯运动学效应。当存在电磁场时，则需考虑额外的动力学进动。对于低速

粒子，它可由下式给出：

Ṡ ≡ −S×
em ≈ �×
(
B− v

c
× E

)
, (1.303)

其中� 为磁矩

� = gµB
S

h̄
=

eg

2Mc
S, (1.304)

而g 为无量纲旋磁比，也称为朗德因子（Landé factor）。其中，玻尔磁子 µB 的
值为

µB ≡ eh̄

2Mc
≈ 3.094× 10−30 Ccm ≈ 0.927× 10−20 erg

gauss
≈ 5.788× 10−8 eV

gauss
.

(1.305)
而对于电子快速移动的情形，我们利用洛仑兹变换(1.178)和(1.179)将电磁场变

换到电子的静止坐标系中，得到自旋的运动方程

ṠR=�×B′ = �×
[
γ
(
B− v

c
× E

)
− γ2

γ + 1

v

c

(
v

c
·B

)]
. (1.306)

用(1.304) 式将� 表示后，上式变为

ṠR ≡ −SR ×
em =
eg

2mc
SR ×

[(
B− v

c
× E

)
− γ

γ + 1

v

c

(
v

c
·B

)]
, (1.307)

这正是(1.303) 式的相对论性推广。很容易看到，与之关联的全协变方程为

Sa′ =
g

2mc

[
eF abSb +

1

mc
paSc

d

dτ
pc

]
=

eg

2mc

[
F abSb +

1

m2c2
paScF

cκpκ

]
. (1.308)
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上式右边我们已经插入了外加电磁场中点粒子的相对论性运动方程(1.170)。
如果我们将零力矩托马斯进动率(1.296) 加入其中的话，我们就得到了协变

的Bargmann-Michel-Telegdi 方程 [9]

Sa′=
1

2mc

[
egF abSb +

g − 2

mc
paSc

d

dτ
pc

]
=

e

2mc

[
gF abSb +

g − 2

m2c2
paScF

cκpκ

]
. (1.309)

对于电子静止坐标系中的自旋矢量SR，这意味着(1.307) 式中的电磁场进动率
变为[10]

dS

dt
= 
emT × S ≡ (
em +
T)× S (1.310)

其中频率由如下托马斯方程给出：


emT = − e

mc

[(
g

2
−1 +

1

γ

)
B−

(
g

2
−1

)
γ

γ+1

(
v

c
·B

)
v

c
−

(
g

2
− γ

γ+1

)
v

c
× E

]
.

(1.311)
托马斯进动的贡献就是上式右边不含旋磁因子g的部分


T = − e

mc

[
−

(
1− 1

γ

)
B+

γ

γ+1

1

c2
(v ·B)v +

γ

γ+1

1

c
v × E

]
. (1.312)

由(1.182)和(1.183)式，我们可以直接得到加速度表示

v̇(t) = c
d

dt

p

p0
=

e

γm

[
E+

v

c
×B− v

c

(
v

c
· E

)]
, (1.313)

利用此关系，我们发现(1.312)与(1.302)中的托马斯频率是相一致的。
托马斯方程(1.311) 可用来计算时间相关的电子的螺旋性h ≡ SR · v̂ ，即自旋在

运动方向上的分量。利用微分的链式法则

d

dt
(SR · v̂) = ṠR · v̂ +

1

v
[SR − (v̂ · SR)v̂]

d

dt
v (1.314)

并将(1.310) 式以及关于加速度的方程(1.313)代入，我们得到

dh

dt
= − e

mc
SR⊥ ·

[(
g

2
− 1

)
v̂ ×B+

(
gv

2c
− c

v

)
E
]
, (1.315)

其中SR⊥ 为自旋垂直于v 的分量。此方程说明具有g = 2 的狄拉克电子的螺旋
性在纯磁场中保持不变。另外，如果电子以极端相对性的速度(v ≈ c) 运动，
则g = 2 是的上式最后一项非常小，≈ (e/mc)γ−2SR⊥ · E，以至于它的螺旋性几
乎不受电场影响。然而，电子的反常磁矩a ≡ (g − 2)/2 会将这项修正为一个有
限值≈ −(e/mc)aSR⊥ · E。这个显著的效应被用来在实验中测到了电子、正电子
和µ介子的a 的实验值：

a(e−) = (115 965.77± 0.35)× 10−8, (1.316)

a(e+) = (116 030± 120)× 10−8, (1.317)

a(µ±) = (116 616± 31)× 10−8. (1.318)
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1.14 依赖时空的洛仑兹变换

在本书中将要发展的引力理论不仅仅是洛仑兹不变的，同时在如下局域洛仑兹变
换下也是不变的

x′a = Λa
b(x)x

b. (1.319)

作为阐述这种理论的预备，我们将推导出一个适用于多种目的的群论性的公式。

1.14.1 角速度

考虑一个依赖于时间的3 × 3 -转动矩阵R('(t)) = e−i'(t)·L，其生成元为(Li)jk =
−iεijk [参照(1.43)]。随着时间的推移，旋转角度将随着如下定义的角速度 !(t) 而
变化

R−1('(t)) Ṙ('(t)) = −i!(t) · L. (1.320)

通过用欧拉角α,、β 和γ 对转动进行参数化

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ), (1.321)

可以更加明确地确定!(t) 的分量。上式中的R3(α)和R3(γ)分别为绕z 轴转过α 和γ
角的转动，而R2(β) 则为绕y 轴转过β 角的转动，也即

R(α, β, γ) ≡ e−iαL̂3e−iβL̂2e−iγL̂3 . (1.322)

(1.57)式中的转角矢量' 与欧拉角α、β 和γ 的关系可以通过纯粹的几何考量而得
到。最简单的办法是将转动R(') 的2× 2 -表示

R(') = cos
ϕ

2
− i� · '̂ sin

ϕ

2
, (1.323)

与(1.322)式中欧拉分解的2× 2 -表示

R(α, β, γ) =
(
cos

α

2
− iσ3 sin

α

2

)(
cos

β

2
− iσ2 sin

β

2

)(
cos

γ

2
− iσ3 sin

γ

2

)
(1.324)

相等同，利用(1.223) 式中的泡利矩阵的乘积法则直接可以得到所期望的关系式。
在欧拉分解中，我们可以求出下列偏导：

ih̄∂αR = R [cos β L3 − sin β(cos γ L1 − sin γ L2)] , (1.325)

ih̄∂βR = R (cos γ L2 + sin γ L1), (1.326)

ih̄∂γR = RL3. (1.327)

第三个式子可以很轻易地得到，第二个式子可由生成元的转动

eiγL3/h̄L2e
−iγL3/h̄ = cosαL2 + sin γ L1, (1.328)
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得到，而该关系式则是李展开

eiABe−iA = 1 + i[A,B] +
i2

2!
[A, [A,B]] + . . . (1.329)

和(1.61)式中3× 3 -矩阵Li 对易关系的联合结果。第一个式子(1.325)的推导则须额
外用到转动关系

eiβL2/h̄L3e
−iβL2/h̄ = cos βL3 − sin βL1. (1.330)

现在，利用(1.325)–(1.327)式以及微分的链式法则，我们就可以计算
出R(α, β, γ)对时间的导数，得到(1.320) 式的右边，并且角速度为

ω1 = β̇ sin γ − α̇ sin β cos γ, (1.331)

ω2 = β̇ cos γ + α̇ sin β sin γ, (1.332)

ω3 = α̇ cos β + γ̇. (1.333)

因为在(1.325)–(1.327)式的推导中只用到了对易关系，因此(1.331)–(1.333)式中的
公式对于转动群的所有表示均成立。

1.14.2 角梯度

角速度的概念可推广至依赖于时空的欧拉角α(x)、β(x) 和γ(x)，(1.320)式则被角
梯度关系式所替换：

R−1('(x)) ∂aR('(x)) = −i!a(x) · L, (1.334)

其中角速度矢量的推广为

ωa;1 = ∂aβ sin γ − ∂aα sin β cos γ, (1.335)

ωa;2 = ∂aβ cos γ + ∂aα sin β sin γ, (1.336)

ωa;3 = ∂aα cos β + ∂aγ. (1.337)

偏导算符∂a 只作用于紧随其后的函数上。这些方程同样对于转动群及其生成元的
任何表示都成立。
对于洛仑兹群Λ(ωab(x)) = e−i 12ωab(x)L

ab
[参照(1.57)式]，同样存在一个类似

于(1.334)的关系式，并且相应的广义角速度可定义为

Λ−1(ωab(x)) ∂cΛ(ωab(x)) = −i
1

2
ωc;ab(x)L

ab. (1.338)

将(1.51) 中4× 4 -生成元的具体表示代入上式右边，我们就可发现矩阵元的关系式

[Λ−1(ωab(x)) ∂cΛ(ωab(x))]ef = ωc;ef (x). (1.339)

同样，将(1.338)中的矩阵Λ(ωab(x)) 和Lab 可用洛仑兹群及其生成元的其他任何表
示代换掉，特别是对于旋量表示(1.229)，有

D−1(Λ(ωab(x))) ∂cD(Λ(ωab(x)) = −i
1

2
ωc;ab(x)Σ

ab. (1.340)
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Appendix 1A 张量恒等式

在d-维欧几里德以及闵可夫斯基时空的的张量计算中，逆变的Levi-Civita张量

εa1a2... ad , ai = 0, 1, . . . , d− 1 (1A.1)

扮演着一个特殊的角色。这是一个全反对称的单位矩阵，且

ε012... (d−1) = 1. (1A.2)

当任何两个指标一致时它为零，而当它的指标与自然顺序0, 1, . . . , (d − 1) 相差偶
次或奇次交换的话，则它分别等于±1。运用Levi-Civita 张量，我们可如下计算一
个张量tab 的行列式

det(tab) =
1

d!
εa1,a2... adεb1b2... bd ta1b1 · · · tadbd . (1A.3)

为了看清楚这一点，我们需要引进εa1... ad 的协变形式，这个由如下式子定义：

εa1a2... ad ≡ ga1b1ga2b2 . . . gadbd ε
b1b2... bd . (1A.4)

这又是一个全反对称单位张量，且

ε012... (d−1) = (−1)d−1. (1A.5)

很容易，我们可以得到这两个张量的缩并

εa1... adε
a1... ad = −d!. (1A.6)

于是，由定义，我们知道一个矩阵的行列式是如下全反对称的求和

det(tab) = εa1... adta10 · · · tad(d−1). (1A.7)

我们也可以将之写为

det(tab) εb1... bd = −εa1... adta1b1 · · · tadbd . (1A.8)

对此利用εb1...bd 进行缩并，同时利用(1A.6)，我们就得到

det(tab) =
1

d!
εa1...adεb1...bdta1b1 · · · tadbd , (1A.9)

这与(1A.7)相一致。
用同样的方法，我们可以推导出下列公式

det
(
ta

b
)
= − 1

d!
εa1...adεb1...bdta1

b1 · · · tadbd . (1A.10)

在镜像翻转下, Levi-Civita 张量则表现为一个赝张量。 确实，当我们将它置于洛
仑兹变换Λa

b下，我们得到

ε′ a1... ad = Λa1
b1 · · ·Λad

bd ε
b1... bd = det(Λ) εa1... ad . (1A.11)

只要detΛ = 1, 张量εa1... ad 在洛仑兹变换下式协变的。然而，一旦包含了时间或空
间的倒置，则detΛ = −1, 于是(1A.11) 就展现出了εa1... ad 的赝张量特性。
下面我们罗列出一些关于Levi-Civita张量有用的恒等式，这些恒等式将在本书

中经常性地被用到。
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1A.1 乘积公式

a) d = 2 欧几里德空间，gij = δij。

反对称Levi-Civita 张量εij （其中ε12 = 1）满足下列恒等关系

εijεkl = δikδil − δilδjk, (1A.12)

εijεik = δjk, (1A.13)

εijεij = 2, (1A.14)

εijδkl = εikδjl + εkjδil. (1A.15)

b) d = 3 欧几里德空间，gij = δij。

反对称Levi-Civita 张量εijk （其中ε123 = 1）满足下列恒等关系

εijkεlmn = δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm,

− δilδjnδkm − δinδjmδkl − δimδjlδkn, (1A.16)

εijkεimn = δjmδkn − δinδkm, (1A.17)

εijkεijn = 2δkn, (1A.18)

εijkεijk = 6, (1A.19)

εijkδlm = εijlδkm + εilkδjm + εljkδim, (1A.20)

c) d = 4 闵可夫斯基空间，其度规为

gab =




1
−1

−1
−1


 . (1A.21)

反对称Levi-Civita 张量（其中ε0123 = −ε0123 = 1）满足下列乘积恒等式

εabcdε
efgh = −

(
δeaδ

f
b δ

g
c δ

h
d + δfaδ

g
b δ

h
c δ

c
d + δgaδ

k
b δ

e
cδ

f
d + δhaδ

e
bδ

f
c δ

g
d

+ δfaδ
e
bδ

h
c δ

g
d + δeaδ

h
b δ

g
c δ

f
d + δhaδ

g
b δ

f
c δ

e
d + δgaδ

f
b δ

e
cδ

h
d

+ δhaδ
g
b δ

f
c δ

e
d + δgaδ

f
b δ

e
cδ

h
d + δfaδ

e
bδ

h
c δ

g
d + δcaδ

h
b δ

g
c δ

f
d

− δeaδ
f
b δ

h
c δ

g
d − δfaδ

h
b δ

g
c δ

e
d − δhaδ

g
b δ

e
cδ

f
d − δgaδ

c
bδ

f
c δ

h
d

− δfaδ
e
bδ

g
c δ

h
d − δeaδ

g
b δ

h
c δ

f
d − δgaδ

h
b δ

f
c δ

e
d − δhaδ

f
b δ

e
cδ

g
d

− δgaδ
h
b δ

f
c δ

e
d − δhaδ

f
b δ

e
cδ

g
d − δfaδ

e
bδ

g
c δ

h
d − δeaδ

g
b δ

h
c δ

f
d

)
, (1A.22)

εabcdε
afgh = −

(
δfb δ

g
c δ

h
d + δgb δ

h
c δ

f
d + δhb δ

f
c δ

g
d − δfb δ

h
c δ

g
d − δhb δ

g
c δ

f
d − δgb δ

f
c δ

h
d

)
, (1A.23)

εabcdε
abgh = −2

(
δgc δ

h
d − δhc δ

g
d

)
, (1A.24)

εabcdε
abch = −6δhd , (1A.25)

εabcdε
abcd = −24, (1A.26)

εabcdgef = εabcegdt + εabcdgcf + εaecdgbf + εebcdgaf . (1A.27)
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1A.2 行列式

a) d = 2 欧几里德:

g = det(gij) =
1

2!
εikεilgijgkl ≡

1

2
gijC

ij, (1A.28)

Cij = εikεjlgkl =代数余子式,

gij =
1

g
Cij = gij的逆矩阵.

b) d = 3 欧几里德:

g = det(gij) =
1

3!
εiklεjmngijgkmgln = gijC

ij, (1A.29)

Cij =
1

2!
εiklεjmngkmgln =代数余子式,

gij =
1

g
Cij = gij的逆矩阵.

c) d = 4 闵可夫斯基:

g = det(gab) = − 1

4!
εabcdεefghgacgbfgcggdh =

1

4
gaeCae, (1A.30)

Cae = − 1

3!
εabcdεefghgbfgcggdh =代数余子式,

gab =
1

g
Cab = gab的逆矩阵.

1A.3 行列式的展开

由式(1A.28)–(1A.30)，并利用(1A.12)、(1A.16) 和(1A.22)，我们可得

d=2 : det(gij)=
1

2!
[(trg)2 − tr(g2)],

d=3 : det(gij)=
1

3!
[(trg)3 + 2 tr(g3)− 3 trg tr(g2)], (1A.31)

d=4 : det(gab)=
1

24
[(trg)4 − 6(trg)2 tr(g2)+3[tr(g2)]2+8 tr(g) tr(g3)−6 tr(g4)].

Notes and References

[1] A.A. Michelson, E.W. Morley, Am. J. Sci. 34, 333 (1887), reprinted in Relativ-
ity Theory: Its Origins and Impact on Modern Thought ed. by L.P. Williams,
J. Wiley and Sons, N.Y. (1968).

H. Kleinert, MULTIVALUED FIELDS



Notes and References 43

[2] The newer limit is 1 km/sec. See T.S. Jaseja, A. Jaxan, J. Murray,
C.H. Townes, Phys. Rev. 133, 1221 (1964).

[3] G.F. Fitzgerald, as told by O. Lodge, Nature 46, 165 (1982).

[4] H.A. Lorentz, Zittingsverslag van de Akademie van Wetenschappen 1, 74
(1892), Proc. Acad. Sci. Amsterdam 6, 809 (1904).
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Never confuse movement with action.

Ernest Hemingway (1899–1961)

2
作用量方法

描述一个系统物理性质的最行之有效的途径是基于作用量 A 的方法。A的极值
给出系统的运动方程，而对相因子eiA/h̄ 的全部历史进行求和则导致量子力学时
间演化振幅[1, 2]。对所有历史进行求和是通过路径积分来加以实现的。历史上，
作用量方法的引入是为了在经典力学中更有效地利用牛顿手续去建立体系的运动
方程，并将它的应用范围扩大到具有广义坐标的多变量物理问题中。在量子力学
中，对所有路径的包含作用量的因子eiA/h̄进行求和可以替换并推广薛定谔理论。
路径积分遍历每一时刻所有的位置和动量变量，并且确定出所说的量子涨落。它
们的尺度由普朗克量子h̄来控制，而这与热涨落有着极大的相似之处，热涨落的尺
度则由温度T 来控制。在h̄ → 0的极限下，使作用量取极值的路径将具有最大的
振幅，这就解释了如何由量子力学而呈现出经典力学。

让人感到高兴的是作用量方法可直接推广到场论中。为了描述电磁学现象，
麦克斯韦创立了经典场论这一十分有用的概念。特别是他的方程使得我们可以去
研究自由电磁波的传播而不需要去考虑它的源。上个世纪，通过假定时空度规是
一个以引力波的形式在空间传播的依赖于时空的场，爱因斯坦创立了他的引力理
论。在凝聚态物理中，可引入场的概念来描述许多系统中的激发态，并且朗道将
之发展成一个研究相变的普适的工具[3]。这种场被称作是序参数场。
一个最近所发现的可应用场论的领域是线状激发的巨正则系综的统计力学，其

中包括超流和超导中的涡旋[4]，晶体中的线状缺陷[5]，等等。这种激发扰乱了系
统的秩序，相关场量我们称之为无序场 [4]。

2.1 广义粒子动力学

任意给定一个经典系统，它的广义坐标和速度分别为qn(t) 和q̇n(t)，其典型的作用
量形式为

A[qk] =
∫ tb

ta
dt L (qk(t), q̇k(t), t) , (2.1)

其中L (qk(t), q̇k(t), t) 被称为该系统的拉格朗日量，它通常最多是速度q̇k(t)的平
方。具有如此特性的拉格朗日量被称为是时间局域的。如果一个理论由一个
局域拉格朗日量支配，则此作用量以及整个理论也被称为是局域的。对于q̇(t)
的平方依赖性有时候只有经过在作用量中进行分部积分后才能显现出来。例
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如，− ∫
dt q(t)q̈(t) 在朗格朗日量里是一个局域项，因为在作用量(2.1)中通过分部

积分，它可化成为
∫
dt q̇2(t)。

系统的物理轨迹可由极值原理得到。比较如下两个作用量：一个对应于连接两
个端点

qk(ta) = qk,a, qk(tb) = qk,b, (2.2)

的轨道qk(t)；另一个对应于连接同样两个端点的相对于前一条有无穷小偏离的轨
道q′k(t) ≡ qk(t) + δqk(t)，其中δqk(t) 称为轨道的变分。由于qk(t) + δqk(t) 和qk(t)具
有相同的端点，因此轨道端点处的变分为零：

δq(ta) = 0, δq(tb) = 0. (2.3)

相应的作用量的变分为

δA ≡ A[qk + δqk]−A[qk] =
∫ tb

ta
dt

∑

k

(
∂L

∂qk(t)
δqk(t) +

∂L

∂q̇k(t)
δq̇k(t)

)
. (2.4)

经过分部积分后，上式变为

δA =
∫ tb

ta
dt

∑

k

(
∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k

)
δqn(t) +

∑

k

∂L

∂q̇k
δqk(t)

∣∣∣∣∣

tb

ta

. (2.5)

在由(2.4)到(2.5)的推导过程中，我们用到了如下事实：由δqk(t) 的定义可知，时
间导数的变分等于变分的时间导数，即

δq̇k(t) = q̇′k(t)− q̇k(t) =
d

dt
[qk(t) + δqk(t)]− qk(t) =

d

dt
δqk(t). (2.6)

用更形式的语言来描述，就是时间导数与轨道的变分相对易：

δ
d

dt
qk(t) ≡

d

dt
δqk(t). (2.7)

利用(2.3)中的性质，可知(2.5) 式右边的边界项为零。对于经典轨道，作用量取极
值，即对于所有的变分δqk(t)，δA都必须为零，这就意味着qk(t)满足如下欧拉– 拉
格朗日方程

∂L

∂qk(t)
− d

dt

∂L

∂q̇k(t)
= 0, (2.8)

这就是系统的运动方程。对于一个局域拉格朗日量L(qk(t), q̇k(t))，它最多只包含
到q̇k 的平方项，其相应的欧拉– 拉格朗日方程则是轨道qk(t) 的二阶微分方程。
一组带质量万有引力粒子的局域拉格朗日量为

L(x(t), ẋ(t)) =
∑

k

mk

2
ẋ2
k(t) +GN

∑

k 6=k′

mkmk′

|xk(t)− xk′(t)|
. (2.9)
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如果我们将3N 个坐标xi
n (n = 1, . . . , N) 等同于3N 个广义坐标qk (k =

1, . . . , 3N)，则欧拉– 拉格朗日方程(2.8) 刚好就约化为(1.2) 式中的牛顿方程。
对于一个一般的拉格朗日系统，它的能量可以通过由其拉格朗日量构造所谓的

哈密顿量 来得到。哈密顿量可由如下勒让德变换定义：

H =
∑

k

pkq̇k − L, (2.10)

其中

pk ≡
∂L

∂q̇k
(2.11)

称为正则动量。(2.10) 式中的能量构成了哈密顿形式的基础。如果用pk 和qk 来表
示，则运动方程变为

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −∂H

∂qk
. (2.12)

对于(2.9) 式中的拉格朗日量，其广义动量就等于其物理动量pn = mnẋn，于是，
其哈密顿量就由如下牛顿表达式给出

H = T + V ≡
∑

k

mk

2
ẋ2
k −GN

∑

k 6=k′

mkmk′

|xk − xk′|
. (2.13)

第一项为动能，第二项为系统的势能。

2.2 相对论性单粒子

对于一个带质量相对论性单粒子，它的力学作用量为

m

A=
∫ tb

ta
dt

m

L = −mc2
∫ tb

ta
dt

√

1− ẋ2(t)

c2
. (2.14)

(2.11)式中的正则动量直接给出粒子的空间动量：

p(t) =
∂

m

L

∂ ẋ(t)
. (2.15)

在相对论表示中，对逆变矢量的导数∂
m

L/∂ ẋi 是一个具有下指标i 的协变矢量。为
了保证(2.15) 式中非相对论性的约定，并能使其保持相对论表示，我们必须作如
下定义

pi ≡ − ∂
m

L

∂ ẋi
= mγ ẋi. (2.16)
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如此，由勒让德变换而得到的能量为

m

H = pẋ−
m

L= −piẋ
i− m

L= mγ v2 +mc2
√

1− v2

c2
= mγ v2 +mc2

1

γ

= mγc2, (2.17)

这与Eq. (1.157) 式中的能量相一致[请回忆(1.152)]。
我们看到

∫ tb

ta
dt

√

1− ẋ2

c2
=

1

c

∫ tb

ta
dt

√√√√
(
dx0

dt

)2

−
(
dx

dt

)2

. (2.18)

这可使(2.14) 式中的作用量写为更加协变的形式。在此表示中，无穷小时间元dt
可以由任意类时参量代替，即t → σ = f(t)，这样，作用量将取更加一般的形式

m

A =
∫ σb

σa

dσ
m

L = −mc
∫ σb

σa

dσ
√
gabẋq(σ)ẋb(σ). (2.19)

对于该作用量，我们可以通过构造如下导数来定义对应于参量σ 的广义4-动量：

pa(σ) ≡ − ∂
m

L

∂ ẋa(σ)
=

mc√
gabẋa(σ)ẋb(σ)

gabẋ
b(σ), (2.20)

其中圆点表示对自变量求导。注意，正则动量的定义式中的负号对应于非相对论
情形，这是为了使该正则形式与(1.29) 式中闵可夫斯基度规空间部分的负号相协
调。关于ẋa 的导数就如一个具有下指标a 的协变矢量般变换，而物理动量则由逆
变矢量pa 给出。
如果σ 取为原时τ的话，则(2.20) 式中的平方根与τ 无关

√
gabẋa(τ)ẋb(τ) = c, (2.21)

于是

pa(τ) = mgabẋ
b(τ) = mẋa(τ) = mua(τ), (2.22)

与之前在(1.152) 式中定义的4-动量相一致。
用原时表示时，欧拉– 拉格朗日方程为

d

dτ
pa(τ) = m

d

dτ
gabẋ

b(τ) = mẍ a(τ) = 0, (2.23)

这意味着自由粒子在闵可夫斯基空间中沿直线运动。
注意，关于pa(σ) 的勒让德变换与物理能量毫无关系。事实上，这一变换恒等

于零：
m

Hσ = −pa(σ) ẋ
a(σ)− m

L= − mc√
ẋa(σ)ẋa(σ)

ẋa(σ)ẋ
a(σ) +mc

√
ẋa(σ)ẋa(σ) ≡ 0.(2.24)

原因就在于，在时间的任意参数化σ → σ′ = f(σ)下(2.19) 式中的作用量的不变
性。对此，我们将从第3章一般性讨论连续对称变换生成元中获得更好的理解（特
别参见3.5.3节）。
物理能量则由c 乘以(2.22) 式中4-动量的第零分量p0(τ) = mcγ 给出，这

与(2.17) 中的能量H一致。
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2.3 标量场

上节提到的自由经典粒子就是相对论性局域标量自由场论中的量子。

2.3.1 局域性

将(2.1) 式后的那一段中所描述的时间局域性进行推广，场论中的局域性表明作用
量为拉格朗日密度 的时空积分：

A =
∫ tb

ta
dt

∫
d3xL(x) = 1

c

∫
d4xL(x). (2.25)

根据第2.1节所阐述的时间局域性概念，它应该只平方依赖于场对时间的导数。由
于在相对论理论中时间和空间的等价性，对于空间导数将有同样的限制。一个局
域拉格朗日密度最多为同一点上场的时空一阶导数的平方。物理上来讲，这意味
着位于点x 上的场最多与其无限近邻点x + dx 上的场相互作用，就像具有最近邻
弹簧作用的一维链上的带质量粒子。如果其中的导数项不取如此形式，则它们必
须至少可以通过对(2.25) 式进行分部积分取得该形式。如果拉格朗日密度是局域
的，我们也称此作用量以及整个理论是局域的。
由于一个自由场拉格朗日密度在同一时空点上对于场及其导数都取平方

（quadratic）形式，因此，对于标量场，它为：

L(x) = 1

2

[
h̄2∂aφ(x)∂

aφ(x)−m2c2φ(x)φ(x)
]
. (2.26)

如果粒子是带电的，则场为复场，相应的拉格朗日密度变为

L(x) = h̄2∂aϕ
∗(x)∂aϕ(x)−m2c2ϕ∗(x)ϕ(x). (2.27)

2.3.2 洛仑兹不变性

任何相对论性的拉格朗日密度L(x) 不仅仅是局域的，同时也必须是标量，即它在
洛仑兹变换下同(1.168) 式中的标量场φ(x) 一样变换：

L(x) Λ−→ L′(x) = L(Λ−1x). (2.28)

我们将通过展示L′(x′) = L(x) 来验证拉格朗日密度(2.26) 满足这一点。根据定
义，L′(x′) 等于

L′(x′) = h̄2∂′
aφ

′(x′)∂′aφ(x′)−m2c2φ′(x′)φ′(x′). (2.29)

利用标量场的变换规则(1.168)，我们得到

L′(x′) = h̄2∂′
aφ(x)∂

′aφ(x)−m2c2φ(x)φ(x). (2.30)

在此处插入

∂′
a = Λa

b∂b, ∂′a = Λa
b∂

b. (2.31)
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利用
Λa

b ≡ gacg
bdΛc

d, (2.32)

我们看到∂2 是洛仑兹不变的，

∂′2 = ∂2, (2.33)

因此变换后的拉格朗日密度(2.29) 确实与原来的拉氏密度(2.27)是相一致的。
作作作为标量拉格朗日密度的时空积分，作用量(2.25) 同样是洛仑兹不变的。这可

由在(1.240) 式中证明过的时空体元的洛仑兹不变性

dx′0d3x′ = d4x′ = d4x (2.34)

直接得到。我们可通过下述运算直接进行验证：

A′ =
∫

d4xL′(x) =
∫

d4x′ L′(x′) =
∫

d4x′ L(x) =
∫

d4xL(x) = A. (2.35)

2.3.3 场方程

通过对作用量(2.25)作关于场的变分，我们可以得到相应标量场的运动方程。考虑
复标量场的情况，ϕ(x)和ϕ∗(x)必须分别独立进行变分。场变量的独立性可由泛函
微分法则表示出来：

δϕ(x)

δϕ(x′)
= δ(4)(x− x′),

δϕ∗(x)

δϕ∗(x′)
= δ(4)(x− x′),

δϕ(x)

δϕ∗(x′)
= 0,

δϕ∗(x)

δϕ(x′)
= 0. (2.36)

利用此法则以及(1.118) 中的莱布尼兹链式法则，我们计算出作用量(2.25) 的泛函
导数如下：

δA
δϕ∗(x)

=
∫

d4x′
[
h̄2∂′

aδ
(4)(x′ − x)∂′aϕ(x′)−m2c2δ(4)(x′ − x)ϕ(x′)

]

= (−h̄2∂2 −m2c2)ϕ(x) = 0. (2.37)

δA
δϕ(x)

=
∫

d4x′
[
h̄2∂′

aϕ
∗(x′)∂′aδ(4)(x′ − x)−m2c2ϕ∗(x′)δ(4)(x′ − x)

]

= ϕ∗(x)(−h̄2←
∂

2 +m2c2) = 0, (2.38)

其中最后一个微分算符上的指向左边的箭头表示该算符作用于其左边的场变量
上。第二个方程就是前一个方程的复共轭。
场方程也可以通过(2.27) 中拉格朗日密度L 对所有场以及他们的导数作常规偏

导直接得到。其实，局域作用量的泛函导数可通过通常的法则用拉格朗日密度的
各级导数来展开

δA
δϕ(x)

=
∂L(x)
∂ϕ(x)

− ∂a
∂L(x)

∂ [∂aϕ(x)]
+ ∂a∂b

∂L(x)
∂ [∂a∂bϕ(x)]

+ . . . , (2.39)
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对于复共轭场ϕ∗(x) 我们有同样的展开。这些展开都直接来源于(2.36) 的定义关
系。在作用量的极值点，场满足欧拉– 拉格朗日方程

∂L(x)
∂ϕ(x)

− ∂a
∂L(x)
∂∂aϕ(x)

+ ∂a∂b
∂L(x)

∂∂a∂bϕ(x)
+ . . . = 0. (2.40)

将拉格朗日密度(2.27) 代入，我们得到ϕ(x) 的场方程：

δA
δϕ∗(x)

=
∂L(x)
∂ϕ∗(x)

− ∂a
∂L(x)

∂ [∂aϕ∗(x)]
= (−h̄2∂2 +m2c2)ϕ(x) = 0, (2.41)

以及其复共轭ϕ∗(x)的场方程。
在(2.25) 中作用量积分的分部积分下，欧拉– 拉格朗日方程是不变的。例如，

一个拉格朗日密度在分部积分下等价于(2.27)：

L = −h̄2ϕ∗(x)∂2ϕ(x)−m2c2ϕ∗(x)ϕ(x). (2.42)

将之代入(2.40)，ϕ(x) 的场方程的获得就变得异常简单：

δA
δϕ∗(x)

=
∂L(x)
∂ϕ∗(x)

= (−h̄2∂2 +m2c2)ϕ(x) = 0. (2.43)

然而，另一方面，ϕ∗(x) 的场方程的推导则变得相对繁琐。通过计算(2.39) 中所有
不为零的导数，我们就得到了(2.43) 式的复共轭：

δA
δϕ(x)

=
∂L(x)
∂ϕ(x)

− ∂a
∂L(x)

∂ [∂aϕ(x)]
+ ∂a∂b

∂L(x)
∂ [∂a∂bϕ(x)]

= (−h̄2∂2 +m2c2)ϕ∗(x) = 0.

(2.44)

2.3.4 平面波

场方程(2.43) 和(2.44) 的解为量子力学平面波

fp(x) = Np0 e
−ipx/h̄ 和 f ∗

p(x) = Np0 e
ipx/h̄, (2.45)

其中Np0 决定于能量的归一化因子，且4-动量满足所说的质壳条件

papa −m2c2 = 0. (2.46)

(2.45) 中的两个解相互独立，这一点很重要。物理上，两者最主要的不同是能量
的正负号

i∂0fp(x) = p0fp(x), i∂0f
∗
p(x) = −p0f ∗

p(x). (2.47)

由于这个原因，他们将分别被称为正能波函数和负能波函数。后一个的物理意义
只有在这个场被量子化后才能够认识清楚。那个时候，他们与反粒子相联系。 然
而，场的量子化超出了本书的范围，只是在最后，在22.2节，才略为论述它对于
引力的影响。
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2.3.5 作为非相对论极限的薛定谔量子力学

具有拉格朗日密度(2.26) 的标量场作用量(2.25) 的非相对论性极限可由如下方法
得到：从φ(x) 的正频部分去掉对应于静止能量mc2 的快速震荡因子，并作替换

φ(x) → e−imc2 t/h̄ 1√
2M

ψ(x, t). (2.48)

对于(2.45) 中的平面波fp(x)，ψ(x) 场变为N
√
2Me−i(p0c−mc2)t/h̄eipx/h̄。在大c极限

下，第一个指数变为e−ip2t/2M [回顾(1.159)]。该结果正是薛定谔方程

[
ih̄∂t +

h̄2

2M
∂x

2

]
ψ(x, t) = 0 (2.49)

的平面波解。而此方程正是使非相对论性作用量

A =
∫

dtd3xψ∗(x, t)

[
ih̄∂t +

h̄2

2M
∂x

2

]
ψ(x, t) (2.50)

取极值的欧拉– 拉格朗日方程。
请注意，(2.45)中具有负频率的平面波f ∗

p (x)并不具有非相对论性极限，因为它

在此极限下会变N
√
2Mei(p

0c+mc2)t/h̄eipx/h̄ ，它具有时间系数e2imc2t/h̄，这在c → ∞
的极限下将以无穷快的频率震荡，因此，根据Riemann-Lebesgue引理，它为零。
这在统计学的意义上是成立的，因为在统计学上零分布意味着所有光滑探测函数
与之相乘后的积分都为零。根据Riemann-Lebesgue 引理，在大c 极限下，所有包
含e2imc2t/h̄ 的光滑函数的积分正是此种情况。

2.3.6 自然单位

利用不同于通常物理SMI 或cgs 单位的基本单位l0,m0, t0, E0 ，我们将可以在以后
的式子中避免出现h̄ 和c 等常数。这些单位的选取使得h̄ 和c 的取值为1。如果表
示为传统的长度、时间、质量和能量，这些自然单位为

l0 =
h̄

m0c
, t0 =

h̄

m0c2
, m0 = M, E0 = m0c

2, (2.51)

其中M 是某个特定的质量。例如，如果我们研究质子，我们会选取M = mp，这
样，基本单位为

l0 = 2.103138× 10−11cm (2.52)
= 质子的康普敦波长,

t0 = l0/c = 7.0153141× 10−22sec (2.53)
= 光走过康普敦波长所需的时间,

m0 = mp = 1.6726141× 10−24g, (2.54)

E0 = 938.2592MeV. (2.55)
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对于其他质量，我们很容易按此单位重新标定。

利用自然单位，就可在所有的公式里消掉c 和h̄ 并且将作用量简单地写为

A =
∫

d4xϕ∗(x)(−∂2 −m2)ϕ(x). (2.56)

其实，由于我们在处理相对论性粒子，并没有什么原则性的原因要求我们必须假
定ϕ(x) 为复场。在非相对论性场论中，为了在作用量(2.50)中得到时间导数项

∫
dtd3xψ∗(x, t)ih̄∂tψ(x, t), (2.57)

这是必须的。而对于实场，此项将只不过是个纯粹的边界项，对系统的动力学并
无影响。然而，在(2.56) 中，相对论性的场的二阶时间导数确实有着实质性的影
响并将导致正确的实场的场方程。在下一章中，我们将更加清楚地看到，复标量
场描述无自旋带电粒子，而实场描述中性粒子。

于是，我们也需要考虑具有如下作用量的实场

A =
1

2

∫
d4xφ(x)(−∂2 −m2)φ(x). (2.58)

在此种情况下，按惯例我们在前面添加一个因子1/2 以对场进行归一化。

无论是对于(2.56) 或是(2.58) 中的拉格朗日量，欧拉– 拉格朗日方程都将给
出Klein-Gordon方程

(−∂2 −m2)φ(x) = 0, (−∂2 −m2)ϕ(x) = 0, (−∂2 −m2)ϕ∗(x) = 0. (2.59)

2.3.7 哈密顿形式

我们可以为标量场构造哈密顿形式。为此，我们将对正则动量(2.11)进行一个合适
的推广。那个方程中的指标k 现在将被替换为连续的空间指标x，于是我们定义如
下场动量的密度:

π(x) ≡ ∂L
∂∂0φ(x)

= ∂0φ
∗(x), π∗(x) ≡ ∂L

∂∂0φ∗(x)
= ∂0φ(x), (2.60)

以及哈密顿密度：

H(x) = π(x) ∂0φ(x) + ∂0φ(x)π∗(x)− L(x)
= π∗(x)π(x) +∇φ∗(x)∇φ(x) +m2φ∗(x)φ(x). (2.61)

对于一个实场，我们只不过简单地将复共轭符号去掉即可。对于H(x) 的空间积分
即给出场的哈密顿量

H =
∫

d3xH(x). (2.62)
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2.3.8 守恒流

对于薛定谔方程(2.49) 的解ψ(x, t) ，其几率密度为

ρ(x, t) ≡ ψ∗(x, t)ψ(x, t), (2.63)

相应的粒子流密度为

j(x, t) ≡ h̄

2mi
ψ∗(x, t)(

→∇ −
←∇)ψ(x, t) ≡ h̄

2mi
ψ∗(x, t)

↔∇ψ(x, t), (2.64)

他们满足守恒律
∇ · j(x, t) = −∂tρ(x, t). (2.65)

这点可借助于薛定谔方程(2.49) 加以证明。正是由于此项特性，我们可将薛定谔
场ψ(x, t)在任何时间上进行归一化，因为

∂t

∫
d3xψ∗(x, t)ψ(x, t) =

∫
d3x ∂tρ(x, t) = −

∫
d3x∇ · j(x, t) = 0. (2.66)

对于一个相对论性复场ϕ(x)，存在相似的局域守恒定律。我们定义几率流密
度4-矢量(现在我们采用自然单位制，h̄ = c = 1)

ja(x) = −iϕ∗ ↔
∂a ϕ, (2.67)

它描述带电标量粒子的几率流。导数算符上的双向箭头就如(2.64) 中一样定义

为
↔
∂a ≡

→
∂a −

←
∂a，即

ϕ∗ ↔
∂aϕ ≡ ϕ∗∂aϕ− (∂aϕ

∗)ϕ. (2.68)

利用(2.59) 中的Klein-Gordon方程，很容易可以验证此流密度没有4-散度：

∂aj
a(x) = 0. (2.69)

这个四维流守恒律 使得我们可以将所讨论的场与电磁理论相联系起来，并且
将eja(x) 与带电标量粒子的电流等同起来。
守恒流存在的深层原因我们将在第3章中阐述，在那里我们将看到它与作用

量(2.56) 在场的相位的任意变换

φ(x) → e−iαφ(x) (2.70)

下的不变性紧密相连。
ja(x) 的第零分量

ρ(x) = j0(x), (2.71)

描述荷密度。ρ(x) 的空间积分量度总的几率。在自然单位制下，它给出系统的总
荷：

Q(t) =
∫

d3x j0(x). (2.72)

根据局域守恒律(2.69)，总的荷与时间无关。这点可以通过如下改写看出来：

Q̇(t) =
∫

d3x ∂0j
0(x) =

∫
d3x ∂aj

a(x)−
∫

d3x ∂ij
i(x) = −

∫
d3x ∂ij

i(x). (2.73)

假定在无穷远处电流为零[与(1.204)比较]，由高斯散度定理，我们可知上式右边为
零。
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2.4 由作用量的极值导出麦克斯韦方程

前述作用量方法可以很容易地进行推广，并被用于电磁场。通过构造合适的作
用量，麦克斯韦场方程可由求极值的方法得到。相关的场为库伦势φ (x, t) 和矢
势A (x, t)。电场E(x) 和磁场B(x) 可以写为库伦势A0(x, t) 和矢势A(x, t) 的导数
形式：

E(x) = −∇φ(x)− 1

c
Ȧ(x), (2.74)

B(x) = ∇×A(x), (2.75)

它们的分量为

Ei(x) = −∂iφ(x)−
1

c
∂tA

i(x), (2.76)

Bi(x) = εijk∂jA
k(x). (2.77)

进一步回想(1.172) 中电场和磁场分别等于协变场张量F ab 的F i0 和−F jk 分量，我
们也可将之写为

F i0(x) = ∂iφ(x)− 1

c
∂tA

i(x), (2.78)

F jk(x) = ∂jAk(x)− ∂kAj(x), (2.79)

其中∂i = −∂i。这暗示着可以将库伦势和矢势统一在一个4-分量矢势中：

Aa(x) =

(
φ (x, t)
Ai (x, t)

)
, (2.80)

利用该矢势，场张量则只是它的4维旋度：

F ab(x) = ∂aAb(x)− ∂bAa(x). (2.81)

而场Aa(x) 则如(1.209) 中矢量场ja(x) 般变换：

Aa(x)
Λ−→ A′a(x) = Λa

bA
b(Λ−1x). (2.82)

2.4.1 电磁场作用量

麦克斯韦方程可由如下电磁场作用量得到

em

A =
1

c

∫
d4x

em

L (x), (2.83)

其中对时间的积分由ta 积到tb，就如(2.1)和(2.25)中那样，相应的拉格朗日密度为

em

L (x) ≡em

L
(
Aa(x), ∂bAa(x)

)
= −1

4
F ab(x)Fab(x)−

1

c
ja(x)Aa(x). (2.84)
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它平方决定于场Aa(x) 和它的导数，这样就定义了局域场论[请回顾第2.3.1节]。并
且其中的洛仑兹指标已完全缩并掉了。
如果利用(2.74) 和(2.75) 式，将(2.84) 分解为电场和磁场部分，则它变为

em

L (x) =
1

2

[
E2(x)−B2(x)

]
− ρ(x)A0(x) +

1

c
j(x)A(x). (2.85)

由变换律(1.175)、(1.209) 和(2.82) 我们可以得出，在洛仑兹变换下(2.84) 的行
为如同一个标量场，就像(2.28) 中那样。结合(2.34) 式，这表明该作用量是洛仑
兹不变的。
将将将A0(x) 场用4-矢量势Aa(x) 替换后，由欧拉– 拉格朗日方程(2.40) 我们可以得

到场方程

∂L
∂Aa

− ∂b
∂L

∂b∂Aa
+ ∂b∂c

∂L(x)
∂ [∂b∂cAa(x)]

= 0. (2.86)

将拉格朗日密度(2.84)代入，我们就得到

∂bF
ab = −1

c
ja, (2.87)

这正是非齐次麦克斯韦方程(1.196)。注意，由于4-旋度 (2.81) 中的导数的反对称
组合，齐次麦克斯韦方程(1.200)

∂bF̃
ab = 0, (2.88)

自动满足。只要4-分量矢势是光滑的并且是单值的，即它满足可积条件

(∂a∂b − ∂b∂a)A
c(x) = 0 (2.89)

上式就是正确的。本书中，对于所有由场的单值性和相应施瓦兹可积条件而导致
的恒等式，我们都将称之为比安基恒等式。通过这一命名，我们意图强调它们极
其相似于黎曼几何中由比安基发现的恒等式，而该式正是黎曼几何中克里斯托夫
符号单值性的结果。对它的推导请参阅第 12.5节，在那里我们会看到正是施瓦兹
可积条件(12.106) 导致了比安基恒等式(12.115)。
在这个意义上，可以说齐次麦克斯韦方程(2.88) 就是一个比安基恒等式，因为

它直接由(2.89)式中Ac 的交换求导计算而得。

2.4.2 电磁场的另一种作用量

对于(2.84) 中的电磁场的拉格朗日密度，还有另外一种表示形式，按照施温格的
做法，它直接将场张量作为独立变量包含进来，而仅仅将矢势用作拉格朗日乘子
以确保(2.87) 中的非齐次麦克斯韦方程：

em

L (x) =
em

L (Aa(x), Fab(x)) = −1

4
F ab(x)Fab(x)−

1

c

[
ja(x) + ∂bF

ab(x)
]
Aa(x). (2.90)

对此式关于Fab 取极值后可看到，正如(2.81) 式中所示，Fab 即为矢势的4-旋度。
它的一个结果就是Fab 满足(1.201) 中的比安基恒等式。
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如果将(2.90)分解成电场部分和磁场部分，则它可表达为

em

L (x) =
em

L
(
A0(x),A(x),E(x),B(x)

)
=

1

4

[
E2(x)−B2(x)

]

+ [∇ · E(x)− ρ(x)]A0(x)−
[
∇×B(x)− 1

c
∂tE(x)−

1

c
j(x)

]
·A(x), (2.91)

其中，拉格朗日乘子A0(x) 和A(x) 直接保证了(1.187) 中的库仑定律和(1.188) 中
的安培定律。
上述方程式只在真空中成立。在具有非零介电常数ε 和磁导率µ 的均匀介质

中，电位移场为D = εE ，而磁场为H = B/µ，相应的拉格朗日密度(2.90) 则为

em

L (x)=
1

4
[E(x)·D(x)−B(x)·H(x)]

+ [∇ ·D(x)− ρ(x)]A0(x)−
[
∇×H(x)− 1

c
∂tD(x)− 1

c
j(x)

]
·A(x). (2.92)

现在做关于拉格朗日乘子A0(x) 和A(x) 的变分将分别得到(1.192) 和(1.193) 中所
示的介质中的库仑和安培定律：

∇ ·D(x) = ρ(x), ∇×H(x)− 1

c
∂tD(x) =

1

c
j(x). (2.93)

而作关于D(x) 和H(x) 的变分则得到和真空中一样的旋度方程(2.74) 和(2.75)，因
此齐次麦克斯韦方程(1.189)和(1.190)，也即比安基恒等式(1.201)并不受介质的影
响。

2.4.3 电磁场的哈密顿量

如在(2.60)–(2.62) 中那样，通过定义场动量密度

πa(x) =
∂

em

L
∂∂0Aa(x)

= −F0a(x) (2.94)

和哈密顿密度

em

H (x) = πa(x) ∂
0Aa(x)− em

L (x) (2.95)

我们可以得到电磁场的哈密顿量。值得注意的是，由于∂
em

L /∂Ȧ0 等于零，所
以A0 不具有共轭场动量。因此A0 并不是一个合适的动力学变量。事实上，
将(2.84) 和(2.94) 代入(2.95)，我们得到

em

H = −F0a∂
0Aa− em

L= −1

c
F0aF

0a− em

L −F0a∂
aA0

=
1

2

(
E2 +B2

)
+ E ·∇A0 +

1

c
jaAa. (2.96)
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将它对全空间进行积分给出

em

H = c
∫

d3x
em

H =
∫

d3x
[
1

2

(
E2 +B2

)
− 1

c
j ·A

]
. (2.97)

这个结果就是熟知的具有外在电流的电磁场的能量[6]。为了从(2.96) 得到这个结
果，分部积分是必不可少的，其中一个无穷远空间表面项被忽略掉，因为那里的
荷密度ρ(x) 总是假定为零。这样一来，库仑定律(1.187) 直接就导致了(2.97)。
乍乍乍一看，可能会奇怪为什么静电能没有明确地包含在(2.97) 式中。其实，它已

包含在E2 项中。利用库仑定律(1.187)，我们有

∇ · E = −∇2A0 − 1

c
∂t∇ ·A = ρ . (2.98)

将E 分解成横场和纵场两部分

E = Et + El, (2.99)

它们分别满足∇ · Et = 0 和∇× El = 0，于是，我们看到(2.98) 意味着

∇ · El = ρ . (2.100)

因此，纵场部分可以写为某个标量势φ′ 的导数形式

El = ∇φ′, (2.101)

依据(2.100)，这个标量势可由下式计算得到

φ′(x) =
1

∇2ρ(x) = −
∫

d3x′ 1

4π|x− x′|ρ(x
′, t). (2.102)

利用此式，我们看到

1

2

∫
d3xE2 =

1

2

∫
d3x

(
Et

2 + El
2
)
=

1

2

∫
d3x

[
E2

t +
(
∂i

1

∇2φ
′
)(

∂i
1

∇2φ
′
)]

=
1

2

∫
d3xEt

2 +
1

2

∫
d3xd3x′ρ(x, t)

1

4π|x− x′| ρ(x
′, t). (2.103)

最后一项正是与电荷密度ρ(x, t) 相关的库伦能。

2.4.4 麦克斯韦理论的规范不变性

(2.81) 式中的4维旋度很明显在如下的规范变换下是不变的

Aa(x) −→ A′
a(x) = Aa(x) + ∂aΛ(x), (2.104)

其中Λ(x) 是任意一个光滑场，它满足可积条件

(∂a∂b − ∂b∂a)Λ(x) = 0. (2.105)
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规范不变性意味着包含在Aa(x) 内的标量场自由度并不对物理可观测电磁场E(x)
和B(x) 有所贡献。这个自由度可以通过规范固定 移除掉。一种做法是要求矢势
满足洛仑兹规范条件

∂aA
a(x) = 0. (2.106)

对于这样的矢量场，场方程(2.87)将退耦合，并且矢势Aa(x)的四个分量都满足无
质量Klein-Gordon 方程:

−∂2Ab(x) = 0. (2.107)

如果一个矢势Aa(x) 不满足洛仑兹规范条件(2.106)，我们总可以对其进行(2.104)
中的规范变换，使其变到一个新的没有4-散度的场A′a(x)。为此，我们只需
在(2.104) 中选择一个满足非齐次方程

−∂2Λ(x) = ∂aA
a(x) (2.108)

的规范函数Λ(x)。这样，所得A′a(x) 将满足∂aA
′a(x) = 0。

方程(2.108) 有无穷多个解。给定一个可导致洛仑兹规范的解Λ(x)，我们可以
将任何一个齐次Klein-Gordon 方程的解加到它上面而不会改变Aa(x) 的4-散度。
相关的规范变换

Aa(x) −→ Aa(x) + ∂aΛ
′(x), ∂2Λ′(x) = 0, (2.109)

称作受限规范变换 或第二类规范变换。如果一个洛仑兹规范中的矢势Aa(x) 为方
程(2.87) 的解，则第二类规范变换可用去掉它的空间散度∇ ·A(x, t)。在(2.109)中
的变换下，分量A0(x, t) 和A(x, t) 变为

A0(x) → A′0(x, t) = A0(x, t) + ∂0Λ
′(x, t),

A(x) → A′(x, t) = A(x, t)−∇Λ′(x, t). (2.110)

这样，如果我们取规范函数为

Λ′(x, t) = −
∫

d3x′ 1

4π|x− x′|∇ ·A(x′, t), (2.111)

则

∇2Λ′(x, t) = ∇ ·A(x, t) (2.112)

这使得规范变换后的场A′(x, t) 无散度：

∇ ·A′(x, t) = ∇ · [A(x, t)−∇Λ(x, t)] = 0. (2.113)

此规范条件

∇ ·A′(x, t) = 0 (2.114)

就是库仑规范 或辐射规范.
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微分方程(2.112) 的解(2.111) 其实还没有完全确定下来，还可以相差任意一个
满足如下齐次泊松方程

∇2Λ′′(x, t) = 0 (2.115)

的函数Λ′′(x)。不过，结合(2.109) 式中所蕴含的特性∂2Λ′′(x, t) = 0 ，我们有

∂2
tΛ

′′(x, t) = 0. (2.116)

这使得Λ′′(x, t) 只能为x 和t 的平凡的线性函数，从而对(2.110) 只贡献一个常数。
而这又可进一步确定为零，因为我们总是假定无穷远处的场Aa(x) 在规范变换前
和变换后都为零。
从从从场方程(2.87) 中移除矢势Aa(x) 的第零分量，我们得到另一个可能的规范。

为此，我们利用下列规范函数

Λ(x, t) = −
∫ t

dt′ A0(x, t
′), (2.117)

而不是(2.111)中的规范函数，进行(2.104)中的规范变换。新得到的场A′a(x)不具
有第零分量

A′0(x) = 0. (2.118)

这被称为轴规范. 如此，除去一个平凡的常数外，方程(2.117) 的解就被确定了，
不再有多余的规范自由度。
对于自由场，库仑规范和轴规范是相一致的。这正是(2.98) 式中无荷库仑定

律∇ · E = 0 的结果。将E(x) 显式地用矢势的空间和时间分量表达为

E(x) = −∂0A(x)−∇A0(x), (2.119)

则库仑定律可写为

∇2A0(x, t) = −∇ · Ȧ(x, t). (2.120)

这表明如果∇ ·A(x) = 0，则我们也有A0(x) = 0 (假定无穷远零边界条件), 反过来
也一样。
微分方程(2.120) 可以作如下积分

A0(x, t) =
1

4π

∫
d3x′ 1

|x′ − x| ∇ · Ȧ(x′, t). (2.121)

在一个具有无穷远渐近消失的场的空间里，我们无法自由地在上式左边加进一个
齐次泊松方程

∇2A0(x, t) = 0 (2.122)

的非平凡解。
当存在电荷时，库仑定律将具有表示源的项：

∇ · E(x, t) = ρ(x, t), (2.123)
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其中ρ(x, t) 是电荷密度。在这种情况下，为零的∇ · A(x, t) 将不再意味
着A0(x, t) ≡ 0。于是我们就有了选择规范的可能性，使Λ(x, t) 满足库仑规范

∇ ·A(x, t) ≡ 0, (2.124)

或轴规范

A0(x, t) ≡ 0. (2.125)

只有对于自由场的情况，这两种规范才是一致的。
当进行了规范固定后，矢势Aa(x) 一般来讲在洛仑兹变换下并不按照4-矢量

来变换。只有当规范固定是洛仑兹不变的，比如说取洛仑兹规范条件(2.106)的时
候，根据(1.209) 和(1.216)，矢势在洛仑兹变换下才会如下式般变换

Aa(x)
Λ−→ A′

Λ
a(x) = Λa

bA
b(Λ−1x) = [e−i 1

2
ωabĴ

ab

A]a(Λ−1x). (2.126)

在库仑规范下，为了保证变换后的矢势同样满足库仑规范，(2.126) 式右边需要通
过额外增加一个依赖于Λ 的规范变换项来进行修正。

2.5 带电点粒子的麦克斯韦– 洛仑兹作用量

现在我们来考虑与电磁场相互作用的有质量带电相对论性粒子，并用作用量方法
推导第1.10 节中的麦克斯韦– 洛仑兹方程。一个携带电荷e 的单个粒子的电流为

ja(x) = ec
∫ ∞

−∞
dτ q̇a(τ)δ(4)(x− q(τ)), (2.127)

则在外场中的总的作用量由(2.83) 和(2.19)的和给出：

A=
em

A +
m

A =−1

4

∫
d4xF ab(x)Fab(x)−mc2

∫ τb

τa
dτ − 1

c

∫
d4x ja(x)Aa(x). (2.128)

用物理时间t 来表示的话，后面两项可以分解成如下类空和类时分量：

−mc2
∫ tb

ta
dt

√

1− q̇2

c2
− e

∫ tb

ta
dtA0(q(t), t) +

e

c

∫ tb

ta
dtv ·A(q(t), t). (2.129)

通过将自由粒子的作用量写为(2.19) 式的形式，对(2.128) 作关于δqa(τ) 的变
分并取极值，我们就可以得到相应的运动方程。这就导致了(1.170) 中的麦克斯
韦– 洛仑兹方程：

m
d2qa

dτ 2
=

e

c

[
− ∂

∂τ
Aa +

dqb

dτ
∂aAb

]
=

e

c

[
−dqb

dτ
∂bA

a +
dqb

dτ
∂aAb

]

=
e

c
Fab

dqb

dτ
. (2.130)

方程右边正是(1.184) 中的洛仑兹力。
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注意，当存在电磁场时，正则动量(2.11) 不再如(2.15) 中等于物理动量，矢势
将对它有额外贡献：

Pi = −∂L

∂q̇i
= −

(
mγq̇i +

e

c
Ai

)
= pi +

e

c
Ai. (2.131)

将第零分量包含进来后，正则4-动量为

Pa = pa +
e

c
Aa. (2.132)

Pa 的第零分量正与由勒让德变换所定义的能量[回忆(2.97)]和1/c 的乘积是相一致
的：

P0 =
1

c
(H + eA0) = −1

c
(Piq̇

i − L). (2.133)

2.6 具有电磁相互作用的标量场

如果一个粒子的几率振幅由(1.160) 中的平面波描述，则它的能量-动量可由对该
平面波求时空导数得到：

ih̄∂aφp(x) = paφp(x). (2.134)

当存在电磁场时，该动量4-矢量所承担的角色将由(2.132) 中的动量来取代。在标
量场的拉格朗日密度(2.27) 中，这可通过所谓的最小替代 来实现，即用协变导数
代换掉普通导数：

∂aφ(x) → Daφ(x) ≡
[
∂a + i

e

ch̄
Aa(x)

]
φ(x). (2.135)

于是具有电磁相互作用的标量场拉格朗日密度为

L(x) = h̄2[Daφ(x)]
∗Daφ(x)−m2c2φ∗(x)φ(x)− 1

4
F ab(x)Fab(x). (2.136)

它通过标量电动力学定律支配着带电无自旋粒子系统的行为。
当进行(2.104) 中电磁场的局域规范变换的同时对标量场乘以一个依赖于x 的

相因子：
ϕ(x) → eieΛ(x)/cϕ(x) (2.137)

则上述拉格朗日密度表达式是不变的。
对自然单位下的作用量A =

∫
d4xL(x) 求极值，我们就得到了欧拉–拉格朗日

方程及其共轭

δA
δϕ∗(x)

= (−D2 −m2)ϕ(x),
δA

δϕ(x)
= (−D∗2 −m2)ϕ∗(x). (2.138)

当存在电磁场时，(2.67) 中的粒子流密度就变成了电流密度

ja(x) = e
i

2
φ∗Daφ+ c.c. = e

i

2
φ∗ ↔

∂a φ− e2

c
Aa(x)φ

∗φ. (2.139)
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它满足与自由场流密度相同的守恒律(2.69)，这可以通过以下简短计算加以验证：

∂aj
a= ∂a

[
i

2
φ∗Daφ

]
+ c.c.=

i

2
∂aφ

∗Daφ+
i

2
φ∗∂aD

aφ+ c.c. (2.140)

=
i

2
∂aφ

∗Daφ+
i

2
φ∗D2φ− i

2

e

c
Aaφ∗Daφ+ c.c.=

i

2
D∗

aφ
∗Daφ−m2 i

2
φ∗φ+ c.c.=0.

2.7 迪拉克场

一个可以通过求极值而获得迪拉克方程(1.218) 的作用量在自然单位下可写为

D

A=
∫

d4x
D

L (x) ≡
∫

d4x ψ̄(x) (iγa∂a −m)ψ(x) (2.141)

其中
ψ̄(x) ≡ ψ†(x)γ0, (2.142)

并且矩阵γa 满足(1.224)中的反对易法则。迪拉克方程及其共轭方程可通过极值原
理得到

δ
D

A
δψ̄(x)

= (iγa∂a −m)ψ(x) = 0,
δ

D

A
δψ(x)

= ψ̄(x)(− iγa
←
∂a −m)ψ(x) = 0. (2.143)

在(1.236) 中旋量的洛仑兹变换下，作用量(2.141) 是不变的。质量项的不变性
由以下事实而来

D†(Λ)γ0D(Λ) = γ0. (2.144)

通过将(1.219)和(1.233)中具体的矩阵表达式代入，此式可以很容易被验证。如我
们定义

D̄ ≡ γ0D†γ0, (2.145)

则上式意味着
D̄(Λ)D(Λ) = 1, (2.146)

因此，拉格朗日密度中的质量项就像(1.168) 中的标量场一样作变换：

ψ̄(x)ψ(x)
Λ−→ ψ̄′

Λ(x)ψ
′
Λ(x) = ψ̄(Λ−1x)ψ(Λ−1x). (2.147)

现在考虑作用量(2.141) 中的梯度项。它的不变性正是(1.235) 式中得到的洛仑
群旋量表示下迪拉克矩阵矢量特性的结果。由(2.146) 我们推出D−1(Λ) = D̄(Λ)，
这使得我们可以将(2.146) 的矢量变换律写为

D(Λ)γaD̄(Λ) = (Λ−1)abγ
b, D̄(Λ)γaD(Λ) = D−1(Λ)γaD(Λ) = Λa

bγ
b. (2.148)

由此，我们立即可以得到

ψ̄(x)γaψ(x)
Λ−→ ψ̄′(x)γaψ′(x) = Λa

bψ̄(Λ
−1x)γbψ(Λ−1x), (2.149)

以及
ψ̄(x)γa∂aψ(x)

Λ−→ ψ̄′(x)γa∂aψ
′(x) = [ψ̄γb∂aψ](Λ

−1x). (2.150)
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这样，迪拉克-拉格朗日密度中的梯度项也如标量场一样变换，因此整个拉格朗日
密度就如同(2.28) 式中那样变换，根据(2.34)，可得作用量(2.141) 在洛仑兹变换
下是不变的。
从第2.6节的讨论中我们知道如何将迪拉克场与电磁场相耦合。我们只须将拉

格朗日密度中的导数用(2.135) 中的协变导数替换掉，这样就得到了规范不变的电
动力学的拉格朗日密度

L(x) = ψ̄(x) (iγaDa −m)ψ(x)− 1

4

∫
d4xF ab(x)Fab(x). (2.151)

如果我们在进行局域洛仑兹变换(2.104) 的同时对迪拉克场乘以一个依赖于x 的相
因子

ψ(x) → eieΛ(x)/cψ(x), (2.152)

则上述方程是不变的。
此拉格朗日密度中的相互作用项完全来自于协变导数，它可以更具体地写为

Lint(x) = −1

c

∫
d4xAa(x)j

a(x), (2.153)

其中
ja(x) ≡ e ψ̄(x)γaψ(x) (2.154)

是电子的流密度。

通过对作用量
D

A=
∫
d4x

D

L (x) 取极值，我们可以得到相应的欧拉– 拉格朗日方
程及其共轭方程

δ
D

A
δψ̄(x)

= (iγaDa −m)ψ(x) = 0,
δ

D

A
δψ(x)

= ψ̄(x)(− iγa
←
D∗

a −m)ψ(x) = 0. (2.155)

对于遵循这些方程的经典场，流密度(2.154)满足与(2.140)式中标量场相同的局域
守恒定律：

∂aj
a(x) = 0. (2.156)

这可由比(2.140) 中更为简便的计算加以验证：

∂aj
a = e∂a(ψ̄γ

aψ) = eψ̄γa←
∂aψ + eψ̄γa∂aψ = eψ̄γa←

D
∗
aψ + eψ̄γaDaψ = 0. (2.157)

2.8 量子化

给定一个场的作用量，有两种途径对该理论进行量子化。一种是基于传统的行之
有效的算符的方法。这里我们将对此不做展开。我们所要做的是基于费因曼的路
径积分理论。费因曼认识到一个事件发生的物理振幅可以通过对所有可能导致该
事件的经典历史途径进行求和而得到。每条历史途径携带一个几率振幅eiA/h̄，其
中A 为该系统的作用量。
对于一个场论，对历史的求和将遍历所有可能的依赖于时间的场的构型

振幅 =
∑

场构型

eiA/h̄. (2.158)
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量子理论这一形式的一个重要的优势是可以将时间t 解析延拓到τ = −it ，从
而导致相应的统计理论。由量里力学中的时间演化算符eitĤ/h̄ 和统计物理中的波
尔兹曼因子e−βĤ 间的相似性，这一点是十分显然的。β 通过波尔兹曼常数与温度
的倒数相联系：

β ≡ 1/kBT. (2.159)

解析延拓可以直接应用在作用量A 上，于是我们得到

A =
∫

dt
∫

d3xL(x, t) = i
∫

dτ
∫

d3xL(x,−iτ) ≡ i
∫

dτ
∫

d3xLE(x, τ) ≡ iAE.

(2.160)

所得AE 被称作是欧几里德作用量，而LE 则是相应的欧几里德拉格朗日密度。这
种命名暗示，在t = −iτ 的延拓下，闵可夫斯基标量积xx′ = c2tt′−xx′化为欧几里
德形式xx′ = −(ττ ′ + xx′) = −xEx′E。这里我们引入欧几里德矢量xE ≡ (cτ,x)。
将欧几里德时空体元dτd3x 记作d4xE，我们可将欧几里德作用量写为

AE =
∫

d4xE LE(τ,x). (2.161)

量子力学振幅因此化为

Z =
∑

场构型

e−AE/h̄. (2.162)

这正是该系统的量子统计配分函数。通过让所有的场在(0, h̄β) 区间上为周期函
数，我们可以据此讨论有限温度T 的情形。对于费米场，由于其反对易统计特性
它必须是反周期的。
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As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain;
and as far as they are certain, they do not refer to reality.

Albert Einstein (1879–1955)

3
连续对称性和守恒定律、Noether 定理

在很多物理体系中,作用量在一些连续性变换下是不变的。如果是这样，那么就存
在着与电动力学中电荷守恒和电流守恒相类似的局域和整体的守恒定律。利用泊
松括号，这种与电荷的类比性可用来构建对称变换，并由此推导出上述守恒律。
在进行场量子化后，泊松括号就变成与之关联的算符的对易子。

3.1 连续对称性和守恒定律

首先来考虑一个简单的力学体系，它具有如下一般性的作用量

A =
∫ tb

ta
dt L(q(t), q̇(t)), (3.1)

然后将它置于动力学变量的如下一组连续的局域变换下：

q(t) → q′(t) = f(q(t), q̇(t)), (3.2)

其中f(q(t), q̇(t)) 是q(t) 和q̇(t) 的某种函数。一般来讲，q(t) 会携带各种各样的指
标，就像在(2.1) 中那样。不过，为了简便起见，我们在这里把它省略了。如果变
换后的作用量

A′ ≡
∫ tb

ta
dt L(q′(t), q̇′(t)) (3.3)

与A 除了相差边界项外是一样的话，则(3.2) 就被称为是对称变换。

3.1.1 对称变换的群结构

对于任何两个对称变换，我们通过依次操作变换来定义他们的乘积。很显然，所
得结果也一定是对称变换。当然，所有这些变换都可以被复原，即他们具有逆。
这样，对称变换就构成了群，称作体系的对称群。需要注意的很重要的一点是，
当检验作用量A′ 与A 的等价性时一定不要利用运动方程。
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3.1.2 实质变分

对无穷小对称变换(3.2)，变换前后的差

δsq(t) ≡ q′(t)− q(t) (3.4)

称为对称变分。它具有如下一般形式

δsq(t) = ε∆(q(t), q̇(t)), (3.5)

其中ε 是一个小参量。不要将对称变分与第2.1节中在推导欧拉– 拉格朗日方
程(2.8)时用到的变分δq(t)相混淆。那些变分在端点出总为零，δq(tb) = δq(ta) = 0
[回忆(1.4)]。然而对于对称变分δsq(t) 来说，这通常是不正确的。
对称变分(3.5) 的另一个名称为实质变分。对于任何一个时空函数f(x) ，它被

定义为f(x) 与变换后的函数f ′(x) 的差：

δsf(x) ≡ f(x)− f ′(x). (3.6)

注意，函数f(x) 和f ′(x) 是在相同坐标值上取值的，他们很可能对应于空间的两
个不同的点。

3.1.3 守恒定律

现在让我们来计算在实质变分(3.5) 下作用量的变化。利用微分的链式法则以及分
部积分，我们得到

δsA =
∫ tb

ta
dt

[
∂L

∂q(t)
− ∂t

∂L

∂q̇(t)

]
δsq(t) +

∂L

∂q̇(t)
δsq(t)

∣∣∣∣∣

tb

ta

. (3.7)

对于(2.8) 中欧拉– 拉格朗日方程的解，上式第一项为零，只剩下了第二项。对于
这样的解，我们记为qcl(t)，并称它们为经典轨道。对于经典轨道，作用量的变化
为

δsA =
∂L

∂q̇(t)
δsq(t)

∣∣∣∣∣

tb

ta

= ε
∂L

∂q̇
∆(q, q̇)

∣∣∣∣∣

ta

tb

, for q(t) = qcl(t). (3.8)

由约定，δsq(t) 是A 的对称变换，这意味着δsA 对于所有的轨道q(t) 或为零或等于
一个边界项。对于第一种情况，变量

Q(t) ≡ ∂L

∂q̇
∆(q, q̇), 其中 q(t) = qcl(t) (3.9)

在时刻t = ta 和t = tb 处是一样的。因为tb 是任意的，因此Q(t) 是不依赖于时
间t的：

Q(t) ≡ Q. (3.10)

这样，Q(t)是沿着该轨道的一个运动常量，即它是一个守恒量，称作Noether 荷.
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在第二种情况中，δsA 等于一个边界项，

δsA = εΛ(q, q̇)
∣∣∣
tb

ta
, (3.11)

守恒的Noether 荷变为

Q(t) =
∂L

∂q̇
∆(q, q̇)− Λ(q, q̇), 其中 q(t) = qcl(t). (3.12)

其实，我们可以由拉格朗日量L(q, q̇) 出发导出运动常量(3.12) 而不需要借助作
用量。我们将L(q, q̇) 的实质变分作如下展开：

δsL≡L (q+δsq, q̇+δsq̇)− L(q, q̇) =

[
∂L

∂q(t)
− ∂t

∂L

∂q̇(t)

]
δsq(t) +

d

dt

[
∂L

∂q̇(t)
δsq(t)

]
.

(3.13)
由于欧拉– 拉格朗日方程(2.8)，右边第一项就像先头那样消失了，只剩下了最后
一项。作用量在相差一个可能的(3.11) 式中表面项的意义上的不变性其实等同于
假定拉格朗日的实质变分最多只是某个函数Λ(q, q̇) 的时间全微分：

δsL(q, q̇, t) = ε
d

dt
Λ(q, q̇). (3.14)

将此代入方程(3.13) 的左边，我们得到

ε
d

dt

[
∂L

∂q̇
∆(q, q̇)− Λ(q, q̇)

]
= 0, q(t) = qcl(t), (3.15)

于是我们就再次得到了(3.12) 中守恒的Noether 荷。

3.1.4 守恒定律的另外一种推导

让我们对(3.1) 中的作用量作一个任意的变分δq(t)，它在边界上可以是非零的。沿
着经典轨道qcl(t)，则(3.7) 中的第一项为零，并且作用量最多差一个边界项：

δA =
∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣∣

tb

ta

, for q(t) = qcl(t). (3.16)

这样的考虑使得我们对Noether 定理有了另外一种推导方法。考虑对q(t) 进行所
谓的局域对称变换，这样就将之前(3.5) 式中的实质变分进行了扩展，使得其中的
参数变为依赖于时间的 ε(t):

δtsq(t) = ε(t)∆(q(t), q̇(t)). (3.17)

δts 中的上标强调了ε(t) 中对时间的依赖性。如果对经典轨道qcl(t) 进行(3.17) 式中
的变分操作，则前后作用量将相差一个(3.16) 式中的边界项。
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这可以用一种更合适的方法表示出来。为此，我们引入一个经过无穷小变换的
轨道

qε(t)(t) ≡ q(t) + δtsq(t) = q(t) + ε(t)∆(q(t), q̇(t)), (3.18)

相应的变换后的拉格朗日为

Lε(t) ≡ L(qε(t)(t), q̇ε(t)(t)). (3.19)

于是，作用量关于含时参量ε(t) 的局域实质变分为

δtsA =
∫ tb

ta
dt

[
∂Lε(t)

∂ε(t)
− d

dt

∂Lε(t)

∂ε̇(t)

]
ε(t) +

d

dt

[
∂Lε(t)

∂ε̇

]
ε(t)

∣∣∣∣∣

tb

ta

. (3.20)

由于作用量沿经典路径取极值，因此，无穷小变换后的作用量

Aε ≡
∫ tb

ta
dt L(qε(t)(t), q̇ε(t)(t)) (3.21)

必满足方程
δAε

δε(t)
= 0. (3.22)

这对于任何依赖于时间的ε(t) 都满足，尤其是对于ε(t) 在端点处为零的情形。在
这种情形下，(3.22) 式将给出欧拉–拉格朗日型的方程

∂Lε(t)

∂ε(t)
− d

dt

∂Lε(t)

∂ε̇(t)
= 0, for q(t) = qcl(t). (3.23)

这也可以用以下方法进行明确的验证：利用微分的链式法则对(3.19) 式进行微分
运算

∂Lε(t)

∂ε(t)
=

∂L

∂q(t)
∆(q, q̇) +

∂L

∂q̇(t)
∆̇(q, q̇), (3.24)

∂Lε(t)

∂ε̇(t)
=

∂L

∂q̇(t)
∆(q, q̇), (3.25)

并将通常的欧拉-拉格朗日方程(1.5) 代入方程右边。注意(3.25) 也可写为

∂Lε(t)

∂ε̇(t)
=

∂L

∂q̇(t)

δsq(t)

ε(t)
. (3.26)

我们现在可以利用对称性假定，即在时间无关的变换(3.17) 下作用量是一个纯
表面项。这意味着

∂Lε

∂ε
=

∂Lε(t)

∂ε(t)
=

d

dt
Λ. (3.27)

将此与(3.23) 结合，我们就得到了荷的守恒定律：

Q =
∂Lε(t)

∂ε̇(t)
− Λ, q(t) = qcl(t). (3.28)

这里将(3.25) 式代入后，我们发现它与(3.12) 中的荷是一样的。
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3.2 时间平移不变性和能量守恒

作为一个简单而又在物理上十分重要的例子，让我们来考虑拉格朗日不显含时间
的情形，即L(q(t), q̇(t), t) ≡ L(q(t), q̇(t))。对该系统进行一个时间变换，即将t 时
刻的事件平移到一个新的时刻

t′ = t− ε. (3.29)

时间变换后的轨道对时间有如下依赖关系

q′(t′) = q(t), (3.30)

即变换后的轨道q′(t) 在t′ 时刻具有与轨道q(t) 在原始时刻t 相同的值。对于拉格朗
日，这表明

L′(t′) ≡ L(q′(t′), q̇′(t′)) = L(q(t), q̇(t)) ≡ L(t). (3.31)

这就使得作用量(3.3) 等同于作用量(3.1)，至多相差一个边界项。因此，不显
含时间的拉格朗日具有时间平移对称性。
形如(3.5) 的相关的实质变分为

δsq(t) = q′(t)− q(t) = q(t′ + ε)− q(t)

= q(t′) + εq̇(t′)− q(t) = εq̇(t). (3.32)

在此变换下，拉格朗日变为

δsL = L(q′(t), q̇′(t))− L(q(t), q̇(t)) =
∂L

∂q
δsq(t) +

∂L

∂q̇
δsq̇(t). (3.33)

将(3.32) 中的δsq(t) 代入，我们发现

δsL = ε

(
∂L

∂q
q̇ +

∂L

∂q̇
q̈

)
= ε

d

dt
L. (3.34)

当设Λ = L，此式正具有(3.14) 中的导数形式，这就证实了时间变换是对称变换。
依照(3.12) 式，我们发现Noether 荷

Q = H ≡ ∂L

∂q̇
q̇ − L(q, q̇), 对于 q(t) = qcl(t) (3.35)

是一个运动常量。我们发现它正是拉格朗日的勒让德变换，即(2.10) 式中体系的
哈密顿量。
现在，让我们来简要核对一下如何由(3.12) 中不同的形式来得到这

个Noether荷。(3.17) 式中依赖于时间的实质变分在这里为

δtsq(t) = ε(t)q̇(t) (3.36)

在此变换下，拉格朗日的改变量为

δtsL =
∂L

∂q
εq̇ +

∂L

∂q̇
(ε̇q̇ + εq̈) =

∂Lε

∂ε̇
ε+

∂Lε

∂ε̇
ε̇, (3.37)
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其中
∂Lε

∂ε̇
=

∂L

∂q̇
q̇ (3.38)

并且
∂Lε

∂ε
=

∂L

∂q
q̇ +

∂L

∂q̇
εq̈ =

d

dt
L. (3.39)

最后一个方程证实时间平移满足对称条件(3.27)，并且由(3.38) 我们看到(3.28)
中的Noether 荷与(3.12) 中所得到的哈密顿量是相一致的。

3.3 动量和角动量

作用量的时间平移对称性导致了能量守恒定律，而系统的动量守恒律和角动量守
恒律可分别由作用量在空间平移变换和转动变换下的不变性导出。

考虑欧几里德空间中一个点粒子的拉格朗日

L = L(xi(t), ẋi(t)). (3.40)

之前对于时间平移不变性的讨论可用于任何拉格朗日坐标qi(t)，与之不同，在上
式中，我们用xi 来表示坐标，并用上标i 来强调我们在此所处理的是笛卡尔坐
标。如果拉格朗日只依赖于速度ẋi 而不是显式地决定于坐标xi 本身，则此系统为
平移不变的。如果进一步，它只依赖于ẋ2 = ẋiẋi，则它同时也是转动不变的。

最简单的例子是欧几里德空间中具有质量m 的质点的拉格朗日：

L =
m

2
ẋ2. (3.41)

它同时展现出了以上两种不变性，并导致动量和角动量的守恒Noether 荷。下面
我们就来对此加以证明。

3.3.1 空间中的平移不变性

在空间平移变换下，粒子的坐标xi 变为

x′i = xi + εi, (3.42)

其中εi 是小量。粒子轨道的无穷小平移变换为[对比(3.5) 式]

δsx
i(t) = εi. (3.43)

在此变换下，拉格朗日变为

δsL = L(x′i(t), ẋ′i(t))− L(xi(t), ẋi(t))

=
∂L

∂xi
δsx

i =
∂L

∂xi
εi = 0. (3.44)
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根据设定，拉格朗日是不依赖于xi 的，因此对于任何路径q(t)，上式右边都为
零。而我们知道，利用欧拉–拉格朗日方程，拉格朗日围绕经典轨道的实质变分
为：

δsL =

(
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi

)
δsx

i +
d

dt

[
∂L

∂ẋi
δsx

i

]
=

d

dt

[
∂L

∂ẋi

]
εi . (3.45)

此结果具有(3.8) 中的形式。将此与前一式相等，从中我们就可导出每个坐标xi 所
对应的Noether 守恒荷(3.9)，并称之为pi：

pi =
∂L

∂ẋi
. (3.46)

因此，与空间平移不变性相连的Noether荷只不过就是点粒子的正则动量。

3.3.2 转动不变性

在转动变换下，粒子的坐标xi 变为

x′i = Ri
jx

j, (3.47)

其中Ri
j 为(1.8) 式中正交3× 3 -矩阵。对于无穷小情形，他们可以写为

Ri
j = δij − ϕkεkij, (3.48)

其中' 是(1.57) 式中的无穷小转动矢量。相应的粒子轨道的转动为

δsx
i(t) = x′i(t)− xi(t) = −ϕkεkijx

j(τ). (3.49)

利用(1.55) 式中的反对称张量表示，即ωij ≡ ϕkεkij，于是我们可将上式重新写为

δsx
i = −ωijx

j. (3.50)

在此变换下，拉格朗日(3.41) 的实质变分

δsL = L(x′i(t), ẋ′i(t))− L(xi(t), ẋi(t))

=
∂L

∂xi
δsx

i +
∂L

∂ẋi
δsẋ

i (3.51)

变为

δsL = −
(
∂L

∂xi
xj +

∂L

∂ẋi
ẋj

)
ωij = 0. (3.52)

对于任何只依赖于转动不变量x2、ẋ2 和x · ẋ以及他们幂次项的拉格朗日，由于ωij

的反对称性，上式右边为零。这就确保了拉格朗日(3.41) 的转动对称性。
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我们现在再一次利用欧拉–拉格朗日方程来计算此拉格朗日的实质变分：

δsL =

(
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi

)
δsx

i +
d

dt

[
∂L

∂ẋi
δsx

i

]

= − d

dt

[
∂L

∂ẋi
xj

]
ωij =

1

2

d

dt

[
xi

∂L

∂ẋj
− (i ↔ j)

]
ωij. (3.53)

对于每一个反对称对i、j，上式右边都给出相应的(3.9) 型Noether 守恒荷：

Lij = xi ∂L

∂ẋj
− xj ∂L

∂ẋi
≡ xipj − xjpi. (3.54)

这就是任意维度笛卡尔系统中守恒的角动量的分量。
在在在三维系统中，我们更倾向于用原来的转动角ϕk 来研究问题，在这种情形

下，角动量有如下标准形式：

Lk =
1

2
εkijL

ij = (x× p)k. (3.55)

3.3.3 质心定理

现在，让我们来讨论(1.11) 和(1.12) 式中伽利略变换所描述的坐标系的匀速运动
所对应的对称变换。考虑欧几里德空间中一组自由的质点，它们由以下拉格朗日
量来描述

L(q̇in) =
∑

n

mn

2
q̇in

2. (3.56)

与伽利略变换相联系的无穷小实质变换为

δsx
i
n(t) = ẋi

n(t)− xi
n(t) = −vit, (3.57)

其中vi 是沿着第i 轴的一个小的相对速度。这使得拉格朗日具有如下的改变量

δsL = L(xi
n − vit, ẋi

n − vi)− L(xi
n, ẋ

i
n). (3.58)

将(3.56)代入，我们得到

δsL =
∑

n

mn

2

[
(ẋi

n − vi)2 − (ẋn
i)2

]
, (3.59)

这可以写为对时间的全微分的形式

δsL =
d

dt
Λ =

d

dt

∑

n

mn

[
−ẋi

nv
i +

v2

2
t

]
, (3.60)

证明了从Noether 的意义上看伽利略变换是对称变换。注意在后一个表示式中，vi

的二次项被省略掉了，这是因为按照设定(3.57) 中的速度vi 是无穷小的。



74 3 连连连续续续对对对称称称性性性和和和守守守恒恒恒定定定律律律、、、Noether 定定定理理理

利用链式法则对δsL 再次进行计算，代入欧拉- 拉格朗日方程，并将所得结果
与(3.60) 式相等，就像推导(3.12) 式那样，我们就得到了如下守恒的Noether 荷

Q =
∑

n

∂L

∂ẋi
n

δsx
i
n − Λ

=

(
−

∑

n

mnẋ
i
n t+

∑

n

mnx
i
n

)
vi. (3.61)

由于速度vi 的方向是任意的，因此上式中每个分量都是一个分立的运动常量：

N i = −
∑

n

mnẋ
i t+

∑

n

mnxn
i = const. (3.62)

这就是我们所熟知的质心定理 [1]。事实上，通过引入质心坐标

xi
CM ≡

∑
nmnxn

i

∑
nmn

(3.63)

以及质心速度

viCM =

∑
nmnẋn

i

∑
nmn

, (3.64)

(3.62) 式中的守恒荷可写为

N i =
∑

n

mn(−viCM t+ xi
CM). (3.65)

N i 的时间无关性意味着质心将按下述规则匀速运动

xi
CM(t) = xi

CM,0 + viCMt, (3.66)

其中

xi
CM,0 =

N i

∑
nmn

(3.67)

为质心在t = 0 时刻的位置。
注意，在非相对论物理系统中，质心定理是动量守恒的结果，因为动量≡ 质

量× 速度。然而，在相对论物理系统中，这不再成立。

3.3.4 由洛仑兹不变性而导致的守恒律

在相对论物理中，粒子的轨道由闵可夫斯基时空中的函数xa(σ) 来描述，其中σ 是
一个洛仑兹不变的长度参量。相应作用量是某个拉格朗日的积分：

m

A=
∫ σb

σa

dσ
m

L (xa(σ), ẋa(σ)) , (3.68)

式中圆点代表关于σ 的导数。如果拉格朗日只依赖于不变的标量积xaxa、xaẋa

和ẋaẋa，则它在洛仑兹变换
xa → x′a = Λa

b x
b (3.69)
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下是不变的，其中Λa
b 是(1.28) 中的赝正交4× 4 -矩阵。

时空中自由质点的拉格朗日[参看(2.19) 式]为

m

L (ẋ(σ)) = −mc
√
gabẋaẋb, (3.70)

因此(3.68) 中的作用量在任意的再参数化σ → f(σ) 下是不变的。由于拉格朗日只
依赖于ẋ(σ)，因此在任意的坐标平移变换

δsx
a(σ) = xa(σ)− εa(σ) (3.71)

下是不变的，即δsL = 0。利用欧拉–拉格朗日方程再次对此变分进行计算，我们
发现

δs
m

L=
∫ σb

σa

dσ


∂

m

L

∂xa
δsx

a +
∂

m

L

∂ẋa
δsẋ

a


 = −εa

∫ σb

σa

dσ
d

dσ


∂

m

L

∂ẋa


 . (3.72)

由此我们就可以得到守恒的Noether 荷

pa ≡ −∂
m

L

∂ẋa
= m

ẋa√
gabẋaẋb/c2

= mua, (3.73)

它满足如下守恒定律
d

dσ
pa(σ) = 0. (3.74)

Noether 荷pa(σ) 正是(1.149) 中自由相对论性粒子的守恒4-动量，它可通过正则形
式由(2.20) 式推导而得。4-矢量

ua ≡ ẋa

√
gabẋaẋb/c2

(3.75)

是粒子的相对论性4-速度。它是(2.22) 和(1.149) 式中4-速度q̇a(τ) = ua(τ) 的一种
对于再参数化不变的表述形式。为了与(2.20) 中协变动量分量的正则定义相一
致，(3.73) 式中有一个正负号的变化。当把σ 选为物理时间t = x0/c 后，就象
在(1.150) 式中那样，我们就可用物理速度vi = dxi/dt 将ua 表示为：

ua = γ(1, vi/c), with γ ≡
√
1− v2/c2. (3.76)

对于恒等元附近的无穷小洛仑兹变换，我们可以写为

Λa
b = δab + ωa

b (3.77)

其中
ωa

b = gacωcb (3.78)

为一任意无穷小反对称矩阵。粒子路径的一个无穷小洛仑兹变换为

δsx
a(σ) = ẋa(σ)− xa(σ)

= ωa
bx

b(σ). (3.79)
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在此变换下，任何洛仑兹不变的拉格朗日的实质变分都为零：

δsL =

(
∂L

∂xa
xb +

∂L

∂ẋa
ẋb

)
ωa

b = 0. (3.80)

而拉格朗日的实质变分也可通过链式法则并利用欧拉–拉格朗日方程计算而得：

δsL =

(
∂L

∂xa
− d

dσ

∂L

∂ẋa

)
δsx

a +
d

dσ

[
∂L

∂ẋa
δsx

a

]

=
d

dσ

[
∂L

∂ẋa
ẋb

]
ωa

b

=
1

2
ωa

b d

dσ

(
xa ∂L

∂ẋb

− xb ∂L

∂ẋa

)
. (3.81)

将之与(3.80) 式相比较，我们就得到了守恒的转动Noether 荷

Lab = −xa ∂L

∂ẋb

+ xb ∂L

∂ẋa

= xapb − xbpa. (3.82)

它正是(3.54) 中角动量的四维推广。
Noether 荷Lij 与(3.54) 式中角动量的分量是相一致的。守恒分量

L0i = x0pi − xip0 ≡ Mi (3.83)

给出了(3.62) 中质心定理的相对论性推广：

Mi = const. (3.84)

3.4 生成对称性

正如在本章的引言中所提到的，在不变量和守恒律间存在第二个重要的关系。与
连续对称变换相关联的荷可被用来生成那个它发源于斯的对称变换。在经典理论
中，这可以通过泊松括号

δsx̂ = ε{Q̂, x̂(t)} (3.85)

来实现。正则量子化后，泊松括号化为−i 乘以对易子，而荷则变为算符，它可通
过以下操作产生对称变换

δsx̂ = −iε[Q̂, x̂(t)]. (3.86)

对于对称变换的量子力学生成方式的一个极其重要的例子就是第3.2 节中由时
间平移下系统的不变性推导而得(3.35) 中Noether 荷这一效应。该Noether 荷Q 就
是哈密顿量 H，它的算符形式可通过下面的海森堡运动方程

δsx(t) = ε ˙̂x(t) = −iε[Ĥ, x̂(t)] (3.87)

而产生(3.32) 中的无穷小时间平移。这正是(3.86) 中一般Noether 关系的一个特
例。
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如果拉格朗日具有如下标准形式

L(x, ẋ) =
m

2
ẋ2 − V (x), (3.88)

则正则量子化将十分直接。此时，正则动量p ≡ ẋ 的算符形式满足等时对易关系

[p̂(t), x̂(t)] = −i, [p̂(t), p̂(t)] = 0, [x̂(t), x̂(t)] = −i. (3.89)

相应的哈密顿量

H =
p2

2m
+ V (x̂) (3.90)

直接变为哈密顿算符

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂). (3.91)

如果拉格朗日不具有(3.88) 中的标准形式，则其量子化将不是一个简单的问
题[3]。
另一个重要的例子则与第3.3.1节中从平移对称性导出的荷(3.46) 有关。进行量

子化后，生成变换(3.43) 的对易子(3.86) 变为

εj = iεi[p̂i(t), x̂j(t)]. (3.92)

这与三维中的对易关系(3.89) 中的那个是相一致。
时空的相对论性荷(3.73)通过

δsx̂
a = εa = −iεb[p̂b(t), x̂

a(τ)] (3.93)

生成平移变换，意味着有如下相对论性对易关系

[p̂b(t), x̂
a(τ)] = iδb

a, (3.94)

这正与(1.162) 中的相对论性正则对易法则(在h̄ = 1 的自然单位制中) 相一致。
注意，所有根据规则(3.86) 由Noether 荷导出的对易法则对于海森堡绘景中的

算子都成立，在海森堡绘景中它们依赖于时间。另一方面，在第 3章中纯代数讨
论中的对易规则，则被应用于与时间无关的薛定谔绘景中的算子上。
类似地，我们发现(3.55)式中守恒荷Li 的量子化形式可生成无穷小转动：

δsx̂
j = −ωiεijkx̂

k(t) = iωi[L̂i, x̂
j(t)], (3.95)

而量子化的 (3.62)中的守恒荷N i 则生成了无穷小伽利略变换。(3.83)式中的荷Mi

生成纯洛仑兹变换[对照(1.129) 式]：

δsx̂
j = εix̂

0 = iεi[Mi, x̂
j], δsx̂

0 = εix̂
i = iεi[Mi, x̂

0]. (3.96)

由于量子化的荷可生成对称变换，于是他们构成了洛仑兹群生成元的一个表
示。由此，它们之间必须具有与(1.71) 式中对称群生成元或它们的简化形式(1.72)
相同的对易规则。事实也确实如此，因为(3.82) 中Noether 荷的算符形式对应
于(1.163) 中的算符（在自然单位制中）。
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3.5 场论

场论中也存在连续对称性和运动常量间类似的关系，其中拉格朗日坐标的角色则
由场qx(t) = ϕ(x, t) 来充当。

3.5.1 连续对称性和守恒流

设A 为一个任意场ϕ(x) → ϕ(x, t) 的局域作用量

A =
∫

d4xL(ϕ, ∂ϕ, x), (3.97)

并假定场的变换

δsϕ(x) = ε∆(ϕ, ∂ϕ, x) (3.98)

只使得拉格朗日密度L 产生一个全散度的改变
δsL = ε∂aΛ

a, (3.99)

利用高斯散度定理，这使得作用量A 的改变为一个表面积分：

δsA = ε
∫

d4x ∂aΛ
a = ε

∫

S
dsa Λ

a, (3.100)

其中S 是整个时空的表面。这样，δsϕ 就被称作是对称变换.
在对称假设下，利用讨论力学作用量(3.1) 中同样的方法，我们可以推导出相

应的定域守恒定律。类似于(3.13) 式中的方法，我们可以计算出在(3.98) 中的无
穷小对称变换下 L 的变分，并且发现

δsL =

(
∂L
∂ϕ

− ∂a
∂L
∂∂aϕ

)
δsϕ+ ∂a

(
∂L
∂∂aϕ

δsϕ

)

= ε

(
∂L
∂ϕ

− ∂a
∂L
∂∂aϕ

)
∆+ ε ∂a

(
∂L
∂∂aϕ

∆

)
. (3.101)

由于欧拉-拉格朗日方程，第一项为零。将第二项与(3.99) 建立等式，我们发现四
维流密度

ja =
∂L
∂∂aϕ

∆− Λa (3.102)

是没有散度的：

∂aj
a(x) = 0. (3.103)

这就是场论中的Noether定理。(3.102) 中的表达式称为Noether流密度，而(3.103)
则为局域守恒律，这就象在电磁场方程(1.202) 中那样。
从 (1.204) 式中我们已经看到，局域守恒律 (3.103) 总是意味着形如 (3.9) 的荷

的整体守恒律，在这里这个荷就是如 (1.205) 式中那样通过对第零分量进行空间
积分而定义的Noether 荷Q(t) (这里我们取c = 1 的自然单位)

Q(t) =
∫

d3x j0(x, t). (3.104)
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3.5.2 另一种推导

类似于(3.17)–(3.28)，这里也存在另外一种对守恒流的推导方法。该方法基于对
称变换下场的变分，并且此变分的参数ε 被认为设定为是依赖于时空的ε(x)，即
将(3.17) 扩展为

δxs ϕ(x) = ε(x)∆(ϕ(x), ∂aϕ(x)). (3.105)

就象之前在(3.19) 中那样，让我们来计算一下相应于轻微变换了的场

ϕε(x)(x) ≡ ϕ(x) + δxs ϕ(x) (3.106)

的拉格朗日密度，记之为

Lε(x) ≡ L(ϕε(x), ∂ϕε(x)). (3.107)

相应的作用量与原来的相差

δxsA =
∫

dx

{[
∂Lε(x)

∂ε(x)
− ∂a

∂Lε(x)

∂∂aε(x)

]
δε(x) + ∂a

[
∂Lε(x)

∂∂aε(x)
δε(x)

]}
. (3.108)

对于满足欧拉-拉格朗日方程 (2.40) 的经典场 ϕ(x) = ϕcl(x)，作用量的极值性意味
着第一项为零，这就导致了欧拉-拉格朗日类型的方程

∂Lε(x)

∂ε(x)
− ∂a

∂Lε(x)

∂∂aε(x)
= 0. (3.109)

依照假设，在不依赖于x 的变换(3.105) 下作用量有一个纯表面项的改变，也就是
说

∂Lε

∂ε
= ∂aΛ

a. (3.110)

将此代入 (3.109)，我们发现

ja =
∂Lε(x)

∂∂aε(x)
− Λa (3.111)

没有4-散度。这与 (3.102) 中Noether流密度是相符的，这点可通过将 (3.107) 对
∂aε(x) 进行微分而看出：

∂Lε(x)

∂∂aε(x)
=

∂L
∂∂aϕ

∆(ϕ, ∂ϕ). (3.112)

3.5.3 局域对称性

在第2 章，我们看到带电粒子和与电磁性有关的场具有更加广泛的对称性。他
们在局域规范变换(2.104) 下是不变的。例如，(2.136) 中的标量拉格朗日在局域
规范变换(2.104) 和(2.137) 下是不变的，而狄拉克拉格朗日密度(2.151) 则在变
换(2.104) 和(2.152) 下是不变的。这都是一般形式(3.98) 的表现，只不过现在参
数ε 依赖于时空。因此，在如(3.105)般类型的局域实质变换下，此作用量是不变
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的。而该变换在上节中只是作为另一种推导Noether 流密度(2.136)所需的辅助工
具而引入的。
对于一个局域规范不变的拉格朗日密度，Noether 表示式(3.111) 写为

ja =
δL

∂∂aΛ
, (3.113)

并且一致地为零。但这并不意味着体系中不存在如我们在 (2.140) 和 (2.156) 式中
所见到的那样的守恒流。只不过是Noether的推导方法不再适用。为此，对于拉格
朗日密度 (2.151)，让我们进一步细致地考察一下这一现象。
如果我们将规范变换(2.152) 限制为不依赖于时空的规范变换

ψ(x) → eieΛ/cψ(x), (3.114)

则我们可以很轻易地得到狄拉克场的一个形如(3.102) 的Noether 守恒流。这个结
果就是狄拉克流密度(2.154)。这正是电磁场最小耦合的来源。最小耦合使得整体
规范不变的理论变得局域规范变。此规范原则在自然界中很多情形下都存在。由
于最小耦合规范场的存在，很多整体内部对称性事实上是局域的，这些规范场中
有些是非阿贝尔的。最重要的例子包括与强、弱相互作用相关的非阿贝尔规范对
称性。
让我们来看看在这些理论中对于Noether 守恒定律的推导会怎样。流密度的表

达式(3.111)由于局域规范不变性而恒为零，但对于不存在规范场的狄拉克场它却
给出了守恒流密度(2.154) ，因此我们可以在固定规范场下从如下泛函导数来计
算ja(x) ：

ja ≡
∂L
∂∂aΛ

∣∣∣∣∣
Aa

。 (3.115)

或者，我们可以利用局域变换下完全变化量δxsL 恒为零这一事实，只对规范场
进行变动而保持粒子轨道不变。这样，就可从下面这个导数得到同样的流密度

ja = − ∂L
∂∂aΛ

∣∣∣∣∣
ψ

. (3.116)

还有另外一种计算该表达式的方法是构建关于规范场Aa 的泛函导数同时略去
em

L
的贡献，即只对带电粒子拉格朗日

e

L ≡ L− em

L进行求导，得：

ja = − ∂
e

L
∂∂aΛ

= − ∂
e

L
∂Aa

. (3.117)

作为一种检验，我们用(3.117) 中的规则来计算分别具有拉格朗日密度(2.141)
和(2.27) 的狄拉克场和Klein-Gordon 场的守恒流密度，并重新得到(2.154)
和(2.139) 中的表达式(那个额外的因子c 是惯例)。对于(2.50) 中的薛定谔拉格
朗日密度，我们得到守恒的电荷电流密度

j(x, t) ≡ e
i

2m
ψ∗(x, t)

↔∇ψ(x, t)− e2

c
Aψ∗(x, t)ψ(x, t), (3.118)
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这与(2.64)中的粒子流密度相差一个因子e。而(2.65) 中的流守恒律现在则在右边
包含了电荷密度ρ(x, t) ≡ eψ∗(x, t)ψ(x, t)。
对于规范场本身，局域规范不变性有一个重要的结果。如果我们对纯规范场作

用量作变分

δs
em

A =
∫

d4x tr


δxsAa

δ
em

A
δAa


 , (3.119)

并设δxsA 为一无穷小纯规范变换

δxsAa = −∂aΛ(x), (3.120)

则对于所有的Λ(x)，方程右边都为零。在进行分部积分后，就可发现这意味
着Noether 流

em
j a(x) = − δ

em

A
δAa

(3.121)

满足局域守恒律∂aj
a(x) = 0。当把 (2.83) 和 (2.84) 式中作用量的具体形式代入

后，我们得到
em
j a(x) = −∂bF

ab. (3.122)

于是，麦克斯韦方程 (2.87) 就可写为

em
j a(x) = −

e
j a(x). (3.123)

式中上标e 强调流密度 ja(x) 只包含带荷粒子的场。在(3.123) 的形式中，麦克斯
韦方程暗示包含荷守恒流 (3.116) 和电磁场 Noether 流(3.121) 的总的流密度是为
零的

tot
j a(x) =

e
j a(x) +

em
j a(x) = 0. (3.124)

这种对于麦克斯韦方程(2.87) 不同寻常的表述对于在以后通过类比的方法理解爱
因斯坦场方程(17.157) 将会十分有用。
在此，我们提请读者注意一个重要问题。对于物质场而言，只有当物质场

满足欧拉-拉格朗日方程时，相应的守恒律才成立；与之相反，对于规范场而
言，Noether 流(3.122)的守恒定律

∂a
em
j a(x) = −∂a∂bF

ab = 0 (3.125)

则对所有的场构型都成立。方程右边恒等于零，这是因为在任何规范固定下，矢
势Aa 都是一个可观测量，因而满足(2.89) 中的施瓦兹可积条件。

3.6 正则能动张量

作为Noether定理场论形式的一个重要例子，我们来考虑一个不显含时空坐标x 的
拉格朗日密度：

L(x) = L(ϕ(x), ∂ϕ(x)). (3.126)
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然后我们沿时空的任一方向b = 0, 1, 2, 3 对坐标做一个平移

x′a = xa − εa, (3.127)

在此变换下，场ϕ(x) 变为

ϕ′(x′) = ϕ(x), (3.128)

且

L′(x′) = L(x). (3.129)

如果εa 无穷小，则场的改变量为

δsϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x) = εb∂bϕ(x), (3.130)

而拉格朗日密度的改变量则为

δsL ≡ L(ϕ′(x), ∂ϕ′(x))− L(ϕ(x), ∂ϕ(x))

=
∂L

∂ϕ(x)
δsϕ(x) +

∂L
∂∂aϕ

∂aδsϕ(x), (3.131)

这正是一个纯散度项

δsL(x) = εb∂bL(x). (3.132)

因此，这是满足(3.99) 中的要求的，并且δsϕ(x) 是一个对称变换，其中的函数Λ
恰好与拉格朗日密度相一致

Λ = L. (3.133)

我们现在可以定义四个流密度4-矢量jb
a，每一个都与εb 的一个分量相对应。对于

时空平移对称性，我们记之为Θb
a:

Θb
a =

∂L
∂∂aϕ

∂bϕ− δb
aL. (3.134)

由于εb 是一个矢量，因而这个4 × 4 的量是一个张量，称作是标量场ϕ(x) 的能动
张量。根据Noether定理，指标a 上的散度为零[与(3.103)式比较]：

∂aΘb
a(x) = 0. (3.135)

与这些流密度相伴随的四个守恒荷Qb [请看定义式(3.104)]

Pb =
∫

d3xΘb
0(x), (3.136)

则是这个体系总4-动量的分量。
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另一个推导此守恒定律的方法则是依照第3.1.4 节中的方法。引入局域变换，

δxs ϕ(x) = εb(x)∂bϕ(x) (3.137)

在此变换下，拉格朗日密度的变化量为

δxsL(x) = εb(x)∂bL(x). (3.138)

另一方面，利用链式法则我们有

δxsL =
∂L

∂ϕ(x)
εb(x)∂bϕ(x) +

∂L
∂∂aϕ(x)

{
[∂aε

b(x)]∂bϕ+ εb∂a∂bϕ(x)
}
, (3.139)

这表明
∂Lε

∂∂aεb(x)
=

∂L
∂∂aϕ

∂bϕ. (3.140)

对每个b 做(3.102) 中的组合，我们再一次得到了(3.134) 中的守恒的能动张量。
注意，类似于(3.26) 式，我们可以将(3.140) 写为

∂Lε

∂∂aεb(x)
=

∂L
∂∂aϕ

∂δxs ϕ

∂εb(x)
. (3.141)

进一步注意到，正则能动张量的分量Θ0
0

Θ0
0 =

∂L
∂∂0ϕ

∂0ϕ− L (3.142)

和正则形式中利用勒让德变换由拉格朗日密度得到的哈密顿密度(2.61) 是相一致
的。

3.6.1 电磁学

作为场论Noether 定理的一个重要的物理上的应用，让我们来考察具有如下作用
量的自由电磁场

L = −1

4
FcdF

cd, (3.143)

其中Fcd 为场强Fcd ≡ ∂cAd − ∂dAc。在时空坐标由xa 变为xa − εa 时，矢势则
如(3.128) 中的标量场般变换：

A′a(x′) = Aa(x). (3.144)

对于无穷小变换，这可以写为

δsA
c(x) ≡ A′c(x)− Ac(x)

= A′c(x′ + ε)− Ac(x)

= εb∂bA
c(x), (3.145)
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而场张量的变化则为

δsF
cd = εb∂bF

cd. (3.146)

将此代入(3.143)，我们看到拉格朗日的改变量为一个4-维全散度：

δsL = −εb
1

2

(
∂bFcdF

cd + Fcd∂bF
cd
)
= εb∂bL. (3.147)

因此，时空变换(3.145) 是对称变换，且(3.102) 式给出四个Noether流密度，每个
对应于一个εb：

Θb
a =

1

c

[
∂L

∂∂aAc
∂bA

c − δb
aL

]
. (3.148)

这构成了电磁场的正则能动张量，他们满足局域守恒定律

∂aΘb
a(x) = 0. (3.149)

引入因子1/c 是为了使Noether流密度具有与(1.261) 中引入的能动张量相同的量
纲，即动量密度。将导数∂L/∂∂aAc = −F a

c 插入到(3.148)中，我们得到

Θb
a =

1

c

[
−F a

c∂bA
c +

1

4
δb

aF cdFcd

]
. (3.150)

3.6.2 狄拉克场

我们现在来看狄拉克场，它在时空变换

x′a = xa − εa (3.151)

下变为

ψ′(x′) = ψ(x). (3.152)

由于(2.141) 中的拉格朗日密度并不明确依赖于x，则如(3.129) 中那样，我们有

D

L ′(x′) =
D

L (x). (3.153)

无穷小变换
δsψ(x) = εa∂aψ(x) (3.154)

将产生一个纯散度项

δs
D

L (x) = εa∂a
D

L (x), (3.155)

而(3.102) 中的组合则给出Noether 流密度

Θb
a =

∂
D

L
∂∂aψc

∂bψ
c + cc− δb

a
D

L, (3.156)

H. Kleinert, MULTIVALUED FIELDS



3.7 角动量 85

它满足局域守恒定律

∂aΘb
a(x) = 0. (3.157)

由(2.141) 我们看到

∂
D

L
∂∂aψc

=
1

2
ψ̄γa, (3.158)

于是就得到了狄拉克场的正则能动张量：

Θb
a =

1

2
ψ̄γa∂bψ

c + cc− δb
a

D

L . (3.159)

3.7 角动量

我们现在转向场论中的角动量。首先考虑标量场ϕ(x) 的情况。在坐标转动下

x′i = Ri
jx

j, (3.160)

空间中具有不同坐标xi 和x′i 的同一点的场量是不变的：

ϕ′(x′i) = ϕ(xi). (3.161)

无穷小实质变分为：

δsϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x). (3.162)

对于(3.48) 中的无穷小转动

δsx
i = −ϕkεkijx

j = −ωijx
j, (3.163)

我们看到

δsϕ(x) = ϕ′(x0, x′i − δxi)− ϕ(x)

= ∂iϕ(x)x
jωij. (3.164)

对于一个不显含x 的转动洛仑兹不变的拉格朗日密度

L(x) = L(ϕ(x), ∂ϕ(x)), (3.165)

实质变分为

δsL(x) = L(ϕ′(x), ∂ϕ′(x))− ϕ(ϕ(x), ∂ϕ(x))

=
∂L

∂ϕ(x)
δsϕ(x) +

∂L
∂∂aϕ(x)

∂aδsϕ(x). (3.166)
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将(3.164) 代入，这变为

δsL =

[
∂L
∂ϕ

∂iϕx
j +

∂L
∂aϕ

∂a(∂iϕx
j)

]
ωij

=

[
(∂iL)xj +

∂L
∂∂jϕ

∂iϕ

]
ωij. (3.167)

由于按约定我们在考察转动不变的局域拉格朗日密度L(x)，所以微分∂L/∂∂aϕ 是
一个正比于∂aϕ 的矢量。因此上式括号中第二项是对称的，与反对称张量ωij 的缩
并则为零。这使得我们可以将δsL 表示为一个纯散度项

δsL = ∂i
(
Lxjωij

)
. (3.168)

利用链式法则再次对δsL 进行计算，并将欧拉-拉格朗日方程代入，我们得

δsL =
∂L
∂Lδsϕ+

∂L
∂∂aϕ

∂aδsϕ (3.169)

=

(
∂L
∂ϕ

− ∂a
∂L
∂∂aϕ

)
δsϕ+ ∂a

(
∂L
∂∂aϕ

δsϕ

)

= ∂a

(
∂L
∂∂aϕ

∂iϕ xj

)
ωij.

于是我们就得到(3.102) 中的Noether 流密度：

Lij,a =

(
∂L
∂∂aϕ

∂iϕxj − δi
aLxj

)
− (i ↔ j), (3.170)

它的4-散度为零：

∂aL
ij,a = 0. (3.171)

此流密度可用(3.134) 中的正则能动张量表示为

Lij,a = xiΘja − xjΘia. (3.172)

相应的Noether荷

Lij =
∫

d3xLij,a (3.173)

就是该场系统总角动量的时间不变的分量。

3.8 四维角动量

现在考虑纯洛仑兹变换(1.27)。相应于快度ζ i 的无穷小推进可由坐标变换

x′a = Λa
bx

b = xa − δa0ζ
ixi − δaiζ

ix0 (3.174)
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来描述[请回想(1.34)]。这可写为

δxa = ωa
bx

b, (3.175)

对于被动式推进，

ωij = 0, ω0i = −ωi0 = ζ i. (3.176)

借助于张量ωa
b，我们看到，该推进可以按照(1.36) 中被动式转动同样的方式来处

理，对此，(3.175) 对于以下表达式

ωij = ωij = εijkϕ
k, ω0i = ωi0 = 0 (3.177)

是成立的。对这两种变换，场的实质变分为

δsϕ(x) = ϕ′(x′a − δxa)− ϕ(x)

= −∂aϕ(x)x
bωa

b. (3.178)

对于一个洛仑兹不变的拉格朗日密度，如同(3.168)式那样，实质变分可证明是一
个全散度：

δsϕ = −∂a(Lxb)ωa
b, (3.179)

我们也因此得到了Noether流密度

Lab,c = −
(

∂L
∂∂cϕ

∂cϕxb − δacLxb

)
− (a ↔ b). (3.180)

利用(3.134) 中的正则能动张量，上式右边可写为

Lab,c = xaΘbc − xbΘac. (3.181)

根据Noether定理(3.103)，这些流密度是没有4-散度的：

∂cL
ab,c = 0. (3.182)

与这些流密度相应的荷

Lab ≡
∫

d3xLab,0 (3.183)

则是不依赖于时间的。对于(3.176) 中特殊形式的ωab，我们重新得到了角动量不
依赖于时间的分量Lij 。

Li0 的时间无关性则是质心定理(3.66)的相对论形式。其实，由于

Li0 =
∫

d3x (xiΘ00 − x0Θi0), (3.184)

我们可以定义相对论性的质心

xi
CM =

∫
d3xΘ00xi

∫
d3xΘ00

(3.185)
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以及平均速度

viCM = c
d3xΘi0

∫
d3xΘ00

= c
P i

P 0
. (3.186)

由于体系的动量
∫
d3xΘi0 = P i 是一个常数，则viCM 也是一个常数。因此，L0i 的

恒定性意味着质心以一个恒定的速度在运动，即

xi
CM(t) = xi

CM,0 + viCM,0t, (3.187)

其中xi
CM,0 = L0i/P 0.

Noether荷Lab 正是体系的四维角动量。
值得指出的是，Lab,c 的全散度为零使得Θba 必须是对称的：

∂cL
ab,c = ∂c(x

aΘbc − xbΘac)

= Θba −Θba = 0. (3.188)

因此，在时空变换和洛仑兹变换下不变的场论必有对称的能动张量

Θab = Θba. (3.189)

3.9 自旋流

如果场ϕ(x) 具有多个空间分量而不再是标量的话，则对于四维角动量的推导会变
得有些复杂。

3.9.1 电磁场

首先来考虑电磁场的情况，其中相关场量为4-矢势Aa(x)。当变到一个新的坐标系

x′a = Λa
bx

b (3.190)

后，在绝对时空中同一点的矢量场是保持不变的。但是，由于分量Aa 在不同的坐
标系中对应于不同的基矢，因此他们必须随坐标xa 同时变化。因为Aa(x) 是一个
矢量，所以它如下所示般变换：

A′a(x′) = Λa
bA

b(x). (3.191)

对于一个无穷小变换

δsx
a = ωa

bx
b (3.192)

它的实质变分为

δsA
a(x) = A′a(x)− Aa(x) = A′a(x− δx)− Aa(x)

= ωa
bA

b(x)− ωc
bx

b∂cA
a. (3.193)
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第一项为自旋变换，另一项为轨道变换。轨道变换也可用(3.82) 中定义的洛仑兹
群生成元L̂ab 写为

δorbs Aa(x) = −iωbcL̂bcA
a(x). (3.194)

利用(1.51) 式中的4 × 4 -生成元Lab，矢量场的自旋变换则可方便地重新改写。将
此两部分加在一起，我们就构造了4-维总角动量算符

Ĵab ≡ 1× L̂ab + Lab × 1, (3.195)

并且可以将变换(3.193) 写为

δorbs Aa(x) = −iωabĴabA(x). (3.196)

如果拉格朗日密度只包含4-矢量Aa 的标量组合并且不显式依赖于x 的话，则
它在洛仑兹变换下就如同标量场那样变化：

L′(x′) ≡ L(A′(x′), ∂′A′(x′)) = L(A(x), ∂A(x)) ≡ L(x). (3.197)

无穷小变换下，该变化量为

δsL = −(∂aLxb)ωa
b. (3.198)

由于洛仑兹变换是对称变换，我们可以象在(3.170)中那样计算4-维总角动量的
流密度：

Jab,c =
1

c

[
∂L

∂∂cAa

Ab −
(

∂L
∂∂cAd

∂aAdxb − δacLxb

)
− (a ↔ b)

]
. (3.199)

系数1/c 的选取是为了使电磁场的Noether流具有常规的物理量纲。事实上，最
后两项与标量场的4-维角动量的流密度Lab,c 具有相同的形式。这里它们构成了矢
势Aa(x) 的相应的物理量：

Lab,c = −1

c

(
∂L

∂∂cAd
∂aAdxb − δacLxb

)
+ (a ↔ b). (3.200)

这也可以写为

Lab,c =
1

c

{
−i

∂L
∂∂cAd

L̂abAd +
[
δacLxb − (a ↔ b)

]}
, (3.201)

其中L̂ab 是(1.107) 中4-维角动量的微分算子，它满足对易法则(1.71) 和(1.72)。
就像在(3.181) 式中标量场情形那样，(3.200) 式中的流密度可以用正则能动张

量表示为

Lab,c = xaΘbc − xbΘac. (3.202)
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(3.199) 式中的第一项，即

Σab,c =
1

c

[
∂L

∂∂cAb

Ab − (a ↔ b)

]
, (3.203)

被称为自旋流密度。它可以用(1.51) 式中洛仑兹群的4× 4 生成元写为

Σab,c = − i

c

∂L
∂∂cAd

(Lab)dσA
σ. (3.204)

这两个流密度的和

Jab,c(x) ≡ Lab,c(x) + Σab,c(x) (3.205)

具有零散度
∂cJ

ab,c(x) = 0. (3.206)

因此，由荷

Jab =
∫

d3x Jab,0(x) (3.207)

所给出的总角动量是一个运动常量。
单独来看，角动量和自旋分别都是不守恒的。利用能动张量的守恒定律，就像

在(3.188) 中那样，我们发现轨道角动量流密度满足

∂cL
ab,c(x) = −

[
Θab(x)−Θba(x)

]
. (3.208)

由此我们得到自旋流的散度为

∂cΣ
ab,c(x) =

[
Θab(x)−Θba(x)

]
. (3.209)

对于与轨道和自旋流相关的荷

Lab(t) ≡
∫

d3xLab,0(x), Σab(t) ≡
∫

d3xΣab,0(x), (3.210)

这意味着如下的时间依赖性：

L̇ab(t) = −
∫

d3x
[
Θab(x)−Θba(x)

]
,

Σ̇ab(t) =
∫

d3x
[
Θab(x)−Θba(x)

]
. (3.211)

具有非零自旋的场总是具有非对称的能动张量。
于是，回到自然单位制，流Jab,c 变为

Jab,c =

(
∂δxsL

∂∂cωab(x)
− δacLxb

)
− (a ↔ b). (3.212)
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利用微分的链式法则，我们看到，关于∂, ωab(x) 的微分只来源于对场的微分。对
于标量场，我们得到

∂δxsL
∂∂cωab(x)

=
∂L
∂∂cϕ

∂δxs ϕ

∂ωab(x)
, (3.213)

而对于矢量场，
∂δxsL

∂∂cωab(x)
=

∂L
∂∂cAd

∂δxsA
d

∂ωab

. (3.214)

另一个计算角动量的法则是引入一个依赖于时空的变换

δxx = ωa
b(x)x

b (3.215)

在此之下，标量场变为
δsϕ = −∂cϕω

c
b(x)x

b (3.216)

相应的拉格朗日密度变为

δxs ϕ = −∂cLωc
b(x)x

b = −∂c(x
bL)ωc

b(x). (3.217)

将δxsA
d 的自旋和轨道变换分开，我们得到了对于总角动量流Jab,c 的两个贡献σab,c

和Lab,c ，后者来源于(3.212) 式的第二项。

3.9.2 狄拉克场

我们现在来看狄拉克场。在(3.190) 式中的洛仑兹变换下，它按照如下规则变换

ψ(x′)
Λ−→ ψ′

Λ(x)=D(Λ)ψ(x), (3.218)

其中D(Λ) 为洛仑兹群的4× 4 -旋量表示矩阵。对于无穷小变换，他们的矩阵元可
以十分轻易地被确定。对于一个无穷小洛仑兹变换

Λa
b = δa

b + ωa
b, (3.219)

在此变换下坐标变化量为

δsx
a = ωa

bx
b, (3.220)

自旋在表示矩阵下的变换为

D(δa
b + ωa

b) =
(
1− i

1

2
ωabσ

ab
)
ψ(x), (3.221)

其中σab 是作用在由(1.228)式定义的旋量空间上的4× 4 矩阵。我们在(1.226)式中
已经证明，自旋矩阵Σab ≡ σab/2 同洛仑兹变换的轨道和自旋-1 生成元L̂aba 和Lab

一样，满足相同的对易法则(1.71) 和(1.72)。
该场具有如下实质变分[对照(3.193) 式]：

δsψ(x) = ψ′(x)− ψ(x) = D(δa
b + ωa

b)ψ(x− δx)− ψ(x)

= −i
1

2
ωabσ

abψ(x)− ωc
bx

b∂cψ(x)

= −i
1

2
ωab

[
Sab + L̂ab

]
ψ(x) ≡ −i

1

2
ωabĴ

abψ(x), (3.222)
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最后一行显示出对于狄拉克粒子，变换分为自旋和轨道部分。
由于狄拉克拉格朗日是洛仑兹不变的，因此在洛仑兹变换下它如同标量场般变

换：

L′(x′) = L(x). (3.223)

对于无穷小变换，此改变量为

δsL = −(∂aLxb)ωa
b. (3.224)

从Noether的意义上讲，洛仑兹变换是对称变换，基于此，对(3.180) 式
和(3.205) 式进行扩展，我们可以计算4-维总角动量流密度。结果如下：

Jab,c =

(
−i

∂L
∂∂cψ

Σabψ − i
∂L
∂∂cψ

L̂abψ + cc

)
+

[
δacLxb − (a ↔ b)

]
. (3.225)

如同在(3.181) 和(3.202) 中一样，(3.225) 式中的轨道部分可以用正则能动张量表
示为

Lab,c = xaΘbc − xbΘac. (3.226)

(3.225) 式中的第一项为自旋流密度

Σab,c = −i
∂L
∂∂cψ

Σabψ + cc . (3.227)

将(3.158) 式代入，这可明确地写为

Σab,c = −iψ̄γcΣabψ = − i

2
εabcdψ̄γdγ5ψ, (3.228)

其中γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3。自旋流密度对它的三个指标是完全反对称的，这对于在有挠
时空中构造恰当的量子力学是一个十分重要的特性(参看文献[3])。
以上这些流密度的守恒特性与那些在(3.206)、(3.208) 和(3.209) 式中的是完全

一样的。
由于自旋的存在，能动张量不再是对称的。

3.10 对称的能动张量

在(3.209) 式中，我们看到自旋的存在是正则能动张量非对称性的根源。这因此暗
示需要利用自旋流密度来构造新的对称的能动张量

T ab = Θab +∆Θba. (3.229)

为了与它的名称相符，这个量必须仍然保持Θab 的基本特性，即积分

P a =
∫

d3xT a0 (3.230)
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得给出系统的总能动矢量。如果∆Θa0 为一个空间矢量的3-散度的话，情况确实如
此。Belinfante 于1939年得到了此恰当的构造。他引入如下张量[5]

T ab = Θab − 1

2
∂c(Σ

ab,c − Σbc,a + Σca,b), (3.231)

由(3.209) 式以及最后两项关于ab 的对称性，该张量的对称性是很显然的。而且，
正如我们在(3.230) 中所要求的那样，它的分量

T a0 = Θa0 − 1

2
∂c(Σ

a0,c − Σ0c,a + Σca,0) (3.232)

与Θa0 相差一个纯的3-散度。
对称能动张量(3.231) 的另一个重要的特性是，如果我们如下构造总角动量流

密度

Jab,c ≡ xaT bc − xbT ac, (3.233)

则它的第零分量的空间积分

Jab =
∫

d3x Jab,0. (3.234)

给出与(3.205) 式中正则表述相同的总角动量。的确，(3.233) 的第零分量为

xaΘb0 − xbΘa0 − 1

2

[
∂k(Σ

a0,k − Σ0k,a + Σka,0)xb − (a ↔ b)
]
, (3.235)

如果我们将括号内的项对d3x 进行积分，利用分部积分法，对于a = 0, b = i 可
得：

−1

2

∫
d3x

[
x0∂k(Σ

i0,k − Σ0k,i + Σki,0)− xi∂k(Σ
00,k − Σ0k,0 + Σk0,0)

]
=

∫
d3xΣ0i,0.

(3.236)

对于a = i, b = j，则为

−1

2

∫
d3x

[
xi∂k(Σ

j0,k − Σ0k,j + Σkj,0)− (i ↔ j)
]
=

∫
d3xΣij,0. (3.237)

(3.236) 和(3.237) 的右边就是自旋对于总角动量的贡献。
对于电磁场，自旋流密度(3.203) 明确地写为

Σab,c = −1

c

[
F caAb − (a ↔ b)

]
. (3.238)

由此我们可计算出Belinfante 修正

∆Θab =
1

2c
[∂c(F

caAb − F cbAa)− ∂c(F
abAc − F acAb) + ∂c(F

bcAa − F baAc)]

=
1

c
∂c(F

bcAa). (3.239)
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将此叠加到(3.150) 中的正则能动张量上

Θab =
1

c

[
−F b

c∂
aAc +

1

4
gabF cdFcd

]
, (3.240)

我们就得到了对称的能动张量

T ab =
1

c

[
−F b

cF
ac +

1

4
gabF cdFcd + (∂cF

bc)Aa
]
. (3.241)

对于自由麦克斯韦场，由于其满足∂cF
ab = 0 [请回忆(2.87)式]，因此上式最后

一项为零，于是可以从表达式中去掉，这样，T ab 就与之前在(1.261) 式中构造
的电磁场的对称能动张量相一致。T ab 的对称性可以通过再次利用麦克斯韦方
程∂cF

ab = 0 很轻易地得到证明。
回顾之前所述，根据(1.258) 式我们可知，分量cT 00(x) 正是熟知的电磁场能量

密度的表达式E(x) = (E2 +B2) /2 。分量c2T 0i(x) 则与(1.259) 式中能流密度的波
印廷矢量 S(x) = cE×B 相一致，而守恒律c2∂aT

0a(0) 则再现(1.268) 式中的波印
廷定律∂tE(x) +∇ · S(x) = 0。
在有外加电流的的情况下，拉格朗日密度为(2.84) 式，其正则能动张量变为

Θab =
1

c

[
−F b

c∂
aAc +

1

4
gabF cdFcd +

1

c
gabjcAc

]
, (3.242)

这正是(3.240) 式的推广。
自旋流密度同样由(3.238) 式给出，于是就有了相应的Belinfante 能动张量

T ab = Θab +
1

c
∂c(F

bcAa)

=
1

c

[
−F b

cF
ac +

1

4
gabF cdFcd +

1

c
gabjcAc −

1

c
jbAa

]
. (3.243)

最后一项使得T ab 不再是对称的，除非外加电流消失。由于外加电流的存在，守
恒定律∂bT

ab = 0 被修正为

∂bT
ab =

1

c2
Ac(x)∂

ajc(x). (3.244)

3.11 内部对称性

在量子场论中，区分不同作用量的重任是由内部对称性来担纲的。它们并不牵涉
场的任何时空坐标的变换。对于一个N -分量实场φ(x)，它们取如下形式

φ′(x) = e−iαrGrφ(x), (3.245)

其中Gr 为某个李群的生成元，且αr 为相关变换参数。生成元Gr 为N×N -矩阵，
满足如下对易关系[请回想(1.65)]：

[Gr, Gs] = ifrst Gt, (r, s, t = 1, . . . , rank), (3.246)
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其中frst 为该李群的结构常数。
无穷小变换为具有下列形式的实质变换

δsφ = −iαrGrφ. (3.247)

与之相联的守恒流密度为

jar = −i
∂L
∂∂aφ

Grφ. (3.248)

这也可以写为
jar = −iπ Grφ, (3.249)

其中π(x) ≡ ∂L(x)/∂∂aφ(x) 为场φ(x) 的正则动量[对比(2.60) 式]。
一个最重要的例子是关于复场φ 和生成元G = 1 的，这种情形下对称变

换(3.245) 仅仅是简单地乘以一个相位因子。人们也称之为U(1)-对称性。其他
的重要的例子是关于场φ 的三重态或八重态，相应的Gr 分别为SU(2) 或SU(3) 表
示的生成元。U(1)- 对称性导致电磁相互作用中的电荷守恒，其他两个则给出强
相互作用中的SU(2) 同位旋和SU(3) 不变性。不过，后面的对称性并不严格。

3.11.1 U(1)-对称性和电荷守恒

考虑复标量场的拉格朗日密度

L(x) = L(ϕ(x), ϕ∗, ∂ϕ(x), ∂ϕ∗(x), x). (3.250)

它在如下U(1)-变换下是不变的：

δsϕ(x) = −iαϕ(x), δsϕ
∗(x) = iαϕ∗(x), (3.251)

即δsL = 0. 利用微分的链式法则，并利用(2.40) 中的欧拉-拉格朗日方程，我们得
到

δsL =

(
∂L
∂ϕ

− ∂a
∂L
∂aϕ

)
δsϕ+ ∂a

[
∂L
∂∂aϕ

δsϕ

]
+ cc = ∂a

[
∂L
∂∂aϕ

δsϕ

]
+ cc . (3.252)

根据对称性约定，令上式为零，并将(3.251) 式代入，我们发现

jar = −i
∂L
∂∂aϕ

ϕ+ cc (3.253)

是一个守恒流。
对于自然单位下的自由场拉格朗日密度(2.27)

L(x) = ∂µϕ
∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ (3.254)

我们得到了(2.67) 式的守恒流密度：

jµ = −iϕ∗ ↔
∂µϕ, (3.255)

其中的符号ϕ∗ ↔
∂µϕ 表示(2.68) 所示右求导和左求导之差。

对于一个自由狄拉克场，流密度(3.253) 取如下形式：

jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x). (3.256)
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3.11.2 内部对称性破缺

物理上很重要的SU(2) 同位旋对称性以及SU(3) 对称性并不是严格的。其拉格朗
日对称变分不严格为零。这种情况下，我们将利用基于(3.109) 式的守恒定律的另
一种推导方法。我们引入依赖于时空的参量α(x)，从作用量的极值性得到

∂a
∂Lε

∂∂aαr(x)
=

∂Lε

∂αr(x)
. (3.257)

这就给出了上述流的散度定律

∂aj
a
r (x) =

∂Lε

∂αr

. (3.258)

3.12 生成量子场的对称变换

就像在量子力学系统中，与上节所得到的守恒流相联的荷可用来生成场的变换，
该荷正是得自此变换。对此，我们只须借助正则场对易规则。
对于(3.248) 中N -分量实场φ(x) 的流，相应的荷为

Qr = −i
∫

d3x
∂L
∂∂aφ

Grφ (3.259)

并可写为

Qr = −i
∫

d3xπ Grφ, (3.260)

其中π(x) ≡ ∂L(x)/∂∂aφ(x) 是场φ(x) 的正则动量。进行量子化后，这些场满足下
列正则对易关系：

[π̂(x, t), φ̂(x′, t)] = −iδ(3)(x− x′),

[φ̂(x, t), φ̂(x′, t)] = 0, (3.261)

[π̂(x, t), π̂(x′, t)] = 0.

由此我们可以直接得到量子化的荷(3.260) 和场算符φ̂(x) 间的对易关系：

[Q̂r, φ̂(x)] = −αrGrφ(x). (3.262)

我们也发现，量子化的荷Q̂r 间的对易关系同(3.246) 中生成元Gr 间的对易关系是
一样的：

[Q̂r, Q̂s] = frstQ̂t, (r, s, t = 1, . . . , rank). (3.263)

因此，算符Q̂r 构成了由量子场φ̂(x) 张成的多粒子希尔伯特空间（福克空间）对
称群的生成元的一个表示。
作为一个例子，我们来用这种方法推导与洛仑兹生成元(3.205) 相联的守恒荷

Jab ≡
∫

d3xJab,0(x) (3.264)
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的对易关系。很明显，这与(1.51) 中4× 4- 矩阵的对易关系是一样的，也与(1.107)
中的量子力学生成元的对易关系

[Ĵab, Ĵac] = −igaaĴ bc. (3.265)

一致。生成元Jab ≡ ∫
d3xJab,0(x) 是(3.210)中与轨道和自旋转动相联的两个守恒荷

的和Jab = Lab(t) + Σab(t) 。根据(3.211) 式，这些独立的守恒荷各自都是依赖于时
间的，只有他们的和才是守恒的。不过，它们都生成了洛仑兹变换：Lab(t) 针对
场的时空自变量，而Σab(t) 则作用在自旋指标上。这样的一个结果就是，它们均
满足(3.265) 式中的对易关系：

[L̂ab, L̂ac] = −igaaL̂bc, [Σ̂ab, Σ̂ac] = −igaaΣ̂bc. (3.266)

值得注意的是，对易关系(3.262) 和(3.263) 在存在对称破缺项的情况下也成
立，只要他们对于理论的正则动量无贡献。这样的项称作是软对称破缺项 。因为
荷不再是守恒的，因此我们必须在对易关系(3.262)和(3.263)中引入时间自变量。
这些关系中的量必须是同一时刻的，这样才能利用等时正则对易法则。

(3.263) 式中的对易子在发展强作用理论中起到了十分重要的作用，在其中它
最早是以弱电荷的对称破缺SU(3) × SU(3) 荷代数的形式出现的。此对称性我们
将在第十章中进行细致的讨论。

3.13 相对论性质点的能动张量

如果我们想要研究电磁场中带电相对论性质点系的能量和动量的话，我们需要考
虑基于(3.70) 的拉格朗日密度的积分的作用量(3.68)：

A =
∫

d4xL(x), 其中 L(x) =
∫ τb

τa
dτ

m

L (ẋa(τ)) δ(4)(x− x(τ)). (3.267)

这使得我们可以用处理场的相关问题的方法来推导点粒子系的局域守恒律。不
过，与其这样处理，我们更希望能够利用之前所推导的整体守恒律，并通过利用
平凡恒等式

∫
d4x δ(4)(x− x(τ)) = 1. (3.268)

适当插入δ - 函数将其化为局域守恒律。
作为一个例子，我们来考虑动量(3.73) 的守恒律(3.72)。利用(3.268)，这可写

为

0 = −
∫

d4x
∫ ∞

−∞
dτ

[
d

dτ
pc(τ)

]
δ(4)(x− x(τ)). (3.269)

注意，在这个表示中，4维体积的边界包含体系在初始时刻和末态时刻的信息。这
样，我们对τ 进行分部积分，(3.269) 就可重写为

0 = −
∫

d4x
∫ ∞

−∞
dτ

d

dτ

[
pc(τ)δ

(4)(x− x(τ))
]
+

∫
d4x

∫ ∞

−∞
dτpc(τ)∂τδ

(4)(x− x(τ)).

(3.270)
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如果轨道是从无穷远来并消失在无穷远，则第一项为零。第二项可重新写为

0 = −
∫

d4x ∂b

[∫ ∞

−∞
dτpc(τ)ẋ

b(τ)δ(4)(x− x(τ))
]
. (3.271)

这表明

m

Θ
cb(x) ≡ m

∫ ∞

−∞
dτ ẋc(τ)ẋb(τ)δ(4)(x− x(τ)) (3.272)

满足局域守恒律

∂b
m

Θ
cb(x) = 0, (3.273)

这正是质点能动张量所满足的守恒律。
总动量可通过对Θc0 求空间积分得到：

P a(t) ≡
∫

d3xΘc0(x). (3.274)

对于点粒子，这与正则动量pa(t) 是相一致的。如果拉格朗日只依赖于速度ẋa 而
与位置xa(t) 无关，则动量pa(t) 是运动常量：pa(t) ≡ pa.
洛仑兹不变量

M2 = P 2 = gabP
aP b (3.275)

称作是系统的总质量。对于一个点粒子而言，它与粒子的质量相一致。
对轨道xa(τ) 作洛仑兹变换，依照上一节的规则，我们发现总角动量流

Lab,c ≡ xaΘbc − xbΘac (3.276)

满足守恒律：

∂cL
ab,c = 0. (3.277)

对总角动量流Lab,c 的第零分量进行空间积分，我们得到相应的守恒荷：

Lab(t) ≡
∫

d3xLab,0(x) = xapb(t)− xbpa(t). (3.278)

3.14 电磁场中带电质点的能动张量

让我们来考虑一个带电点粒子和电磁场拉格朗日的结合

A=−mc
∫ τb

τa
dτ

√
gabẋa(τ)ẋb(τ)− 1

4

∫
d4xFabF

ab − e

c

∫ τb

τa
dτẋa(τ)Aa(x(τ)). (3.279)

对此作用量对粒子轨道进行变分，我们就得到了洛仑兹运动方程

dpa

dτ
=

e

c
F a

bẋ
b(τ). (3.280)
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对此作用量对矢势进行变分，我们则到了麦克斯韦-洛仑兹方程

−∂bF
ab =

e

c
ẋb(τ). (3.281)

作用量(3.279) 在轨道和电磁场平移变换下是不变的。第一项的不变性是显而
易见的，因为它只依赖于轨道变量xa(τ)的导数。第二项在变换下只有一个全散度
的改变量[回顾(3.132) 式]。相互作用项也仅仅改变一个全散度项。的确，在无穷
小时空平移变换xb(τ) → xb(τ)− εb 下，速度ẋa(τ) 是不变的：

ẋa(τ) → ẋa(τ), (3.282)

并且Aa(x
b) 作如下变换：

Aa(x
b) → A′

a(x
b) = Aa(x

b + εb) = Aa(x
b) + εb∂aAa(x

b). (3.283)

对于作用量(3.279) 中的拉格朗日密度，这意味着它的实质变分为一个纯散度项：

δsL = εb∂bL. (3.284)

现在，借助于欧拉-拉格朗日方程，我们再次计算该变分。计算给出

δsA =
∫

dτ
d

dτ

∂
m

L

∂x′a δsx
a +

∫
d4x

∂
em

L
∂∂cAa

δsA
a. (3.285)

第一项可以进行类似于(3.270)和(3.271)式中那样的处理，这样做之后，它具有如
下形式

−
∫ τb

τa
dτ

d

dτ

(
pa +

e

c
Aa

)
= −

∫
d4x

∫ ∞

−∞
dτ

d

dτ

[(
pa +

e

c
Aa

)
δ(4)(x− x(τ)

]
(3.286)

+
∫

d4x
∫ ∞

−∞
dτ

(
pa +

e

c
Aa

)
d

dτ
δ(4)(x− x(τ))

当去掉边界项后就变成了

−
∫ τb

τa
dτ

d

dτ

(
pa +

e

c
Aa

)
= ∂c

∫
d4x

∫ ∞

−∞
dτ

(
pa +

e

c
Aa

)
dxc

dτ
δ(4)(x− x(τ)).(3.287)

由于(3.279) 式中的相互作用并不包含规范场的导数，因此式中的电磁部分与之前
在第3.6.1节中的是一样的。这样我们就得到了正则能动张量

Θab(x) =
∫

dτ
(
pa +

e

c
Aa

)
ẋb(τ)δ(4)(x− x(τ))− F b

c∂
aAc +

1

4
gabF cdFcd. (3.288)

我们现在通过计算散度来检验它的守恒性：

∂bΘ
ab(x) =

∫
dτ

(
p+

e

c
Aa

)
ẋb(τ)∂bδ

(4)(x− x(τ))

−∂bF
b
c∂

aAc − F b
c∂b∂

aAc +
1

4
∂a(F cdFcd). (3.289)
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第一项等于

−
∫

dτ
(
pa+

e

τ
Aa

)
d

dτ
δ(4)(x− x(τ))=

∫
dτ

[
d

dτ

(
pa+

e

c
Aa

)]
δ(4)(x− x(τ)) (3.290)

至多差一个边界项。利用洛仑兹运动方程(3.280)，这变为

e

c

∫ ∞

−∞
dτ

(
F a

bẋ
b(τ) +

d

dτ
Aa

)
δ(4)(x− x(τ)). (3.291)

将麦克斯韦方程

∂bF
ab = −e

∫
dτ(dxa/dτ)δ(4)(x− x(τ)), (3.292)

代入，则(3.289) 式中的第二项可重新写为

−e

c

∫ ∞

−∞
dτ

dxc

dτ
∂aAcδ(4)(x− x(τ)), (3.293)

这等同于

−e

c

∫
dτ

(
dxa

dτ
F ac +

dxc

dτ
∂cAa

)
δ(4)(x− x(τ)), (3.294)

于是就与(3.291) 式相互抵消。最后，由于F bc的反对称性，(3.289) 式中最后一项
等于

−F b
c∂

aFb
c +

1

4
∂a(F cdFcd). (3.295)

通过将齐次麦克斯韦方程，即比安基恒等式(2.89)，改写为下列形式

∂cFab + ∂aFbc + ∂bFca = 0, (3.296)

并将它与F ab 进行缩并，我们发现(3.295) 恒为零。
从(3.288) 式可以很容易构造Belinfante 对称能动张量。我们注意到自旋密度完

全依赖于矢势，因此与之前所得[参看(3.238)式] 是一样的

Σab,c = −
[
F caAb − (a ↔ b)

]
. (3.297)

因此，需要添加到正则能动张量中的额外一项又是[请参看(3.239)]

∆Θab = ∂c(F
abAa) =

1

2
(∂cF

bcAa + F bc∂cA
a). (3.298)

本表达式中的最后一项用来将正则能动张量中电磁部分进行对称化，这样就得到
了(3.241) 式中的Belinfante 形式:

em

T
ab = −F b

cF
ac +

1

4
gabF cdFcd. (3.299)
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(3.298) 式中包含∂cF
bc 的那项对于对称化Θab 中的物质部分是必要的，该项在没

有电荷的情况下将消失。事实上，当再次利用麦克斯韦方程，该项变为

−e

c

∫
dτ ẋb(τ)Aaδ(4)(x− x(τ)), (3.300)

于是恰好与(3.288) 中相应的项相抵消。通过这样，我们就发现带电粒子和电磁场
的总的能动张量只不过是两个对称能动张量之和：

T ab =
m

T
ab+

em

T
ab (3.301)

= m
∫ ∞

−∞
dτ ẋaẋbδ(4)(x− x(τ))− F b

cF
ac +

1

4
gabF cdFcd.

为完整起见，我们现在来检验它的守恒性。考察散度∂bT
ab，对比(3.291) 式

和(3.294) 式，第一项给出

e

c

∫
dτ ẋb(τ)F a

b(x(τ)), (3.302)

恰好与第二项的散度

−∂bF
b
cF

ac = −e

c

∫
dτ ẋc(τ)F

ac(x(τ)) (3.303)

相抵消。
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