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Nature alone knows what she wants.

Goethe

Prefacio

La versión en pasta blanda de la cuarta edición de este libro salió a la venta en el
invierno de 2008. Esto me dio la oportunidad de revisar varias partes del texto.
En particular, se ha mejorado considerablemente el Caṕıtulo 20, sobre mercados
financieros, y se han eliminado varias secciones técnicas del Caṕıtulo 5.

Entre muchos de los que han hallado errores de imprenta y sugerido cambios de
diversas partes del texto están el Dr. A. Pelster, Dr. A. Redondo, M. Recktenwald
y especialmente la Dra. Annemarie Kleinert.

H. Kleinert

Berĺın, Enero de 2009

vii



Prefacio a la Cuarta Edición

La tercera edición de este libro apareció en el 2004 y fue reimpresa sin correciones
ese mismo año. En la actual edición se han ampliado varias secciones. El Caṕıtulo 4
incluye desarrollos semiclásicos de orden superior. El Caṕıtulo 8 ofrece una formu-
lación en términos de la integral de trayectoria de las part́ıculas en rotación, cuya
acción contiene un campo vectorial y un término de Wess-Zumino. A partir de esto
se deduce la ecuación de Landau-Lifshitz de la precesión del esṕın, la cual gobierna
el comportamiento de los ĺıquidos cuánticos de esṕın. La integral de trayectoria
demuestra que los fermiones pueden ser descritos por campos de Bose—la base de
las teoŕıas de Skyrmion. Una nueva sección presenta la fase de Berry, la cual es una
herramienta útil que ayuda a explicar muchos e interesantes fenómenos f́ısicos. El
Caṕıtulo 10 introduce más detalles sobre los monopolos magnéticos y los campos
multivaluados. Otra caracteŕıstica de esta edición es que las secciones más técnicas
se imprimen con letra de menor tamaño. Estas secciones se pueden omitir en una
primera lectura.

Entre quienes han detectado errores de imprenta y me han ayudado a mejorar
varias partes del texto están el Dr. A. Chervyakov, Dr. A. Pelster, Dr. F. Nogueira,
Dr. M. Weyrauch, Dr. H. Baur, Dr. T. Iguchi, V. Bezerra, D. Jahn, S. Overesch y
especialmente la Dra. Annemarie Kleinert.

H. Kleinert

Berĺın, Junio de 2006
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Prefacio a la Tercera Edición

Esta tercera edición del libro corrige y aumenta considerablemente a la segunda
edición de 1995:

• El Caṕıtulo 2 contiene una representación en términos de la integral de trayec-
toria de la amplitud de dispersión y nuevos métodos para calcular el determi-
nate funcional de los operadores diferenciales de segundo orden dependientes
del tiempo. Más importante aún, se introduce la definición en teoŕıa de campo
cuántico de la integral de trayectoria, la cual se basa en un desarrollo pertur-
bativo alrededor de la teoŕıa harmónica trivial.

• Comparada con ediciones anteriores, el Caṕıtulo 3 contiene un mayor número
de integrales de trayectoria con solución exacta. El caṕıtulo contiene también
una extensión de las relaciones de recursión de Bender-Wu con las cuales pode-
mos hallar el desarrollo perturbativo de potenciales más generales.

• En el Caṕıtulo 4 se discute en detalle la aproximación cuasiclásica de la am-
plitud de dispersión y la aproximación de Thomas–Fermi al átomo.

• El Caṕıtulo 5 demuestra la convergencia de la teoŕıa de perturbación varia-
cional. También se discute aqúı el caso del átomo en campos magnéticos
fuertes y el problema del polarón.

• El Caṕıtulo 6 muestra como obtener el espectro de enerǵıas para sistemas con
paredes infinitamente altas utilizando el desarrollo perturbativo.

• El Caṕıtulo 7 contiene un tratamiento en términos de trayectorias múltiples
de la condensación de Bose-Einstein y los gases degenerados de Fermi.

• En el Caṕıtulo 10 se desarrolla la teoŕıa cuántica de una part́ıcula en un espacio
curvo, la cual se explica utilizando integrales de trayectoria definidas pertur-
bativamente. Problema que se hab́ıa tratado anteriormente únicamente en el
formalismo de la partición temporal. La invarianza de la reparametrización
impone restricciones importantes a las integrales sobre el producto de distribu-
ciones. Obtenemos reglas únicas para evaluar estas integrales, extendiendo con
ello el espacio lineal de las distribuciones a un semigrupo.

• El Caṕıtulo 15 contiene una expresión cerrada para la distribución extremo a
extremo de poĺımeros ŕıgidos válida para toda longitud de persistencia.
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• En el Caṕıtulo 18 se deduce el operador de la ecuación de Langevin y la
ecuación de Fokker-Planck a partir de la integral de trayectoria hacia adelante-
atrás. Las deducciones que se encuentran en la literatura están incompletas
y la diferencia se cerró recientemente mediante un cálculo elegante del deter-
minante Jacobiano funcional del operador diferencial de segundo orden con
disipación.

• El Caṕıtulo 20 es completamente nuevo. Introduce al lector a la aplicación de
las integrales de trayectoria al fascinante y novedoso campo de la econo–f́ısica.

Por un tiempo corto la tercera edición se ha podido obtener gratuitamente
via electrónica y varios lectores han enviado comentarios útiles, por ejemplo los
obtenidos de E. Babaev, H. Baur, B. Budnyj, Chen Li-ming, A.A. Drăgulescu,
K. Glaum, I. Grigorenko, T.S. Hatamian, P. Hollister, P. Jizba, B. Kastening, M.
Krämer, W.-F. Lu, S. Mukhin, A. Pelster, C. Öçalır, M.B. Pinto, C. Schubert,
S. Schmidt, R. Scalettar, C. Tangui y M. van Vugt. Los errores hallados se han
corregido en la edición electrónica.

Al escribir la nueva sección del Caṕıtulo 2 sobre la representación de la amplitud
de dispersión en términos de la integral de trayectoria, han sido de mucha ayuda
los comentarios vertidos por R. Rosenfelder. En las nuevas secciones del Caṕıtulo 5
sobre polarones, muchos comentarios útiles se deben a J.T. Devreese, F.M. Peeters
y F. Brosens. En el nuevo Caṕıtulo 20, obtuve útiles comentarios de F. Nogueira,
A.A. Drăgulescu, E. Eberlein, J. Kallsen, M. Schweizer, P. Bank, M. Tenney y E.C.
Chang.

Como ha sucedido en todos mis libros, muchos errores de redacción fueron ha-
llados por mi secretaria S. Endrias y una gran cantidad de mejoras se deben a mi
esposa Annemarie. Sin su permanente apoyo jamás hubiese terminado este libro.

H. Kleinert

Berĺın, Agosto de 2003



Prefacio a la Segunda Edición

Desde la primera edición de este libro, hace tres años, se han registrado varios
avances importantes en este campo que para ser incorporados al texto la presente
edición requiere de varias extensiones.

El Caṕıtulo 4 contiene una discusión sobre las caracteŕısticas de la cuantización
semi–clásica, las cuales son muy útiles en el estudio de sistemas caóticos multidi-
mensionales.

El Caṕıtulo 3 presenta un desarrollo perturbativo en términos de los diagra-
mas de Feynman, cuyo uso está muy difundido en la teoŕıa cuántica de campo.
Aśı mismo, se establece aqúı la correspondencia con la teoŕıa de perturbación de
Rayleigh-Schrödinger. En el Caṕıtulo 5 se utilizan los desarrollos gráficos para ex-
tender sistemáticamente la aproximación variacional de Feynman-Kleinert a una
teoŕıa variacional perturbativa. Con esta aproximación se pueden evaluar, con una
precisión muy alta, varios tipos de integrales de trayectoria, las cuales suelen ser
anaĺıticamente complicadas. Contrario a la teoŕıa de perturbación ordinaria, la cual
generalmente diverge, los nuevos desarrollos convergen para todo valor de la magni-
tud de acoplamiento, incluyendo el caso de acoplamiento-fuerte.

El Caṕıtulo 10 contiene un nuevo principio de acción, el cual es necesario para de-
ducir correctamente las ecuaciones de movimiento clásicas en espacios con curvatura
y una cierta clase de torsión (gradiente de torsión).

El Caṕıtulo 19 es nuevo. Esta dedicado al estudio de las integrales de trayectoria
relativistas, las cuales han sido discutidas de manera breve al final del Caṕıtulo 15.
Como una aplicación, se resuelve el caso de la integral de trayectoria del átomo de
hidrógeno relativista.

En el Caṕıtulo 16 se incluye la teoŕıa de part́ıculas con estad́ıstica fraccionaria
(aniones), a partir de la cual se desarrolla una teoŕıa sobre los poĺımeros enredados.
Para esto se introducen los campos no abelianos de Chern-Simons y se muestra
su relación con varios nudos polinomiales (Jones, HOMFLY). Se discute luego la
exitosa explicación del efecto Hall cuántico utilizando la teoŕıa de los aniones —
también se discute el porque del error al intentar explicar la superconductividad de
alta temperatura mediante la interacción de Chern-Simons.

El Caṕıtulo 17 contiene una novedosa aproximación variacional a la amplitud
de tunelamiento. Esta aproximación extiende la validez semiclásica del rango de
barreras de potencial altas a barreras de potencial bajas. Como una aplicación se
incrementa el rango de validez de la teoŕıa de perturbación de orden superior, la cual
se utiliza ampliamente, al régimen de orden menor. Como un resultado obtenemos la

xi



xii

posibilidad de mejorar los procedimientos de resumasión de las series perturbativas
divergentes halladas en las teoŕıas de campo cuántico.

El ı́ndice contiene también los nombres de los autores citados en el texto. Esto
puede ayudar al lector en la búsqueda de temas asociados con estos nombres. Sin
embargo, debido al gran número de autores, es imposible citar a todos aquellos que
han contribuido en alguna forma. Me disculpo ante todos aquellos que no encuentren
su nombre.

Al redactar las nuevas secciones de los Caṕıtulos 4 y 16, las discusiones con el
Dr. D. Wintgen y en particular con el Dr. A. Schakel han sido extremadamente
útiles. Agradezco también a los Profesores G. Gerlich, P. Hänggi, H. Grabert,
M. Roncadelli, lo mismo que al Dr. A. Pelster y al Sr. R. Karrlein por su reelevantes
comentarios. Los errores de redacción fueron corregidos por mi secretaria Sra. S.
Endrias y por mi editor Ms. Nee de World Scientific.

Muchas mejoras se deben a mi esposa Annemarie.

H. Kleinert

Berĺın, Diciembre de 1994



Prefacio a la Primera Edición

El presente texto representa una extensión a las notas del curso sobre integrales
de trayectoria que impart́ı en la Universidad Libre de Berĺın durante el invierno
de 1989/1990. Mi interés en este tema me lleva hasta 1972 cuando el finado R. P.
Feynman atrajo mi atención al problema sin resolver de la integral de trayectoria del
átomo de hidrógeno. Yo estaba entonces durante mi estancia sabática en Caltech,
donde Feynman me comentó cuan apenado se sent́ıa por no ser capaz de hallar la
solución de la integral de trayectoria de este sistema tan fundamental. De hecho,
esto hizo que omitiera este tema de su curso de mecánica cuántica, tema que inclúıa
inicialmente.1 Feynman me reto: “¡Kleinert, tu que entiendes todo sobre el grupo
teórico del átomo de hidrógeno, por que no resuelves la integral de trayectoria!”
Se refeŕıa a mi tema de Tesis de Doctorado, terminada en 19672, donde hab́ıa de-
mostrado que todos los problemas dinámicas referentes al átomo de hidrógeno se
pueden resolver utilizando las operaciones del grupo dinámico O(4, 2). De hecho, en
ese trabajo el oscilador armónico cuatro–dimensional tiene un papel crucial y luego
se encontró que en la solución propuesta, en términos de la integral de trayectoria,
los pasos intermedios omitidos no contribúıan significativemente y pod́ıan ignorarse.
Luego de regresar a Berĺın me olvidé del problema, dado que estaba demasiado
ocupado utilizando la integrales de trayectoria en otro contexto, desarrollando un
puente entre la teoŕıa de campo de los quarks a la teoŕıa de campos colectivos de
los hadrones.3 Después, llevé estas técnicas a temas de Materia Condensada (su-
perconductores, 3He superfluido) y f́ısica nuclear. Las integrales de trayectoria han
permitido construir una teoŕıa de campo unificada de los fenémenos colectivos en
diferentes sistemas f́ısicos.4

El problema del átomo de hidrógeno regresó a mı́ en 1978 cuando estaba dictando
un curso sobre mecánica cuántica. Para explicar el concepto de las fluctuaciones

1Cita textual del prefacio del libro de texto de R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Me-

chanics and Path Integrals , McGraw-Hill, New York, 1965: “En los años sucesivos, ... al dictar
el curso de mecánica cuántica, el Dr. Feynman se alejó de la aproximación inicial del uso de la
integral de trayectoria.”

2H. Kleinert, Fortschr. Phys. 6 , 1, (1968), and Group Dynamics of the Hydrogen Atom, Curso
presentado en la Escuela de Verano de Boulder en 1967, publicada en Lectures in Theoretical

Physics , Vol. X B, pp. 427–482, ed. by A.O. Barut and W.E. Brittin, Gordon and Breach, New
York, 1968.

3Ver mis notas del curso dictado en Erice en 1976, Hadronization of Quark Theories, publicadas
en Understanding the Fundamental Constituents of Matter , Plenum press, New York, 1978, p. 289,
ed. by A. Zichichi.

4H. Kleinert, Phys. Lett. B 69 , 9 (1977); Fortschr. Phys. 26 , 565 (1978); 30 , 187, 351 (1982).
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cuánticas introduje las integrales de trayectoria. En ese tiempo se unió a mi grupo,
como becario Humboldt, un postdoctorante de Turqúıa, I. H. Duru. Dado que él
estaba familiarizado con la mecánica cuántica, le sugeŕı que debeŕıamos intentar re-
solver la integral de trayectoria del átomo de hidrógeno. Rápidamente se familiarizó
con las técnicas básicas y pronto encontramos el ingrediente más importante de la
solución. La transformación de la dependencia temporal en la integral de trayec-
toria a un nueva trayectoria dependiente de un pseudotiempo, combinada con una
transformación de las coordenadas a unas “coordenadas de ráız cuadrada” (tema
a ser explicado en los Caṕıtulos 13 y 14).5 Estas transformaciones nos llevaron al
resultado correcto, sin embargo, sólo por fortuna. De hecho, nuestro procedimiento
fue inmediatamente criticado debido a lo descuidado del tratamiento de la partición
temporal.6 Un tratamiento apropiado debeŕıa, en principio, haber proporcionado
términos extras indeseables, los cuales en nuestro tratamiento se hab́ıan omitido.
Otros autores estudiaron el procedimiento de la partición temporal detalladamente,7

pero el resultado correcto se obtuvo sólo después de transformar, contradictoria-
mente, la norma de la integral de trayectoria. Cuando calculé lo términos extras,
utilizando reglas estándar, encontré que estos términos se anulaban sólo en el espacio
de dos dimensiones.8 El mismo tratamiento en tres dimensiones daba “correcciones”
diferentes de cero que estropeaban la belleza del resultado, lo cual me dejo descon-
certado.

Sólo recientemente he encontrado porqué el tratamiento tri–dimensional estaba
erróneo. Fue al terminar un libro sobre el uso de los campos de norma en la f́ısica de
la materia condensada.9 El segundo volumen trata con los ensembles de defectos,
los cuales se definen y clasifican por medio de un procedimiento operacional de corte
y pegado en un cristal ideal. Matemáticamente estos procedimientos corresponden
a transformaciones no holonómicas. Geométricamente esta transformación nos lleva
de un espacio plano a un espacio con curvatura y torsión. Mientras se realizaban
las pruebas de corrección del libro entend́ı que la transformación de la integral de
trayectoria que es solución al problema del átomo de hidrógeno produce también
un cierto tipo de torsión (gradiente de torsión). Más aún, esto se observa sólo en
tres dimensiones. En dos dimensiones, donde la partición temporal de la integral de
trayectoria se resuelve sin problemas, la torsión no existe. De esta forma, entend́ı
que la transformación de la partición temporal de la norma tiene una sensitividad
a la torsión desconocida hasta ahora.

Era entonces esencial hallar la integral de trayectoria correcta de la part́ıcula
en un espacio con curvatura y gradiente de torsión. Esto era un reto no trivial, ya
que la literatura era ambigua incluso para el caso de un espacio únicamente con

5I.H. Duru and H. Kleinert, Phys. Lett. B 84 , 30 (1979), Fortschr. Phys. 30 , 401 (1982).
6G.A. Ringwood and J.T. Devreese, J. Math. Phys. 21 , 1390 (1980).
7R. Ho and A. Inomata, Phys. Rev. Lett. 48 , 231 (1982); A. Inomata, Phys. Lett. A 87 , 387

(1981).
8H. Kleinert, Phys. Lett. B 189 , 187 (1987); contiene también una cŕıtica a la Ref. 7.
9H. Kleinert, Gauge Fields in Condensed Matter , World Scientific, Singapore, 1989, Vol. I, pp.

1–744, Superflow and Vortex Lines , and Vol. II, pp. 745–1456, Stresses and Defects .
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curvatura, donde hay varias opciones de donde escoger. Las correspondientes ecua-
ciones de Schrödinger equivalentes difieren en múltiplos de la curvatura escalar.10

Lo ambiguo en las integrales de trayectoria es el análogo al problema del operador

de ordenamiento de la mecánica cuántica. Cuando intenté aplicar las prescripciones
existentes a los espacios con torsión, obtuve siempre resultados catastróficos, algunos
de los cuales daban respuestas no covariantes. De tal forma que algo debeŕıa estar
mal en todo esto. Guiado por la idea de que en espacios con curvatura constante la
integral de trayectoria debe dar el mismo resultado que el caso de un operador de
la mecánica cuántica basado en una cuantización del momentum angular, fue en-
tonces que fui capaz de encontrar de manera consistente un principio de equivalencia

cuántico para las integrales de trayectoria en espacios con curvatura y gradiente de
torsión,11 con el cual se obtiene también una solución única al problema del oper-
ador de ordenamiento. Esta fue la clave para resolver el problema de la integral
de trayectoria de Coulomb en tres dimensiones — la demostración de que no hay
contribuciones extras debido a la partición temporal se presenta en el Caṕıtulo 13.

En el Caṕıtulo 14 se resuelven una variedad de sistemas uni–dimensionales uti-
lizando la nueva técnica.

En el Caṕıtulo 8 se pone un enfásis especial a los problemas de la inestabilidad
en la versión Euclideana de Feynman de la partición temporal de la integral de
trayectoria (colapso de la trayectoria). Estos problemas aparecen cuando la acción
contiene potenciales sin fondo. En el Caṕıtulo 12 se desarrolla un procedimiento de
estabilización general. El cual se debe de utilizar siempre que se tengan barreras
centŕıfugas, barreras angulares o potenciales de Coulomb.12

Otro proyecto que Feynman me sugirió fue el mejorar la aproximación varia-
cional a las integrales de trayectoria, la cual se explica en su libro sobre mecánica
estad́ıstica13, por medio de la cual se puede obtener una solución muy rápida. Em-
pezamos el trabajo durante mi estancia sabática en la Universidad de California
en Santa Bárbara en 1982. Luego de algunas reuniones y discusiones, hallamos la
solución al problema y redactamos un art́ıculo. Desafortunadamente, la mala salud
de Feynman le impidió que pudiera revisar la versión final del art́ıculo. Lo cual pudo
hacer tres años después, cuando visité la Universidad de California en San Diego
durante otra estancia sabática. Sólo entonces se pudo enviar el art́ıculo.14

Debido al reciente interés en la teoŕıa de redes, encontré de utilidad esta teoŕıa
para mostrar la solución de varias integrales de trayectoria utilizando un número
finito de particiones temporales, sin tener que hallar inmediatamente el ĺımite con-

10B.S. DeWitt, Rev. Mod. Phys. 29 , 377 (1957); K.S. Cheng, J. Math. Phys. 13 , 1723 (1972),
H. Kamo and T. Kawai, Prog. Theor. Phys. 50 , 680, (1973); T. Kawai, Found. Phys. 5 , 143
(1975), H. Dekker, Physica A 103 , 586 (1980), G.M. Gavazzi, Nuovo Cimento 101A, 241 (1981);
M.S. Marinov, Physics Reports 60 , 1 (1980).

11H. Kleinert, Mod. Phys. Lett. A 4 , 2329 (1989); Phys. Lett. B 236 , 315 (1990).
12H. Kleinert, Phys. Lett. B 224 , 313 (1989).
13R.P. Feynman, Statistical Mechanics , Benjamin, Reading, 1972, Section 3.5.
14R.P. Feynman and H. Kleinert, Phys. Rev. A 34 , 5080, (1986).
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tinuo. Este método debe de ayudar a identificar efectos t́ıpicos de redes observados
en simulaciones Monte Carlo de diversos sistemas.

En el Caṕıtulo 15 se introduce la descripción de los poĺımeros en términos de la
integral de trayectoria, donde además se discuten tanto la rigidez como el proble-
ma del volumen excluido. Se hace un paralelo con las integrales de trayectoria de
las órbitas de part́ıculas relativistas. Este caṕıtulo es una introducción al estudio
presente de la teoŕıa de las fluctuaciones de las superficies con curvatura ŕıgida
extŕınseca y su aplicación a las hojas universo de la teoŕıa de cuerdas en f́ısica
de part́ıculas.15 También he introducido la descripción en teoŕıa de campo de un
poĺımero para su posterior aplicación en el estudio de las diferentes transiciones
de fase producidas por las fluctuaciones de las excitaciones de tipo lineal (ĺıneas
de vórtices en superfluidos y superconductores, ĺıneas de defectos en cristales y
cristales ĺıquidos).16 En el Caṕıtulo 16 se ha puesto especial atención a los problemas
topológicos simples de los poĺımeros y de las órbitas de las part́ıculas, el último de los
casos aparece por la presencia de tubos de flujo magnético (efecto Aharonov-Bohm).
Se enfatiza su relación con la estad́ıstica de las part́ıculas de Bose y de Fermi y se
introduce el tema, recientemente popular, de la estad́ıstica fraccional. Se da una
visión general de los fenómenos de entrelazamiento de órbitas simples y parejas de
estas órbitas (lazos), lo mismo que se indica su aplicación en biof́ısica.

Finalmente, el Caṕıtulo 18 contiene una breve introducción a la aproximación
de la integral de trayectoria de la mecánica estad́ıstico–cuántica fuera de equilibrio,
de donde deducimos las ecuaciones estándar de Langevin y Fokker-Planck.

Deseo agradecer a mis estudiantes, tesistas y postdoctorantes por sus útiles dis-
cusiones. En particular a T. Eris, F. Langhammer, B. Meller, I. Mustapic, T. Sauer,
L. Semig, J. Zaun y a los Drs. G. Germán, C. Holm, D. Johnston y P. Kornilovitch,
quienes han contribuido con muchas cŕıticas constructivas. El Dr. U. Eckern de
la Universidad de Karlsruhe me ha aclarado algunas particularidades sobre la de-
ducción de la integral de trayectoria de la ecuación de Fokker-Planck presentada en el
Caṕıtulo 18. Debo muchos comentarios útiles al Dr. P.A. Horvathy, Dr. J. Whiten-
ton y a mi colega el Prof. W. Theis. Su cuidadosa lectura dejó al descubierto
muchos errores en la primera versión del manuscrito. Un especial agradecimiento al
Dr. W. Janke con quien he tenido una colaboración muy fértil a lo largo de los años
y muchas discusiones sobre los aspectos de la integral de trayectoria.

Un agracedimiento también para mi secretaria S. Endrias por su ayuda en la
preparación del manuscrito en LATEX, lo cual ha permitido la lectura del texto desde
sus primeras etapas, lo mismo a U. Grimm por la elaboración de las figuras.

Finalmente, y de manera muy importante, agradezco a mi esposa la Dra. Anne-
marie Kleinert por su inagotable paciencia y constante est́ımulo.

H. Kleinert

Berĺın, Enero de 1990

15A.M. Polyakov, Nucl. Phys. B 268 , 406 (1986), H. Kleinert, Phys. Lett. B 174 , 335 (1986).
16Ver la Ref. 9.
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tiperiódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
3.6 Amplitud de Evolución Temporal en Presencia de un Término Fuente 244
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3.14 Baño Térmico de Fotones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
3.15 Oscilador Armónico en un Baño Térmico Óhmico . . . . . . . . . 282
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4.10.1 Ĺımite Semiclásico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442
4.10.2 Ecuación de Campo Auto–Consistente . . . . . . . . . . . 444
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5.3 Ĺımite Superior Óptimo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493
5.4 Precisión de la Aproximación Variacional . . . . . . . . . . . . . . 494
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5.21.4 Aproximación Anisotrópica a Segundo Orden al Problema

de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 553
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9.5 Potencial de Función δ de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 808
Notas y Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 811

10 Espacios con Curvatura y Torsión 812

10.1 Principio de Equivalencia de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . 813
10.2 Movimiento Clásico de una Masa Puntual en un Espacio General de

Métrica Af́ın . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 814
10.2.1 Ecuaciones de Movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 814
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Apéndice 10C Cancelación de las Potencias de δ(0) . . . . . . . . . . . . 933

Notas y Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 935

11 Ecuación de Schrödinger en Espacios de Métrica Af́ın General 940

11.1 Ecuación Integral para la Amplitud de Evolución Temporal . . . . 940

11.1.1 De la Relación de Recurrencia a la Ecuación de Schrödinger 941

11.1.2 Evaluación Alternativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944

11.2 Representación Equivalente de la Integral de Trayectoria . . . . . . 947

11.3 Potenciales y Potencial Vectorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 951

11.4 Problema de Unitariedad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 953

11.5 Intentos Alternativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 955

11.6 Desarrollo de DeWitt–Seeley de la Amplitud de Evolución Temporal 957

11.7 Relación de Recurrencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 961
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Apéndice 13B Funciones de Onda en el Espacio Tridimensional del Mo-
mentum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1025

Notas y Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1026

14 Solución de Otras Integrales de Trayectoria por el Método de Duru-

Kleinert 1028

14.1 Sistemas Uni-Dimensionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1028

14.2 Derivación del Potencial Efectivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1032

14.3 Comparación con la Mecánica Cuántica de Schrödinger . . . . . . 1036
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18.23 Ecuación Estocástica para la Función de Onda de Schrödinger . . 1424
18.24 Ecuación Estocástica Real y Determinista de la Función de Onda de

Schrödinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1426
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19.5.1 Teoŕıa de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1486
19.5.2 La Integral de Trayectoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1490
19.5.3 Amplitud con Interacción Electromagnética . . . . . . . . 1493
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3.2 Función periódica de Green substraida Gp
ω,e(τ) − 1/ω y la función
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ω2,e(τ) para frecuencias ω = (0, 5, 10)/h̄β 257
3.5 Polos en el plano complejo β de la integral de Fourier . . . . . . . 285
3.6 Densidad de estados para amortiguamiento débil y fuerte en
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5.13 Diagrama reducible de una part́ıcula en el vaćıo . . . . . . . . . . 525
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mación exponencial asintótica de α0 respecto de su valor exacto . . 1301
17.19 Comparación de la razón Rn entre coeficientes sucesivos del desar-

rollo de acoplamiento fuerte con la razón Ras
n . . . . . . . . . . . . 1302
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una corriente externa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377

3.3 Potencial efectivo del oscilador con anarmonicidad de orden cúbica
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5.4 Corrección variacional a las enerǵıas en la aproximación de Bohr-
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Ay, call it holy ground,

The soil where first they trod!

F. D. Hemans (1793-1835), Landing of the Pilgrim Fathers

1

Fundamentos

Las Integrales de Trayectoria tratan con las fluctuaciones de estructuras lineales,
las cuales aparecen en la naturaleza en una variedad de formas, por ejemplo: como
órbitas de part́ıculas en el espacio–tiempo continuo, polimeros en soluciones, li-
neas de vórtices en superfluidos, lineas de defectos en cristales y cristales ĺıquidos,
etc. Las fluctuaciones pueden ser de origen mecánico–cuántico, termodinámico, o
estad́ıstico. Las integrales de trayectoria son una herramienta ideal para describir
estas fluctuaciones, llevando a un entendimiento unificado de diferentes fenómenos
f́ısicos. A lo largo de este texto, en el desarrolo del formalismo, repetidamente
se hará uso de conceptos bien conocidos de mecánica clásica, mecánica cuántica y
mecánica estad́ıstica, los cuales estan resumidos en este caṕıtulo. En la sección 1.13,
se enfatizan algunos problemas inportantes de la mecánica de operadores en espacios
con curvatura y torsión. Estos problemas serán resueltos en los Caṕıtulos 10 y 8
con ayuda de las integrales de trayectoria 1.

1.1 Mecánica Clásica

En mecánica clásica las órbitas de todo sistema se describen por un conjunto de co-
ordenadas generalizadas dependientes del tiempo q1(t), . . . , qN (t). El sistema estará
descrito por el Lagrangiano

L(qi, q̇i, t), (1.1)

el cual depende de q1, . . . , qN y las velocidades asociadas q̇1, . . . , q̇N . Aqúı los pun-
tos denotan la derivada temporal d/dt, y el Lagrangiano es a lo más una función
cuadrática de q̇i. Luego, la integral temporal del Lagrangiano

A[qi] =
∫ tb

ta
dt L(qi(t), q̇i(t), t) (1.2)

a lo largo de una trayectoria arbitraria qi(t) es la llamada acción de esta trayectoria.
La trayectoria, que depende del tiempo, es llamada la trayectoria clásica u órbita
clásica qcli (t). Esta trayectoria tiene la propiedad de ser un extremum de la acción,

qi(t) = qcli (t) + δqi(t) (1.3)

1Lectores familiarizados con los fundamentos pueden empezar directamente con la Sección 1.13.
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2 1 Fundamentos

en comparación con las trayectorias vecinas que tienen los mismos valores extremos
q(tb), q(ta). Formalmente, para expresar esta propiedad se introduce la llamada
variación de la acción como el término lineal del desarrollo de Taylor de A[qi] en
potencias de δqi(t):

δA[qi] ≡ {A[qi + δqi]−A[qi]}térm lin en δqi . (1.4)

Luego, del principio de extremum de la trayectoria clásica tendremos

δA[qi]
∣

∣

∣

qi(t)=qcl
i
(t)

= 0 (1.5)

para todas las variaciones de la trayectoria alrededor de la trayectoria clásica,
δqi(t) ≡ qi(t) − qcli (t), las cuales se anulan en los puntos extremos, es decir, que
satisfacen la condición

δqi(ta) = δqi(tb) = 0. (1.6)

Dado que la acción es la integral temporal de un Lagrangiano, la propiedad de
extremum puede ponerse en terminos de ecuaciones diferenciales. Para verlo cal-
culemos explićıtamente la variación de A[qi]:

δA[qi] = {A[qi + δqi]−A[qi]}lin

=
∫ tb

ta
dt {L (qi(t) + δqi(t), q̇i(t) + δq̇i(t), t)− L (qi(t), q̇i(t), t)}lin

=
∫ tb

ta
dt

{

∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δq̇i(t)

}

=
∫ tb

ta
dt

{

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

}

δqi(t) +
∂L

∂q̇i
δqi(t)

∣

∣

∣

∣

tb

ta

. (1.7)

La última expresión se obtiene de la integración parcial del término δq̇i. Aqúı, como
en el resto del texto, se entiende una suma sobre ı́ndices repetidos (regla de suma
de Einstein). Los términos donde el tiempo t toma los valores ta y tb (términos
frontera o de superficie) pueden omitirse, debido a la expresión (1.6). De esta forma
encontramos las ecuaciones de Euler–Lagrange para la óbita clásica qcli (t):

d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
. (1.8)

Una formulación alternativa utiliza la función transformada de Legrendre del
Lagrangiano, la cual se conoce como el Hamiltoniano

H ≡ ∂L

∂q̇i
q̇i − L(qi, q̇i, t). (1.9)

El valor del Hamiltoniano es igual a la enerǵıa del sitema para todo valor de la
variable temporal. De la teoŕıa general de las transformaciones de Legendre [1], las
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variables naturales de H son qi y los momenta generalizados pi, en lugar de qi y q̇i.
Donde los momenta generalizados están definidos por las N ecuaciones

pi ≡
∂

∂q̇i
L(qi, q̇i, t). (1.10)

Para representar el Hamiltoniano H (pi, qi, t) en términos de sus variables propias
pi, qi, tenemos que obtener q̇i de las ecuaciones (1.10), mediante una función de la
velocidad

q̇i = vi(pi, qi, t). (1.11)

Esto puede hacerse siempre que pueda mostrarse que la métrica Hessiana

hij(qi, q̇i, t) ≡
∂2

∂q̇i∂q̇j
L(qi, q̇i, t) (1.12)

no es singular. Insertando el resultado obtenido en la expresión (1.9), obtenemos el
Hamiltoniano como función de pi y qi:

H (pi, qi, t) = pivi(pi, qi, t)− L (qi, vi (pi, qi, t) , t) . (1.13)

Con este Hamiltoniano, la acción es una funcional de pi(t) y qi(t):

A[pi, qi] =
∫ tb

ta
dt
[

pi(t)q̇i(t)−H(pi(t), qi(t), t)
]

. (1.14)

Esta operación es llamada la forma canónica de la acción. Con esta transformación
las órbitas clásicas estarán dadas en términos de pcli (t), q

cl
i (t). Estas órbitas extremi-

zan la acción a diferencia de las órbitas donde se permite variar las coordenadas qi(t)
aunque fijando sus extremos [ver 1.3, 1.6], mientras que por otro lado los momenta
pi(t) se varian sin restricción:

qi(t) = qcli (t) + δqi(t), δqi(ta) = δqi(tb) = 0,

pi(t) = pcli (t) + δpi(t).
(1.15)

En general, la variación resulta ser

δA[pi, qi] =
∫ tb

ta
dt

[

δpi(t)q̇i(t) + pi(t)δq̇i(t)−
∂H

∂pi
δpi −

∂H

∂qi
δqi

]

=
∫ tb

ta
dt

{[

q̇i(t)−
∂H

∂pi

]

δpi −
[

ṗi(t) +
∂H

∂qi

]

δqi

}

+ pi(t)δqi(t)
∣

∣

∣

tb

ta
.

(1.16)

Puesto que esta variación se anula para las órbitas clásicas, encontramos que las vari-
ables pcli (t), q

cl
i (t) deben ser solución de las ecuaciones de movimiento de Hamilton

ṗi = −∂H
∂qi

,

q̇i =
∂H

∂pi
.

(1.17)
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Estas ecuaciones cumplen con las ecuaciones de Euler–Lagrange (1.8) mediante (1.9)
y (1.10), lo cual puede verificarse fácilmente. El espacio 2N−dimensional formado
por todas las variables pi and qi es conocido como el espacio fase .

Una función arbitraria O(pi(t), qi(t), t) que se evalúa sobre una trayectoria arbi-
traria obedece la expresión:

d

dt
O (pi(t), qi(t), t) =

∂O

∂pi
ṗi +

∂O

∂qi
q̇i +

∂O

∂t
. (1.18)

Si la trayectoria coincide con una órbita clásica, utilizando la expresión (1.17) en-
contramos

dO

dt
=

∂H

∂pi

∂O

∂qi
− ∂O

∂pi

∂H

∂qi
+
∂O

∂t

≡ {H,O}+ ∂O

∂t
.

(1.19)

En la expresión hemos introducido el śımbolo {. . . , . . .} conocido como paréntesis
de Poisson:

{A,B} ≡ ∂A

∂pi

∂B

∂qi
− ∂B

∂pi

∂A

∂qi
, (1.20)

donde utilizamos la regla de suma de Einstein para los ı́ndices repetidos i. Los
paréntesis de Poisson tienen las siguiente propiedades

{A,B} = −{B,A} antisimetŕıa, (1.21)

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0 identidad de Jacobi. (1.22)

Cuando dos cantidades tienen paréntesis de Poisson cero, se dicen que tales canti-
dades conmutan.

Las ecuaciones de Hamilton son un caso especial de (1.19):

d

dt
pi = {H, pi} =

∂H

∂pj

∂pi
∂qj

− ∂pi
∂pj

∂H

∂qj
= −∂H

∂qi
,

d

dt
qi = {H, qi} =

∂H

∂pj

∂qi
∂qj

− ∂qi
∂pj

∂H

∂qj
=
∂H

∂pi
.

(1.23)

Por definición, las variables del espacio fase pi, qi cumplen con las siguientes rela-
ciones de los paréntesis de Poisson

{pi, qj} = δij ,

{pi, pj} = 0,

{qi, qj} = 0.

(1.24)

Una función O(pi, qi), la cual no depende expĺıcitamente del tiempo y que además
conmuta con H (i.e., {O,H} = 0), es llamada una constante de movimiento sobre
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la trayectoria clásica, (ver 1.19). En particular, H generalmente es independiente
del tiempo, i.e., de la forma

H = H(pi, qi). (1.25)

Como H conmuta con él mismo, entonces la enerǵıa es una constante de movimiento.
El formalismo Lagrangiano tiene la virtud de ser independiente de la elección

particular del conjunto de coordenadas qi. Por ejemplo, sea Qi cualesquiera otro
conjunto de coordenadas que describen un sistema, y que están conectadas con qi
por lo que es llamada una transformación local o transformación puntual 2

qi = fi(Qj , t). (1.26)

Esta relación, para ser de utilidad, debe ser invertible al menos en alguna vecindad
de la trayectoria clásica

Qi = f−1i(qj , t), (1.27)

de otra forma Qi y qi no necesariamente parametrizan el mismo sistema. Por lo
tanto, el determinante de Jacobi de fi debe ser no nulo:

det

(

∂fi
∂Qj

)

6= 0. (1.28)

En función de Qi el Lagrangiano inicial tiene la forma

L′
(

Qj, Q̇j , t
)

≡ L
(

fi (Qj, t) , ḟi (Qj , t) , t
)

(1.29)

y la acción será

A =
∫ tb

ta
dt L′

(

Qj(t), Q̇j(t), t
)

=
∫ tb

ta
dt L

(

fi (Qj(t), t) , ḟi (Qj(t), t) , t
)

.

(1.30)

La variación de la primera expresión con respecto a δQj(t) y δQ̇j(t), con la restricción
δQj(ta) = δQj(tb) = 0, da origen a las ecuaciones de movimiento

d

dt

∂L′

∂Q̇j

− ∂L′

∂Qj
= 0. (1.31)

Mientras que la variación de la segunda expresión será

δA =
∫ tb

ta
dt

(

∂L

∂qi
δfi +

∂L

∂q̇i
δḟi

)

=
∫ tb

ta
dt

(

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)

δfi +
∂L

∂q̇i
δfi
∣

∣

∣

tb

ta
.

(1.32)

2Aqúı, la expresión local se refiere a un tiempo determinado. Esta terminoloǵıa es caracteŕıstica
de la teoŕıa de campo donde, más generalmente, local significa en un punto espećıfico del espacio–

tiempo.
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Ahora, śı δqi es arbitraria, entonces también lo es δfi. Aśı mismo, como δqi(ta) =
δqi(tb) = 0, entonces δfi también se anula en los puntos extremos. Por lo tanto,
encontramos que el extremum de la acción estará determinado por las ecuaciones de
Euler–Lagrange para Qj(t) [como se obtuvo para qi(t)].

Nótese que la propiedad de localidad es muy restrictiva para la transformación
de las las velocidades generalizadas q̇i(t). La transformación debe ser lineal en Q̇j :

q̇i = ḟi(Qj , t) =
∂fi
∂Qj

Q̇j +
∂fi
∂t
. (1.33)

En el espacio fase existe también la posibilidad de realizar un cambio local de las
coordenadas canónicas pi, qi a las nuevas coordenadas Pj , Qj . Sea que la relación
directa es

pi = pi(Pj , Qj, t),

qi = qi(Pj, Qj , t),
(1.34)

con las relaciones inversas dadas por

Pj = Pj(pi, qi, t),

Qj = Qj(pi, qi, t).
(1.35)

Por otro lado, mientras que las ecuaciones de Euler–Lagrange conservan su forma
bajo cualquier cambio de coordenadas locales, en general, no sucede lo mismo con
las ecuaciones de Hamilton para toda transformación del conjunto de coordenadas
Pj(t), Qj(t). Las transformaciones locales pi(t), qi(t) → Pj(t), Qj(t) para las cuales
las ecuaciones de Hamilton conservan su forma son llamadas canónicas. Tales trans-
formaciones se caracterizan por la invarianza, hasta un término de superficie, de la
acción,

∫ tb

ta
dt [piq̇i −H(pi, qi, t)] =

∫ tb

ta
dt
[

PjQ̇j −H ′(Pj , Qj, t)
]

+ F (Pj , Qj, t)
∣

∣

∣

tb

ta
,

(1.36)

donde H ′(Pj , Qj, t) es el Hamiltoniano transformado. Su relación con H(pi, qi, t) se
elije de tal forma que la igualdad de la acción es cierta para toda trayectoria pi(t), qi(t)
que une los mismos puntos extremos (esto debe ser cierto para toda trayectoria
dentro de alguna vecindad de la órbita clásica). Si tal invarianza existe, entonces
una variación de Pj(t) y Qj(t), para esta acción, dará las siguientes ecuaciones de
movimiento de Hamilton para H ′:

Ṗi = −∂H
′

∂Qi

,

Q̇i =
∂H ′

∂Pi

.

(1.37)
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La relación (1.36) puede expresarse de manera diferente re–escribiendo la integral
del lado izquierdo en términos de las nuevas variables Pj(t), Qj(t),

∫ tb

ta
dt

{

pi

(

∂qi
∂Pj

Ṗj +
∂qi
∂Qj

Q̇j +
∂qi
∂t

)

−H(pi(Pj, Qj , t), qi(Pj, Qj , t), t)

}

, (1.38)

si ahora restamos esta expresión al lado derecho de la relación (1.36) obtenemos

∫ tb

ta

{(

Pj − pi
∂qi
∂Qj

)

dQj − pi
∂qi
∂Pj

dPj

−
(

H ′ + pi
∂qi
∂t

−H

)

dt

}

= −F (Pj , Qj, t)
∣

∣

∣

tb

ta
.

(1.39)

Tenemos ahora una integral de ĺınea a lo largo de una curva en el espacio de
(2N + 1)−dimensiones, este espacio consta del espacio fase 2N−dimensional de
las variables pi, qi y el tiempo t. El lado derecho de la expresión depende sólo de los
puntos extremos, de donde concluimos que el integrando en el lado izquierdo deber
ser una diferencial total. Este integrando debe satisfacer las condiciones estándar
de integrabilidad de Schwarz [2], de acuerdo a las cuales las segundas derivadas
tienen que ser independientes del orden de diferenciación. Expĺıcitamente, estas
condiciones son

∂pi
∂Pk

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂Pk

∂pi
∂Ql

= δkl,

∂pi
∂Pk

∂qi
∂Pl

− ∂qi
∂Pk

∂pi
∂Pl

= 0, (1.40)

∂pi
∂Qk

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂Qk

∂pi
∂Ql

= 0,

and
∂pi
∂t

∂qi
∂Pl

− ∂qi
∂t

∂pi
∂Pl

=
∂(H ′ −H)

∂Pl

,

∂pi
∂t

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂t

∂pi
∂Ql

=
∂(H ′ −H)

∂Ql

.

(1.41)

Las primeras tres ecuaciones definen los llamados paréntesis de Lagrange en términos
de los cuales las ecuaciones quedan escritas como

(Pk, Ql) = δkl,

(Pk, Pl) = 0,

(Qk, Ql) = 0. (1.42)

Las transformaciones de coordenadas, dependientes del tiempo, que satisfacen es-
tas ecuaciones son llamadas transformaciones simplécticas . Un poco de álgebra,
utilizando la matriz

J =





∂Pi/∂pj ∂Pi/∂qj

∂Qi/∂pj ∂Qi/∂qj



 , (1.43)
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la inversa de esta matriz

J−1 =





∂pi/∂Pj ∂pi/∂Qj

∂qi/∂Pj ∂qi/∂Qj



 , (1.44)

y la matriz simpléctica unitaria

E =

(

0 δij
−δij 0

)

, (1.45)

nos permite mostrar que los paréntesis de Lagrange (1.42) son equivalentes a los
paréntesis de Poisson

{Pk, Ql} = δkl,

{Pk, Pl} = 0, (1.46)

{Qk, Ql} = 0.

Esto se sigue del hecho de que la matriz 2N × 2N formada con los paréntesis de
Lagrange

L ≡




−(Qi, Pj) −(Qi, Qj)

(Pi, Pj) (Pi, Qj)



 (1.47)

puede ser escrita como (E−1J−1E)TJ−1. Mientras que la matriz análoga, formada
por los paréntesis de Poisson

P ≡




{Pi, Qj} −{Pi, Pj}
{Qi, Qj} −{Qi, Pj}



 (1.48)

es igual a J(E−1JE)T . De donde L = P−1, y encontramos aśı que las expresiones
(1.42) y (1.46) son equivalentes. Nótese que los paréntesis de Lagrange (1.42) [y aśı
los paréntesis de Poisson (1.46)] aseguran que piq̇i − PjQ̇j es la diferencial total de
alguna función de Pj y Qj en el espacio fase 2N–dimensional:

piq̇i − PjQ̇j =
d

dt
G(Pj, Qj , t). (1.49)

Los paréntesis de Poisson para las variables Pi, Qi (1.46) tienen la misma expresión
de las variables pi, qi en el espacio fase original, Ecs. (1.24).

Las Ecs. (1.41) dan la relación del nuevo Hamiltoniano con el anterior. Es
decir, estas ecuaciones permiten construir H ′(Pj, Qj , t) a partir de H(pi, qi, t). Los
paréntesis de Lagrange (1.42) o los paréntesis de Poisson (1.46) son una condición
necesaria y suficiente para que la transformación pi, qi → Pj, Qj sea canónica.

Una transformación canónica conserva el volumen en el espacio fase. Esto se sigue
del hecho de que el producto matricial J(E−1JE)T es igual a la matriz unitaria de
orden 2N × 2N (1.48). De donde det (J) = ±1, y aśı

∏

i

∫

[dpi dqi] =
∏

j

∫

[dPj dQj ] . (1.50)
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La transformación canónica puede verse en el orden inverso, es decir, intercambando
el papel de las coordenadas pi, qi y Qj , Qj [también podŕıamos haber considerado el
integrando (1.39) como una diferencial completa en el espacio Pj, Qj , t].

Una vez que un sistema está descrito en términos del nuevo conjunto de coorde-
nadas canónicas Pj , Qj, introducimos los nuevos paréntesis de Poisson

{A,B}′ ≡ ∂A

∂Pj

∂B

∂Qj
− ∂B

∂Pj

∂A

∂Qj
, (1.51)

y con esto la ecuación de movimiento para un observable arbitrario O (Pj(t), Qj(t), t)
será, utilizando (1.37),

dO

dt
= {H ′, O}′ + ∂O

∂t
, (1.52)

en completa analoǵıa con (1.19). Lon nuevos paréntesis de Poisson automáticamente
garantizan las reglas de conmutación:

{Pi, Qj}′ = δij ,

{Pi, Pj}′ = 0,

{Qi, Qj}′ = 0.

(1.53)

Introduciendo una función generatriz F , que cumpla con la relación (1.36), pode-
mos construir una transformación canónica. Sin embargo, esta función generatriz
dependerá parcialmente de las nuevas y anteriores coordenadas, es decir

F = F (qi, Qj, t). (1.54)

Consideremos ahora la ecuación
∫ tb

ta
dt [piq̇i −H(pi, qi, t)] =

∫ tb

ta
dt

[

PjQ̇j −H ′(Pj, Qj , t) +
d

dt
F (qi, Qj, t)

]

, (1.55)

reemplazando PjQ̇j por −ṖjQj +
d
dt
PjQj , obtenemos

F (qi, Pj, t) ≡ F (qi, Qj , t) + PjQj .

Un poco de álgebra nos permite obtener
∫ tb

ta
dt
{

piq̇i + ṖjQj − [H(pi, qi, t)−H ′(Pj, Qj , t)]
}

=
∫ tb

ta
dt

{

∂F

∂qi
(qi, Pj, t)q̇i +

∂F

∂Pj

(qi, Pj, t)Ṗj +
∂F

∂t
(qi, Pj, t)

}

.

(1.56)

La comparación de ambos lados de la ecuación proporciona las siguientes expresiones
para la transformación canónica

pi =
∂

∂qi
F (qi, Pj, t),

Qj =
∂

∂Pj
F (qi, Pj, t).

(1.57)
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La segunda ecuación muestra que las relación dada arriba entre F (qi, Pj, t) y
F (qi, Qj , t) representa una transformación de Legendre.

Con esto, el nuevo Hamiltoniano es

H ′(Pj, Qj , t) = H(pi, qi, t) +
∂

∂t
F (qi, Pj , t). (1.58)

Evidentemente, en lugar de la relación (1.54) podemos elegir funciones con otra com-
binación de argumentos, tales como F (qi, Pj, t), F (pi, Qj , t), F (pi, Pj, t), para generar
transformaciones canónicas simples.

Una transformación canónica particularmente importante aparece utilizando una
función generatriz F (qi, Pj), que nos permita obtener momenta Pj ≡ αj independi-
entes del tiempo. Las coordenadasQj con esta propiedad son llamadas ćıclicas . Para
hallar coordenadas ćıclicas buscamos una función generatriz F (qj , Pj, t) que cancele
idénticamente la relación (1.58) para H ′. De tal forma que todas las derivadas con
respecto a las coordenadas se anulan, y los momenta Pj son una constante. Con
esto, ahora buscamos una solución para la ecuación

∂

∂t
F (qi, Pj, t) = −H(pi, qi, t), (1.59)

donde las variables momenta del Hamiltoniano obedecen la primera ecuación dada
en (1.57). Ahora tenemos la siguiente ecuación diferencial parcial para F (qi, Pj, t):

∂tF (qi, Pj, t) = −H(∂qiF (qi, Pj, t), qi, t), (1.60)

llamada ecuación de Hamilton-Jacobi . Aqúı y en lo que sigue usaremos la siguiente
notación abreviada para las derivadas parciales ∂t ≡ ∂/∂t, ∂qi ≡ ∂/∂qi .

Una función generatriz que permite obtener este resultado está dada por la acción
funcional (1.14). Para el conjunto de soluciones clásicas en un punto fijo inicial, y
válido para todos los posibles puntos finales qi al tiempo t, la acción asociada es la
función A(qi, t). La expresión (1.14) muestra que si la part́ıcula se mueve en una
trayectoria clásica, y la trayectoria vaŕıa sin mantener fijos los puntos extremos,
entonces en función de los puntos extremos (1.16) la acción cambia en la forma

δA[pi, qi] = pi(tb)δqi(tb)− pi(ta)δqi(ta). (1.61)

De esto deducimos la primera de las ecuaciones (1.57), donde A(qi, t) es la función
generatriz:

pi =
∂

∂qi
A(qi, t). (1.62)

Por otro lado, la función A(qi, t) tiene como derivada temporal la relación

d

dt
A(qi(t), t) = pi(t)q̇i(t)−H(pi(t), qi(t), t), (1.63)



1.2 Mecánica Relativistica en el Espacio–Tiempo Curvo 11

la cual, junto con (1.62) implica que

∂tA(qi, t) = −H(pi, qi, t). (1.64)

Si los momenta pi son reemplazados con la relación (1.62), observamos que A(qi, t)
es una solución de la ecuación de diferencial de Hamilton-Jacobi:

∂tA(qi, t) = −H(∂qiA(qi, t), qi, t). (1.65)

1.2 Mecánica Relativistica en el Espacio–Tiempo Curvo

La acción clásica de una part́ıcula puntual relativista, sin esṕın, en el espacio–tiempo
cuatro–dimensional curvo se escribe generalmente como la integral

A = −Mc2
∫

dτL(q, q̇) = −Mc2
∫

dτ
√

gµν q̇µ(τ)q̇ν(τ), (1.66)

donde, τ es un parámetro arbitrario para la trayectoria. Este parámetro puede
elegirse tal que se cumpla que L(q, q̇) ≡ 1 para la trayectoria final, y en este caso
el parámetro coincide con el tiempo propio de la part́ıcula. Para un τ arbitrario, la
ecuación de Euler-Lagrange (1.8) será

d

dt

[

1

L(q, q̇)
gµν q̇

ν

]

=
1

2L(q, q̇)
(∂µgκλ) q̇

κq̇λ. (1.67)

Si τ es el tiempo propio, es decir L(q, q̇) ≡ 1, la relación se simplifica de la siguiente
forma

d

dt
(gµν q̇

ν) =
1

2
(∂µgκλ) q̇

κq̇λ, (1.68)

o también

gµν q̈
ν =

(

1

2
∂µgκλ − ∂λgµκ

)

q̇κq̇λ. (1.69)

Por brevedad, denotamos las derivadas parciales ∂/∂qµ by ∂µ. La derivada parcial
se aplica sólo a la cantidad inmediatamente junto a ella. Introducimos ahora el
śımbolo de Christoffel

Γ̄λνµ ≡ 1

2
(∂λgνµ + ∂νgλµ − ∂µgλν), (1.70)

y el śımbolo de Christoffel de segunda clase3

Γ̄ µ
κν ≡ gµσΓ̄κνσ. (1.71)

3En varios libros de texto, por ejemplo en S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Wiley, New
York, 1972, el ı́ndice superior y el tercer ı́ndice en (1.70) son colocados en la posición inicial. Aqúı
se sigue la notación de J.A. Schouten, Ricci Calculus , Springer, Berlin, 1954. Esto nos permitirá
una mejor analoǵıa con los campos de norma en la construcción del tensor de Riemann como el
rotacional covariante del śımbolo de Christoffel en el Caṕıtulo 10. Vease H. Kleinert, Gauge Fields

in Condensed Matter , Vol. II Stresses and Defects , World Scientific Publishing Co., Singapore
1989, pp. 744-1443 (http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/b2).
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Luego, la expresión (1.69) puede escribirse como

q̈µ + Γ̄κλ
µq̇κq̇λ = 0. (1.72)

Puesto que las soluciones de esta ecuación minimizan la longitud de una curva en el
espacio–tiempo, tales soluciones se conocen como geodésicas .

1.3 Mecánica Cuántica

Históricamente el paso de la mecánica clásica a la mecánica cuántica es una necesidad
para entender la estabilidad de las órbitas atómicas y la naturaleza discreta de los
espectros atómicos. Al mismo tiempo, estos fenómenons reflejan el hecho de que a
escalas suficientemente pequeñas, las part́ıculas diminutas, tales como los electrones,
se comportan como ondas, las cuales son llamadas ondas materiales El hecho que
las ondas no puedan ser compactadas en un volumen arbitrariamente pequeño, sin
aumentar indefinidamente su frecuencia y aśı mismo su enerǵıa, evita el colapso de
los electrones en el núcleo atómico, efecto que en la mecánica clásica es permitido.
Lo discreto de los estados atómicos de un electrón son una manifestación de las ondas
materiales en el pozo del potencial atómico, en analoǵıa con las ondas estacionarias
en una cavidad del electromagnetismo.

1.3.1 Reflección de Bragg e Interferencia

La manifestación más directa de la naturaleza ondulatoria de las part́ıculas dimin-
utas puede verse en los experimentos de difracción de estrucuras periódicas. Por
ejemplo, los electrones difractados por un cristal. Si un haz de electrones de mo-
mentum dado p pasa a través de un cristal, este haz emerge mostrando un patrón
conocido como reflecciones de Bragg . Estas reflecciones son muy similares al patrón
mostrado por las ondas electromagnéticas. En la práctica es muy común utilizar el
mismo formalismo matemático del electromagnetismo para explicar los patrones de
difracción de Bragg. Una part́ıcula libre con momentum

p = (p1, p2, . . . , pD). (1.73)

que viaja en un espacio Eucĺıdeo D−dimensional, descrito por las coordenadas vec-
toriales cartesianas

x = (x1, x2, . . . , xD) (1.74)

tiene asociada una onda plana, cuyo magnitud o función de onda tiene la expresión

Ψp(x, t) = eikx−iωt, (1.75)

donde, k es el wave vector dirigido en la dirección de p y ω es la frecuencia de la
onda. Un centro de dispersión colocado en x, es una fuente de ondas esféricas con
representación espacial eikR/R (donde R ≡ |x− x′| y k ≡ |k|), y longitud de onda
dado por λ = 2π/k. En el detector, las magnitudes de los campos se suman a la
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magnitud total del campo Ψ(x, t). El modulo al cuadrado de la magnitud total del
campo, |Ψ(x, t)|2, es proporcional al número de electrones que llegan al detector.

El experimento tradicional donde estas reglas se aplican de manera sencilla, es
el de una haz de electrones incidiendo verticalmente sobre una pantalla plana con
dos ranuras paralelas, separadas una distancia d una de la otra. Un observador
distante, colocado detrás de la pantalla a una distancia R, observa que el número
de part́ıculas que llegan a la pantalla, por unidad de tiempo, es (ver Fig. 1.1)

eikx

dN
dt ∝

∣

∣

∣
eik(R+ 1

2
d sinϕ) + eik(R−

1

2
d sinϕ)

∣

∣

∣

2
1
R2

Figure 1.1 Distribución de probabilidad de una part́ıcula incidiendo sobre una pantalla

con doble ranura. La distribución de probabilidad es proporcional al modulo al cuadrado

de la suma de las magnitudes de los dos campos complejos.

dN

dt
∝ |Ψ1 +Ψ2|2 ≈

∣

∣

∣eik(R+ 1
2
d sinϕ) + eik(R−

1
2
d sinϕ)

∣

∣

∣

2 1

R2
, (1.76)

donde ϕ es el ángulo de deflección respecto de la normal.
Por convención, la función de onda Ψ(x, t) está normalizada tal que describe sólo

a una part́ıcula. Su modulo al cuadrado da directamente la densidad de probabilidad
de localizar la part́ıcula en un punto x del espacio, es decir, d3x |Ψ(x, t)|2 es la
probabilidad de hallar la part́ıcula en el elemento de volumen d3x en la vecindad de
x.

1.3.2 Ondas y Part́ıculas

De la relación observada experimentalmente entre el momentum y la magnitud de
la deflección angular ϕ del haz de part́ıculas difractado, se encuentra que la relación
entre el momento y el vector de onda es:

p = h̄k, (1.77)

donde h̄ es la constante de Planck cuyas dimensiones son las de una acción,

h̄ ≡ h

2π
= 1.0545919(80)× 10−27erg sec (1.78)
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(el número entre paréntesis indica la incertidumbre experimental de los últimos dos
digitos). Puede mostrarse la existencia de una relación similar para la enerǵıa y la
frecuencia de la onda Ψ(x, t). Esta relación puede determinarse por un proceso de
absorción, en el cual una onda de luz golpea un electrón y lo expulsa de la superficie
de un metal, el conocido efecto fotoeléctrico. De las propiedades del umbral del efecto
fotoeléctrico sabemos que una onda electromagnética oscilando temporalmente como
e−iωt puede transferir al electrón la enerǵıa

E = h̄ω, (1.79)

donde, la constante de proporcionalidad h̄ es la misma constante que aparece en
(1.77). La razón de esto descansa en las propiedades de las ondas electromagnéticas.
Por otro lado, la frecuencia ω y el vector de onda k satisfacen la relación ω/c = |k|,
aqúı c es la velocidad de la luz (cuyo valor se define como c ≡ 299 792.458 km/s). Por
otro lado, la enerǵıa y el momentum están relacionados por la expresión E/c = |p|.
De esta forma, el cuanto de las ondas electromagneticas, los fotones , cumplen la
relación (1.77) y aśı la constate h̄ es la misma que la dada en la Eq. (1.79).

Con las ondas y los fotones compartiendo la misma relación (1.77), es evidente
postular que la expresión (1.79), entre la enerǵıa y la frecuencia, es una relación
universal para las ondas y part́ıculas, tanto para part́ıculas con masa como sin
masa. La part́ıculas libres con momentum p están descritas por una onda plana de
longitud de onda λ = 2π/|k| = 2πh̄/|p|, en forma expĺıcita es

Ψp(x, t) = N ei(px−Ept)/h̄, (1.80)

donde, N es constante de normalización. En un volumen finito la función de onda
está normalizada a la unidad. En un volumen infinito, la normalización cancela la
función de onda. Para evitar este problema, se introduce la densidad de corriente,
la cual está normalizada de manera conveniente,

j(x, t) ≡ −i h̄
2m

ψ∗(x, t)
↔
∇ ψ(x, t), (1.81)

donde,
↔
∇ es una notación breve para representar la diferencia entre las derivadas

hacia adelante y hacia atrás

ψ∗(x, t)
↔
∇ ψ(x, t) ≡ ψ∗(x, t)

→
∇ ψ(x, t)− ψ∗(x, t)

←
∇ ψ(x, t)

≡ ψ∗(x, t)∇ψ(x, t)− [∇ψ∗(x, t)]ψ(x, t). (1.82)

La enerǵıa Ep depende del momentum de la part́ıcula en la forma clásica, es
decir, para part́ıculas no relativistas de masa M es Ep = p2/2M , para part́ıculas
relativistas Ep = c

√
p2 +M2c2, y para part́ıculas sin masa, tal como los fotones,

Ep = c|p|. La conocida relación Ep = h̄ω para fotones y ondas es necesaria para
garantizar la conservación de la enerǵıa en la mecánica cuántica.
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En general, tanto el momentum como la enerǵıa de una part́ıcula no están com-
pletamente definidos como en el caso de la función de onda (1.80). Normalmente,
la una part́ıcula se define como una superposición de ondas planas (1.80)

Ψ(x, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
f(p)ei(px−Ept)/h̄. (1.83)

Luego, del teorema de inversión de Fourier, podemos calcular f(p) usando la integral

f(p) =
∫

d3x e−ipx/h̄Ψ(x, 0). (1.84)

Con la elección apropiada de f(p) es posible representar Ψ(x, t) en la forma deseada
para algún tiempo inicial, tal como t = 0. Por ejemplo, Ψ(x, 0) puede ser una función
restrigida a estar centrada en el punto x̄. Entonces, f(p) está expresada como
una fase pura f(p) ∼ e−ipx̄/h̄, y la onda contine todos los momenta con la misma
probabilidad. De manera inversa, si la amplitud de la part́ıcula está dispersa en todo
el espacio, el mometum de la part́ıcula estará confinado a una región localizada. El
ĺımite de f(p) estará centrado en un momentum espećıfico p̄. Se encuentra que la
part́ıcula tiene la misma probalidad de ser encontrada en cada punto del espacio, y
tiene una amplitud de oscilación dada por Ψ(x, t) ∼ ei(p̄x−Ep̄t)/h̄.

En general, se encuentra que la amplitud espacial Ψ(x, 0) y la amplitud en el
espacio del momentum f(p) son inversamente proporcionales entre śı:

∆x∆p ∼ h̄. (1.85)

Esta relación está contenida en el principio de insertidumbre de Heisenberg . Si
la onda está localizada en una región finita del espacio y al mismo tiempo tiene
asociado un valor promedio bien definido de su momentum p̄, entonces la llamamos
un paquete de ondas . Puede mostrarse, de la relación (1.83), que el máximo de la
densidad de probabilidad de un paquete de ondas se mueve con una velocidad dada
por

v̄ = ∂Ep̄/∂p̄. (1.86)

Este valor que coincide con la velocidad de una part́ıcula con momentum p̄, que se
comporta clásicamente.

1.3.3 Ecuación de Schrödinger

Supongamos ahora una part́ıcula no relativista con masa M . El Hamiltoniano
clásico, y de la misma forma su enerǵıa Ep, de esta part́ıcula están dados por

H(p) = Ep =
p2

2M
. (1.87)

De aqúı obtenemos la siguiente identidad para el campo Ψp(x, t):

∫

d3p

(2πh̄)3
f(p) [H(p)−Ep] e

i(px−Ept)/h̄ = 0. (1.88)
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El argumento dentro del corchete puede removerse de la integral observando que
tanto p como Ep son equivalentes a los operadores diferenciales

p̂ = −ih̄∇,

Ê = ih̄∂t,
(1.89)

es decir, ambos no dependen de la variable de integración. Entonces, la Eq. (1.88)
puede escribirse como la ecuación diferencial

[H(−ih̄∇)− ih̄∂t)]Ψ(x, t) = 0. (1.90)

Esta expresión es la ecuación de Schrödinger para la función de onda de una
part́ıcula libre. La ecuación nos dice que el movimiento de una part́ıcula con Hamil-
toniano H(p,x, t) es una generalización directa de la expresión (1.90)

(

Ĥ − ih̄∂t
)

Ψ(x, t) = 0, (1.91)

donde, Ĥ es el operador diferencial

Ĥ ≡ H(−ih̄∇,x, t). (1.92)

La fórmula para obtener Ĥ del Hamiltoniano clásico H(p,x, t) mediante la sub-
stitución p → p̂ = −ih̄∇ será llamada principio de correspondencia.4 En las
Secciones 1.13–1.15 veremos que este simple principio de correspondencia es valido
sólo para coordenadas Cartesianas.

Los operadores de Schrödinger (1.89) para el momentum y la enerǵıa satisfacen,
junto con x and t, las llamadas relaciones de conmutación canónicas

[p̂i, xj] = −ih̄, [Ê, t] = 0 = ih̄. (1.93)

La combinación lineal de las soluciones a la ecuación de Schröndinger (1.91),
para cada valor de t, forman un espacio de Hilbert . Si el Hamiltoniano no depende
expĺıcitamente del tiempo, el espacio de Hilbert puede ser descrito por los estados
propios ΨEn

(x, t) = e−iEnt/h̄ΨEn
(x), donde ΨEn

(x) son llamados estados estacionar-
ios ,y son independientes del tiempo. Los estados estacionarios son la solución a la
ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Ĥ(p̂,x)ΨEn
(x) = EnΨEn

(x). (1.94)

La válidez de la teoŕıa de Schrödinger (1.91) se confirma experimentalmente, en
particular con el Hamiltoniano de Coulomb

H(p,x) =
p2

2M
− e2

r
, (1.95)

4Nuestra formulación de este principio es ligeramente más fuerte que el históricamente usado
en la fase inicial de la mecánica cuántica, el cual da cierta reglas de cambio entre las relaciones de
la mecánica clásica y la mecánica cuántica. La regla de substitución para el momentum es también
llamada regla de Jordan.
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el cual rige la mecánica cuántica del átomo de hidrógeno, en el sistema de referencia
del centro de masa del sistema electrón–protrón, donde M es la masa reducida del
sistema de las dos part́ıculas.

Dado que el cuadrado del modulos de la función de onda, |Ψ(x, t)|2, se interpreta
como la densidad de probabilidad de una sola part́ıcula en un volumen finito, la
integral en todo el espacio debe estar normalizada a la unidad:

∫

d3x |Ψ(x, t)|2 = 1. (1.96)

Para una part́ıcula estable, esta normalización es cierta en todo momento. Una
condición necesaria y suficiente para que Ψ(x, t) cumpla con la ecuación de
Schrödinger (1.91), es que el Hamiltoniano sea un operador Hermı́tico.5 Se dice
que un operador Ĥ es Hermı́tico śı para dos funciones de onda cualesquiera Ψ1,Ψ2

se cumple la igualdad

∫

d3x [ĤΨ2(x, t)]
∗Ψ1(x, t) =

∫

d3xΨ∗2(x, t)ĤΨ1(x, t). (1.97)

El lado izquierdo de la ecuación define el adjunto Hermı́tico Ĥ† del operador Ĥ , el
cual satisface la identidad

∫

d3xΨ∗2(x, t)Ĥ
†Ψ1(x, t) ≡

∫

d3x [ĤΨ2(x, t)]
∗Ψ1(x, t) (1.98)

para las funciones de onda Ψ1(x, t),Ψ2(x, t). Un operador Ĥ es Hermı́tico, si es
igual a su adjunto–Hermı́tico Ĥ†:

Ĥ = Ĥ†. (1.99)

Calculemos el cambio en el tiempo de la integral
∫

d3xΨ∗2(x, t)Ψ1(x, t), para dos

funciones de onda arbitrarias. Usando la ecuación de Schrödinger (1.91), este cambio
se anula siempre que Ĥ sea Hermı́tico:

ih̄
d

dt

∫

d3xΨ∗2(x, t)Ψ1(x, t)

=
∫

d3xΨ∗2(x, t)ĤΨ1(x, t)−
∫

d3x [ĤΨ2(x, t)]
∗Ψ1(x, t) = 0.

(1.100)

De aqúı también se concluye la independencia temporal de la integral de normal-
ización

∫

d3x |Ψ(x, t)|2 = 1.

5Problemas relacionados con el acotamiento y la discontinuidad del Hamiltoniano y otros op-
eradores de la mecánica cuántica, tales como restricciones del dominio de validez, se ignoran en
este apartado puesto que se entiende que no crean confusión. Igualmente no se hace distinción
alguna entre operadores Hermı́ticos y operadores auto–adjuntos (ver detalles en J. v. Neumann,
Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik , Springer, Berlin, 1932). Alguna sutilezas de
los operadores mecánico cuánticos, relacionadas con las integrales de trayectoria, serán discutidas
en el Caṕıtulo 12.
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Por otro lado, śı Ĥ no es Hermı́tico, siempre podemos encontrar un estado propio
de Ĥ cuya norma cambie con el tiempo: por ejemplo, todo estado propio de (H −
H†)/i tiene tal propiedad.

Ahora, como p̂ = −ih̄∇ y x son operadores Hermı́ticos, y śı Ĥ es la suma
de la enerǵıa cinética y potencial, entonces automáticamente Ĥ será un operador
Hermı́tico.

H(p,x, t) = T (p, t) + V (x, t). (1.101)

Esto será siempre sucederá para part́ıculas no relativistas en coordenadas Carte-
sianas x. Śı tanto p como x aparecen como un solo término de H , por ejemplo en la
combinación p2x2, el principio de correspondencia no permite construir un operador
mecánico cuántico Ĥ único. En este caso tendremos, en principio, varios operadores
Hermı́ticos, los cuales pueden construirse del producto de dos operadores p̂ y dos
operadores x̂ [un ejemplo puede ser la combinación: αp̂2x̂2 + βx̂2p̂2 + γp̂x̂2p̂ with
α + β + γ = 1], correspondiendo todos ellos al mismo caso clásico p2x2. A primera
vista parece que sólo con una combinación con el experimento podŕıa seleccionarse el
correcto ordenamiento de los operadores. Este problema es conocido como el prob-
lema de odernamiento de operadores de la mecánica cuántica, el cual ha atraido
mucha antención en el pasado. Śı el problema del ordenamiento es originado por la
geometŕıa del espacio en el cual se mueve la part́ıcula, existe un interesante principio
geométrico que da el odernamiento siguiendo propiedades f́ısicas. Antes de presen-
tar este principio, en el Caṕıtulo 10, debemos evitar ambiguedades suponiendo que
H(p,x, t) tiene la forma estándar (1.101), a menos que otra cosa sea dicha.

1.3.4 Conservación de la Corriente de Part́ıculas

La conservación de la probabilidad total (1.96) es una consecuencia de la ley local
de consevación, una ley general, la cual relaciona la densidad de corriente de la
probabilidad de part́ıculas

j(x, t) ≡ −i h̄
2m

ψ(x, t)
↔
∇ ψ(x, t) (1.102)

con la densidad de probabilidad

ρ(x, t) = ψ∗(x, t)ψ(x, t) (1.103)

mediante la relación
∂tρ(x, t) = −∇ · j(x, t). (1.104)

Integrando esta ley de conservación de corriente en el volumen V , encerrado por la
superficie S, y usando el teore,a de Green, encontramos

∫

V
d3x ∂tρ(x, t) = −

∫

V
d3x∇ · j(x, t) = −

∫

S
dS · j(x, t), (1.105)

donde dS son elementos de superficie propiamente orientados. Esta ecuación nos
dice que la probabilidad contenida en un volumen disminuye en la misma cantidad
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en la cual la probabilidad cruza la superficie, siguiendo la ecuación de la corriente
j(x, t).

Extendiendo la integral (1.105) a todo el espacio, y supondiendo que la corriente
se anula a distancias infinitas, obtenemos la conservación de la probabilidad total
(1.96).

Sistemas dinámicos más generales con N part́ıculas en un espacion Eucĺıdeo, se
parametrizan en términos de 3N coordenadas Cartesianas xν (ν = 1, . . . , N). El
Hamiltoniano de este sitema de part́ıculas tiene la forma

H(pν ,xν , t) =
N
∑

ν=1

p2
ν

2Mν
+ V (xν , t), (1.106)

donde los argumentos pν ,xν que aparecen en H y V representan todos los pν ’s, xν

con ν = 1, 2, 3, . . . , N . Mientras que Ψ(xν , t) será la función de onda que cumple
con la ecuación de Schrödinger para el sistema de N part́ıculas

{

−
N
∑

ν=1

[

h̄2

2Mν
∂xν

2 + V (xν , t)

]}

Ψ(xν , t) = ih̄∂tΨ(xν , t). (1.107)

1.4 Formalismo de Dirac

Matemáticamente hablando, la función de onda Ψ(x, t) puede ser considerada como
un vector en un espacio vectorial complejo de dimensiones infinitas, llamado espacio
de Hilbert . La variable del espacio de configuraciones x tiene el papel de un “́ındice”
continuo de estos vectores. Una relación natural con la notación vectorial usual es
directa, para esto observemos que un vector v en un espacio D−dimensional estará
dado en términos de sus componentes vi, donde i1, . . . , D, mientras que para la
función de onda Ψ(x, t) escribimos el argumento x como un sub́ındice:

Ψ(x, t) ≡ Ψx(t). (1.108)

La norma de un vector complejo se define como

|v|2 =
∑

i

v∗i vi. (1.109)

Mientras que la versión en el espacio continuo será

|Ψ|2 =
∫

d3xΨ∗x(t)Ψx(t) =
∫

d3xΨ∗(x, t)Ψ(x, t). (1.110)

La condición de normalización (1.96) requiere que la función de onda tenga norma
|Ψ| = 1, i.e., es un vector unitario en el espacio de Hilbert.
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1.4.1 Transformación de Base

En un espacio vectorial hay muchas posibles elecciones de un conjunto de vectores
base ortonormales bai , caracterizados por a = 1, . . . , D, en términos de los cuales6

vi =
∑

a

bi
ava, (1.111)

donde las componentes va están dadas por los productos escalares

va ≡
∑

i

bi
a∗vi. (1.112)

La última ecuación es una consecuencia de la relación de ortogonalidad 7

∑

i

bi
a∗bi

a′ = δaa
′

. (1.113)

En un espacio vectorial de dimensión finita, esta relación representa la relación de
completes

∑

a

bi
a∗bj

a = δij . (1.114)

En el espacio de las funciones de onda (1.108) existe un conjunto especial de fun-
ciones base llamadas funciones base locales , el cual es particularmente importante.
Este conjunto puede ser construido de acuerdo a lo siguiente: imaginemos que los
puntos del espacio continuo pueden ponerse en los vértices de una red cúbica simple,
cuya constante de red es ǫ, en las posiciones siguientes

xn = (n1, n2, n3)ǫ, n1,2,3 = 0,±1,±2, . . . . (1.115)

Sea ahora hn(x) una función que se anulan en todo el espacio, con la excepción de
un cubo de tamaño ǫ3 centrado en xn, es decir, para cada componente de xi de x

tenemos

hn(x) =

{

1/
√
ǫ3 |xi − xn i| ≤ ǫ/2, i = 1, 2, 3.

0 otherwise.
(1.116)

Encontramos que estas funciones son ortonormales:
∫

d3xhn(x)∗hn
′

(x) = δnn
′

. (1.117)

Consideremos ahora el desarrollo

Ψ(x, t) =
∑

n

hn(x)Ψn(t) (1.118)

6Los matemáticos gustan representar en forma extensa vi =
∑

a bi
av

(b)
a , sin embargo, los f́ısicos

preferimos una notación breve. Distinguiendo las diferentes componentes vectoriales con diferentes
tipos de sub́ındices, utilizando para las componentes del vector inicial los ı́ndices i, j, k, . . . y para
las componentes transformadas los ı́ndices a, b, c, . . ..

7Una relación de ortogonalidad, normalmente, implia una norma unitaria. Siendo en realidad
una relación de ortonormalidad, sin embargo este nombre raramente se utiliza.
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donde los coeficientes Ψn(t) son

Ψn(t) =
∫

d3xhn(x)∗Ψ(x, t) ≈
√
ǫ3Ψ(xn, t). (1.119)

Esta representación es una excelente aproximación a la verdadera función de onda
Ψ(x, t), siempre que la cantidad ǫ sea mucho menor que la escala sobre la cual
las variaciones de Ψ(x, t) sean importantes. De hecho, si Ψ(x, t) es una función
integrable, la integral en la sumatoria (1.118) debe converger a Ψ(x, t). Puede
verse que la convergencia de aproximaciones discretas para un producto escalar es
también valido, y por lo tanto lo mismo sucede para la amplitud de probabilidad de
un observable. Estas aproximaciones pueden calcularse con toda precisión una vez
que conozcamos las componentes discretas del tipo (1.119) en el ĺımite ǫ → 0. Las
funciones hn(x) pueden usarse como una base aproximada en la misma forma que
las funciones base fa(x), gb(x), la precisión dependerá de la elección de ǫ.

En general, hay muchas funciones base ortonormales fa(x), en el espacio de
Hilbert que satisfacen la relación de ortonormalidad

∫

d3x fa(x)∗fa′(x) = δaa
′

, (1.120)

en términos de la cual podemos representar

Ψ(x, t) =
∑

a

fa(x)Ψa(t), (1.121)

donde los coeficientes son

Ψa(t) =
∫

d3x fa(x)∗Ψ(x, t). (1.122)

supongase que usamos alguna otra base ortonormal f̃ b(x) que cumple con la relación
de ortogonalidad

∫

d3x f̃ b(x)∗f̃ b′(x) = δbb
′

,
∑

b

f̃ b(x)f̃ b(x′)∗ = δ(3)(x− x′), (1.123)

para representar
Ψ(x, t) =

∑

b

f̃ b(x)Ψ̃b(t), (1.124)

entonces encontramos que los coeficientes son

Ψ̃b(t) =
∫

d3x f̃ b(x)∗Ψ(x, t). (1.125)

Usando la expresión (1.121) encontramos la siguiente relación entre los coeficientes

Ψ̃b(t) =
∑

a

[∫

d3x f̃ b(x)∗fa(x)
]

Ψa(t). (1.126)
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1.4.2 Notación de Dirac

Una notación útil para representar el producto escalar entre funciones de onda, como
las transformaciones de base mencionadas arriba, es la llamada notación de Dirac
(también conocida como notación bra–ket), definida como

〈b̃|a〉 ≡
∫

d3x f̃ b(x)∗fa(x). (1.127)

En esta notación, las componentes del vector Ψ(x, t), obtenidas de las relaciones
(1.122), (1.125) son

Ψa(t) = 〈a|Ψ(t)〉,
Ψ̃b(t) = 〈b̃|Ψ(t)〉.

(1.128)

Luego, la transformación (1.126) tiene la siguiente expresión

〈b̃|Ψ(t)〉 =
∑

a

〈b̃|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.129)

El lado derecho, en esta última expresión, puede verse como el resultado de insertar
la relación

∑

a

|a〉〈a| = 1 (1.130)

entre los estados 〈b̃| y |Ψ(t)〉:

〈b̃|Ψ(t)〉 = 〈b̃|1|Ψ(t)〉 =
∑

a

〈b̃|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.131)

Esta representación es posible sólo si las funciones f b(x) forman una base completa,
en este caso la relación (1.130) es una forma alternativa y abstracta de introducir la
completes de las funciones base. La relación también puede ser llamada relación de
completes à la Dirac.

El producto escalar suele escribirse con la ayuda de la representación de corchete
〈a|a′〉, de aqúı que Dirac introdujo los objetos 〈a| y |a′〉, descomponiendo el corchete
que lo constituye, y los nombró bra y ket 8, respectivamente. En la notación de
Dirac, la ortogonalidad de la base fa(x) y gb(x) puede expresarse como sigue:

〈a|a′〉 =
∫

d3x fa(x)∗fa′(x) = δaa
′

,

〈b̃|b̃′〉 =
∫

d3x f̃ b(x)∗f̃ b′(x) = δbb
′

.
(1.132)

En el mismo orden de ideas, introducimos los vectores abstractos bra y ket
asociados con las funciones base hn(x) de la Eq. (1.116), denominandolos 〈xn| y
|xn〉, respectivamente. Con esto la relación de ortogonalidad (1.117), en la notación
de Dirac, será

〈xn|xn′〉 ≡
∫

d3xhn(x)∗hn
′

(x) = δnn′ . (1.133)

8N. del T.: Esta palabra se sigue directamente del inglés, bracket. Por convención en este texto
tanto el término corchete como bracket serán usados indistinvamente, sin que esto cause confusión
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Las componentes de Ψn(t) pueden verse como los siguientes productos escalares

Ψn(t) ≡ 〈xn|Ψ(t)〉 ≈
√
ǫ3Ψ(xn, t). (1.134)

Un cambio de vectors base, por ejemplo de los estados |xn〉 a los estados |a〉, puede
realizarse, de acuerdo la reglas arriba descritas, introduciendo una relación de com-
pletes à la Dirac del tipo (1.130). Aśı tenemos el desarrollo

Ψn(t) = 〈xn|Ψ(t)〉 =
∑

a

〈xn|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.135)

La relación inversa es también cierta:

〈a|Ψ(t)〉 =
∑

n

〈a|xn〉〈xn|Ψ(t)〉. (1.136)

Es claro que esta expresión es una aproximación a la integral

∫

d3xhn(x)∗〈x|Ψ(t)〉. (1.137)

La completes de la base hn(x) puede expresarse con ayuda de la relación

∑

n

|xn〉〈xn| ≈ 1. (1.138)

El signo de aproximación se convierte en una igualdad estricta en el ĺımite donde
las dimensiones de la red tiende a cero, ǫ→ 0.

1.4.3 Ĺımite Continuo

En cálculo ordinario, la sumatoria de elementos cada vez mas refinados se reemplaza
por una integral. Este resultado nos será de utilidad en este texto. Definamos el
producto escalar continuo

〈x|Ψ(t)〉 ≈ 1√
ǫ3
〈xn|Ψ(t)〉, (1.139)

donde xn son los puntos de la red más cercanos a x. Con ayuda de la relación (1.134),
el lado derecho es simplemente Ψ(xn, t). En el ĺımite ǫ → 0, x y xn coinciden y
tenemos

〈x|Ψ(t)〉 ≡ Ψ(x, t). (1.140)

Utilizando la relación de completes, la expresión puede reescribirse como sigue:

〈a|Ψ(t)〉 ≈
∑

n

〈a|xn〉〈xn|Ψ(t)〉

≈
∑

n

ǫ3〈a|x〉〈x|Ψ(t)〉
∣

∣

∣

x=xn

,
(1.141)



24 1 Fundamentos

la cual, en el ĺımite ǫ→ 0 será

〈a|Ψ(t)〉 =
∫

d3x 〈a|x〉〈x|Ψ(t)〉. (1.142)

Formalmente, esto puede verse como el resultado de introducir la relación de com-
pletes de los vectores base 〈x| y |x〉,

∫

d3x |x〉〈x| = 1, (1.143)

evaluados entre los vectores 〈a| y |Ψ(t)〉. Con los vectores base |x〉, las funciones de
onda pueden ser tratadas como las componentes de los vectores de estado |Ψ(t)〉, lo
mismo que como las componentes del vector de estado en alguna otra base arbitraria
|a〉. Aśı, el desarrollo

〈a|Ψ(t)〉 =
∫

d3x 〈a|x〉〈x|Ψ(t)〉 (1.144)

puede verse como la nueva representación de una componente de |Ψ(t)〉 en la base
|a〉, en una nueva base, |x〉, tal como en el caso (1.129).

Para expresar todas estas propiedades de transformación en una notación com-
pacta, se acostumbra tratar con un vector f́ısico arbitrario en una base independiente,
y denotado con el ket |Ψ(t)〉. Este vector puede ser representado en una base apropi-
ada multiplicandolo por la relación de completes correspondiente

∑

a

|a〉〈a| = 1, (1.145)

dando como resultado la representación

|Ψ(t)〉 =
∑

a

|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.146)

Si ahora multiplicamos por la izquierda con un vector bra, por ejemplo 〈b|, obten-
emos la ecuación (1.131):

〈b|Ψ(t)〉 =
∑

a

〈b|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.147)

La versión continua de la relación de completes (1.138) será
∫

d3x |x〉〈x| = 1, (1.148)

la cual nos permite escribir el siguiente desarrollo

|Ψ(t)〉 =
∫

d3x |x〉〈x|Ψ(t)〉, (1.149)

en la cual la función de onda Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 será la x−ésima componente del
vector |Ψ(t)〉 en la base |x〉. Al mismo tiempo, esta base es el ĺımite de los vectores
base discretos |xn〉,

|x〉 ≈ 1√
ǫ3

|xn〉 , (1.150)
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donde xn son los puntos de la red más cercanos a x.
Un vector puede ser escrito igualmente en la forma de una bra o un ket. Al

aplicar, consistentemente, el formalismo anterior observemos que los productos es-
calares

〈a|b̃〉 =
∫

d3x fa(x)∗f̃ b(x),

〈b̃|a〉 =
∫

d3x f̃ b(x)∗fa(x)
(1.151)

cumplen la siguiente identidad

〈b̃|a〉 ≡ 〈a|b̃〉∗. (1.152)

Por lo tanto, en el desarrollo de un ket, tal como

|Ψ(t)〉 =
∑

a

|a〉〈a|Ψ(t)〉, (1.153)

o un bra
〈Ψ(t)| =

∑

a

〈Ψ(t)|a〉〈a|, (1.154)

la multiplicación de la primera por un bra 〈x| y la segunda por un ket |x〉 da como
resultado un conjunto de expresiones que son el complejo conjugado una de la otra.

1.4.4 Funciones Generalizadas

La notación de Dirac es elegante y fácil de manejar. Sin embargo, en cuanto se
refiere a los vectores |x〉, encontramos una incosistencia con algunos postulados
fundamentales de la mecánica cuántica: cuando introdujimos los vectores de estado
se impuso la condición de que la norma del vector sea la unidad, esto a f́ın de poder
interpretar la probabilidad como la de los estados de una part́ıcula. Sin embargo,
se encuentra que los estados |x〉, introducidos arriba, nos satisfacen esta condición.
En efecto, el producto escalar entre los estados 〈x| y |x′〉 es

〈x|x′〉 ≈ 1

ǫ3
〈xn|xn′〉 = 1

ǫ3
δnn′, (1.155)

donde xn y xn′ son los puntos de la red más cercanos a x y x′. Para el caso x 6= x′,
los estados son ortogonales. Por otro lado, el caso x = x′, en el ĺımite ǫ → 0 es
infinito, infinite, approached in such a way that

ǫ3
∑

n′

1

ǫ3
δnn′ = 1. (1.156)

Por lo tanto, en el ĺımite apropiado el estado |x〉 no es, propiamente, un vector
normalizable en el espacio de Hilbert. Para conservar el formalismo de Dirac, es
necesario relajar el requerimiento de normalización (1.96), introduciendo los estados
|x〉 en el espacio de Hilbert. De hecho, introducimos todos los estados que pueden
ser obtenidos mediante el ĺımite de una sucesión de vectores de estado normalizables.
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El producto escalar entre los estados 〈x|x′〉 no es una función propia. Este
producto se representa con el śımbolo δ(3)(x− x′) y es llamado función δ de Dirac:

〈x|x′〉 ≡ δ(3)(x− x′). (1.157)

La función se anula en todo punto, con la excepción de una región infinitamente
pequeña de ancho ǫ en la vencindad x ≈ x′. Es decir, la función δ cumple con

δ(3)(x− x′) = 0 for x 6= x′. (1.158)

Por otro lado en x = x′, la función es tal que su integral de volumen es la unidad:
∫

d3x′ δ(3)(x− x′) = 1. (1.159)

Es claro que no existe función propia que pueda satisfacer las ecuaciones (1.158) y
(1.159). Unicamente la aproximación para ǫ−finita dado en (1.155) a la función δ
es una función propia. En este sentido, el producto escalar 〈x|x′〉 tiene el mismo
significado que el estado |x〉: ambos son el ĺımite ǫ→ 0 de objetos matemáticos.

Notemos que la definición dada en Ec. (1.159) implica la siguiente propiedad de
la función δ(x):

δ(3)(a(x− x′)) =
1

|a|δ
(3)(x− x′). (1.160)

En una dimensión, tenemos la relación general

δ(f(x)) =
∑

i

1

|f ′(xi)|
δ(x− xi), (1.161)

donde xi son los ceros simples de f(x).
En matemáticas llamamos a la función δ(x) una función generalizada o una

distribución. Una distribución define un funcional lineal de funciones de prueba
f(x), el cual puede representarse como:

δ[f ;x] ≡
∫

d3x δ(3)(x− x′)f(x′) = f(x). (1.162)

Las funciones f(x) son infinitamente diferenciales, con un comportamiento suficien-
temente suave para valores infinitos de su argumento.

El tratamiento matemático de las funciones de distribución es analizado en var-
ios textos [3], las funciones de distrubución forman un espacio lineal. El espacio de
estas funciones de distribución es uno restringido en comparación con las funciones
ordinarias: por ejemplo, el producto de funcionesδ(x) o cualesquiera otras funciones
de distribución no está definido. Sin embargo, en la Sección 10.8.1, encontraremos
que la f́ısica nos llevará más alla de tales restricciones. Un requerimiento importante
de la mecánica cuántica es la invarianza de las coordenadas. Si deseamos conser-
var esta invarianza en la formulación de la mecánica cuántica con las integrales de
trayectoria, debemos utilizar una extensión de la teoŕıa de las distribuciones, las
cual permite integrales únicamente sobre productos de distribuciones.
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En mecánica cuántica el papel de las funciones f(x) es el de las funciones de
onda Ψ(x, t). Introduciendo los estados generalizados |x〉 en el espacio de Hilbert,
también introducimos el producto escalar 〈x|x′〉 al espacio de las funciones de onda,
y al mismo tiempo introducimos las funciones de distribución, aun cuando no son
normalizables.

1.4.5 Ecuación de Schrödinger en la Notación de Dirac

En términos de la notación de Dirac, la ecuación de Schrödinger puede expresarse,
en una base independiente, con la expresión

Ĥ|Ψ(t)〉 ≡ H(p̂, x̂, t)|Ψ(t)〉 = ih̄∂t|Ψ(t)〉, (1.163)

donde definimos los siguientes operadores canónicos:

〈x|p̂ ≡ −ih̄∇〈x|, (1.164)

〈x|x̂ ≡ x〈x|. (1.165)

Los elementos de matriz para estos operadores pueden obtenerse multiplicando por
un ket apropiado; por ejemplo el vector local |x′〉:

〈x|p̂|x′〉 = −ih̄∇〈x|x′〉 = −ih̄∇δ(3)(x− x′), (1.166)

〈x|x̂|x′〉 = x〈x|x′〉 = xδ(3)(x− x′). (1.167)

Luego, la expresión original de la ecuación de Schrödinger (1.91) se obtiene multi-
plicando la ecuación (1.163) por el bra 〈x|:

〈x|H(p̂, x̂, t)|Ψ(t)〉 = H(−ih̄∇,x, t)〈x|Ψ(t)〉
= ih̄∂t〈x|Ψ(t)〉.

(1.168)

Es obvio que los operadores p̂ y x̂ son Hermı́ticos en toda base,

〈a|p̂|a′〉 = 〈a′|p̂|a〉∗, (1.169)

〈a|x̂|a′〉 = 〈a′|x̂|a〉∗, (1.170)

lo mismo que el Hamiltoniano

〈a|Ĥ|a′〉 = 〈a′|Ĥ|a〉∗, (1.171)

siempre que éste tenga la forma dada en la expresión (1.101). El operador más
general, e independiente de la base, que puede contruirse en el espacio generalizado
de Hilbert descrito por los estados |x〉 es uno que es una función de p̂, x̂, t,

Ô(t) ≡ O(p̂, x̂, t). (1.172)

En general, tal operador será llamado Hermı́tico si todos sus elementos de matriz
son Hermı́ticos. En la notación de Dirac, y usando una base arbitraria, la definición
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(1.97) para un operador adjunto Hermı́tico, Ô†(t), requiere la igualdad de los ele-
mentos de matriz

〈a|Ô†(t)|a′〉 ≡ 〈a′|Ô(t)|a〉∗. (1.173)

Finalmente, las Ecs. (1.169)–(1.171) en una base arbitraria tendrán la forma

p̂ = p̂†,

x̂ = x̂†,

Ĥ = Ĥ†.

(1.174)

Los estados estacionarios de la Ec. (1.94) tienen la siguiente representación de Dirac,
|En〉, y cumplen la ecuación de operadores independiente del tiempo.

Ĥ|En〉 = En|En〉. (1.175)

1.4.6 Estados del Momentum

Veamos ahora algunas propiedades del momentum p̂, sus valores propios están dados
por la ecuación de valores propios

p̂|p〉 = p|p〉. (1.176)

Al multiplicar esta expresión por 〈x|, y utilizando la relación (1.164), encontramos
la ecuación diferencial

〈x|p̂|p〉 = −ih̄∂x〈x|p〉 = p〈x|p〉. (1.177)

Cuya solución será
〈x|p〉 ∝ eipx/h̄. (1.178)

Hasta un factor de normalización, esta expresión es la onda plana introducida ante-
riormente en la Ec. (1.75), la cual describe part́ıculas libres con momentum p. Para
que los estados |p〉 tengan una norma finita, el sistema debe estar confinado en un
volumen finito, por ejemplo en una caja cúbica de lado L y volumen L3. Suponiendo
condiciones de frontera periódicas, los momenta son discretos con valores

pm =
2πh̄

L
(m1, m2, m3), mi = 0,±1,±2, . . . . (1.179)

Ahora, ajustamos el factor de normalización de la onda plana exp (ipmx/h̄) para
obtener la normalización unitaria

〈x|pm〉 = 1√
L3

exp (ipmx/h̄) , (1.180)

y tenemos que los estados discretos |pm〉 cumplen la relación
∫

d3x |〈x|pm〉|2 = 1. (1.181)
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Los estados |pm〉 forman una base completa:

∑

m

|pm〉〈pm| = 1. (1.182)

En este caso, podemos usar esta expresión y los elementos de matriz 〈x|pm〉 para
representar toda función de onda, definida en la caja de dimensión L, con la ex-
presión

Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 =
∑

m

〈x|pm〉〈pm|Ψ(t)〉. (1.183)

Si las dimensiones de la caja son grandes, una suma sobre los estados discretos de
los momenta pm puede aproximarse por una integral en el espacio de los momenta
[4].

∑

m

≈
∫ d3pL3

(2πh̄)3
. (1.184)

En este ĺımite, podemos utilizar los estados |pm〉 para definir un continuo de vectores
base con una normalización impropia

|p〉 ≈
√
L3|pm〉, (1.185)

tal como los vectores |xn〉 fueron usados para definir |x〉 ∼ (1/
√
ǫ3)|xn〉, ver (1.150).

Los estados |p〉 satisfacen la relación de ortogonalidad

〈p|p′〉 = (2πh̄)3δ(3)(p− p′), (1.186)

donde δ(3)(p− p′) es la función delta de Dirac en el espacio de los vectores |p〉. La
relación de completes de los estados es

∫

d3p

(2πh̄)3
|p〉〈p| = 1, (1.187)

de tal forma que el desarrollo de la expresión (1.183) será

Ψ(x, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
〈x|p〉〈p|Ψ(t)〉, (1.188)

donde las funciones propias del momentum son

〈x|p〉 = eipx/h̄. (1.189)

Esta representación conincide con la descomposición de Fourier para una onda–
part́ıcula Ψ(x, t) dada en las expresiones (1.83), (1.84), donde identificamos

〈p|Ψ(t)〉 = f(p)e−iEpt/h̄. (1.190)
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Con el formalismo bra–ket introducimos de manera natural la transformada de
Fourier. La fórmula de inversión de Fourier se halla de introducir en 〈p|Ψ(t)〉 la
relación de completes

∫

d3x|x〉〈x| = 1 con lo cual obtenemos

〈p|Ψ(t)〉 =
∫

d3x 〈p|x〉〈x|Ψ(t)〉

=
∫

d3x e−ipx/h̄Ψ(x, t).
(1.191)

Aqúı, la amplitud 〈p|Ψ(t)〉 es llamada función de onda en el espacio del momentum.
Al introducir la relación de completes

∫

d3x|x〉〈x| = 1 (1.192)

en el lado izquierdo de la relación de ortogonalidad de los estados del momentum
(1.186), obtenemos la representación de Fourier de la función δ (1.186):

〈p|p′〉 =
∫

d3x 〈p|x〉〈x|p′〉

=
∫

d3x e−i(p−p
′)x/h̄ = (2πh̄)3δ(3)(p− p′).

(1.193)

1.4.7 Incompletes y Fórmula Sumatoria de Poisson

Para las aplicaciones en f́ısica es importante saber que pasa a la relación de completes
(1.148) si restringimos la integral a un subconjunto de puntos. Un caso relevante es
la integral en una dimensión,

∫

dx |x〉〈x| = 1, (1.194)

restringida a una suma sobre un conjunto de puntos, igualmente espaciados, dados
por la relación xn = na:

N
∑

n=−N
|xn〉〈xn|. (1.195)

Multiplicando la suma por los estados propios del momentum |p〉, obtenemos

N
∑

n=−N
〈p|xn〉〈xn|p′〉 =

N
∑

n=−N
〈p|xn〉〈xn|p′〉 =

N
∑

n=−N
ei(p−p

′)na/h̄ (1.196)

En el ĺımite N → ∞, con la ayuda de la fórmula de suma de Poisson

∞
∑

n=−∞
e2πiµn =

∞
∑

m=−∞
δ(µ−m), (1.197)

identificando µ with (p − p′)a/2πh̄ y utilizando la Ec. (1.160), encontramos que la
suma es:

∞
∑

n=−∞
〈p|xn〉〈xn|p′〉 =

∞
∑

m=−∞
δ

(

(p−p′)a
2πh̄

−m

)

=
∞
∑

m=−∞

2πh̄

a
δ

(

p−p′−2πh̄m

a

)

. (1.198)
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Figure 1.2 Término
∑N

n=−N e2πiµn obtenido en la fórmula de suma de Poisson. En el

ĺımite N → ∞, µ está restringido a valores enteros.

A f́ın de demostrar la fómula de Poisson (1.197), observese que la suma s(µ) ≡
∑

m δ(µ − m), en el lado derecho de la expresión, es periódica en µ con periodo
unitario, y cumple con la siguiente suma de Fourier s(µ) =

∑∞
n=−∞ sne

2πiµn. Los

coeficientes de Fourier están dados por la relación sn =
∫ 1/2
−1/2 dµ s(µ)e

−2πiµn ≡ 1,
los cuales son precisamente los coeficientes de Fourier en el lado izquierdo de la
expresión.

En el lado izquierdo de la expresión (1.197) la suma sobre n, para N finito, es

N
∑

n=−N
e2πiµn = 1 +

(

e2πiµ + e2·2πiµ + . . .+ eN ·2πiµ + c.c.
)

= −1 +

(

1− e2πiµ(N+1)

1− e2πiµ
+ c.c.

)

(1.199)

= 1 +
e2πiµ − e2πiµ(N+1)

1− e2πiµ
+ c.c. =

sin πµ(2N + 1)

sin πµ
.

Esta función es bien conocida en óptica ondulatoria (ver Fig. 2.4). La función
determina el patrón de difracción de la luz por una rejilla con 2n + 1 ranuras. El
patrón de difracción muestra picos pronunciados en µ = 0,±1,±2,±3, . . . Al mismo
tiempo que tiene N−1 pequeños máximos entre cada pareja de picos vecinos, en ν =
(1+4k)/2(2N+1) donde k = 1, . . . , N−1. Mientras que en ν = (1 + 2k)/(2N + 1),
donde k = 1, . . . , N − 1, tenemos los ceros de la función.

Substituyendo µ = (p− p′)a/2πh̄ en la relación (1.199), obtenemos

N
∑

n=−N
〈p|xn〉〈xn|p′〉 =

sin (p− p′)a(2N + 1)/2h̄

sin (p− p′)a/2h̄
. (1.200)
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Para ver porque podemos substituir el lado derecho de la relación (1.199), en el
correspondiente lado derecho de la relación (1.197) en el ĺımite N → ∞, observemos
lo siguiente. En el ĺımite N → ∞, el área bajo cada pico puede calcularse como la
integral del pico central más n pequeños máximos cercanos a él, es decir:

∫ n/2N

−n/2N
dµ

sin πµ(2N + 1)

sin πµ
=
∫ n/2N

−n/2N
dµ

sin 2πµN cosπµ+cos 2πµN sin πµ

sin πµ
.

(1.201)

Si mantenemos la razón n/M ≪ 1, podemos reemplazar sin πµ por πµ y cos πµ por
1, en el integrando. Luego, para N → ∞ con n/N fijo, la integral será

∫ n/2N

−n/2N
dµ

sin πµ(2N + 1)

sin πµ

N→∞−−−→
∫ n/2N

−n/2N
dµ

sin 2πµN

πµ
+
∫ n/2N

−n/2N
dµ cos 2πµN

N→∞−−−→ 1

π

∫ πn

−πn
dx

sin x

x
+

1

2πN

∫ πn

−πn
dx cosx

N→∞−−−→ 1, (1.202)

donde, se ha usado la fórmula integral

∫ ∞

−∞
dx

sin x

x
= π. (1.203)

Aśı, en el ĺımite N → ∞, encontramos la validez tanto de la expresión (1.197) como
la de la expresión (1.205).

Otra forma útil de representar la fórmula de Poisson es como sigue, consideremos
una función suave f(µ) que tiene una suma convergente

∞
∑

m=−∞
f(m). (1.204)

Entonces, primeramente utilizando las propiedades de la función delta, tenemos que
la suma puede reescribirse como una integral y junto con la fórmula de Poisson
(1.197), podemos reescribir todo como:

∞
∑

m=−∞
f(m) =

∫ ∞

−∞
dµ

∞
∑

n=−∞
e2πiµnf(µ). (1.205)

Donde, la suma auxiliar sobre n restringe los valores de la variable µ sólo a los
números enteros.

1.5 Observables

El cambio de vectores base es una herramienta útil al analizar el contenido f́ısico
de un vector de onda. Por ejemplo, sea el caso de una función real A = A(p,x),
independiente del tiempo, definida en el espacio fase p and x. Ejemplos importantes
de tales funciones A, son los mismos operadores p y x, el Hamiltoniano H(p,x),
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el momentum angular, L = x × p, etc. Desde el punto de vista de la mecánica
cuántica, habrá un observable asociado con cada una de la cantidades enunciadas.
Esto se obtiene reemplazando las variables p y x en la función A por los operadores
correspondientes p̂ y x̂:

Â ≡ A(p̂, x̂). (1.206)

Este reemplazo es una extensión del principio de correspondencia, mostrado en la
Ec.(1.92) para el operador Hamiltoniano, a funciones en general que dependen de
las variables del espacio fase, convirtiendo de esta forma la función en un observ-
able. Aqúı se da por un hecho que el reemplazo da como resultado un operador
Hermı́tico, es decir, no esperamos problemas con el ordenamiento de las variables
como el caso discutido para el Hamiltoniano en la expresión (1.101).9 En el caso
de complicaciones, el principio de correspondencia, por su sencillez, es insuficiente
para determinar el observable. En tales casos, el ordenamiento debe decidirse por
comparación con el experimento, salvo que pueda ser determinado por principios
geométricos. Este caso será tratado para el Hamiltoniano en el Caṕıtulo 8.

Śı el operador Â asociado a un observable es Hermı́tico, entonces este operador
tiene la propiedad de que el conjunto de vectores propios |a〉 obtenidos luego de
resolver la ecuación

Â|a〉 = a|a〉 (1.207)

puede ser usado como una base del espacio de Hilbert. En conjunto de vectores pro-
pios, siempre encontraremos un conjunto de vectores ortonormales |a〉 que cumplan
la relación de completes

∑

a

|a〉〈a| = 1. (1.208)

Los vectores |a〉 pueden usarse para obtener información f́ısica del observable A
con respecto al estado |Ψ(t)〉. Esto se logra representando el vector en la base |a〉:

|Ψ(t)〉 =
∑

a

|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.209)

Las componentes
〈a|Ψ(t)〉 (1.210)

darán la amplitud de probabilidad de obtener el valor propio a para el observable
A.

La función de onda Ψ(x, t) es un ejemplo por śı mismo de tal interpretación.
Para verlo basta con escribirla como

Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉, (1.211)

y esto dará la amplitud de probabilidad de medir los valores propios x del operador
de la posición x̂, i.e., |Ψ(x, t)|2 es la densidad de probabilidad en el espacio x.

El valor esperado del operador (1.206) en el estado |Ψ(t)〉 se define como el
elemento de matriz

〈Ψ(t)|Â|Ψ(t)〉 ≡
∫

d3x〈Ψ(t)|x〉A(−ih̄∇,x)〈x|Ψ(t)〉. (1.212)

9Note que este es el caso para el momentum angular L = x× p.
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1.5.1 Relación de Incertidumbre

Hemos visto antes [ver la discusión luego de las Ecs. (1.83), (1.84)] que las ampli-
tudes tanto en el espacio real como en el espacio de los momenta, tienen valores que
son inversamente proporcionales una de la otra, esto se debe a las propiedades del
anásilis de Fourier. Si un paquete de onda en el espacio real tiene un ancho ∆x, su
función de onda en el espacio del momentum tendrá un acho ∆p, y ambos estarán
relacionados por la expresión

∆x∆p ∼ h̄. (1.213)

Desde el punto de vista del espacio de Hilbert, puede mostrarse que esta relación de
incertidumbre es una consecuencia del hecho que los operadores x̂ y p̂ no conmutan
entre śı, sino que cumplen las relaciones de conmutación canónicas

[p̂i, x̂j ] = −ih̄δij,
[x̂i, x̂j ] = 0, (1.214)

[p̂i, p̂j] = 0.

En general, śı se ha medido que el observable asociado al operador Â tiene, con un
alto grado de certeza, el valor a en algún estado, entonces este estado debe ser un
estado propio de Â con valor propio a:

Â|a〉 = a|a〉. (1.215)

Esto pude verse del desarrollo

|Ψ(t)〉 =
∑

a

|a〉〈a|Ψ(t)〉, (1.216)

en la cual |〈a|Ψ(t)〉|2 es la probabilidad de medir un valor propio a arbitrario. Si
esta probabilidad está terminantemente asociada a un valor espećıfico a, entonces
el estado necesariamente coincide con |a〉.

Si tenemos el conjunto de todos los estados propios |a〉 de Â, podemos pregun-
tarnos: ¿bajo que circunstancias otro observable, por ejemplo B̂, puede ser medido
en cada uno de estos estados? El requerimiento implica que los estados |a〉 sean
también estados propios del operador B̂, es decir,

B̂|a〉 = ba|a〉, (1.217)

donde el valor propio ba dependerá del valor a. Śı esto es cierto para todo |a〉,
B̂Â|a〉 = baa|a〉 = aba|a〉 = ÂB̂|a〉, (1.218)

entonces, los operadores Â y B̂ necesariamente conmutan:

[Â, B̂] = 0. (1.219)

De manera inversa puede mostrarse que, śı el conmutador de dos operadores
es cero, entonces tenemos una condición suficiente para que los operadores puedan
diagonalizarse simultáneamente, lo cual es equivalente a decir que los valores propios
de los operadores pueden ser medidos de manera simultánea.
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1.5.2 Matriz Densidad y Función de Wigner

Un objeto importante que nos permite calcular las propiedades de un sistema
mecánico cuántico es el operador densidad de la mecánica cuántica asociado con
el un estado puro

ρ̂(t) ≡ |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|, (1.220)

y la matriz densidad asociada con el estado

ρ(x1,x2; t) = 〈x1|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|x2〉. (1.221)

El valor esperado de una función f(x, p̂) puede calculatse de la traza

〈Ψ(t)|f(x, p̂)|Ψ(t)〉 = tr [f(x, p̂)ρ̂(t)] =
∫

d3x〈Ψ(t)|x〉f(x,−ih̄∇)〈x|Ψ(t)〉.
(1.222)

Si descomponemos los estados |Ψ(t)〉 en loa estados estacionarios |En〉 del operador
Hamiltoniano Ĥ [ver Ec. (1.175)], |Ψ(t)〉 =

∑

n |En〉〈En|Ψ(t)〉, entonces, la matriz
densidad tiene la siguiente representación

ρ̂(t) ≡
∑

n,m

|En〉ρnm(t)〈Em| =
∑

n,m

|En〉〈En|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|Em〉〈Em|. (1.223)

Wigner mostró que, la transformada de Fourier de la matriz densidad, la función de
Wigner

W (X,p; t) ≡
∫ d3∆x

(2πh̄)3
eip∆x/h̄ρ(X+∆x/2,X−∆x/2; t) (1.224)

para una part́ıcula de masaM en un potencial V (x), cumple la ecuación de Wigner–
Liouville

(

∂t + v ·∇
X

)

W (X,p; t) =Wt(X,p; t), v ≡ p

M
, (1.225)

donde,

Wt(X,p; t) ≡
2

h̄

∫

d3q

(2πh̄)3
W (X,p− q; t)

∫

d3∆xV (X−∆x/2)eiq∆x/h̄. (1.226)

En el ĺımite h̄ → 0, podemos representar W (X,p − q; t) como una función de
potencias de q, y V (X−∆x/2) como una función de potencias de ∆x, todo lo cual
lo reescribimos como factor de la exponencial eiq∆x/h̄ como una función de potencias
de −ih̄∇q. Luego, realizamos la integral sobre ∆x para obtener (2πh̄)3δ(3)(q), y
realizamos la integral sobre q para obtener la ecuación clásica de Liouville para la
densidad de probabilidad de una part́ıcula en el espacio fase

(

∂t + v ·∇
X

)

W (X,p; t) = −F (X)∇pW (X,p; t), v ≡ p

M
, (1.227)

donde, F (X) ≡ −∇XV (X) es la fuerza asociada con el potencial V (X).
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1.5.3 Generalización a muchas Part́ıculas

El formalismo anterior puede extenderse a un sistema de N part́ıculas puntuales
distinguibles, con masa m y con coordenadas cartesianas x1, . . . ,xN . Para un hamil-
toniano H(pν ,xν , t), la ecuación de Schrödinger será

H(p̂ν , x̂ν , t)|Ψ(t)〉 = ih̄∂t|Ψ(t)〉. (1.228)

Introduzcamos, ahora, una base local completa |x1, . . . ,xN〉, con las siguientes
propiedades

〈x1, . . . ,xN |x′1, . . . ,x′N〉 = δ(3)(x1 − x′1) · · · δ(3)(xN − x′N),
∫

d3x1 · · · d3xN |x1, . . . ,xN〉〈x1, . . . ,xN | = 1,
(1.229)

y definimamos
〈x1, . . . ,xN |p̂ν = −ih̄∂xν

〈x1, . . . ,xN |,
〈x1, . . . ,xN |x̂ν = xν〈x1, . . . ,xN |.

(1.230)

La ecuación de Schrödinger (1.107), para un sistema de N part́ıculas se obtiene de
(1.228) al multiplicar esta ecuación por los vectores 〈x1, . . . ,xN |. De manera similar,
el resto de las fórmulas discutidas arriba pueden ser generalizadas a los vectores de
estado de N−cuerpos.

1.6 Operador de Evolución Temporal

Śı el operador Hamiltoniano no depende expĺıcitamente del tiempo, la ecuación de
Schrödinger (1.163), independiente de la base, puede integrarse para hallar la función
de onda |Ψ(t)〉 en un estado al tiempo tb en términos de otro estado dado al tiempo
ta

|Ψ(tb)〉 = e−i(tb−ta)Ĥ/h̄|Ψ(ta)〉. (1.231)

Aqúı el operador

Û(tb, ta) = e−i(tb−ta)Ĥ/h̄ (1.232)

es el llamado operador de evolución temporal . Este operador cumple la ecuación
diferencial

ih̄∂tbÛ(tb, ta) = Ĥ Û(tb, ta). (1.233)

Cuya inversa puede obtenerse intercambiando el orden de la variables tb y ta:

Û−1(tb, ta) ≡ ei(tb−ta)Ĥ/h̄ = Û(ta, tb). (1.234)

Al ser el operador Û la exponencial del producto de la unidad imaginaria i por un
operador Hermı́tico, se encuentra que Û es un operador unitario

Û † = Û−1. (1.235)
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Es decir,

Û †(tb, ta) = ei(tb−ta)Ĥ
†/h̄

= ei(tb−ta)Ĥ/h̄ = Û−1(tb, ta).
(1.236)

Śı, por otra parte, el Hamiltoniano H(p̂, x̂, t) depende expĺıcitamente del tiempo,
entonces, la integración de la ecuación de Schrödinger (1.163) es más complicada. Sin
embargo, aún con ello podemos hallar una solución de manera iterativa: supongamos
que tb > ta, entonces este intervalo temporal puede dividirse en un número N +1 de
pequeños intervalos espaciados en ǫ, donde ǫ ≡ (tb− ta)/(N +1), es decir tendremos
los siguientes valores para la variable temporal tn = ta + nǫ con n = 0, . . . , N + 1,
y donde N se escoge tan grande como sea posible. Utilizando el caso independiente
del tiempo, mencionado arriba, usamos la ecuación de Schrödinger (1.163) para
hallar, aproximadamente, la función de onda en cada intervalo tn:

|Ψ(ta + ǫ)〉 ≈
(

1− i

h̄

∫ ta+ǫ

ta
dt Ĥ(t)

)

∣

∣

∣Ψ(ta)
〉

,

|Ψ(ta + 2ǫ)〉 ≈
(

1− i

h̄

∫ ta+2ǫ

ta+ǫ
dt Ĥ(t)

)

|Ψ(ta + ǫ)〉,
...

|Ψ(ta + (N + 1)ǫ)〉 ≈
(

1− i

h̄

∫ ta+(N+1)ǫ

ta+Nǫ
dt Ĥ(t)

)

|Ψ(ta +Nǫ)〉.

(1.237)

Reuniendo estas ecuaciones, encontramos que el operador de evolución temporal
puede expresarse como el siguiente producto

Û(tb, ta) ≈
(

1− i

h̄

∫ tb

tN
dt′N+1 Ĥ(t′N+1)

)

× · · · ×
(

1− i

h̄

∫ t1

ta
dt′1 Ĥ(t′1)

)

. (1.238)

En el ĺımite N → ∞, encontramos que el operador de evolución temporal Û estará
dado por la serie

Û(tb, ta) = 1− i

h̄

∫ tb

ta
dt′1 Ĥ(t′1) +

(−i
h̄

)2 ∫ tb

ta
dt′2

∫ t′2

ta
dt′1 Ĥ(t′2)Ĥ(t′1)

+
(−i
h̄

)3 ∫ tb

ta
dt′3

∫ t′3

ta
dt′2

∫ t′2

ta
dt′1 Ĥ(t′3)Ĥ(t′2)Ĥ(t′1) + . . . ,

(1.239)

conocida como el desarrollo de Neumann–Liouville o serie de Dyson. Por otro lado,
una expresión alternativa al operador Û , es el llamado desarrollo de Magnus , el cual
será hallada en la Ec. (2A.25).

Nótese que cada integral tiene el argumento temporal, en el operador Hamiltoni-
ano, ordenado causalmente: operadores con tiempos posteriores están a la izquierda
de los operadores con tiempos anteriores. En este momento es útil introducir el op-
erador de ordenamiento temporal el cual, cuando se aplica a un producto arbitrario
de operadores,

Ôn(tn) · · · Ô1(t1), (1.240)
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ta

tb

tbta t1

t2

Figure 1.3 Representación esquemática del proceso de ordenamiento temporal en la

Ec. (1.243).

orderna los tiempos en forma sucesiva. Es decir, definimos el operador

T̂ (Ôn(tn) · · · Ô1(t1)) ≡ Ôin(tin) · · · Ôi1(ti1), (1.241)

donde tin , . . . , ti1 son los intervalos temporales tn, . . . , t1 etiquetados en un orden
causal, tal que se cumple que

tin > tin−1 > . . . > ti1 . (1.242)

Cualquier número de factores c en (1.241) puede usarse junto con el operador T̂ .
Con este operador, el desarrollo de Neumann–Liouville puede ser reescrito en una
forma más compacta. Por ejemplo, el tercer término en (1.239) tiene la forma,

∫ tb

ta
dt2

∫ t2

ta
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1). (1.243)

La integración cubre el triángulo por encima de la diagonal del cuadrado t1, t2 ∈
[ta, tb] en el plano (t1, t2) (ver Fig. 1.3). Una comparación con la integral perdida en
el triángulo inferior

∫ tb

ta
dt2

∫ tb

t2
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1), (1.244)

vemos que ambas expresiones coinciden, salvo por el orden de los operadores. Esta
diferencia puede corregirse con la ayuda del operador de ordenamiento temporal T̂ .
La expresión

T̂
∫ tb

ta
dt2

∫ tb

t2
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1) (1.245)

es igual a (1.243), ya que podemos reescribirla como

∫ tb

ta
dt2

∫ tb

t2
dt1 Ĥ(t1)Ĥ(t2) (1.246)

o cambiando el orden de integración, la reescribimos como
∫ tb

ta
dt1

∫ t1

ta
dt2 Ĥ(t1)Ĥ(t2). (1.247)
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Independientemente de las variables mudas de integración t2 ↔ t1, esta doble inte-
gral concide con (1.243). Puesto que los argumentos temporales están propiamente
odernados, la integral (1.243) puede multiplicarse por el operador de ordenamiento
temporal sin producir cambio alguno en el valor de expresión. La conclusión de esto
es que (1.243) puede reescribirse como

1

2
T̂
∫ tb

ta
dt2

∫ tb

ta
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1). (1.248)

Donde ahora, la integración es sobre todo el cuadrado en el plano t1, t2, de tal forma
que las dos integrales pueden compactarse como

1

2
T̂
(∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

)2

. (1.249)

De manera similar, podemos reescribir el término de orden n de (1.239) como sigue

1

n!
T̂
∫ tb

ta
dtn

∫ tb

ta
dtn−1 · · ·

∫ tb

ta
dt1 Ĥ(tn)Ĥ(tn−1) · · · Ĥ(t1)

=
1

n!
T̂

[

∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

]n

.

(1.250)

Luego, el operador de evolución temporal Û(tb, ta) tendrá le siguiente desarrollo en
serie

Û(tb, ta) = 1− i

h̄
T̂
∫ tb

ta
dt Ĥ(t) +

1

2!

(−i
h̄

)2

T̂
(

∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

)2

+ . . .+
1

n!

(−i
h̄

)n

T̂
(

∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

)n
+ . . . .

(1.251)

Aqúı, la expresión a la derecha del operador T̂ es simplemente el desarrollo en serie
de potencias de una exponencial, de tal forma que podemos reescribir

Û(tb, ta) = T̂ exp
{

− i

h̄

∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

}

. (1.252)

Śı Ĥ no depende del tiempo, el operador de ordenamiento temporal resulta superfluo,
la integral es trivial y recobramos el resultado hallado en la expresión (1.232).

Nótese que una pequeña variación δĤ(t), del operador Hamiltoniano Ĥ(t), cam-
bia el operador de evolución temporal Û(tb, ta) como sigue

δÛ(tb, ta) =− i

h̄

∫ tb

ta
dt′ T̂ exp

{

− i

h̄

∫ tb

t′
dt Ĥ(t)

}

δĤ(t′) T̂ exp

{

− i

h̄

∫ t′

ta
dt Ĥ(t)

}

=− i

h̄

∫ tb

ta
dt′ Û(tb, t

′) δĤ(t′) Û(t′, ta). (1.253)

Una aplicación sencilla de esta relación será dada en el Apéndice 1A.
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1.7 Propiedades del Operador de Evolución Temporal

Por construcción, el operador de evolución temporal Û(tb, ta) tiene algunas
propiedades importantes, a saber:

a) Ley fundamental de composición
Si se realizan dos traslaciones temporales sucesivas, los operadores Û correspondien-
tes estarán relacionados por la expresión

Û(tb, ta) = Û(tb, t
′)Û(t′, ta), t′ ∈ (ta, tb). (1.254)

Esta ley de composición de los operadores Û es una representación del grupo abeliano
de traslaciones temporales. Śı el Hamiltoniano es independiente del tiempo, con
Û(tb, ta) dado por (1.232), la demostración de (1.254) es directa. En el caso general
la expresión (1.252) puede obtenerse de una simple manipulación para el caso tb > ta:

T̂ exp
(

− i

h̄

∫ tb

t′
Ĥ(t) dt

)

T̂ exp

(

− i

h̄

∫ t′

ta
Ĥ(t) dt

)

= T̂

[

exp
(

− i

h̄

∫ tb

t′
Ĥ(t) dt

)

exp

(

− i

h̄

∫ t′

ta
Ĥ(t) dt

)]

= T̂ exp
(

− i

h̄

∫ tb

ta
Ĥ(t) dt

)

.

(1.255)

b) Unitariedad
La expresión (1.252), del operador de evolución temporal Û(tb, ta) fue obtenida para
el tiempo causal (o retardado), i.e., para el caso en que tb es posterior a ta. Sin
embargo, podemos definir Û(tb, ta) para el caso anticausal (o advanzado) donde tb
sucede antes que ta. Para ser consistentes con la ley de composición (1.254), dada
arriba, debemos tener

Û(tb, ta) ≡ Û(ta, tb)
−1
. (1.256)

De hecho, considerando dos estados a tiempos sucesivos

|Ψ(ta)〉 = Û(ta, tb)|Ψ(tb)〉, (1.257)

el orden de sucesión se invierte multiplicando ambos lados por Û−1(ta, tb):

|Ψ(tb)〉 = Û(ta, tb)
−1|Ψ(ta)〉, tb < ta. (1.258)

Definimos el operador del lado derecho, como el operador de evolución temporal
Û(tb, ta) que lleva al estado del tiempo final ta al tiempo inicial tb.

Si el Hamiltoniano es independiente del tiempo, con el operador de evolución
temporal dado por

Û(ta, tb) = e−i(ta−tb)Ĥ/h̄, ta > tb, (1.259)
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the unitarity of the operator Û(tb, ta) is obvious:

Û †(tb, ta) = Û(tb, ta)
−1
, tb < ta. (1.260)

Verifiquemos esta propiedad para el siguiente caso: sea una Hamiltoniano general
dependiente del tiempo, en este caso una solución a la ecuación de Schrödinger
(1.163) muestra que el operador Û(tb, ta) para tb < ta tiene una representación como
la dada en (1.252), excepto para una inversión de orden temporal en su argumento.
Esto puede escribirse de la siguiente forma [compare con (1.252)]

Û(tb, ta) = T̂ exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
Ĥ(t) dt

}

, (1.261)

donde T̂ representa el operador de anti–odenamiento temporal, con definición
análoga a la dada en (1.241), (1.242). El operador satisface la relación

[

T̂
(

Ô1(t1)Ô2(t2)
)]†

= T̂
(

Ô†2(t2)Ô
†
1(t1)

)

, (1.262)

la generalización al producto de n operadores es directa. Concluimos de manera
directa que

Û †(tb, ta) = Û(ta, tb), tb > ta. (1.263)

Donde Û(ta, tb) ≡ Û(tb, ta)
−1, lo cual prueba, en general, la relación de unitariedad

(1.260).
c) Ecuación de Schrödinger para Û(tb, ta)
Dado que el operador Û(tb, ta) regula la relación entre funciones de onda arbitrarias
a diferentes tiempos,

|Ψ(tb)〉 = Û(tb, ta)|Ψ(ta)〉, (1.264)

la ecuación de Schrödinger (1.228) requiere que el operador Û(tb, ta) cumpla con las
siguientes ecuaciones

ih̄∂tÛ(t, ta) = ĤÛ(t, ta), (1.265)

ih̄∂tÛ(t, ta)
−1

= −Û(t, ta)
−1
Ĥ, (1.266)

con la condición inicial
Û(ta, ta) = 1. (1.267)

1.8 Imagen de Heisenberg de la Mecánica Cuántica

El operador unitario de evolución temporal Û(t, ta) puede ser usado para dar una
formulación diferente a la mecánica cuántica manteniendo cercana la imagen de la
mecánica clásica. Esta formulación, que es llamada imagen de Heisenberg de la
mecánica cuántica, es una formulación más cercana a la mecánica clásica que la
formulación de Schrödinger. En esta formulación, muchas de las ecuaciones clásicas
siguen siendo válidas simplemente reemplazando las variables canónicas pi(t) y qi(t),
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en el espacio fase, por operadores de Heisenberg, los cuales son escritos como pHi(t),
qHi(t). Inicialmente, Heisenberg postuló que estos operadores son matrices, aunque
más tarde quedó claro que estas matrices tienen que ser elementos de matriz fun-
cionales de operadores, cuyos ı́ndices pueden ser parcialmente continuos. Las ecua-
ciones clásicas, junto con los operadores de Heisenberg, serán válidas siempre que
las reglas de conmutación (1.93) sean satisfechas en todo momento. Por otro lado,
las variables qi(t) deben ser las coordenadas Cartesianas. En tal caso, siempre uti-
lizaremos la notación xi para designar la posición, tal como se hizo en la Sección 1.4,
en lugar de la variable qi, y los operadores de Heisenberg correspondientes serán de-
notados por x̂Hi(t). Eliminando el sub́ındice i, las regas de conmutación canónicas
para tiempos iguales serán

[p̂H(t), xH(t)] = −ih̄,
[p̂H(t), pH(t)] = 0,

[x̂H(t), xH(t)] = 0.

(1.268)

De acuerdo a Heisenberg, las ecuaciones clásicas que involucran paréntesis de
Poisson serán validas si los paréntesis de Poisson son reemplazados por el producto
de i/h̄ por los conmutadores matriciales a tiempos iguales. Las relaciones canónicas
de conmutación (1.268) son un caso especial de esa regla (veanse las relaciones de
Poisson (1.24)). Las ecuaciones de movimiento de Hamilton (1.23), en términos de
las ecuaciones de Heisenberg serán

d

dt
p̂H(t) =

i

h̄

[

ĤH , p̂H(t)
]

,

d

dt
x̂H(t) =

i

h̄

[

ĤH , x̂H(t)
]

,

(1.269)

donde

ĤH ≡ H(p̂H(t), x̂H(t), t) (1.270)

es el Hamiltoniano en la imagen de Heisenberg. De igual forma, la ecuación de
movimiento para un observable arbitrario O(pi(t), xi(t), t), obtenida en la relación
(1.19) y utilizando la forma de un operador de Heisenberg

ÔH(t) ≡ O(p̂H(t), x̂H(t), t), (1.271)

se escribe como
d

dt
ÔH =

i

h̄
[ĤH , ÔH ] +

∂

∂t
ÔH . (1.272)

Estas reglas son conocidas como el principio de correspondencia de Heisenberg .
La relación entre la imagen de Schrödinger y la imagen de Heisenberg está dada

por el operador de evolución temporal. Sea Ô un observable arbitrario en la imagen
de Schrödinger

Ô(t) ≡ O(p̂, x̂, t). (1.273)
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Śı los estados |Ψa(t)〉 son un conjunto arbitrario completo de soluciones de la
ecuación de Schrödinger, donde a admite ı́ndices discretos y continuos, el operador
Ô(t) estará dado funcionalmente en términos de sus elementos de matriz

Oab(t) ≡ 〈Ψa(t)|Ô(t)|Ψb(t)〉. (1.274)

Ahora, podemos utilizar el operador unitario Û(t, 0) para ir a una nueva base inde-
pendiente del tiempo |ΨHa〉, definida por

|Ψa(t)〉 ≡ Û(t, 0)|ΨHa〉. (1.275)

En forma simultánea, transformamos los operadores de Schrödinger para ir de las
coordenadas canónicas p̂ y x̂ a los operadores canónicos de Heisenberg p̂H(t) y x̂H(t)
via

p̂H(t) ≡ Û(t, 0)−1 p̂ Û(t, 0), (1.276)

x̂H(t) ≡ Û(t, 0)−1 x̂ Û(t, 0). (1.277)

Al tiempo t = 0, los operadores de Heisenberg p̂H(t) y x̂H(t) coincinden con los
operadores independientes del tiempo de Schrödinger p̂ y x̂, respectivamente. Un
observable arbitrario Ô(t) se transforma en el operador asociado de Heisenberg como

ÔH(t) ≡ Û(t, ta)
−1O(p̂, x̂, t)Û(t, ta)

≡ O (p̂H(t), x̂H(t), t) .
(1.278)

Las matrices de Heisenberg OH(t)ab se obtienen de los operadores de Heisenberg
ÔH(t) hallando el valor esperado de ÔH(t) con respecto a los vectores base indepen-
dientes del tiempo |ΨHa〉:

OH(t)ab ≡ 〈ΨHa|ÔH(t)|ΨHb〉. (1.279)

Nótese que la dependencia temporal de estos elementos de matriz estará dada com-
pletamente en términos de la dependencia temporal de los operadores,

d

dt
OH(t)ab ≡ 〈ΨHa|

d

dt
ÔH(t)|ΨH b〉. (1.280)

Esto contrasta con la representación de Schrödinger (1.274), en donde el término
de la derecha debeŕıa contener dos términos mas, por la dependencia temporal de
las funciones de onda. De la ausencia de tales términos en (1.280) resulta posible
estudiar la ecuación de movimiento de las matrices de Heisenberg independiente-
mente de las base, considerando directamente los operadores de Heisenberg. En este
caso, es directo verificar que se cumple el principio de correspondencia de Heisenberg
Consideremos la derivada temporal de un observable arbitrario ÔH(t),

d

dt
ÔH(t) =

(

d

dt
Û−1(t, ta)

)

Ô(t)Û(t, ta)

+ Û−1(t, ta)

(

∂

∂t
Ô(t)

)

Û(t, ta) + Û−1(t, ta)Ô(t)

(

d

dt
Û(t, ta)

)

,
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el cual puede rearreglase como

[(

d

dt
Û−1(t, ta)

)

Û(t, ta)

]

Û−1(t, ta)Ô(t)Û(t, ta) (1.281)

+
[

Û−1(t, ta)Ô(t)Û(t, ta)
]

Û−1(t, ta)
d

dt
Û(t, ta) + Û−1(t, ta)

(

∂

∂t
Ô(t)

)

Û(t, ta).

Donde, utilizando (1.265), obtenemos

d

dt
ÔH(t) =

i

h̄

[

Û−1ĤÛ , ÔH

]

+ Û−1
(

∂

∂t
Ô(t)

)

Û . (1.282)

Luego de insertar la relación (1.278), encontramos la siguiente ecuación de
movimiento para el operador de Heisenberg:

d

dt
ÔH(t) =

i

h̄

[

ĤH , ÔH(t)
]

+

(

∂

∂t
Ô

)

H

(t). (1.283)

El valor promedio de esta ecuación con respecto a una base completa |Ψa〉, de
estados independientes del tiempo, en el espacio apropiado de Hilbert es válida para
las matrices de Heisenberg y resulta ser la ecuación de movimiento en la imagen
de Heisenberg. Para las variables del espacio fase pH(t), xH(t), estas ecuaciones se
reducen a las ecuaciones de movimiento de Hamilton (1.269).

Aśı, hemos mostrado que la mecánica cuántica matricial de Heisenberg es com-
pletamente equivalente a la mecánica cuántica de Schrödinger, y que las matrices
de Heisenberg cumplen las mismas ecuaciones de Hamilton tal como lo hacen los
observables clásicos.

1.9 Imagen de Interacción y Desarrollo Perturbativo

En algunos sistemas f́ısicos, el operador Hamiltoniano se puede separar en las sigui-
entes dos contribuciones

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1.284)

donde Ĥ0 es el operador Hamiltoniano de la part́ıcula libre, para el cual la ecuación
de Schrödinger Ĥ0|ψ(t)〉 = ih̄∂t|ψ(t)〉 puede ser resulta sin ninguna complicación,
y V̂ es un potencial de interacción, el cual perturba ligeramente estas soluciones.
En este caso es útil describir el sistema en la imagen de interacción de Dirac. Eli-
minamos la evolución temporal de las soluciones no perturbadas de Schrödinger y
definimos los estados

|ψI(t)〉 ≡ eiĤ0t/h̄|ψ(t)〉. (1.285)

La evolución temporal proviene del potencial de interacción V̂ y está regulada por
el operador de evolución temporal

ÛI(tb, ta) ≡ eiH0tb/h̄e−iH(tb−ta)/h̄e−iH0ta/h̄, (1.286)
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de donde tenemos
|ψI(tb)〉 = ÛI(tb, ta)|ψI(ta)〉. (1.287)

Si V̂ = 0, los estados |ψI(tb)〉 son independientes del tiempo y coinciden con los
estados de Heisenberg (1.275) del operador Ĥ0.

El operador ÛI(tb, ta) cumple la ecuación de movimiento

ih̄∂tbÛI(tb, ta) = VI(tb)ÛI(tb, ta), (1.288)

donde
V̂I(t) ≡ eiH0t/h̄V̂ e−iH0t/h̄ (1.289)

es el potencial en la imagen de interacción. Esta ecuación de movimiento puede
escribirse como una ecuación integral

ÛI(tb, ta) = 1− i

h̄

∫ tb

ta
dtVI(t)ÛI(t, ta). (1.290)

Con ayuda de la Ec. (1.289), podemos reescribir

ÛI(tb, ta) = 1− i

h̄

∫ tb

ta
dt eiĤ0t/h̄V e−iĤ0t/h̄ÛI(t, ta). (1.291)

Iterando esta ecuación encontramos una solución perturbativa del operador ÛI(tb, ta)
en potencias del potencial de interacción:

ÛI(tb, ta) = 1− i

h̄

∫ tb

ta
dt eiĤ0t/h̄V e−iĤ0t/h̄

+
(

− i

h̄

)2 ∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ eiĤ0t/h̄V e−iĤ0(t−t′)/h̄V e−iĤ0t′/h̄ + . . . . (1.292)

Utilizando esta expresión en el lado izquierdo de la Ec. (1.286), multiplicando la

ecuación a la izquierda por e−iĤ0tb/h̄ y a la derecha por eiĤ0ta/h̄, el operador puede
reescribirse como

e−iH(tb−ta)/h̄ = e−iH0(tb−ta)/h̄ − i

h̄

∫ tb

ta
dt e−iĤ0(tb−t)/h̄V e−iĤ0(t−ta)/h̄

+
(

− i

h̄

)2 ∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ e−iĤ0(tb−t)/h̄V e−iĤ0(t−t′)/h̄V e−iĤ0(t′−ta)/h̄ + . . . . (1.293)

Puede verse que este desarrollo es una solución recursiva de la ecuación integral

e−iH(tb−ta)/h̄ = e−iH0(tb−ta)/h̄ − i

h̄

∫ tb

ta
dt e−iĤ0(tb−t)/h̄V e−iĤ(t−ta)/h̄. (1.294)

Nótese que la corrección a menor orden concuerda con la fórmula hallada en (1.253).
Otra forma de presentar el desarrollo (1.293) es

e−iH(tb−ta)/h̄ = e−iH0tb/h̄ T̂ exp
{

− i

h̄

∫ tb

ta
dt eiĤ0t/h̄V e−iĤ0t/h̄

}

eiHta/h̄. (1.295)
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La cual se puede abreviar como una fórmula de operadores

eT (Â+B̂) = T̂ e
∫

T

0
dte(T−t)ÂB̂etÂ = eTÂT̂ e

∫

T

0
dte−tÂB̂etÂ. (1.296)

Debido a la presencia del operador de ordenamiento temporal, el lado derecho no
se puede evaluar con ayuda de la fórmula de Lie, también conocida como lema de
Hadamard

e−tÂB̂etÂ = B̂ − t[Â, B̂] +
t2

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . . . (1.297)

La evaluación se relega al Apéndice 2A. La expresión del lado derecho se conoce
como la el desarrollo de Campbell-Baker-Hausdorff

Una consecuencia simple del lema de Hadamard es la fórmula para la variación
del operador dependiente del tiempo Â(t):

δeÂ(t) =
∫ 1

0
dte(1−t)Â δÂ etÂ, (1.298)

la cual se obtiene de la Ec. (1.297) al utilizar la relación B̂ = δÂ y usando el

desarrollo de eT (Â+δÂ) − eTÂ a menor orden en δÂ. Es claro que ésta es otra forma
de expresar la Ec. (1.253).

1.10 Amplitud de la Evolución Temporal

En el desarrollo que sigue a continuación, los elementos de matriz del operador
de evolución temporal en términos de los estados base localizados serán de gran
importancia,

(xbtb|xata) ≡ 〈xb|Û(tb, ta)|xa〉. (1.299)

Estos elementos de matriz son llamados amplitud de la evolución temporal . La
matriz funcional (xbtb|xata) es también llamada propagador del sistema. Para un
sistema con un operador Hamiltoniano independiente del tiempo, donde Û(tb, ta)
está dado por (1.259), el propagador será

(xbtb|xata) = 〈xb| exp[−iĤ(tb − ta)/h̄]|xa〉. (1.300)

De las ecuaciones (1.265), este propagador cumple con la ecuación de Schrödinger

[H(−ih̄∂xb
,xb, tb)− ih̄∂tb ] (xbtb|xata) = 0. (1.301)

En mecánica cuántica de part́ıculas no relativistas, los propagadores importantes
son aquellos que van de tiempos anteriores a tiempos posteriores. De ah́ı que es
común introducir el llamado operador de evolución tempotal causal o operador de
evolución retardado:10

ÛR(tb, ta) ≡
{

Û(tb, ta), tb ≥ ta,
0, tb < ta,

(1.302)

10Comparese con la función de Green retardada, la cual será introducida en la Sección 18.1
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y la amplitud de evolución temporal causal o la amplitud de evolución retardada
asociada

(xbtb|xata)
R ≡ 〈xb|ÛR(tb, ta)|xa〉. (1.303)

Esta expresión es diferente de (1.299) sólo para el caso tb < ta, y dado que en
lo que sigue todas las fórmulas requieren el caso tb > ta, por brevedad se omite el
supeŕındice R. La expresión (1.302) puede reescribirse brevemente usando la función
de Heaviside definida como

Θ(t) ≡
{

1 for t > 0,
0 for t ≤ 0,

(1.304)

de donde tendremos

UR(tb, ta) ≡ Θ(tb − ta)Û(tb, ta), (xbtb|xata)
R ≡ Θ(tb − ta)(xbtb|xata). (1.305)

Otra función de Heaviside, la cual difiere de (1.304) sólo para el valor tb = ta es:

ΘR(t) ≡
{

1 for t ≥ 0,
0 for t < 0.

(1.306)

Ambas funciones de Heaviside tienen la propiedad de que su derivada es una
función δ de Dirac

∂tΘ(t) = δ(t). (1.307)

En el caso de que no sea importante el tipo de función Θ que se esta utilizando,
podemos ignorar el supeŕındice.

El propagador retardado cumple la ecuación de Schrödinger
[

H(−ih̄∂xb
,xb, tb)

R − ih̄∂tb
]

(xbtb|xata)
R = −ih̄δ(tb − ta)δ

(3)(xb − xa). (1.308)

El término no cero del lado derecho, aparece del término extra

−ih̄ [∂tbΘ(tb − ta)] 〈xbtb|xata〉=−ih̄δ(tb − ta)〈xbtb|xata〉=−ih̄δ(tb − ta)〈xbta|xata〉
(1.309)

y de la condición inicial 〈xbta|xata〉 = 〈xb|xa〉, obtenida de (1.267).
Si el Hamiltoniano no depende del tiempo, el propagador dependerá sólo de la

diferencia t = tb − ta. El propagador retardado se anula para t < 0. Aquellas
funciones f(t) con esta propiedad tendrán una transformada de Fourier con carac-
teŕısticas importantes. La integral

f̃(E) ≡
∫ ∞

0
dt f(t)eiEt/h̄ (1.310)

es una función anaĺıtica en el semi–plano superior del plano complejo de la enerǵıa.
La propiedad de anaĺıticidad es una condición necesaria y suficiente para introducir
un factor Θ(t) cuando se invierte la transformada de Fourier mediante la integral de
la enerǵıa

f(t) ≡
∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
f̃(E)e−iEt/h̄. (1.311)
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Para t < 0, la integración de contorno puede estar encerrada por un semićırculo
infinito en el semi–plano superior sin ninguna restricción. Además como el contorno
no encierra singularidades, este contorno puede contraerse a un punto, de donde
obtenemos f(t) = 0.

La función de Heaviside Θ(t), la función retardada más simple, tiene una repre-
sentación de Fourier que contiene sólo un polo en el origen del plano complejo de la
enerǵıa:

Θ(t) =
∫ ∞

−∞

dE

2π

i

E + iη
e−iEt, (1.312)

aqúı, η es un número positivo infinitamente pequeño. La representación integral está
indefinida para t = 0, por lo que habrá un número infinito de posibles definiciones
de la función de Heaviside, las cuales dependerán del valor asignado a la función
en el origen. Como caso especial mencionamos el valor medio de las funciones de
Heaviside (1.306) y (1.304), las cuales son igual a 1/2 en el origen:

Θ̄(t) ≡






1 for t > 0,
1
2 for t = 0,
0 for t < 0.

(1.313)

Por lo general, el valor en el origen es poco importante ya que la función de Heaviside
sólo aparece en la integral de funciones f(t) suaves. Esto hace de la función de
Heaviside una distribución con respecto a funciones de prueba suaves f(t), tal como
está definido en la Ec. (1.162). Las tres distribuciones Θr(t), Θ

l(t), y Θ̄(t) definen
una misma funcional lineal, con respecto de las función de prueba, dada por la
integral

Θ[f ] =
∫

dtΘ(t− t′)f(t′), (1.314)

al mismo tiempo, estas funciones son un elemento en el espacio de las distribuciones.

Como se comentó junto con la Ec. (1.162), las integrales de trayectoria definen
una distribución, y dan origen a una importante extensión de la teoŕıa de las dis-
tribuciones a ser introducida en el Caṕıtulo ??. Donde, se observará que la función
de Heaviside Θ̄(t− t′) es de suma importancia.

Antes de discutir el concepto de distribución introducimos, para su posterior uso,
una distribución relacionada

ǫ(t− t′) ≡ Θ(t− t′)−Θ(t′ − t) = Θ̄(t− t′)− Θ̄(t′ − t), (1.315)

la cual es una función que evita el origen, llendo de –1 a 1, definida de la siguiente
forma:

ǫ(t− t′) =











1 for t > t′,
0 for t = t′,

−1 for t < t′.
(1.316)
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1.11 Amplitud de Enerǵıa Fija

La transformada de Fourier de la amplitud de evolución temporal retardada (1.303)

(xb|xa)E =
∫ ∞

−∞
dtbe

iE(tb−ta)/h̄(xbtb|xata)
R =

∫ ∞

ta
dtbe

iE(tb−ta)/h̄(xbtb|xata) (1.317)

se conoce como la amplitud de enerǵıa fija.
Si el Hamiltoniano no depende del tiempo, sustituimos la Ec. (1.300) y encon-

tramos que las amplitudes de enerǵıa fija son los elementos de matriz

(xb|xa)E = 〈xb|R̂(E)|xa〉 (1.318)

del llamado operador resolvente

R̂(E) =
ih̄

E − Ĥ + iη
, (1.319)

el cual es la transformada de Fourier del operador de evolución temporal retardado
(1.302):

R̂(E) =
∫ ∞

−∞
dtb e

iE(tb−ta)/h̄ÛR(tb, ta) =
∫ ∞

ta
dtb e

iE(tb−ta)/h̄Û(tb, ta). (1.320)

Supongase que conocemos una solución completa de la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo, es decir, conocemos todas las soluciones |ψn〉 de la
ecuación

Ĥ|ψn〉 = En|ψn〉. (1.321)

Estas soluciones satisfacen las relación de completes

∑

n

|ψn〉〈ψn| = 1, (1.322)

la cual puede introducirse en el lado derecho de (1.300), entre los paréntesis de Dirac,
dando la representación espectral

(xbtb|xata) =
∑

n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa) exp [−iEn(tb − ta)/h̄] , (1.323)

donde las funciones

ψn(x) = 〈x|ψn〉 (1.324)

son las funciones de onda asociadas con los estados propios |ψn〉. Usando la trans-
formada de Fourier (1.317), obtenemos

(xb|xa)E =
∑

n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)Rn(E) =

∑

n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)

ih̄

E −En + iη
. (1.325)
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La amplitud de enerǵıa fija (1.317) contiene tanta información sobre el sistema
como la amplitud de evolución temporal, la cual pude obtenerse de esta relación
usando la transformada inversa de Fourier

(xbta|xata) =
∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
e−iE(tb−ta)/h̄(xb|xa)E . (1.326)

La pequeña cantidad iη adicionada a la enerǵıa E (1.325), puede verse como

El pequeño cambio iη sumado a la enerǵıa E (1.325), puede verse también como
sumado a cada una de las enerǵıas En, con lo cual la enerǵıa En se coloca infinites-
imalmente por debajo del eje real de las enerǵıas. Luego, las funciones de onda
tendrán un decaimiento exponencial, aproximandose a cero para tiempos infinitos:

e−i(En−iη)t/h̄ → 0. (1.327)

Este comportamiento, llamado prescripción iη, confirma la causalidad de la repre-
sentación de Fourier (1.326). En la integral de Fourier (1.326), el factor exponencial
eiE(tb−ta)/h̄ permite efectuar una integración de contorno, en el plano complejo de la
enerǵıa, sobre el eje real con ayuda de un semićırculo infinito. El semićırculo estará
en el semi–plano superior para tb < ta y en el semi–plano inferior para tb > ta. La
prescripción iη garantiza que para tb < ta, no hay polos dentro del contorno cerrado
con lo cual el propagador se anula. Por otro lado, para tb > ta, de acuerdo con el
teorema del residuo de Cauchy, de los polos en el semi–plano inferior obtenemos la
representación espectral (1.323) del propagador. Otra prescripción iη aparecerá, en
un contexto diferente, en la Sección 2.3.

Si los estados propios son no degenerados, el residuo de (1.325) en los polos es
directamente el producto de las funciones propias (el caso de los estados propios
degenerados será discutido en forma separada). Para un sistema con un continuo de
enerǵıas propias, hay un corte en el plano complejo de la enerǵıa el cual puede verse
como una sucesión de polos cercanos. En general, las funciones de onda pueden
recobrarse de la discontinuidad de las amplitudes (xb|xa)E en el corte, utilizando la
fórmula

disc

(

ih̄

E − En

)

≡ ih̄

E − En + iη
− ih̄

E − En − iη
= 2πh̄δ(E −En). (1.328)

Donde se ha utilizado una relación11 que se cumple para integrales de la variable E
que satisfacen:

1

E −En ± iη
=

P
E − En

∓ iπδ(E − En), (1.329)

y donde P significa que se utiliza el valor principal de la integral.

11Esta expresión son los primeros términos de la representación en potencias, para η > 0, de la
la razón: 1/(x± iη) = P/x∓ iπδ(x)+ η [πδ′(x) ± idxP/x]+O(η2). Comunmente llamada fórmula

de Sochocki.
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La integral de enerǵıa, en la discontinuidad, para la amplitud de enerǵıa fija
(1.325) (xb|xa)E reproduce la relación de completes (1.322), expresada entre los
estados locales 〈xb| and |xa〉,

∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
disc (xb|xa)E =

∑

n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa) = 〈xb|xa〉 = δ(D)(xb − xa). (1.330)

La relación de completes refleja la siguiente propiedad del operador resolvente:

∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
disc R̂(E) = 1̂. (1.331)

En general, si el sistema posee también un espectro continuo, entonces la relación
de completes contiene una integral espectral y la relación (1.322) tiene la forma

∑

n

|ψn〉〈ψn|+
∫

dν |ψν〉〈ψν | = 1. (1.332)

El continuo produce un corte rama en el plano complejo de la enerǵıa, y la expresión
(1.330) incluye una integral en la discontinuidad a lo largo del corte. Por brevedad,
la mayoŕıa de las veces el corte será omitido.

1.12 Amplitud de Part́ıculas Libres

El espectro de una part́ıcula libre con operador Hamiltoniano Ĥ = p̂2/2M , es un
continuo. Las funciones propias de este operador son (1.189) y su enerǵıa es E(p) =
p2/2M . Utilizando la relación de completes (1.187) en la Ec. (1.300), obtenemos la
siguiente representación de Fourier para la amplitud de evolución temporal de una
part́ıcula libre

(xbtb|xata) =
∫ dDp

(2πh̄)D
exp

{

i

h̄

[

p(xb − xa)−
p2

2M
(tb − ta)

]}

. (1.333)

Las integrales del momentum también pueden hallarse fácilmente. Primero, llevamos
el exponente a una cuadratura y lo reescribimos como

p(xb − xa)−
1

2M
p2(tb − ta) =

1

2M

(

p− 1

M

xb − xa

tb − ta

)2

(tb − ta)−
M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
.

(1.334)
Luego, se reemplazan las variables de integración por el nuevo momentum p′ =
p− (xb − xa)/(tb − ta)M , y la amplitud (1.333) será

(xbtb|xata) = F (tb − ta) exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

, (1.335)

donde F (tb − ta) es la integral sobre los nuevos momenta

F (tb − ta) ≡
∫

dDp′

(2πh̄)D
exp

{

− i

h̄

p′ 2

2M
(tb − ta)

}

. (1.336)
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Para hacer esto, utilizamos la fórmula integral de Fresnel

∫ ∞

−∞

dp√
2π

exp
(

i
a

2
p2
)

=
1

√

|a|

{ √
i, a > 0,

1/
√
i, a < 0.

(1.337)

Aqúı el factor
√
i representa la fase eiπ/4: Lo cual se sigue de la fórmula de Gauss

∫ ∞

−∞

dp√
2π

exp
(

−α
2
p2
)

=
1√
α
, Reα > 0, (1.338)

por continuación análitica de α hacia el lado positivo del semi–plano complejo.
Siempre que tengamos Reα > 0, esta continuación es directa. En las fronteras, es
decir, sobre la parte positiva o negativa del eje imaginario, es necesario ser cuidadoso.
Para el caso α = ±ia+ η donde a>

<
0 y para η > 0 infinitesimal, la integral converge

resultando (1.337). La integral también converge para η = 0, como puede verse
usando la substitución x2 = z. Ver Apéndice 1B.

Note que la diferenciación, con respecto a α, de la Ec. (1.338) da origen a una
forma más general de la fórmula integral Gaussiana

∫ ∞

−∞

dp√
2π

p2n exp
(

−α
2
p2
)

=
1√
α

(2n− 1)!!

αn
Reα > 0, (1.339)

donde el factor (2n− 1)!! se define como el producto (2n− 1) · (2n− 3) · · ·1. Para
potencias impares p2n+1, la integral se anula. En la fórmula integral de Fresnel
(1.337), el término extra p2n en el integrando da origen al factor (i/a)n.

Dado que la fórmula de Fresnel es un caso especial de continuación análitica de la
fórmula de Gauss, en lo que resta hablaremos siempre de integración de Gaussianas,
y heremos referencia a Fresnel sólo si es necesario enfatizar la naturaleza imaginaria
del exponente cuadrático.

Aplicando la fórmula a (1.336), obtenemos

F (tb − ta) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
D , (1.340)

de tal suerte que la amplitud de la evolución temporal total de una part́ıcula puntual
masiva es

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
D exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

. (1.341)

En el ĺımite tb → ta, el lado izquierdo de la expresión es el producto escalar 〈xb|xa〉 =
δ(D)(xb − xa), que implica el siguiente ĺımite para la función δ

δ(D)(xb − xa) = lim
tb−ta→0

1
√

2πih̄(tb − ta)/M
D exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

. (1.342)
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Usando la Ec. (1.333) en la Ec. (1.317), obtenemos para la amplitud de enerǵıa
fija la siguiente representación integral

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
d(tb − ta)

∫

dDp

(2πh̄)D
exp

{

i

h̄

[

p(xb − xa) + (tb − ta)

(

E − p2

2M

)]}

.

(1.343)

Efectuando la integración temporal tenemos

(xb|xa)E =
∫ dDp

(2πh̄)D
exp [ip(xb − xa)]

ih̄

E − p2/2M + iη
, (1.344)

donde se ha insertado el factor de amortiguamiento e−η(tb−ta) en la integral para
asegurar la convergencia para valores grandes de tb − ta. Para obtener un resultado
más expĺıcito es conveniente calcular la transformada de Fourier (1.341):

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
d(tb − ta)

1
√

2πih̄(tb − ta)/M
D exp

{

i

h̄

[

E(tb − ta) +
M

2

(xb−xa)
2

tb − ta

]}

.

(1.345)

Para E < 0, usamos

κ ≡
√

−2ME/h̄2, (1.346)

y la integración puede hacerse con la ayuda de la fórmula12

∫ ∞

0
dt tν−1e−iγt+iβ/t = 2

(

β

γ

)ν/2

e−iνπ/2K−ν(2
√

βγ), (1.347)

donde Kν(z) es la función modificada de Bessel, la cual cumple Kν(z) = K−ν(z).
13

El resultado es

(xb|xa)E = −i2M
h̄

κD−2

(2π)D/2

KD/2−1(κR)

(κR)D/2−1 , (1.348)

donde R ≡ |xb − xa|. La función modificada de Bessel más simple es14

K1/2(z) = K−1/2(z) =

√

π

2z
e−z, (1.349)

y aśı obtenemos para D = 1, 2, 3, las amplitudes

−iM
h̄

1

κ
e−κR, − i

M

h̄

1

π
K0(κR), − i

M

h̄

1

2πR
e−κR. (1.350)

12I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products , Academic Press,
New York, 1980, ver expresiones 3.471.10, 3.471.11, y 8.432.6

13ibid., ver expresión 8.486.16
14M. Abramowitz and I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions , Dover, New York, 1965,

ver expresión 10.2.17.
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Puesto que en R = 0 la amplitud (1.348) es finita para todo D ≤ 2, en-
tonces podemos usar el ĺımite de argumento pequeño para las funciones asociadas
de Bessel15

Kν(z) = K−ν(z) ≈
1

2
Γ(ν)

(

z

2

)−ν
for Re ν > 0, (1.351)

y obtendremos

(x|x)E = −i2M
h̄

κD−2

(4π)D/2
Γ(1−D/2). (1.352)

Este resultado puede continuarse análiticamente para D > 2, lo cual será necesario
más tarde (ver por ejemplo la subsección 4.9.4).

Para E > 0 escribimos
k ≡

√

2ME/h̄2 (1.353)

y usando la fórmula16

∫ ∞

0
dttν−1eiγt+iβ/t = iπ

(

β

γ

)ν/2

e−iνπ/2H
(1)
−ν (2

√

βγ), (1.354)

donde H(1)
ν (z) es la función de Hankel, encontramos

(xb|xa)E =
Mπ

h̄

kD−2

(2π)D/2

H
(1)
D/2−1(kR)

(kR)D/2−1 . (1.355)

La relación17

Kν(−iz) =
π

2
ieiνπ/2H(1)

ν (z) (1.356)

conecta las dos fórmulas entre si cuando se hace la continuación de valores positivos
a negativos de la enerǵıa, donde se reemplaza κ por e−iπ/2k = −ik.

Para valores grandes del argumento, el comportamiento asintótico18

Kν(z) ≈
√

π

2z
e−z, H(1)

ν (z) ≈
√

2

πz
ei(z−νπ/2−π/4) (1.357)

muestra que la amplitud de enerǵıa fija, para E < 0, se comporta como

(xb|xa)E ≈ −iM
h̄
κD−2

1

(2π)(D−1)/2
1

(κR)(D−1)/2
e−κR/h̄, (1.358)

y para E > 0 como

(xb|xa)E ≈ M

h̄
kD−2

1

(2πi)(D−1)/2
1

(kR)(D−1)/2
eikR/h̄. (1.359)

Para D = 1 y 3, estas expresiones asintóticas valen para todo R.

15ibid., ver expresión 9.6.9.
16ibid., ver expresiones 3.471.11 y 8.421.7.
17ibid., ver expresión 8.407.1.
18ibid., ver expresiones 8.451.6 y 8.451.3.
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1.13 Mecánica Cuántica de Sistemas Lagrangianos en
General

Una extensión del formalismo mecánico cuántico a sistemas descritos por un con-
junto completamente general de coordenadas Lagrangianas q1, . . . , qN no es directo.
Esto sólo es posible cuando qi (i = 1, . . . , N) es una reparametrización curviĺınea
de un espacio Eucĺıdeo de D dimensiones, el cual es un caso especial. Aqúı con
N = D y con el cambio de variable de xi a qj en la ecuación de Schrödinger obten-
emos correctamente la mecánica cuántica. En lo que sigue, resultará útil etiquetar
las coordenas curviĺıneas con supeŕındices griegos, y escribir qµ en lugar de qj . Esto
ayudará cuando escribamos todas las ecuaciones resultantes en una forma completa-
mente covariante bajo una transformación de coordenadas. En la definición original
de coordenadas generalizadas en la Ec. (1.1), esto no era necesario dado que las
propiedades de transformación eran ignoradas. Para las coordenadas Cartesianas
usaremos ı́ndices latinos, tanto como sub–́ındices como supeŕındices. La transfor-
mación de coordenadas xi = xi(qµ), implica que la relación entre las derivadas
∂µ ≡ ∂/∂qµ y ∂i ≡ ∂/∂xi es:

∂µ = eiµ(q)∂i, (1.360)

con la matriz de transformación

eiµ(q) ≡ ∂µx
i(q) (1.361)

llamada base D-ada (en 3 dimensiones triada, en 4 dimensiones tetrada, etc.). Sea
ei

µ(q) = ∂qµ/∂xi la matriz inversa (suponiendo que esta existe) y la llamamos la
D-ada rećıproca, la cual cumple la relaciones de ortogonalidad y completes con eiµ

eiµ ei
ν = δµ

ν , eiµ ej
µ = δij. (1.362)

De aqúı la relación (1.360) puede invertirse como

∂i = ei
µ(q)∂µ (1.363)

y obtenemos la transformación curviĺınea de los operadores del momentum
mecánico–cuántico Cartesianos

p̂i = −ih̄∂i = −ih̄eiµ(q)∂µ. (1.364)

El operador Hamiltoniano de una part́ıcula libre

Ĥ0 = T̂ =
1

2M
p̂2 = − h̄2

2M
∇

2 (1.365)

se transforma en

Ĥ0 = − h̄2

2M
∆, (1.366)



56 1 Fundamentos

donde ∆ es el Laplaciano expresado en coordenadas curviĺıneas:

∆ = ∂2i = eiµ∂µei
ν∂ν

= eiµei
ν∂µ∂ν + (eiµ∂µei

ν)∂ν . (1.367)

Introducimos ahora el tensor de la métrica

gµν(q) ≡ eiµ(q)e
i
ν(q), (1.368)

junto con su inverso
gµν(q) = eiµ(q)ei

ν(q), (1.369)

definido por la relación gµνgνλ = δµλ, y la llamada conección afin

Γµν
λ(q) = −eiν(q)∂µeiλ(q) = ei

λ(q)∂µe
i
ν(q). (1.370)

Con esto el Laplaciano es de la forma

∆ = gµν(q)∂µ∂ν − Γµ
µν(q)∂ν , (1.371)

donde Γµ
λν se define por la contracción

Γµ
λν ≡ gλκΓµκ

ν . (1.372)

La razón por la cual (1.368) es llamado el tensor métrico es la siguiente: el cuadrado
de la distancia infinitesimal entre dos puntos en coordenadas Cartesianas

ds2 ≡ dx2 (1.373)

en coordenadas curviĺıneas se transforma en

ds2 =
∂x

∂qµ
∂x

∂qν
dqµdqν = gµν(q)dq

µdqν. (1.374)

El elemento de volumen infinitesimal dDx está dado por

dDx =
√
g dDq, (1.375)

donde
g(q) ≡ det (gµν(q)) (1.376)

es el determinante del tensor métrico. Utilizando este determinandte, construimos
la cantidad

Γµ ≡ g−1/2(∂µg
1/2) =

1

2
gλκ(∂µgλκ) (1.377)

y podemos ver que es igual a la conección afin con una contracción

Γµ = Γµλ
λ. (1.378)
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Además, de la matriz inversa (1.369) tenemos

Γµ
µν = −∂µgµν − Γµ

νµ. (1.379)

Ahora, usando el hecho de que las derivadas ∂µ, ∂ν aplicadas a la transformación
de las coordenadas xi(q) conmutan, dando como resultado que Γµν

λ sea simétrica
en µν, i.e., Γµν

λ = Γνµ
λ de donde Γµ

νµ = Γν . De aqúı y con la relación (1.377)
encontramos la rotación

Γµ
µν = − 1√

g
(∂µg

µν√g), (1.380)

la cual permite reescribir el operador de ∆ de Laplace en una forma más compacta

∆ =
1√
g
∂µg

µν√g∂ν . (1.381)

Esta expresión es llamada el operador de Laplace-Beltrami .19 Hemos mostrado aśı,
que para un Hamiltoniano en el espacio Eucĺıdeo

H(p̂,x) =
1

2M
p̂2 + V (x), (1.382)

la ecuación de Schrödinger en coordenadas curviĺıneas es

Ĥψ(q, t) ≡
[

− h̄2

2M
∆+ V (q)

]

ψ(q, t) = ih̄∂tψ(q, t), (1.383)

donde V (q) es una notación breve para V (x(q)). El producto escalar de dos fun-
ciones de onda

∫

dDxψ∗2(x, t)ψ1(x, t), el cual determina la amplitud de transición del
sistema, se transforma en

∫

dDq
√
g ψ∗2(q, t)ψ1(q, t). (1.384)

Es importante notar que esta ecuación de Schrödinger no debe ser obtenida
por una aplicación directa del formalismo canónico a la versión de coordenadas
tranformadas del Lagrangiano Cartesiano

L(x, ẋ) =
M

2
ẋ2 − V (x). (1.385)

Como las velocidades se transforman como

ẋi = eiµ(q)q̇
µ, (1.386)

el Lagrangiano será

L(q, q̇) =
M

2
gµν(q)q̇

µq̇ν − V (q). (1.387)

19Detalles serán dados más tarde en las Ecs. (11.12)–(11.18).
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Hasta un factor M , la métrica es igual a la métrica Hessiana del sistema, la cual
depende sólo de qµ [recordemos (1.12)]:

Hµν(q) =Mgµν(q). (1.388)

Los momenta canónicos son

pµ ≡ ∂L

∂q̇µ
=Mgµν q̇

ν . (1.389)

Los operadores mecánico cuánticos asociados del momentum p̂µ tienen que ser
Hermı́ticos en el producto escalar (1.384) y deben satisfacer las reglas de con-
mutación canónicas (1.268):

[p̂µ, q̂
ν ] = −ih̄δµν ,

[q̂µ, q̂ν ] = 0, (1.390)

[p̂µ, p̂ν ] = 0.

Con la siguiente expresión directa

p̂µ = −ih̄g−1/4∂µg1/4, q̂µ = qµ. (1.391)

Las reglas de conmutación son válidas para −ih̄g−z∂µgz para toda potencia z, pero
sólo z = 1/4 da como resultado un operador de momentum Hermı́tico:

∫

d3q
√
gΨ∗2(q, t)[−ih̄g−1/4∂µg1/4Ψ1(q, t)] =

∫

d3q g1/4Ψ∗2(q, t)[−ih̄∂µg1/4Ψ1(q, t)]

=
∫

d3q
√
g [−ih̄g−1/4∂µg1/4Ψ2(q, t)]

∗Ψ1(q, t), (1.392)

resultado que puede obtenerse fácilmente por integración parcial.
En términos de la expresión (1.377), podemos reescribir el operador de momen-

tum como

p̂µ = −ih̄(∂µ + 1
2Γµ). (1.393)

Considerando ahora el Hamiltoniano clásico asociado con el Lagrangiano (1.387),
el cual por la relación (1.389) resulta ser

H = pµq̇
µ − L =

1

2M
gµν(q)p

µpν + V (q). (1.394)

Cuando se intenta llevar esta expresión a un operador Hamiltoniano, nos encotramos
con el problema de ordenamiento de operadores discutido junto con la Ec. (1.101). El
principio de correspondencia requiere reemplazar los momenta pµ por los operadores
del momentum p̂µ, pero este principio no especifica la posición de estos operadores
con respecto a las coordenadas qµ contenidas en la métrica inversa gµν(q). Una
restricción importante es la proporcionada por el requerimiento de Hermiticida del
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operador Hamiltoniano, pero esto no es suficiente para obtener una forma unica.
Podemos, por ejemplo, definir el operador Hamiltoniano canónico como

Ĥcan ≡ 1

2M
p̂µgµν(q)p̂

ν + V (q), (1.395)

en el cual los operadores del momentum tienen que arreglarse simétricamente alrede-
dor de la métrica inversa para obtener a la Hermiticidad. Sin embargo, este operador
no es el operador de Schrödinger correcto dado en (1.383). El término cinético con-
tiene lo que llamamos el Laplaciano canónico

∆can = (∂µ + 1
2Γµ) g

µν(q) (∂ν + 1
2Γν). (1.396)

Este operador difiere del operador de Laplace-Beltrami (1.381) dado en (1.383) por
la cantidad

∆−∆can = − 1
2∂µ(g

µνΓν)− 1
4g

µνΓνΓµ. (1.397)

El operador Hamitoniano correcto podŕıa obtenerse distribuyendo simétricamente
parejas de factores mudos g1/4 y g−1/4 entre los operadores canónicos [5]:

Ĥ =
1

2M
g−1/4p̂µg

1/4gµν(q)g1/4p̂νg
−1/4 + V (q). (1.398)

El operador tiene el mismo ĺımite clásico (1.394) como (1.395). Desafortunadamente,
el principio de correspondencia no dice como ordenar los factores clásicos antes de
ser reemplazados por operadores.

El sistema más simple que exhibe el error de las reglas de cuantización canónica
es el de una part́ıcula libre en un plano, descrito por las coordenadas q1 = r, q2 = ϕ:

x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. (1.399)

Dado que el cuadrado de la distancia infinitesimal es ds2 = dr2 + r2dϕ2, la métrica
tiene la forma

gµν =

(

1 0
0 r2

)

µν

. (1.400)

De donde su determinante es

g = r2 (1.401)

y la inversa es

gµν =

(

1 0
0 r−2

)µν

. (1.402)

Luego, el operador de Laplace-Beltrami será

∆ =
1

r
∂rr∂r +

1

r2
∂ϕ

2. (1.403)
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Por otro lado, el Laplaciano canónico es

∆can = (∂r + 1/2r)2 +
1

r2
∂ϕ

2

= ∂r
2 +

1

r
∂r −

1

4r2
+

1

r2
∂ϕ

2. (1.404)

Por lo tanto la diferencia dada en (1.397) será

∆can −∆ = − 1

4r2
. (1.405)

Nótese que esta discrepancia aparece aun cuando no hay un problema aparente
de ordenamiento en la sencilla expresión cuantizada canónica p̂µgµν(q) p̂

ν dada en
(1.404). Sólo la necesidad de introducir los factores mudos g1/4 y g−1/4 da origen a
tales problemas, por lo cual se requiere determinar un ordenamiento para obtener
el resultado correcto.

Si las coordenadas qi del Lagrangiano no reparametrizan un espacio Eucĺıdeo,
sino que dan los puntos de una geometŕıa en general, entonces no es podemos pro-
ceder como se hizo lineas arruba y obtener el operador de Laplace-Beltrami por
una transformación de coordenadas de un Laplaciano Cartesiano. Al ser, en coor-
denadas curviĺıneas, poco confiable de las reglas de cuantización canónicas hay, a
primera vista, varias dificultades para cuantizar tal sistema. Esta es la razón por
la cual hay en la literatura muchas propuestas de como manejar este problema [6].
Por fortuna, una gran variedad de sistemas no Cartesianos permite una descripción
mecánico cuántico única en bases completamente diferentes. Estos sistemas tienen
en común la propiedad de que su Hamiltoniano puede expresarse en términos de los
generadores de un grupo de movimiento en el sistema cooredenado general. Por ra-
zones de simetŕıa, el principio de correspondencia debe imponerse a los generadores
del grupo y las coordenadas, y no sobre los paréntesis de Poisson de las variables
canónicas p y q. Los paréntesis que contienen dos generadores de grupo dan cuenta
de la estructura del grupo, mientras que aquellos que contienen un generador y una
coordenada definen la representación del grupo en el espacio de configuración. El
reemplazo de estos paréntesis por las regla de conmutación constituye propiamente
la cuantización canónica de coordenadas Cartesianas a Coordenadas no Cartesianas.
El reemplazo es llamado cuantización de grupo. La regla de reemplazamiento será
llamada principio de correspondencia de grupo. Las reglas conmutación canónicas
en el espacio Eucĺıdeo pueden verse como un caso especial de las reglas de con-
mutación entre generadores de grupo, es decir, el álgebra de Lie del grupo. En un
sistema coordenado Cartesiano, el grupo de movimiento es el grupo Euclideano que
contiene traslaciones y rotaciones. Los generadores de las traslaciones y rotaciones
son el momentum y el momentum angular, respectivamente. De acuerdo al principio
de correspondencia de grupo, los paréntesis de Poisson entre los generadores y las
coordenadas tienen que ser reemplazados por reglas de conmutación. Aśı, en un
espacio Euclideano, las reglas de conmutación entre generadores de grupo y coorde-
nadas llevan a las reglas de cuantización canónicas, y esta parece ser la razón por
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la cual las reglas canónicas son correctas. En sistemas donde la enerǵıa depende de
los generadores del grupo de movimiento más que de las traslaciones, por ejemplo
del momentum angular, en la cuantización tiene que usarse los conmutadores entre
los generadores en lugar de usar los conmutadores canónicos entre la posición y los
momenta.

El primer ejemplo de tales sistemas es el de una part́ıcula sobre la superficie de
una esfera o un trompo giratorio, cuya cuantización será discutida a continuación.

1.14 Part́ıcula sobre la Surperficie de una Esfera

Una pat́ıcula moviendose sobre una esfera de radio r, cuyas coodenadas son

x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ, (1.406)

tendrá el Lagrangiano

L =
Mr2

2
(θ̇2 + sin2 θ ϕ̇2). (1.407)

Los momenta canónicos de la part́ıcula son

pθ =Mr2θ̇, pϕ =Mr2 sin2 θ ϕ̇, (1.408)

y el Hamiltoniano clásico estará dado por

H =
1

2Mr2

(

p2θ +
1

sin2 θ
p2ϕ

)

. (1.409)

De acuerdo a las reglas de cuantización canónicas, los momenta serán los operadores

p̂θ = −ih̄ 1

sin1/2 θ
∂θ sin

1/2 θ, p̂ϕ = −ih̄∂ϕ. (1.410)

Como se explica en la sección anterior, no es necesariamente cierto que al inter-
cambiar estos operadores del momentum en el Hamiltoniano (1.409) obtengamos el
operador Hamiltoniano correcto del sistema. Más aún, no existe una transformación
propia de coordenadas de la superficie de la esfera a las coordenadas Cartesianas20,
de tal forma que una part́ıcula sobre una esfera no puede tratarse con las reglas de
cuantización Cartesianas (1.268):

[p̂i, x̂
j] = −ih̄δij,

[x̂i, x̂j] = 0, (1.411)

[p̂i, p̂j] = 0.

20Sin embargo, existen algunas transformaciones de coordenadas noholonómicas infinitesimales,
las cuales son multivaluadas, que pueden ser usadas para transformar distancias infinitesimales
de un espacio curvo en uno plano. Tales transformaciones serán introducidas y utilizadas en las
Secciones 10.2 y Apéndice 10A, donde obtendremos la misma descripción mecánico cuántica que
se presenta en esta sección
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La ayuda que puede obtenerse viene de las propiedades de grupo del movimiento
sobre la superficie de la esfera. El momentum angular

L = x× p (1.412)

puede cuantizarse uńıvocamente en coordenadas Cartesianas, y el operador tiene la
siguiente forma

L̂ = x̂× p̂. (1.413)

Además, las componentes de este operador satisfacen las reglas de conmutación del
grupo de rotación del álgebra de Lie

[L̂i, L̂j ] = ih̄L̂k (i, j, k cyclic). (1.414)

Notemos que no hay problema en el ordenamiento de los factores, ya que tanto los
operadores x̂i como p̂i están etiquetados con diferentes ind́ıces en cada L̂k. Una
propiedad importante del operador momentum es su carácter homogéneo en la vari-
able x. Una consecuencia de esto es que al cambiar de las coordenadas Cartesianas
a coordenadas esféricas

x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ, (1.415)

la coordenada radial se cancela, de tal forma que el operador del momentum angular
es sólo función de las variables angulares θ, ϕ:

L̂1 = ih̄ (sinϕ ∂θ + cot θ cosϕ ∂ϕ) ,

L̂2 = −ih̄ (cosϕ ∂θ − cot θ sinϕ ∂ϕ) , (1.416)

L̂3 = −ih̄∂ϕ.

Una forma natural de cuantizar el sistema, haciendo uso de los operadores L̂i, es
re–expresar el Hamiltoniano clásico (1.409) en términos del momenta angular clásico

L1 = Mr2
(

− sinϕ θ̇ − sin θ cos θ cosϕ ϕ̇
)

,

L2 = Mr2
(

cosϕ θ̇ − sin θ cos θ sinϕ ϕ̇
)

, (1.417)

L3 = Mr2 sin2 θ ϕ̇

el cual queda de la forma

H =
1

2Mr2
L2, (1.418)

y reemplazar los momenta aungular por los operadores (1.416). El operador Hamil-
toniano resultante es:

Ĥ =
1

2Mr2
L̂2 = − h̄2

2Mr2

[

1

sin θ
∂θ (sin θ ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2ϕ

]

. (1.419)

Se sabe que las funciones propias que diagonalizan el operador invariante de rotación
L̂2, pueden elegirse tal que diagonalizen simultáneamente una de las componentes
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L̂i, como por ejemplo la tercera componente (L̂3), y en tal caso estas funciones
propias son los armónicos esféricos

Ylm(θ, ϕ) = (−1)m
[

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

]1/2

Pm
l (cos θ)eimϕ, (1.420)

donde Pm
l (z) son los polinomios asociados de Legendre

Pm
l (z) =

1

2ll!
(1− z2)m/2 d

l+m

dxl+m
(z2 − 1)l. (1.421)

Los armónicos esféricos son ortogonales con respecto al producto escalar

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dϕ Y ∗lm(θ, ϕ)Yl′m′(θ, ϕ) = δll′δmm′ , (1.422)

el cual es un invariante de rotación.
De esta cuantización de grupo pueden aprenderse dos lecciones. Primero, el

operador Hamiltoniano cuantizado (1.419) no se obtiene de substituir la expresión
(1.410) en la expresión (1.409). El resultado correcto se obtiene de la distribución
de los términos mudos

g−1/4 = r−1 sin−1/2θ, g1/4 = r sin1/2θ (1.423)

entre los operadores del momentum canónico, tal como se comenta previamente en
la Ec. (1.398). Segundo, tal como en el caso de coordenadas polares, el operador
Hamiltoniano correcto es

Ĥ = − h̄2

2M
∆, (1.424)

donde ∆ es el operado de Laplace-Beltrami asociado con la métrica

gµν = r2
(

1 0
0 sin2 θ

)

, (1.425)

i.e.,

∆ =
1

r2

[

1

sin θ
∂θ (sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2ϕ

]

. (1.426)

1.15 Trompo giratorio

En en el estudio del trompo giratorio, una vez más el punto de partida óptimo es
el el Hamiltoniano expresado en términos del momentum angular clásico, y no el
Lagrangiano clásico. En el caso simétrico, en el cual los dos momentos de inercia
coinciden, el Hamiltoniano tiene la forma

H =
1

2Iξ
(Lξ

2 + Lη
2) +

1

2Iζ
Lζ

2, (1.427)
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donde Lξ, Lη, Lζ son las componentes del momentum angular orbital orientadas en la
dirección de los ejes principales del cuerpo, y donde Iξ, Iη ≡ Iξ, Iζ son los momentos
de inercia correspondientes. El momentum angular clásico de una agregado de masas
puntuales está dado por

L =
∑

ν

xν × pν , (1.428)

aqúı, la suma en ν corre sobre todas las masas puntuales. El momentum angular
posee un operador único

L̂ =
∑

ν

x̂ν × p̂ν , (1.429)

y donde se cumplen las reglas conmutación (1.414) para las componentes L̂i. En
virtud de que las rotaciones no cambian la distancia entre las masas puntuales, tales
rotaciones conmutan con las constricciones del cuerpo ŕıgido. Si el centro de masa
del cuerpo ŕıgido se coloca en el origen, las orientaciones en el espacio son lo únicos
grados de libertad dinámicos. Estas orientaciones pueden fijarse por la matriz de
rotación, la cual proporciona al cuerpo una orientación estándar de referencia. Pode-
mos escoger esta orientación como aquella que tenga los ejes principales del cuerpo
alineados con las direcciones x, y, z, respectivamente. Una orientación arbitraria se
obtiene al aplicar rotaciones finitas a cada punto del cuerpo. Estas rotaciones es-
tarán dadas por las matrices ortonormales Rij de dimensión 3 × 3. El espacio de
estas matrices tiene tres grados de libertad. Omitiendo los ind́ıcies de las matrices,
podemos descomponer las matrices de rotación como

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ), (1.430)

donde R3(α), R3(γ) son rotaciones en los ángulos α, γ, respectivamente, alrededor
del eje z, y R2(β) es una rotación alrededor del eje y en el ángulo β. Las matrices
de rotación pueden expresarse como la exponencial

Ri(δ) ≡ e−iδLi/h̄, (1.431)

donde δ es el ángulo de rotación y Li son los generadores matriciales de las rotaciones,
cuyos elementos son

(Li)jk = −ih̄ǫijk. (1.432)

Es muy simple ver que estos generadores satisfacen las reglas de conmutación (1.414)
del operador del momentum angular. Los ángulos α, β, γ son llamados ángulos de
Euler .

Las matrices 3×3 de rotación permiten expresar rotaciones infinitesimales alrede-
dor de los tres ejes coordenados como una operador diferencial que es función de
los tres ángulos de Euler. Sea ψ(R) la función de onda del trompo giratorio que
da la amplitud de probabilidad de las diferentes orientaciones, las cuales aparecen
de la orientación estándar de la matriz de rotación R = R(α, β, γ). Una posterior
rotación, R(α′, β ′, γ′), da la nueva función de onda ψ′(R) = ψ(R−1(α′, β ′, γ′)R).
Esta transformación puede ser descrita por el operador diferencial unitario

Û(α′, β ′, γ′) ≡ e−iα
′L̂3e−iβ

′L̂2e−iγ
′L̂3, (1.433)
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donde L̂i representa los generadores de la rotación en términos de operadores difer-
enciales. Para calcular estos operadores, notemos que la matriz 3 × 3 R−1(α, β, γ)
tienes las siguientes derivadas

−ih̄∂αR−1 = R−1L3,

−ih̄∂βR−1 = R−1(cosαL2 − sinαL1), (1.434)

−ih̄∂γR−1 = R−1 [cos β L3 + sin β(cosαL1 + sinαL2)] .

La primera relación se resuelve de inmediato, la segunda relación se sigue del gene-
rador

e−iαL3/h̄L2e
iαL3/h̄ = cosαL2 − sinαL1, (1.435)

que puede obtenerse de la fórmula de Lie (1.297) junto con la reglas de conmutación
(1.432), de las matrices Li de dimensión 3 × 3. La tercera relación requiere de la
rotación

e−iβL2/h̄L3e
iβL2/h̄ = cos βL3 + sin βL1. (1.436)

Si resolvemos las relaciones (1.434) encontramos los siguientes operadores diferen-
ciales que generan las rotaciones [7]:

L̂1 = ih̄

(

cosα cotβ ∂α + sinα ∂β −
cosα

sin β
∂γ

)

,

L̂2 = ih̄

(

sinα cotβ ∂α − cosα ∂β −
sinα

sin β
∂γ

)

, (1.437)

L̂3 = −ih̄∂α.

Utilizando estos operadores diferenciales en el argumento de las exponenciales
(1.433), obtenemos

Û(α′, β ′, γ′)R−1Û−1(α′, β ′, γ′)(α, β, γ) = R−1(α, β, γ)R(α′, β ′, γ′),

Û(α′, β ′, γ′)R(α, β, γ)Û−1(α′, β ′, γ′) = R−1(α′, β ′, γ′)R(α, β, γ), (1.438)

es decir, Û(α′, β ′, γ′)ψ(R) = ψ′(R), como se deseaba.

En el Hamiltoniano (1.427), necesitamos las componentes de L̂ sobre los ejes del
cuerpo ŕıgido, las cuales se obtienen aplicando la rotación R(α, β, γ) a las matrices
3× 3 Li

Lξ = RL1R
−1 = cos γ cos β(cosαL1 + sinαL2)

+ sin γ(cosαL2 − sinαL1)− cos γ sin β L3,

Lη = RL2R
−1 = − sin γ cos β(cosαL1 + sinαL2) (1.439)

+ cos γ(cosαL2 − sinαL1) + sin γ sin β L3,

Lζ = RL3R
−1 = cos β L3 + sin β(cosαL1 + sinαL2),
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y reemplazando Li → L̂i en las expresiones finales. Introduciendo (1.437), encon-
tramos los operadores

L̂ξ = ih̄

(

− cos γ cot β ∂γ − sin γ ∂β +
cos γ

sin β
∂α

)

,

L̂η = ih̄

(

sin γ cotβ ∂γ − cos γ ∂β −
sin γ

sin β
∂α

}

, (1.440)

L̂ζ = −ih̄∂γ .

Nótese que estas reglas de conmutación tienen signo opuesto con respecto a las reglas
de conmutación de las Ecs. (1.414) de los operadores L̂i:

21

[L̂ξ, L̂η] = −ih̄L̂ζ , ξ, η, ζ = cyclic. (1.441)

El signo puede entenderse al escribir

L̂ξ = aiξL̂i, L̂η = aiηL̂i, L̂ζ = aiζL̂i, (1.442)

donde aiξ, a
i
η, a

i
ζ , son las componentes de los ejes del cuerpo. Bajo rotaciones las

componentes se comportan como [L̂i, a
j
ξ] = ih̄ǫijka

k
ξ , i.e., son operadores vectoriales.

Es inmediato ver que esta propiedad da el cambio de signo en (1.441) con respecto
a (1.414).

El principio de correspondencia puede ahora aplicarse al Hamiltoniano de la
Ec. (1.427) colocando simplemente el circunflejo de operador a los La. El espectro
de enerǵıa y las funciones de onda pueden, ahora, obtenerse utilizando únicamente
los conmutadores de grupo entre L̂ξ, L̂η, L̂ζ . El espectro de enerǵıa es

ELΛ = h̄2
[

1

2Iξ
L(L+ 1) +

(

1

2Iζ
− 1

2Iξ

)

Λ2

]

, (1.443)

donde L(L+1), con L = 0, 1, 2, . . . , son los valores propios de L̂2, y Λ = −L, . . . , L
son los valores propios de L̂ζ . Las funciones de onda son las funciones del grupo de
rotación. Si se utilizan los ángulos de Euler α, β, γ para determinar la orientación
de los ejes del cuerpo sólido, las funciones de onda son

ψLΛm(α, β, γ) = DL
mΛ(−α,−β,−γ). (1.444)

Aqúı m′ son los valores propios de L̂3, los números cuánticos magnéticos, y
DL

mΛ(α, β, γ) son las matrices del momentum angular L. De acuerdo con (1.433),
podemos escribir

DL
mm′(α, β, γ) = e−i(mα+m′γ)dLmm′(β), (1.445)

21Cuando estos operadores se aplican a funciones que no dependen de α, entonces, luego de
reemplazar β → θ y γ → ϕ, los operadores son iguales a los operadores dados en (1.416), salvo el
signo de L̂1.
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donde

dLmm′(β) =

[

(L+m′)!(L−m′)!

(L+m)!(L−m)!

]1/2

×
(

cos
β

2

)m+m′ (

− sin
β

2

)m−m′

P
(m′−m,m′+m)
L−m′ (cos β). (1.446)

Para el caso j = 1/2, estas funciones forman la representación espinorial de las
rotaciones alrededor del eje y

d
1/2
m′m(β) =

(

cos β/2 − sin β/2
sin β/2 cos β/2

)

. (1.447)

Los ı́ndices tienen el siguiente orden +1/2,−1/2. La función espinorial completa
D1/2(α, β, γ), dada en (1.445), puede obtenerse fácilmente introduciendo en la ex-
presión general (1.433) las matrices de esṕın 1/2, las llamadas matrices de esṕın de
Pauli , de los generadores L̂i, junto con las reglas de conmutación (1.414):

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

. (1.448)

De donde tendremos

D1/2(α, β, γ) = e−iασ3/2e−iβσ2/2e−iγσ3/2. (1.449)

La primera y tercera exponencial da los factores de fase pura de la relación (1.445).

La función d
1/2
m′m(β) se obtiene de un desarrollo en serie de potencias de e−iβσ

2/2,
aqúı usamos el hecho de que (σ2)2n = 1 y (σ2)2n+1 = σ2:

e−iβσ
2/2 = cos β/2 − i sin β/2 σ2, (1.450)

la cual es lo mismo que (1.447).
Para j = 1, las funciones (1.446) tienen la representación vectorial

d1m′m(β) =









1
2
(1 + cos β) − 1√

2
sin β 1

2
(1− cos β)

1√
2
sin β cos β − 1√

2
sin β

1
2
(1− cos β) 1√

2
sin β 1

2
(1 + cos β)









. (1.451)

donde los ı́ndices tienen el siguiente orden +1/2,−1/2. La representación vectorial
es una matriz de rotación ordinaria Rij(β) , que transforma los estados |1m〉 en los
vectores unitarios esféricos �(0) = ẑ, �(±1) = ∓(x̂±iŷ)/2, con el uso de los elemen-
tos de matriz 〈i|1m〉 = ǫi(m). Obtenemos aśı, R(β)�(m) =

∑1
m′=−1 �(m

′)d1m′m(β).
Las funciones D1(α, β, γ), también pueden obtenerse substituyendo en la ex-

ponencial general (1.433) las matrices de esṕın 1, de los generadores L̂i, junto
con las reglas de conmutación (1.414). En coordenadas Cartesianas, estos oper-
adores son (L̂i)jk = −iǫijk, donde ǫijk el el tensor completamente antisimétrico, que
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cumple con ǫ123 = 1. En la base esférica, tenemos (L̂i)mm′ = 〈m|i〉(L̂i)ij〈j|m′〉 =

ǫ∗i (m)(L̂i)ij�j(m
′). Mientras que la exponencial (e−iβL̂2)mm′ es igual a (1.451).

Las funciones P
(α,β)
l (z) son los polinomios de Jacobi [8], los cuales pueden ser

expresados en términos de las funciones hipergeométricas como

P
(α,β)
l ≡ (−1)l

l!

Γ(l + β + 1)

Γ(β + 1)
F (−l, l + 1 + α + β; 1 + β; (1 + z)/2), (1.452)

donde

F (a, b; c; z) ≡ 1 +
ab

c
z +

a(a + 1) b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ . . . . (1.453)

Las funciones de rotación dLmm′(β) cumplen la siguiente ecuación diferencial

(

− d2

dβ2
− cot β

d

dβ
+
m2 +m′2 − 2mm′ cos β

sin2 β

)

dLmm′(β) = L(L+ 1)dLmm′(β). (1.454)

El producto escalar de dos funciones de onda tiene que calcularse con una norma de
integración que es invariante bajo rotaciones:

〈ψ2|ψ1〉 ≡
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2π

0
dαdβ sin βdγ ψ∗2(α, β, γ)ψ1(α, β, γ). (1.455)

Los estados propios dados en (1.445) cumplen con la relación de ortogonalidad

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2π

0
dαdβ sin βdγ DL1 ∗

m′
1m1

(α, β, γ)DL2

m′
2m2

(α, β, γ)

= δm′
1m

′
2
δm1m2δL1L2

8π2

2L1 + 1
. (1.456)

En este ejemplo, notemos la correcta cuantización obtenida utilizando las reglas
de conmutación de los generadores de grupo, con la aproximación canónica que
debeŕıa empezar con el Lagrangiano clásico. En términos del los ángulos de Euler
el Lagrangiano es

L =
1

2
[Iξ(ωξ

2 + ωη
2) + Iζωζ

2], (1.457)

donde ωξ, ωη, ωζ son las velocidades angulares medidas desde los ejes principales
del trompo. Para encontrar estas velocidades, notemos que las componentes de la
velocidad angular en el sistema en reposo ω1, ω2, ω3 se obtienen de la relación

ωkLk = iṘR−1 (1.458)

y son

ω1 = −β̇ sinα + γ̇ sin β cosα,

ω2 = β̇ cosα + γ̇ sin β sinα,

ω3 = γ̇ cos β + α̇. (1.459)
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Luego de aplicar la rotación (1.439) al sistema, tendremos

ωξ = β̇ sin γ − α̇ sin β cos γ,

ωη = β̇ cos γ + α̇ sin β sin γ,

ωζ = α̇ cos β + γ̇. (1.460)

De donde, el Lagrangiano es

L =
1

2
[Iξ(β̇

2 + α̇2 sin2 β) + Iζ(α̇ cos β + γ̇)2]. (1.461)

Utilizando las variables α, β, γ como las coordenadas de Lagrange, qµ donde µ =
1, 2, 3, podemos entonces escribir el Lagrangiano en la forma (1.387) con ayuda de
la métrica Hessiana [recordemos las relaciones (1.12) y (1.388)]:

gµν =







Iξ sin
2 β + Iζ cos

2 β 0 Iζ cos β
0 Iξ 0

Iζ cos β 0 Iζ





 , (1.462)

cuyo determinante es

g = I2ξ Iζ sin
2 β. (1.463)

Aśı la norma
∫

d3q
√
g en el producto escalar (1.384) coincide con la norma invariante

ante rotaciones (1.455), salvo una constante de integración. Esto resulta también
cierto para el caso del trompo asimétrico, para el cual tenemos Iξ 6= Iη 6= Iζ , y donde
g = I2ξ Iζ sin

2 β, aunque en este caso la métrica gµν es mucho más complicada (ver
Apéndice 1C).

Los momenta canónicos asociados con el Lagrangiano (1.457) serán, de acuerdo
con (1.387),

pα = ∂L/∂α̇ = Iξ α̇ sin2 β + Iζ cos β(α̇ cos β + γ̇),

pβ = ∂L/∂β̇ = Iξ β̇,

pγ = ∂L/∂γ̇ = Iζ (α̇ cos β + γ̇). (1.464)

Luego de invertir la métrica como

gµν =
1

Iξ sin
2 β







1 0 − cos β
0 sin2 β 0

− cos β 0 cos2 β + Iξ sin
2 β/Iζ







µν

, (1.465)

encontramos la siguiente expresión para el Hamiltoniano

H =
1

2

[

1

Iξ
pβ

2 +

(

cos2 β

Iξ sin
2 β

+
1

Iζ

)

pγ
2 +

1

Iξ sin
2 β

pα
2 − 2 cos β

Iξ sin
2 β

pαpγ

]

. (1.466)
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Este Hamiltoniano, aparentemente, no tiene problemas de ordenamiento. Por lo
tanto estamos tentados simplemente a reemplazar los momenta por los operadores
Hemı́ticos correspondientes los cuales, de acuerdo con (1.391), son

p̂α = −ih̄∂α,
p̂β = −ih̄(sin β)−1/2∂β(sin β)1/2 = −ih̄(∂β +

1

2
cotβ),

p̂γ = −ih̄∂γ . (1.467)

Utilizando estos momenta en (1.466) obtenemos el operador Hamiltoniano

Ĥcan = Ĥ + Ĥdiscr, (1.468)

donde

Ĥ ≡ − h̄2

2Iξ

[

∂β
2 + cot β∂β +

(

Iξ
Iζ

+ cot2 β

)

∂γ
2

+
1

sin2 β
∂α

2 − 2 cos β

sin2 β
∂α∂γ

]

(1.469)

y

Ĥdiscr ≡
1

2
(∂β cot β) +

1

4
cot2 β =

1

4 sin2 β
− 3

4
. (1.470)

El primer término, Ĥ , coincide con el operador mecánico cuántico deducido arriba.
De hecho, utilizando los operadores diferenciales del momentum angular para el
cuerpo riǵıdo (1.440) en el Hamiltoniano (1.427), encontramos Ĥ. El término Ĥdiscr

es la diferencia entre el operador Hamiltoniano correcto y el canónico. Esta difer-
encia aparece aún cuando no hay problema aparente de ordenamiento, tal como se
observa en las expresiones para las coordenadas radiales (1.404). El Hamiltoniano
correcto pudo obtenerse reemplazando el érmino clásico pβ

2 en H por el operador

g−1/4p̂βg
1/2p̂βg

−1/4, en analoǵıa con el tratamiento de las coordenadas radiales en Ĥ
de la Ec. (1.398).

Como otra similitud con un sistema en dos dimensiones en coordenadas radiales
y la part́ıcula sobre la superficie de la esfera, observemos que mientras la cuan-
tización canónica falla, el operador Hamiltoniano del trompo simétrico giratorio
estará dado en forma correcta por operador de Laplace-Beltrami (1.381) luego de
utilizar la métrica (1.462) y su inversa (1.465). Aunque tedioso, es directo mostrar
que esto pasa también para el trompo asimétrico [el cual tiene una métrica compli-
cada, dada en el Apéndice 1C, ver Eqs. (1C.2) y (1C.4)]. Este resultado importante
no es trivial, ya que para el trompo giratorio, no puede obtenerse el Lagrangiano
por una reparametrización de una part́ıcula en el espacio Eucĺıdeo en coordenadas
curviĺıneas. Del resultado se tiene que el reemplazo

gµν(q)p
µpν → −h̄2∆ (1.471)
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produce el operador Hamiltoniano correcto en cualquier espacio no Eucĺıdeo.22

¿Cuál es la propiedad caracteŕıstica no Eucĺıdea del espacio α, β, γ ? Como
veremos en detalle en el Caṕıtulo 10, la cantidad reelevante es la curvatura escalar
R. Cuya definición exacta será dada en la Eq. (10.42). Para el trompo asimétrico
encontramos (ver Apéndice 1C)

R =
(Iξ + Iη + Iζ)

2 − 2(I2ξ + I2η + I2ζ )

2IξIηIζ
. (1.472)

Aśı, tal como la part́ıcula en la superficie de la esfera, el trompo giratorio es equiv-
alente a una part́ıcula moviendose en un espacio con curvatura constante. En tal
espacio, el pricipio de correspondencia correcto puede deducirse de argumentos de
simetŕıa. La geometŕıa relacionada puede entenderse fácilmente observando que el
espacio α, β, γ puede considerarse como la superficie de una esfera en cuatro dimen-
siones, como veremos con más detalles en el Caṕıtulo 8.

Un espacio no Eucĺıdeo importante de interés f́ısico se encuentra en el contexto
de la teoŕıa de la relatividad general. Originalmente, se consideraba que la materia
gravitacional se movia en un espacio–tiempo con una curvatura local arbitraria.
En los desarrollos modernos de la teoŕıa se permite la existencia de una torsión no
nula. En tal situación general, donde se aplica la regla de cuantización de grupo,
el principio de correspondencia tiene algo de controversia [ver las referencias dadas
luego de la Ec. (1.405)], que será resuelta en el presente texto. En los Caṕıtulos 10
y 8 se presentará un nuevo principio de equivalencia cuántica que se basa en una
aplicación de principios geométricos simples a las integrales de trayectoria, las cuales
dan de una manera natural y única el paso de la mecánica clásica a la mecánica
cuántica para todo sistema de coordenadas.23 El espacio de configuarción puede
tener curvatura y ciertas clases de torsión (gradientes de torsión). Varios argumentos
suguieren que nuestro principio es correcto. Para los sistemas mencionados arriba,
que tienen un Hamiltoniano que puede expresarse enteramente en términos de los
generadores de un grupo de movimiento en el espacio base, el nuevo principio de
equivalencia dará los mismo resultados que la regla de cuantización de grupo.

1.16 Dispersión

La mayoŕıa de las observaciones de los fenómenos cuánticos se obtienen de procesos
de dispersión de part́ıculas fundamentales.

1.16.1 Matriz de Dispersión

Consideremos una part́ıcula incidiendo con un momentum pa y una enerǵıa E =
Ea = p2

a/2M sobre un potencial no cero centrado en el origen. Luego de un tiempo

22Si el espacio tiene curvatura y no tiene torsión, tenemos es la respuesta correcta. Pero si hay
torsión, la respuesta correcta será dada en los Caṕıtulos 10 and 8.

23H. Kleinert, Mod. Phys. Lett. A 4 , 2329 (1989) (http://www.physik.fu-berlin.de/
~kleinert/199); Phys. Lett. B 236 , 315 (1990) (ibid.http/202).
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suficientemente grande, la part́ı culo se encontrará lejos del potencial llevando un
momentum pb. La enerǵıa permanecerá sin cambio: E = Eb = p2

b/2M . La amplitud
de probabilidad para tal proceso será la la evolución temporal de la amplitud en la
representación del momentum

(pbtb|pata) ≡ 〈pb|e−iĤ(tb−ta)/h̄|pa〉, (1.473)

donde tiene que usarse el ĺımite tb → ∞ y ta → −∞. Mucho antes y posterior
a la colisión, la amplitud oscila con una frecuencia ω = E/h̄, caracteŕıstica de
una part́ıcula libre con enerǵıa E. Para tener un ĺımite independiente del tiempo,
eliminanos las oscilaciones de (1.473), y definimos la matriz de dispersión (matriz
S) mediante el ĺımite

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Ebtb−Eata)/h̄〈pb|e−iĤ(tb−ta)/h̄|pa〉. (1.474)

La mayoŕıa de las part́ıculas incidentes no serán dispersadas, de tal forma que la
amplitud debe tener un término importante, el cual puede separarse como sigue:

〈pb|Ŝ|pa〉 = 〈pb|pa〉+ 〈pb|Ŝ|pa〉′, (1.475)

donde el producto

〈pb|pa〉 = 〈pb|e−iĤ(tb−ta)/h̄|pa〉 = (2πh̄)3δ(3)(pb − pa) (1.476)

muestra la normalización de los estados [recordemos (1.186)]. Es común eliminar
este término principal de (1.474) para hallar la verdadera amplitud de dispersión.
Por otra parte, como el potencial de dispersión conserva la enerǵıa, la amplitud
remanente contiene una función δ que asegura la conservación de la enerǵıa, por lo
cual es útil dividir la matriz de dispersión con ayuda de la llamada matriz T

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ (2πh̄)3δ(3)(pa − pa)− 2πh̄iδ(Eb − Ea)〈pb|T̂ |pa〉. (1.477)

De la definición (1.474) y el carácter Hermı́tico de Ĥ se sigue que la matriz de
dispersión es una matriz unitaria. Con esto se pone de manifiesto el hecho f́ısico
que la probabilidad total de que una part́ıcula incidente sea dispersada en algún
tiempo posterior sea la unidad (en la teoŕıa cuántica de campos, la situación es más
complicada debeido a un proceso de emisión y absorción).

Los estados base |pm〉 introducidos en la Ec. (1.180), que satisfacen la relación
de completes (1.182) y están normalizados a la unidad en un volumen finito V , su
carácter untario se expresa como

∑

m′

〈pm|Ŝ†|pm′〉〈pm′|Ŝ|pm′′〉 =
∑

m′

〈pm|Ŝ|pm′〉〈pm′|Ŝ†|pm′′〉 = 1. (1.478)

Recordando la relación entre los estados discretos |pm〉 y el ĺımite continuo |pm〉,
Ec.(1.185), observamos que

〈pb
m′|Ŝ|pa

m〉 ≈ 1

L3
〈pb|Ŝ|pa〉, (1.479)
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donde L3 es el volumen, pm
b y pm

a son los momenta discretos más cercanos a pb y
pa. En el continuo la relación unitaria de la base |p〉, cumple

∫

d3p

(2πh̄)3
〈pb|Ŝ†|p〉〈p|Ŝ|pa〉 =

∫

d3p

(2πh̄)3
〈pb|Ŝ|p〉〈p|Ŝ†|pa〉 = 1. (1.480)

1.16.2 Sección Transversal

El valor absoluto del cuadrado 〈pb|Ŝ|pa〉 da la probabilidad Ppb←pa
de la dispersión

del estado de momentum inicial pa al estado de momentum final pb. Sin considerar
las part́ıculas no dispersadas, tenemos

Ppb←pa
=

1

L6
2πh̄δ(0) 2πh̄δ(Eb −Ea)|〈pb|T̂ |pa〉|2. (1.481)

El factor de enerǵıa cero δ(0) será finito, si imaginamos que el proceso de dispersión
es por medio de una onda plana incidente, la cual es independiente del tiempo, y el
tiempo total de dispersión T es finito. En este caso, 2πh̄δ(0) =

∫

dt eiEt/h̄|E=0 = T ,
y la probabilidad es proporcional al tiempo T .

Ppb←pa
=

1

L6
T 2πh̄δ(Eb −Ea)|〈pb|T̂ |pa〉|2. (1.482)

Sumando esta cantidad sobre todos los estados discretos finales del momenta, o
de manera equivalente, integrando en todo el espacio fase de los momenta final,
encontramos la probabilidad total por unidad de tiempo del proceso de dispersión
[recordemos (1.184)]

dP

dt
=

1

L6

∫

d3pbL
3

(2πh̄)3
2πh̄δ(Eb −Ea)|〈pb|T̂ |pa〉|2. (1.483)

La integral del momentum puede separarse en una integral sobre la enerǵıa final y
el ángulo sólido final. Para part́ıculas no relativistas, se tiene

∫

d3pb
(2πh̄)3

=
1

(2πh̄)3
M

(2πh̄)3

∫

dΩ
∫ ∞

0
dEb pb, (1.484)

donde dΩ = dφbd cos θb es el elemento de ángulo sólido de dispersión de la part́ıcula.
La integral sobre la enerǵıa cancela la función δ en (1.483), y permite que pb sea
igual a pa.

La sección transversal diferencial de dispersión, dσ/dΩ, se define como la proba-
bilidad que una part́ıcula incindente se encuentre en el ángulo sólido dΩ por unidad
de tiempo y unidad de densidad de corriente. De la Ec. (1.483) tenemos

dσ

dΩ
=
dṖ

dΩ

1

j
=

1

L3

Mp

(2πh̄)3
2πh̄|Tpbpa

|21
j
, (1.485)

donde, por brevedad, hemos reescrito

〈pb|T̂ |pa〉 ≡ Tpbpa
. (1.486)
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En un volumen L3, la densidad de corriente de una part́ıcula incindente estará dada
por la velocidad v = p/M como

j =
1

L3

p

M
, (1.487)

de tal forma que la sección transversal diferencial será

dσ

dΩ
=

M2

(2πh̄)2
|Tpbpa

|2. (1.488)

Si la part́ıcula dispersada se mueve relativisticamente, la masa M en (1.484) ya no
es una constante y tenemos que reemplazarla por E =

√
p2 +M2 en la integral del

momentum, donde p = |p|, y aśı

∫

d3p

(2πh̄)3
=

1

(2πh̄)3

∫

dΩ
∫ ∞

0
dp p2

=
1

(2πh̄)3

∫

dΩ
∫ ∞

0
dEE p. (1.489)

En el caso relativista, la densidad de corriente inicial no es proporcional a p/M , sino
que a la velocidad relativista v = p/E, de donde

j =
1

L3

p

E
. (1.490)

Con esto la sección transversal será

dσ

dΩ
=

E2

(2πh̄)2
|Tpbpa

|2. (1.491)

1.16.3 Aproximación de Born

A más bajo orden en la magnitud de interacción, el operador Ŝ dado en (1.474) es

Ŝ ≈ 1− iV̂ /h̄. (1.492)

Para un potencial de dispersión independiente del tiempo, esto implica que

Tpbpa
≈ Vpbpa

/h̄, (1.493)

donde

Vpbpa
≡ 〈pb|V̂ |pa〉 =

∫

d3x ei(pb−pa)x/h̄V (x) = Ṽ (pb − pa) (1.494)

es sólo una función de la transferencia de momentum q ≡ pb−pa. Con esto (1.491)
se reduce a la llamada aproximación de Born (Born 1926)

dσ

dΩ
≈ E2

(2πh̄)2h̄2
|Vpbpa

|2. (1.495)
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La amplitud, cuyo cuadrado es igual a la sección diferencial transversal, se denota
normalmente como fpbpa

, i.e., escribimos

dσ

dΩ
= |fpbpa

|2. (1.496)

En comparación con (1.495), identificamos

fpbpa
≡ − M

2πh̄
Rpbpa

, (1.497)

donde el signo ha sido escogido de acuerdo con el libro de texto de Landau y Lifshitz
[9].

1.16.4 Desarrollo en Ondas Planas Parciales y Aproximación
Equinodal

La amplitud de dispersión, normalemte, se representa en ondas parciales con la
ayuda de los polinomios de Legendre Pl(z) ≡ P 0

l (z) [ver (1.421)], i. e.,

fpbpa
=

h̄

2ip

∞
∑

l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)
(

e2i∂l(p) − 1
)

(1.498)

donde p ≡ |p| = |pb| = |pa| y θ está definido como cos θ ≡ pbpb/|pb||pa|. En
términos de θ, la transferencia de momentum q = pb − pa tiene la magnitud |q| =
2p sin(θ/2).

Para θ pequeño, podemos usar la forma asintótica de los polinomios de
Legendre24

P−ml (cos θ) ≈ 1

lm
Jm(lθ), (1.499)

y reescribir (1.498), aproximadamente, como la integral

f ei
pbpa

=
p

ih̄

∫

db b J0(qb)
{

exp
[

2iδpb/h̄(p)
]

− 1
}

, (1.500)

donde b ≡ lh̄/p es el llamado parámetro de impacto del proceso de dispersión. Esto
es lo que se conoce como la aproximación equinodal , de la amplitud de dispersión.

Como ejemplo, consideremos la dispersión de Coulomb donde V (r) = Ze2/r y
con (2.751) obtenemos

χei
b,P[v] = −Ze

2M

|P|
1

h̄

∫ ∞

−∞
dz

1√
b2 + z2

. (1.501)

La integral diverge logaŕıtmicamente, pero en una muestra el potencial es apan-
tallado a una distancia R por cargas opuestas. Si realizamos la integral hasta R
tenemos

χei
b,P[v] = −Ze

2M

|P|
1

h̄

∫ R

b
dr

1√
r2 − b2

= −Ze
2M

|P|
1

h̄
log

R +
√
R2 − b2

b

≈ −2
Ze2M

|P|
1

h̄
log

2R

b
. (1.502)

24M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver Fórmula 9.1.71.
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De aqúı

exp
(

χei
b,P

)

≈
(

b

2R

)2iγ

, (1.503)

donde

γ ≡ Ze2M

|P|
1

h̄
(1.504)

es una cantidad sin dimensiones ya que e2 = h̄cα, y α es la constante de estructura
fina sin dimensiones25

α =
e2

h̄c
= 1/137.035 997 9 . . . . (1.505)

La integral sobre el parámetro de impacto (1.500) puede hacerse y tenemos

f ei
pbpa

≈ h̄

2ip

1

sin2+2iγ(θ/2)

Γ(1 + iγ)

Γ(−iγ) e−2iγ log(2pR/h̄). (1.506)

Esta expresión es la amplitud mecánico cuántica de la dispersión de Coulomb, con
la excepción del factor de fase final que mantiene finita la magnitud de dispersión.
La amplitud tiene polos en los momenta p = pn, siempre que

iγn ≡ Ze2Mh̄

pn
= −n, n = 1, 2, 3, . . . . (1.507)

De donde obtenemos las enerǵıas

E(n) = − p2n
2M

= −MZ2e4

h̄2
1

2n2
, (1.508)

que resultan ser los conocidos valores de enerǵıa del átomo de hidrógeno de carga
nuclear Ze. El prefactor EH ≡ e2/aH = Me4/h̄2 = 4.359 × 10−11 erg = 27.210 eV,
es el doble del valor de la enerǵıa de Rydberg (see also p. 1006).

1.16.5 Amplitud de Dispersión de la Amplitud de Evolución
Temporal Total

Existe una fórmula heuŕıstica que expresa la amplitud de dispersión como el ĺımite
de la amplitud de evolución temporal. Para verla, expresemos la funcion δ de la
enerǵıa como el ĺımite de tiempos extensos

δ(Eb − Ea) =
M

pb
δ(pb − pa) =

M

pb
lim
tb→∞

(

tb
2πh̄M/i

)1/2

exp
[

− i

h̄

tb
2M

(pb − pa)
2
]

,

(1.509)

25En este libro usaremos unidades electromagnéticas, donde el campo eléctrico E = −∇φ, tiene
la densidad de enerǵıa H = E2/8π + ρφ, y ρ es la densidad de carga. Tal que ∇ · E = 4πρ and
e2 = h̄c α. La constante de estructura fina, se mide con precisión mediante el efecto Hall cuántico,
ver M.E. Cage et al., IEEE Trans. Instrum. Meas. 38 , 284 (1989). El campo magnético cumple
con la Ley de Ampère ∇×B = 4πj, donde j es la densidad de corriente.
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donde pb = |pb|. Usando esta expresión en la Ec. (1.477) y usando pb = pa para
un proceso de dispersión elástica, podemos remover la función δ y obtenemos la
siguiente expresión para la amplitud de dispersión

fpbpa
=
pb
M

√

2πh̄M/i
3

(2πh̄)3
lim
tb→∞

1

t
1/2
b

eiEb(tb−ta)/h̄ [(pbtb|pata)−〈pb|pa〉] . (1.510)

Aunque este tratamiento de la función δ es poco satisfactorio, el tratamiento
correcto será dado en la formulación de la integral de trayectoria en la Sección 2.22.
Por el momento, podemos seguir cuidadosamente como sigue: reescribamos el ĺımite
(1.474) con la ayuda del operador de evolución temporal (2.5) y obtenemos

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Ebtb−Eata)/h̄(pbtb|pata)

= lim
tb,−ta→∞

〈pb|ÛI(tb, ta)|pa〉, (1.511)

donde ÛI(tb, ta) es el operador de evolución temporal en la imagen de interacción de
Dirac (1.286).

1.16.6 Ecuación de Lippmann–Schwinger

De la definición (1.286) se sigue que el operador ÛI(tb, ta) cumple las misma regla
de composición (1.254) que el operador de evolución temporal ordinario Û(t, ta):

ÛI(t, ta) = ÛI(t, tb)ÛI(tb, ta). (1.512)

Ahora, observemos que

e−iH0t/h̄ÛI(t, ta) = e−iHt/h̄ÛI(0, ta) = ÛI(0, ta − t)e−iH0t/h̄, (1.513)

tal que en el ĺımite ta → −∞

e−iH0t/h̄ÛI(t, ta) = e−iHt/h̄ÛI(0, ta)−−−→ ÛI(0, ta)e
−iH0t/h̄, (1.514)

y por lo tanto

lim
ta→−∞

ÛI(tb, ta)= lim
ta→−∞

eiH0tb/h̄e−iHtb/h̄ÛI(0, ta)= lim
ta→−∞

eiH0tb/h̄ÛI(0, ta)e
−iH0tb/h̄, (1.515)

lo cual nos permite reescribir la matriz de dispersión (1.511) como

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb,−ta→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄〈pb|ÛI(0, ta)|pa〉. (1.516)

Nótese que en contraste con (1.474), el estado inicial de la evolución temporal acepta
sólo valores negativos del eje temporal y no los todos lo valores del eje.

Los elementos de matriz de la Eq. (1.291) entre los estados de part́ıcula libre 〈pb|
y |pb〉, donde se usan las Ecs. (1.291) y (1.514), en tb = 0 serán

〈pb|ÛI(0, ta)|pb〉 = 〈pb|pb〉 −
i

h̄

∫ 0

−∞
dt ei(Eb−Ea−iη)t/h̄〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉. (1.517)
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Aqúı, se ha insertado un pequeño factor de amortiguamiento eηt/h̄ para asegurar la
convergencia en t = −∞. Para un potencial independiente del tiempo, la integral
será

〈pb|ÛI(0, ta)|pb〉 = 〈pb|pb〉 −
1

Eb −Ea − iη
〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉. (1.518)

Este resultado es la famosa ecuación de Lippmann–Schwinger . Utilizando este re-
sultado en (1.516), obtenemos la ecuación para la matriz de dispersión

〈pb|Ŝ|pa〉 = lim
tb,−ta→∞

ei(Eb−Ea)tb

[

〈pb|pa〉 −
1

Eb −Ea − iη
〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉

]

. (1.519)

El primer término en corchetes es distinto de cero sólo si los momenta pa y pb

son iguales, y en este caso las enerǵıas Eb = Ea también lo son, de tal forma que el
prefactor puede ponerse igual a la unidad. En el segundo término, el prefactor oscila
rápidamente conforme el tiempo tb crece indefinidamente haciendo que toda función
finita de Eb se anule, esto es una consecuencia del lema de Riemann-Lebesgue. Sin
embargo, el segundo término contine un polo en Eb = Ea donde el ĺımite tiene que
manejarse cuidadosamente. El prefactor tiene la propiedad

lim
tb→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄

Eb −Ea − iη
=

{

0, Eb 6= Ea,
i/η, Eb = Ea.

(1.520)

Aqúı, es fácil ver que esta propiedad define una función δ que depende de la enerǵıa:

lim
tb→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄

Eb − Ea − iη
= 2πiδ(Eb − Ea). (1.521)

Si integramos el lado izquierdo con ayuda de una función suave f(Eb), donde usamos

Eb ≡ Ea + ξ/tb. (1.522)

Entonces la integral en Eb puede reescribirse como

∫ ∞

−∞
dξ

eiξ

ξ + iη
f (Ea + ξ/ta) . (1.523)

En el ĺımite de valores grandes de ta la función f(Ea) puede extraerse de la integral,
y la integración de contorno resultante puede hacerse en el semiplano superior de la
enerǵıa compleja, dando como resultado el valor 2πi. Obteniendo de esta forma, de
(1.519), la fórmula (1.477), donde la matriz T es

〈pb|T̂ |pa〉 =
1

h̄
〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉. (1.524)

Para un potencial pequeño V̂ , podemos aproximar ÛI(0, ta) ≈ 1, y encontramos la
aproximación de Born (1.493).
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La ecuación de Lippmann-Schwinger puede reescribirse como una ecuación in-
tegral en términos de la matriz T . Para ello multipliquemos, por la izquierda, la
ecuación (1.518) por la matriz 〈pb|V̂ |pa〉 = Vpbpc

, y obtenemos

Tpbpa
= Vpbpa

−
∫

d3pc
(2πh̄)3

Vpbpc

1

Ec − Ea − iη
Tpcpa

. (1.525)

Para obtener la información f́ısica de la matriz T (1.524), es útil analizar el com-
portamiento del estado interactuante ÛI(0, ta)|pa〉 en el espacio x. De la Ec. (1.514),
podemos ver que éste es un estado propio del operador Hamiltoniano Ĥ, con enerǵıa
inicial Ea. Si multiplicamos este estado por la izquierda por 〈x|, e insertamos un
conjunto completo de estados propios del momentum, obtenemos

〈x|ÛI(0, ta)|pa〉 =
∫

d3p

(2πh̄)3
〈x|p〉〈p|ÛI(0, ta)|pa〉 =

∫

d3p

(2πh̄)3
〈x|p〉〈p|ÛI(0, ta)|pa〉.

Utilizando la Ec. (1.518), reescribimos

〈x|ÛI(0, ta)|pa〉 = 〈x|pa〉+
∫

d3x′
∫

d3pb
(2πh̄)3

eipb(x−x′)/h̄

Ea−p2
b/2M+iη

V (x′)〈x′|ÛI(0, ta)|pa〉.

(1.526)

Aqúı, la función

(x|x′)Ea
=
∫

d3pb
(2πh̄)3

eipb(x−x′)/h̄ ih̄

Ea − p2/2M + iη
(1.527)

es la amplitud de enerǵıa fija (1.344) de una part́ıcula libre. En tres dimensiones
tendremos [ver (1.359)]

(x|x′)Ea
= −2Mi

h̄

eipa|x−x
′|/h̄

4π|x− x′| , pa =
√

2MEa. (1.528)

Para hallar la amplitud de dispersión, consideremos la función de onda (1.526)
alejada del centro de dispersión, i. e., para valores grandes de |x|. Suponiendo que
V (x′) es distinto de cero sólo para valores pequeños de x′, aproximamos |x− x′| ≈
r − x̂x′, donde x̂ es el vector unitario en la dirección de x, con esto la expresión
(1.526) será

〈x|ÛI(0, ta)|pa〉 ≈ eipax/h̄ − eipar

4πr

∫

d4x′e−ipax̂x
′ 2M

h̄2
V (x′)〈x′|ÛI(0, ta)|pa〉.

(1.529)

En el ĺımite ta → −∞, el término que multiplica el factor de la onda esférica
eipar/h̄/r es la amplitud de dispersión f(x̂)pa

, cuyo cuadrado absoluto será la sección
transversal. Para dispersión a un momentum final pb, las part́ıculas salientes son
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detectadas lejos del centro de dispersión en la dirección x̂ = p̂b. De la conservación
de la enerǵıa, podemos usar pax̂ = pb y obtenemos la fórmula

fpbpa
= lim

ta→−∞
− M

2πh̄2

∫

d4xbe
−ipbxbV (xb)〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉. (1.530)

Del estudio del estado interactuante ÛI(0, ta)|pa〉 en el espacio x, evitamos el com-
portamiento singular de la función δ de la conservación de la enerǵıa.

Estamos ahora preparados para obtener la fórmula (1.510) de la amplitude dis-
persión. Observemos que en el ĺımite ta → −∞, la amplitud 〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉 puede
obtenerse de la amplitud de la evolución temporal (xbtb|xata) de la forma siguiente:

〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉 = 〈xb |Û(0, ta)|pa〉e−iEata/h̄ (1.531)

= lim
ta→−∞

(

−2πih̄ta
M

)3/2

(xbtb|xata)e
i(paxa−p2ata/2M)/h̄

∣

∣

∣

xa=pata/M
.

Lo cual se sigue directamente de la transformación de Fourier

〈xb |Û(0, ta)|pa〉e−iEata/h̄ =
∫

d3xa(xbtb|xata)e
i(paxa−p2ata/2M)/h̄, (1.532)

al substituir la variable muda de integración xa por pta/M . De donde el lado derecho
re la expresión será

(−ta
M

)3 ∫

d3p (xb 0|pta ta)ei(pap−p2a)ta/2Mh̄. (1.533)

Luego, para valores grandes de −ta, la integración en el momentum está restringida
para p = pa, y obtenemos (1.531). El ĺımite de la función δ

δ(D)(pb − pa) = lim
ta→−∞

(−ta)D/2

√
2πih̄M

D exp
{

− i

h̄

ta
2M

(pb − pa)
2
}

(1.534)

se obtiene fácilmente de la Ec. (1.342) mediante una cambio simple de variable.
El complejo conjugado de esta expresión para D = 1, para el caso donde ta se
reemplaza por −tb, fue dado en la Ec. (1.509). La exponencial, en el lado derecho
de la expresión, puede multiplicarse por el factor ei(p

2
b
−p2a)2/2Mh̄, el cual es la unidad

cuando ambos lados de la expresión son diferentes de cero, de donde obtenemos
e−i(pap−p2a)ta/2Mh̄. De esta forma obtenemos una representación de la función δ en
la cual la integral de Fourier (1.533) se transforma en (@firesu). El factor de fase
ei(paxa−p2ata/2M)/h̄ del lado derecho de la Ec. (1.531), el cual es la unidad en el ĺımite
de la ecuación, se mantiene en la Ec. (4.580) por convenir en el tratamiento futuro.

La fórmula (1.531) es un es un punto de partida confiable para extraer la amplitud
de dispersión fpbpa

de la amplitud de evolución temporal en el espacio x (xb 0|xata)
en xa = pata/M mediante la extración del coeficiente de la onda esférica saliente
eipar/h̄/r.

A manera de verificación, si insertamos la amplitud de part́ıcula libre (1.341)
en (1.531) obtenemos la función de onda no perturbada eipax, que corresponde al
primer término en la Ec. (1.526) asociada con las part́ıculas no dispersadas.
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1.17 Estad́ıstica Clásica y Cuántica

Consideremos un sistema f́ısico con un número constante de part́ıculas N cuyo
Hamiltoniano no depende expĺıcitamente del tiempo. Si se le mantiene en con-
tacto con un recipiente térmico a una tempertatura T hasta alcanzar el equilibrio,
sus propiedades termodinámicas pueden obtenerser mediante las siguientes reglas:
al nivel de la mecánica clásica, cada elemento de volumen en el espacio fase

dp dq

h
=
dp dq

2πh̄
(1.535)

estará ocupado con una probabilidad que es proporcional al factor de Boltzmann

e−H(p,q)/kBT , (1.536)

donde kB es la constante de Boltzmann ,

kB = 1.3806221(59)× 10−16 erg/Kelvin. (1.537)

El número entre paréntesis indica la incetidumbre experimental de los últimos dos
d́ıgitos. La cantidad 1/kBT tiene dimensiones del inverso de la enerǵıa, y comun-
mente se representa con la letra griega β. Será llamada el inverso de la temperatura,
dejando de lado el factor kB. De hecho, algunas veces la variable T será medida
en unidades de enerǵıa por kB–Kelvin, y no simplemente en Kelvin. Por lo tanto,
podemos olvidar kB en todas las fórmulas.

La integral sobre los factores de Boltzmann de los elementos del espacio fase, 26

Zcl(T ) ≡
∫

dp dq

2πh̄
e−H(p,q)/kBT , (1.538)

se conoce como la función de partición clásica . Esta función contiene toda la ter-
modinámica clásica del sistema. Para un Hamiltoniano general con muchos grados

de libertad, la integral del espacio fase es
∏

n

∫

dpn dqn/2πh̄. El lector puede pre-

guntarse, ¿Por qué una expresión que contiene el cuanto de Plank h̄, puede ser
llamada clásica? La razón es que h̄ puede omitirse al calcular cualquier promedio
termodinámico. En mecánica estad́ıstica clásica esta cantidad nos arroja un factor
de normalización irrelevante, que hace que Z no tenga dimensiones.

1.17.1 Ensemble Canónico

En mecánica estad́ıstica cuántica, el Hamiltoniano se reemplaza por Ĥ y la integral
en el espacio fase por la traza en el espacio de Hilbert. Esto nos lleva a la función
de partición mecánico–cuántico

Z(T ) ≡ Tr
(

e−Ĥ/kBT
)

≡ Tr
(

e−H(p̂,x̂)/kBT
)

, (1.539)

26En lo que resta trabajeremos sobre un volumen fijo V , y por lo tanto omitiremos el argumento
V en lo sucesivo.
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donde Tr Ô representa la traza del operador Ô. Si Ĥ es el Hamiltoniano de
Schrödinger de N−part́ıculas, el sistema mecánico–cuántico es llamado ensemble
canónico. El lado derecho de (1.539) contine el operador de la posición x̂ en coor-
denadas Cartesianas, en lugar de la cantidad q̂ para asegurar que el sistema puede
ser cuantizado canónicamente. En casos tales como el trompo giratorio , la fórmula
de la traza sigue siendo válida, pero el espacio de Hilbert es barrido por la rep-
resentación de estados del operador del momento angular. En Lagrangianos más
generales, la cuantización tiene que hacerse de una manera diferente a ser descrita
en los Caṕıtulos 10 and 8.

En este momento hacemos la siguiente importante observación: La función de
partición cuántica está relacionada de una manera muy simple con el operador
mecánico–cuántico de evolución temporal. Para enfatizar esta relación definire-
mos la traza de tal operador para Hamiltonianos independientes del tiempo como
la función de partición mecánico–cuántico :

ZQM(tb − ta) ≡ Tr
(

Û(tb, ta)
)

= Tr
(

e−i(tb−ta)Ĥ/h̄
)

. (1.540)

Claramente la función de partición estad́ıstico–cuántica Z(T ) puede obtenerse de la
función mecánico-cuántica por continuación anaĺıtica a valores negativos imaginarios
del intervalo temporal tb − ta

tb − ta = − ih̄

kBT
≡ −ih̄β. (1.541)

Esta simple relación formal muestra que la traza del operador de evolución temporal
contiene toda la información sobre las propiedades en equilibrio termodinámico de
un sistema cuántico.

1.17.2 Ensemble Gran-Canónico

Para sistemas que contienen muchos cuerpos, a menudo resulta conveniente estudiar
sus propiedades de equilibrio en contacto con un recipiente de part́ıculas caracteri-
zado por un potencial qúımico µ. Para esto se define lo que llamamos la función de
partición estad́ıstico–cuántica gran canónica

ZG(T, µ) = Tr
(

e−(Ĥ−µN̂)/kBT
)

. (1.542)

Aqúı N̂ es el operador de conteo del número de part́ıculas en cada estado del en-
semble. La combinación de operadores en el exponente,

ĤG = Ĥ − µN̂, (1.543)

es lo que llamamos el Hamiltoniano gran canónico.
Para una función de partición Z(T ) con un número fijo de part́ıculas N , la

enerǵıa libre se define como

F (T ) = −kBT logZ(T ). (1.544)
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Su versión gran canónica para un potencial qúımico fijo es

FG(T, µ) = −kBT logZG(T, µ). (1.545)

La enerǵıa promedio o enerǵıa interna se define como

E = Tr
(

Ĥe−Ĥ/kBT
)/

Tr
(

e−Ĥ/kBT
)

. (1.546)

Esta relación puede obtenerse de la función de partición Z(T ) de la siguiente con-
binación de la derivada en la temperatura

E = Z−1kBT
2 ∂

∂T
Z(T ) = kBT

2 ∂

∂T
logZ(T ). (1.547)

En términos de la enerǵıa libre (1.544), tendremos

E = T 2 ∂

∂T
(−F (T )/T ) =

(

1− T
∂

∂T

)

F (T ). (1.548)

Para un ensemble gran canónico introducimos el número de part́ıculas promedio
definido por

N = Tr
(

N̂e−(Ĥ−µN̂)/kBT
)/

Tr
(

e−(Ĥ−µN̂)/kBT
)

. (1.549)

Este número promedio de part́ıculas puede obtenerse de la función de partición gran
canónica como

N = ZG
−1(T, µ)kBT

∂

∂µ
ZG(T, µ) = kBT

∂

∂µ
logZG(T, µ), (1.550)

o, utilizando la enerǵıa libre gran canónica, como

N = − ∂

∂µ
FG(T, µ). (1.551)

La enerǵıa promedio de un sistema gran canónico,

E = Tr
(

Ĥe−(Ĥ−µN̂)/kBT
)/

Tr
(

e−(Ĥ−µN̂)/kBT
)

, (1.552)

por analoǵıa con (1.547) y (1.548), puede obtenerse formando la derivada

E − µN = ZG
−1(T, µ)kBT

2 ∂

∂T
ZG(T, µ)

=

(

1− T
∂

∂T

)

FG(T, µ).

(1.553)

Para un gran número de part́ıculas, la densidad crece rápidamente como función
de la enerǵıa. Para un sistema de N part́ıculas libres, por ejemplo, el número de
estados que tienen la enerǵıa E está dado por

N(E) =
∑

pi

Θ(E −
N
∑

i=1

p2
i /2M), (1.554)
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donde cada uno de los momenta de la part́ıcula pi se suma sobre todos los momenta
discretos, pm en (1.179), disponibles para una sola part́ıcula en una caja finita de
volumen V = L3. Para un volumen grande, la suma puede llevarse a una integral 27

N(E) = V N
N
∏

i=1

[

∫

d3pi
(2πh̄)3

]

Θ(E −
N
∑

i=1

p2
i /2M), (1.555)

el cual es simplemente el producto de [V/(2πh̄)3]
N
por el volumen Ω3N de una esfera

3N -dimensional de radio
√
2ME:

N(E) =

[

V

(2πh̄)3

]N

Ω3N

≡
[

V

(2πh̄)3

]N
(2πME)3N/2

Γ
(

3
2
N + 1

) .

(1.556)

Recordemos aqúı la bien conocida fórmula para el volumen de una esfera unitaria
en D dimensiones:

ΩD = πD/2/Γ(D/2 + 1). (1.557)

La superficie es [para su deducción ver Ecs. (8.117) y (8.118)]

SD = 2πD/2/Γ(D/2). (1.558)

Esto se sigue directamente de la integral28

SD =
∫

dDp δ(p− 1) =
∫

dDp 2δ(p2 − 1) =
∫

dDp
∫ ∞

−∞

dλ

π
eiλ(p

2−1) (1.559)

=
∫ ∞

−∞

dλ

π

(

π

−iλ
)D/2

e−iλ =
2πD/2

Γ(D/2)
(1.560)

Por lo tanto, la densidad por enerǵıa ρ = ∂N/∂E está dada por

ρ(E) =

[

V

(2πh̄)3

]N

2πM
(2πME)3N/2−1

Γ(3
2
N)

. (1.561)

La cual crece rápidamente como función de la enerǵıa con la potencia E3N/2. No
obstante, la integral para la función de partición (1.582) converge, debido al abru-
mador decaimiento exponencial del factor de Boltzmann, e−E/kBT . Como las dos
funciones ρ(e) y e−e/kBT se multiplican una con la otra, el resultado es una función
con un máximo muy agudo en la enerǵıa promedio E del sistema. La posición del

27Sin embargo, recordemos la excepción comentada en el pie de nota dado a la Ec. (1.184) para
sistemas que poseen un condensado.

28I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, op. cit., ver fórmula 3.382.7.
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máximo depende de la temperatura T . Para el sistema de part́ıculas libres, por
ejemplo,

ρ(E)e−E/kBT ∼ e(3N/2−1) logE−E/kBT . (1.562)

Esta función tiene un máximo en

E(T ) = kBT
(

3N

2
− 1

)

≈ kBT
3N

2
. (1.563)

El ancho del máximo se encuentra del desarrollo de (1.562) en términos de δE =
E − E(T ):

exp

{

3N

2
logE(T )− E(T )

kBT
− 1

2E2(T )

3N

2
(δE)2 + . . .

}

. (1.564)

Aśı, tan pronto como δE es del orden de E(T )/
√
N , la exponencial se reduce por un

factor de dos con respecto a E(T ) ≈ kBT 3N/2. La desviación es del orden 1/
√
N ,

i.e., el máximo es muy agudo. Para un N muy grande, el máximo en E(T ) con ancho
E(T )/

√
N puede pensarse como una función δ, y entonces podemos reescribir

ρ(E)e−E/kBT ≈ δ(E − E(T ))N(T )e−E(T )/kBT . (1.565)

La cantidad N(T ) mide el número total de estados para los cuales el sistema está a
la temperatura T .

La entroṕıa S(T ) puede definirse en términos de N(T ) mediante la relación

N(T ) = eS(T )/kB . (1.566)

Substituyendo esta expresión junto (1.565) en (1.582), nos permite ver que en el
ĺımite de un número muy grande de pat́ıculas N :

Z(T ) = e−[E(T )−TS(T )]/kBT . (1.567)

Luego usando (1.544), podemos expresar la enerǵıa libre como

F (T ) = E(T )− TS(T ). (1.568)

Comparando con (1.548) vemos que la entroṕıa puede obtenerse de la enerǵıa libre
de forma directa por la relación

S(T ) = − ∂

∂T
F (T ). (1.569)

Para un ensemble gran canónico podemos considerar

ZG(T, µ) =
∫

dE dn ρ(E, n)e−(E−µn)/kBT , (1.570)

donde
ρ(E, n)e−(E−µn)/kBT (1.571)
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estará notoriamente localizada en E = E(T, µ), n = N(T, µ) y encontramos la
siguiente aproximación

ρ(E, n)e−(E−µn)/kBT ≈ δ (E − E(T, µ)) δ (n−N(T, µ))

× eS(T,µ)/kBe−[E(T,µ)−µN(T,µ)]/kBT . (1.572)

Reinsertando en (1.570) encontramos para un valor muy grande de N

ZG(T, µ) = e−[E(T,µ)−µN(T,µ)−TS(T,µ)]/kBT . (1.573)

La enerǵıa libre gran canónica (1.545), de obtiene la siguiente relación

FG(T, µ) = E(T, µ)− µN(T, µ)− TS(T, µ). (1.574)

Comparando con (1.553) vemos que la entroṕıa puede calcularse directamente de la
derivada, respecto de la temperatura, de la enerǵıa libre gran canónica

S(T, µ) = − ∂

∂T
FG(T, µ). (1.575)

El número de part́ıculas se encuentra de la derivada respecto del potencial qúımico
(1.551), la cual se sigue directamente de la definición (1.570).

La enerǵıa libre canónica y la entroṕıa que aparecen en la anteriores ecua-
ciones dependen del número de part́ıculas N y del volumen V del sistema, i. e.,
expĺıcitamente escribimos F (T,N, V ) y S(T,N, V ), respectivamente.

En el argumento de las cantidades gran canónicas, el número de part́ıculas N se
reemplaza por el potencial qúımico µ.

En la enerǵıa libre gran canónica FG(T, µ, V ), el volumen V es la única cantidad
que crece con el sistema. Aśı, FG(T, µ, V ) debe ser directamente proporcional a V .
La constante de proporcionalidad define la presión p del sistema:

FG(T, µ, V ) ≡ −p(T, µ, V )V. (1.576)

Para variaciones infinitesimales de las tres variables, FG(T, µ, V ) cambia como sigue:

dFG(T, µ, V ) = −SdT +Ndµ− pdV. (1.577)

Los primeros dos términos en el lado derecho se obtienen de la variación de la
Ec. (1.574) fijando el volumen. Cuando hay variación del volumen, la definición
(1.576) da origen al último término.

Sustituyendo (1.576) en (1.574), encontramos la relación de Euler :

E = TS +Ndµ− pV. (1.578)

Las variables naturales de la enerǵıa son S,N, V . De manera equivalente, escribimos

F = −µN − pV, (1.579)

donde T,N, V son sus variables naturales.
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1.18 Densidad de Estados y Traza Logaritmı́ca

En cálculos termodinámicos, una cantidad de interés particular es la densidad de
estados. Para obtenerla seguimos la siguiente definición: expresamos la función de
partición canónica

Z(T ) = Tr
(

e−Ĥ/kBT
)

(1.580)

como una suma de los factores de Boltzmann en todos los valores propios |n〉 del
Hamiltoniano, i. e.,

Z(T ) =
∑

n

e−En/kBT . (1.581)

Lo cual puede reescribirse como una integral:

Z(T ) =
∫

dE ρ(E)e−E/kBT . (1.582)

Donde la cantidad
ρ(E) =

∑

n

δ(E −En) (1.583)

es la llamada densidad de estados del sistema en el intervalo de enerǵıa (E,E+dE).
Formalmente, podemos escribirlo como la traza del operador de la densidad de
estados ρ̂(E):

ρ(E) = Tr ρ̂(E) ≡ Tr δ(E − Ĥ). (1.584)

La densidad de estados es, claramente, la transformada de Fourier del la función de
partición canónica (1.580):

ρ(E) =
∫ ∞

−i∞

dβ

2πi
eβE Tr

(

e−βĤ
)

=
∫ ∞

−i∞

dβ

2πi
eβE Z(1/kBβ). (1.585)

La integral

N(E) =
∫ E

dE ′ ρ(E ′) (1.586)

es el número de estados con enerǵıa E. El ĺımite inferior de la integración puede
ser cualquier valor por debajo de la enerǵıa del estado base. La función N(E) es un
suma de funciones de paso de Heaviside (1.313):

N(E) =
∑

n

Θ(E −En). (1.587)

Esta ecuación es válida sólo para la función de Heaviside que es igual a 1/2 en el
origen, y no para aquella dada en (1.306), como será visto más adelante. En efecto,
si integramos en la enerǵıa hasta un cierto valor En, tendremos

N(En) = (n+ 1/2). (1.588)

Esta expresión servirá para determinar las enerǵıas de los estados ligados en las
aproximaciones a la enerǵıa ω(E) en la Sección 4.7, por ejemplo usando la condición
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de Bohr-Sommerfeld (4.190) via la relación (4.210). Al aplicar esta relación debemos
estar seguros que todos los niveles energéticos tienen diferentes valores de enerǵıa.
De otra forma N(E) saltará en un medio de la degeneración de este nivel al estado
En. En la Ec. (4A.9) mostraremos un ejemplo de esta situación.

Una cantidad importante relacionada con ρ(E) que frecuentemente aparecerá en
este texto es la traza del logaritmo, brevemente escrito tracelog , del operador Ĥ−E.

Tr log(Ĥ −E) =
∑

n

log(En − E). (1.589)

También podemos expresar la tracelog en términos de la densidad de estados (1.584)
como

Tr log(Ĥ −E) = Tr
∫ ∞

−∞
dE ′ δ(E ′ − Ĥ) log(E ′ − E) =

∫ ∞

−∞
dE ′ ρ(E ′) log(E ′ −E).

(1.590)
La tracelog del operador Hamiloniano mismo puede verse como el ĺımite de un
operador de una función zeta asociada con Ĥ :

ζ̂Ĥ(ν) = Tr Ĥ−ν , (1.591)

cuya traza e la función zeta generalizada

ζĤ(ν) ≡ Tr
[

ζ̂Ĥ(ν)
]

= Tr (Ĥ−ν) =
∑

n

E−νn . (1.592)

Para un espectro linealmente espaciado En = n, donde n = 1, 2, 3 . . . , obtenemos la
función zeta de Riemann (2.521).

De la función zeta generalizada podemos obtener la tracelog usando la siguiente
derivada

Tr log Ĥ = −∂ν ζĤ(ν)|ν=0. (1.593)

Diferenciando la tracelog (1.589) con respecto a E, encontramos la traza del
resolvente (1.319):

∂ETr log(Ĥ −E) = Tr
1

E − Ĥ
=
∑

n

1

E −En
=

1

ih̄

∑

n

Rn(E) =
1

ih̄
Tr R̂(E). (1.594)

Recordando la Ec. (1.329) vemos que la parte imaginaria de esta cantidad, justo por
arriba del eje real E, es la densidad de estados

−1

π
Im ∂E Tr log(Ĥ − E − iη) =

∑

n

δ(E − En) = ρ(E). (1.595)

Integrando esta cantidad para toda enerǵıa obtenemos, de la Ec. (1.586), la función
del número de estados N(E):

−1

π
ImTr log(E − Ĥ) =

∑

n

Θ(E −En) = N(E). (1.596)
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Apéndice 1A Operador de Evolución Temporal Simple

Consideremos el operador de evolución temporal no trivial más simple de una part́ıcula de esṕın
1/2 en un campo magnético B. El operador Hamiltoniano reducido es Ĥ0 = −B · �/2, tal que el
operador de evolución temporal será, aqúı usamos unidades naturales donde h̄ = 1,

e−iĤ0(tb−ta) = ei(tb−ta)B·�/2. (1A.1)

Desarrollando la exponencial, como en la relación (1.293), y usando el hecho que (B ·�)2n = B2n

y (B ·�)2n+1 = B2n(B ·�), obtenemos

e−iĤ0(tb−ta) = cos[B(tb − ta)/2] + iB̂ · � sin[B(tb − ta)/2] , (1A.2)

donde B̂ ≡ B/|B|. Supongamos ahora que el campo magnético no es constante sino que tiene
una pequeña variación temporal δB(t). Obtenemos de (1.253) [o el término a más bajo orden en
(1.293)]

δe−iĤ0(tb−ta) =

∫ tb

ta

dt e−iĤ0(tb−t)δB(t) · �e−iĤ0(t−ta). (1A.3)

Usando (1A.2), la integral del lado derecho será

{

cos[B(tb−t)/2]+iB̂ · � sin[B(tb−t)/2]
}

δB(t) ·�
{

cos[B(t−ta)/2]+iB̂ · � sin[B(t−ta)/2]
}

.(1A.4)

Podemos simplicar este resultado con ayuda de la siguiente fórmula [recordemos (1.448)]

σiσj = δij + iǫijkσ
k (1A.5)

tal que

B̂ · � δB(t) · � = B̂ · δB(t) + i[B̂× δB(t)] · �, δB(t) · � B̂ · � = B̂ · δB(t) − i[B̂× δB(t)] · �, (1A.6)

es decir,

B̂ · � δB(t) · � B̂ · � =
[

B̂ · δB(t)
]

B̂ · �+ i[B̂× δB(t)] · � B̂ · �

= i[B̂× δB(t)] · B̂ +
{

[B̂ · δB(t)]B̂− [B̂× δB(t)] × B̂
}

· �. (1A.7)

El primer término del lado derecho se anulará, el segundo término es igual a δB, esto dado que
B̂2 = 1. Luego, encontramos que el integrando en (1A.4) es:

cosB(tb − t)/2 cosB(t− ta)/2 δB(t) · �
+i sinB(tb − t)/2 cosB(t− ta)/2{B̂ · δB(t) + i[B̂× δB(t)] · �}
+i cosB(tb − t)/2 sinB(t− ta)/2{B̂ · δB(t) − i[B̂× δB(t)] · �}

+ sinB(tb − t)/2 sinB(t− ta)/2 δB · � (1A.8)

el cual puede ser combinado para dar

{

cosB[(tb+ta)/2−t] δB(t)−sinB[(tb+ta)/2−t] [B̂× δB(t)]
}

·�+i sin[B(tb−ta)/2] B̂·δB(t).(1A.9)

La integración de esta cantidad de ta a tb nos permite obtener la variación (1A.3).
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Figure 1.4 Contorno triangular cerrado para la integral de Cauchy

Apéndice 1B Convergencia de la Integral de Fresnel

Presentamos aqúı la demostración de la integral de Fresnel (1.337), relacionandola con la integral
de Gauss. De acuerdo al teorema integral de Cauchy, la suma de las integrales a lo largo de las
tres trayectorias del contorno cerrado mostrado en la Fig. 1.4 se anulan, dado que el integrando
e−z2

es una función análitica en el dominio triangular:

∮

dze−z2

=

∫ A

0

dze−z2

+

∫ B

A

dze−z2

+

∫ O

B

dze−z2

= 0. (1B.1)

Sea R el radio del arco. Substituimos ahora en las tres integrales la variable z de la siguiente forma:

0A: z = p, dz = dp, z2 = p2

B 0: z = peiπ/4, dz = dp eiπ/4, z2 = ip2

AB: z = R eiϕ, dz = i Rdp, z2 = p2,

y obtenemos la ecuación

∫ R

0

dp e−p2

+ eiπ/4
∫ 0

R

dp e−ip2

+

∫ π/4

0

dϕ iR e−R2(cos 2ϕ+i sin 2ϕ)+iϕ = 0. (1B.2)

La primera integral converge rápidamente a
√
π/2 cuando R → ∞. El último término va a cero

en este mismo ĺımite. Para verlo, analicemos su valor absoluto como sigue:
∣

∣

∣

∣

∣

∫ π/4

0

dϕ iR e−R2(cos 2ϕ+i sin 2ϕ)+iϕ

∣

∣

∣

∣

∣

< R

∫ π/4

0

dϕ e−R2 cos 2ϕ. (1B.3)

El lado derecho va de manera exponencial a cero, excepto para ángulos ϕ cercanos a π/4 donde
el coseno en el exponente se anula. En el intervalo de referencia α ∈ (π/4 − ǫ, π/4) para valores
pequeños de ǫ > 0, encontramos que sin 2ϕ > sin 2α, tal que

R

∫ π/4

α

dϕ e−R2 cos 2ϕ < R

∫ π/4

α

dϕ
sin 2ϕ

sin 2α
e−R2 cos 2ϕ. (1B.4)

La integral del lado derecho puede hacerse por partes y obtenemos

αR e−R2 cos 2α +
1

R sin 2α

[

e−R2 cos 2ϕ
]ϕ=π/4

ϕ=α
, (1B.5)

la cual va a cero como 1/R para valores grandes de R. Aśı encontramos de (1B.2) la fórmula ĺımite
∫ 0

∞
dp e−ip2

= −e−iπ/4
√
π/2, o

∫

∞

∞

dp e−ip2

= e−iπ/4√π, (1B.6)

la cual se convierte en la fórmula integral de Fresnel (1.337) por la substitución p → p
√

a/2.
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Apéndice 1C El Trompo Asimétrico

El Lagrangiano del trompo asimétrico con tres diferentes momentos de inercia es

L =
1

2
[Iξωξ

2 + Iηωη
2 + Iζωζ

2]. (1C.1)

El cual tiene la métrica Hessiana [recordemos (1.12) y (1.388)]

g11 = Iξ sin2 β + Iζ cos2 β − (Iξ − Iη) sin2 β sin2 γ,

g21 = −(Iξ − Iη) sinβ sin γ cos γ,

g31 = Iζ cosβ,

g22 = Iη + (Iξ − Iη) sin2 γ,

g32 = 0,

g33 = Iζ , (1C.2)

en lugar de la expresión (1.462). El determinante será

g = IξIηIζ sin2 β, (1C.3)

y la inversa de la métrica tiene las componentes

g11 =
1

g
{Iη + (Iξ − Iη) sin2 γ}Iζ,

g21 =
1

g
sinβ sin γ cos γ(Iξ − Iη)Iζ ,

g31 =
1

g
{cosβ[− sin2 γ(Iξ − Iη) − Iη]}Iζ ,

g22 =
1

g
{sin2 β[Iξ − sin2 γ(Iξ − Iη)]}Iζ ,

g32 =
1

g
{sinβ cosβ sinγ cos γ(Iη − Iξ)}Iζ ,

g33 =
1

g
{sin2 βIξIη + cos2 βIηIζ + cos2 β sin2 γ (Iξ − Iη)Iζ}. (1C.4)

De aqúı encontramos las componentes de la conección de Riemann, el śımbolo de Christoffel
definido en la Ec. (1.70):

Γ̄11
1 = [cosβ cos γ sin γ(I2η − IηIζ − I2ξ + IξIζ)]/IξIη,

Γ̄21
1 = {cosβ[sin2 γ(I2ξ − I2η − (Iξ − Iη)Iζ)

+ Iη(Iξ + Iη − Iζ)]}/2 sinβIξIη,

Γ̄31
1 = {cos γ sin γ[I2η − I2ξ + (Iξ − Iη)Iζ ]}/2IξIη,

Γ̄22
1 = 0,

Γ̄32
1 = [sin2 γ(I2ξ − I2η − (Iξ − Iη)Iζ) − Iη(Iξ − Iη + Iζ)]/2 sinβIξIη,

Γ̄33
1 = 0,

Γ̄11
2 = {cosβ sinβ[sin2 γ(I2ξ − I2η − Iζ(Iξ − Iη)) − Iξ(Iξ − Iζ)]}/IξIη,

Γ̄21
2 = {cosβ cos γ sin γ[I2ξ − I2η − Iζ(Iξ − Iη)]}/2IξIη,

Γ̄31
2 = {sinβ[sin2 γ(I2ξ − I2η − Iζ(Iξ − Iη)) − Iξ(Iξ − Iη − Iζ)]}/2IξIη,

Γ̄22
2 = 0,

Γ̄32
2 = [cos γ sin γ(I2ξ − I2η − Iζ(Iξ − Iη))]/2IξIη,
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Γ̄33
2 = 0,

Γ̄11
3 = {cosγ sin γ[sin2 β(IξIη(Iξ − Iη) − Iζ(I

2
ξ − I2η ) + I2ζ (Iξ − Iη))

+ (I2ξ − I2η )Iζ − I2ζ (Iξ − Iη)]}/IξIηIζ ,
Γ̄21

3 = {sin2 β[sin2 γ(2IξIη(Iη − Iξ) + Iζ(I
2
ξ − I2η ) − I2ζ (Iξ − Iη))

+IξIη(Iξ − Iη) + IηIζ(Iη − Iζ)] − sin2 γ((I2ξ − I2η )Iζ− I2ζ (Iξ − Iη))

− IηIζ(Iξ + Iη − Iζ)}/2 sinβIξIηIζ ,

Γ̄31
3 = [cosβ cos γ sin γ(I2ξ − I2η − Iζ(Iξ − Iη))]/2IξIη,

Γ̄22
3 = cos γ sin γ(Iη − Iξ)/Iζ ,

Γ̄32
3 = {cosβ[sin2 γ(I2η − I2ξ + (Iξ − Iη)Iζ) + Iη(Iξ − Iη + Iζ)]}/2 sinβIηIξ,

Γ̄33
3 = 0. (1C.5)

Las otras componentes se siguen de la simetŕıa de los primeros dos ı́ndices Γ̄µν
λ = Γ̄λ

νµ. De este
śımbolo de Christoffel calculamos el tensor de Ricci, el cual será definido en la Ec. (10.41),

R̄11 = {sin2 β[sin2 γ(I3η − I3ξ − (IξIη − I2ζ )(Iξ − Iη))

+ ((Iξ + Iζ)
2 − I2η )(Iξ − Iζ)] + I3ζ − Iζ(Iξ − Iη)

2}/2IξIηIζ ,
R̄21 = {sinβ sin γ cos γ[I3η − I3ξ + (IξIη − I2ζ )(Iη − Iξ)]}/2IξIηIζ ,
R̄31 = −{cosβ[(Iξ − Iη)

2 − I2ζ ]}/2IξIη,
R̄22 = {sin2 γ[I3ξ − I3η + (IξIη − I2ζ )(Iξ − Iη)] + I3η − (Iξ − Iζ)

2Iη}/2IξIηIζ ,
R̄32 = 0,

R̄33 = −[(Iξ − Iη)
2 − I2ζ ]/2IξIη. (1C.6)

La contracción con gµν da la curvatura escalar

R̄ = [2(IξIη + IηIζ + IζIξ) − I2ξ − I2η − I2ζ ]/2IξIηIζ . (1C.7)

Dado que el espacio en consideración es libre de torsión, el śımbolo de Christoffel Γ̄µν
λ es igual a

la conección af́ın total Γµν
λ. Lo mismo es cierto para las curvaturas escalares R̄ and R calculadas

de Γ̄µν
λ y Γµν

λ, respectivamente.
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[4] Una excepción aparece en la teoŕıa de la condensación de Bose–Einstein donde el estado
simple p = 0 requiere un tratamiento separado, dado que contiene un gran número de
part́ıculas en lo que es llamado un condensado de Bose–Einstein . Ver p. 169 en el libro
arriba citado de L.D. Landau y E.M. Lifshitz sobre Statistical Mechanics . La condensación
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A dancing shape, an image gay,

To haunt, to startle, and waylay.

W. Wordsworth (1770–1840), Phantom of Delight

2

Integrales de Trayectoria —
Propiedades Elementales y Soluciones Simples

El formalismo de los operadores de la mecánica cuántica y la estad́ıstica cuántica
no siempre lleva al entendimiento más transparente de los fenómenos cuánticos.
Hay otro formalismo equivalente en el cual se evitan los operadores con el uso de
productos infinitos de integrales, llamado integrales de trayectoria . En contraste
con la ecuación de Schrödinger, la cual es una ecuación diferencial que determina
las propiedades de un estado a un tiempo dado del conocimiento del estado en un
tiempo infinitesimalmente anterior, las integrales de trayectoria dan las amplitudes
mecánico–cuánticas en una aproximación global involucrando las propiedades del
sistema para todo tiempo.

2.1 Representación en Términos de Integrales de Trayecto-
ria de la Amplitud de Evolución Temporal

La aproximación de las integrales de trayectoria de la mecánica cuántica fue desa-
rrollada por Feynman1 en 1942. En su forma original, se aplica a un part́ıcula en
movimiento en un sistema coordenado Cartesiano y da como resultado las ampli-
tudes del operador de evolución temporal entre los estados localizados de la part́ıcula
(recordemos la Sección 1.7)

(xbtb|xata) = 〈xb|Û(tb, ta)|xa〉, tb > ta. (2.1)

Por simplicidad, supondremos en un principio que el espacio es unidimensional. La
extensión a D dimensiones Cartesianas será dada más tarde. La introducción de
coordenadas curvilineas requerirá un poco de trabajo extra. Una posterior genera-
lización a espacios con geometŕıa notrivial, en la cual la curvatura y torsión están
presentes, será descrita en los Caṕıtulos 10–11.

1Para su desarrollo histórico, ver las Notas y Referencias al final de este caṕıtulo.
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2.1.1 Partición de la Amplitud de la Evolución Temporal

Estamos interesados principalmente en las amplitudes de evolución temporal causal
o retardadas [ver la Ec. (1.303)]. Estas amplitudes contienen toda la información
mecánico–cuántica reelevante y poseen, adicionalmente, interesantes propiedades
anaĺıticas en el plano de la enerǵıa compleja [ver las notas luego de la Ec. (1.310)].
Por esta razón de ahora en adelante supondremos la secuencia causal de los argu-
mentos temporales tb > ta.

Feynman creyó que debido a la ley de composición fundamental del operador
de evolución temporal (ver Seccion 1.7), la amplitud (2.1) podŕıa particionarse en
un gran número de operadores de evolución temporal, digamos N + 1, cada uno
actuando en una sección temporal infinitesimal con espaciamiento ǫ ≡ tn − tn−1=
(tb − ta)/(N + 1)> 0:

(xbtb|xata) = 〈xb|Û(tb, tN )Û(tN , tN−1) · · · Û(tn, tn−1) · · · Û(t2, t1)Û(t1, ta)|xa〉. (2.2)

Insertando un conjunto completo de estados entre cada pareja de Û ,
∫ ∞

−∞
dxn|xn〉〈xn| = 1, n = 1, . . . , N, (2.3)

la amplitud será el producto de N -integrales

(xbtb|xata) =
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

(xntn|xn−1tn−1), (2.4)

donde hemos usado xb ≡ xN+1, xa ≡ x0, tb ≡ tN+1, ta ≡ t0. El śımbolo Π[· · ·] se
refiere al producto de las cantidades dentro de los paréntesis. El integrando es el
producto de las amplitudes para los intervalos temporales infinitesimales

(xntn|xn−1tn−1) = 〈xn|e−iǫĤ(tn)/h̄|xn−1〉, (2.5)

con el operador Hamiltoniano

Ĥ(t) ≡ H(p̂, x̂, t). (2.6)

El desarrollo posterior será más simple bajo la hipótesis de que el Hamiltoniano
tiene la forma estándar, es decir, es la suma de una enerǵıa cinética y una potencial:

H(p, x, t) = T (p, t) + V (x, t). (2.7)

Para una pequeña partición suficientemente delgada, el operador de evolución tem-
poral

e−iǫĤ/h̄ = e−iǫ(T̂+V̂ )/h̄ (2.8)

es factorizable como consecuencia de la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (a
ser demostrada en el Apéndice 2A)

e−iǫ(T̂+V̂ )/h̄ = e−iǫV̂ /h̄e−iǫT̂ /h̄e−iǫ2X̂/h̄2

, (2.9)
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donde el operador X̂ tiene el siguiente desarrollo

X̂ ≡ i

2
[V̂ , T̂ ]− ǫ

h̄

(

1

6
[V̂ , [V̂ , T̂ ]]− 1

3
[[V̂ , T̂ ], T̂ ]

)

+O(ǫ2) . (2.10)

Los términos omitidos ǫ4, ǫ5, . . . contienen conmutadores de orden superior de V̂ y
T̂ . Śı, de momento ignoramos el término X̂ que está multiplicado por el factor ǫ2, los
elementos matriz de la exponencial e−iǫĤ/h̄ tendrán la siguiente expresión sencilla:

〈xn|e−iǫH(p̂,x̂,tn)/h̄|xn−1〉 ≈
∫ ∞

−∞
dx〈xn|e−iǫV (x̂,tn)/h̄|x〉〈x|e−iǫT (p̂,tn)/h̄|xn−1〉

=
∫ ∞

−∞
dx〈xn|e−iǫV (x̂,tn)/h̄|x〉

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

eipn(x−xn−1)/h̄e−iǫT (pn,tn)/h̄. (2.11)

Evaluando los elementos de matriz,

〈xn|e−iǫV (x̂,tn)/h̄|x〉 = δ(xn − x)e−iǫV (xn,tn)/h̄, (2.12)

tendremos

〈xn|e−iǫH(p̂,x̂,tn)/h̄|xn−1〉 ≈
∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

exp {ipn(xn − xn−1)/h̄− iǫ[T (pn, tn) + V (xn, tn)]/h̄} . (2.13)

Reinsertando en (2.4), obtenemos la fórmula de la integral de trayectoria de Feyn-

man, la cual consiste de una integral multiple

(xbtb|xata) ≈
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

exp
(

i

h̄
AN

)

, (2.14)

donde AN es la suma

AN =
N+1
∑

n=1

[pn(xn − xn−1)− ǫH(pn, xn, tn)]. (2.15)

2.1.2 Integral de Trayectoria para un Hamiltoniano Cero

Note que la integral de trayectoria (2.14) con el Hamiltoniano puesto igual con cero,
reproduce la estructura del espacio de Hilbert de la teoŕıa mediante una cadena de
productos escalares:

(xbtb|xata) ≈
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

ei
∑N+1

n=1
pn(xn−xn−1)/h̄, (2.16)

el cual es igual a

(xbtb|xata) ≈
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

] N+1
∏

n=1

〈xn|xn−1〉 =
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

] N+1
∏

n=1

δ(xn − xn−1)

= δ(xb − xa). (2.17)
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cuyo ĺımite continuo es

(xbtb|xata) =
∫

Dx
∫ Dp

2πh̄
ei
∫

dtp(t)ẋ(t)/h̄ = 〈xb|xa〉 = δ(xb − xa). (2.18)

En la expresión de operadores (2.2), el lado derecho se sigue del hecho de que para
un Hamiltoniano igual a cero los operadores de evolución temporal Û(tn, tn−1) son
todos iguales a la unidad.

Aqúı es válida la siguiente observación: una variable de momentum pn incluida

en el producto de integraciones de momenta, en la expresión (2.16), pueden generarse
por una derivada p̂n ≡ −ih̄∂xn fuera de la integral. En la Subsección 2.1.4 iremos
al ĺımite continuo de la partición temporal en la cual los intervalos ǫ tienden a cero.
En este ĺımite, las variables discretas xn y pn serán las funciones x(t) y p(t) de la
variable temporal coninua t, y los momenta pn serán los operadores diferenciales
p(t) = −ih̄∂x(t), que cumplen la siguiente relación de conmutación con x(t):

[p̂(t), x(t)] = −ih̄. (2.19)

Estas son las relaciones de conmutación a tiempos iguales canónicas de Heisenberg.
Esta observación constituye la base para obtener, de la integral de trayectoria

(2.14), la ecuación de Schrödinger para la amplitud de evolución temporal.

2.1.3 Ecuación de Schrödinger para la Amplitud de Evolución
Temporal

Separemos del producto de integrales (2.14) la partición final, de tal forma que
tenemos la relación de recursión

(xbtb|xata) ≈
∫ ∞

−∞
dxN(xbtb|xN tN) (xN tN |xata), (2.20)

donde

(xbtb|xN tN ) ≈
∫ ∞

−∞

dpb
2πh̄

e(i/h̄)[pb(xb−xN )−ǫH(pb,xb,tb)]. (2.21)

El momentum pb dentro de la integral puede generarse por un operador diferencial
p̂b ≡ −ih̄∂xb

externo a ella. Lo mismo es válido para toda función de pb, de tal forma
que el Hamiltoniano puede extraerse de la integral de momentum y obtenemos

(xbtb|xN tN)≈e−iǫH(−ih̄∂xb ,xb,tb)/h̄
∫ ∞

−∞

dpb
2πh̄

eipb(xb−xN )/h̄=e−iǫH(−ih̄∂xb ,xb,tb)/h̄δ(xb−xN ).
(2.22)

Reincertando en (2.20) obtenemos

(xbtb|xata) ≈ e−iǫH(−ih̄∂xb ,xb,tb)/h̄(xb tb−ǫ|xata), (2.23)

es decir,

1

ǫ
[(xb tb+ǫ|xata)− (xbtb|xata)] ≈

1

ǫ

[

e−iǫH(−i∂xb ,xb,tb+ǫ)/h̄ − 1
]

(xb tb|xata). (2.24)
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En el ĺımite ǫ→ 0, obtenemos la ecuación diferencial para la amplitud de evolución
temporal

ih̄∂tb(xbtb|xata) = H(−ih̄∂xb
, xb, tb)(xb tb|xata), (2.25)

esta expresión corresponde a la ecuación de Schrödinger (1.301) de la mecánica
cuántica de operadores.

2.1.4 Convergencia de la Partición de la Amplitud de Evolución
Temporal

A continuación se dan algunas notas sobre la convergencia de la expresión (2.14) a la
amplitud mecánico cuántico en el ĺımite continuo, cuando el tamaño de la partición
temporal ǫ = (tb − ta)/(N + 1) → 0 tiende a cero, y el número de paticiones N
tiende a ∞. La convergencia puede probarse utilizando la enerǵıa cinética estándar
T = p2/2M , solamente si el potencial es suficientemente suave. Para potenciales
independientes del tiempo podemos usar la fórmula del Trotter

e−i(tb−ta)Ĥ/h̄ = lim
N→∞

(

e−iǫV̂ /h̄e−iǫT̂ /h̄
)N+1

. (2.26)

Śı T y V son numeros c, la igualdad es directa Sin embargo, para el caso en que
sean operadores, usamos la Ec. (2.9) para reescribir el lado izquierdo de (2.26) como

e−i(tb−ta)Ĥ/h̄ ≡
(

e−iǫ(T̂+V̂ )/h̄
)N+1

≡
(

e−iǫV̂ /h̄e−iǫT̂ /h̄e−iǫ2X̂/h̄2
)N+1

.

De la fórmula de Trotter se sabe que el término X̂ proporcional a ǫ2 no contribuye
en el ĺımite N → ∞. Las condiciones matemáticas necesarias requieren de técnicas
de análisis funcional, demasiado técnico para ser presentado en este texto (para
mayores detalles, ver la literatura citada al final del caṕıtulo). Para nuestros intere-
ses es suficiente saber que la fórmula de Trotter es válida para operadores acotados
por el ĺımite inferior lo mismo que para la mayoŕıa de los potenciales f́ısicamente
interesantes, la fórmula no puede usarse para obtener la reprensentación de Feyn-
man (2.14) aún para sistemas donde se sabe que ésta es válida. En particular,
la amplitud para tiempos cortos puede ser diferente de (2.13). Para un potencial
Coulombiano atractivo V (x) ∝ −1/|x|, por ejemplo, donde se sabe que la fórmula
de Trotter es válida, la expresión de Feynman diverge. Esto será discutido en de-
talle en el Caṕıtulo 12. Problemas similares serán hallados en otros potenciales
f́ısicos reelevantes tales como V (x) ∝ l(l +D − 2)h̄2/|x|2 (la barrera centŕıfuga) y
V (θ) ∝ m2h̄2/sin2 θ (la barrera angular cerca de los polos de una esfera). En todos
estos casos, los conmutadores en el desarrollo (2.10) de X̂ son cada vez más singu-
lares. De hecho, como veremos más adelante, este desarrollo no simpre converge,
aún para una partición ǫ lo suficientemente pequeña. Todos los sistemas atómicos
contienen tales potenciales y la fórmula de Feynman (2.14) no puede usarse para
calcular una aproximación para la amplitud de transición. Entonces, se tiene que
encontrar una nueva fórmula de la la integral de trayectoria. Esto será presentado en
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el Caṕıtulo 12. Por fortuna, utilizando algunas transformaciones es posible reducir
el problema a una fórmula tipo Feynman con un potencial acotado en un espacio
auxiliar. De esta forma la deducción anterior de la fórmula de Feynman, para tales
potenciales, será suficiente para el posterior desarrollo de este texto. Esto sirve
como un punto de partida independiente para el restanto de lo calculos mecánico
cuánticos.

En lo que resta, el śımbolo ≈ presente en las fórmulas tales como (2.14) implicará
que la igualdad será cierta en el ĺımite continuo N → ∞, ǫ → 0, a menos que el
potencial tenga singularidades de las mencionadas arriba. En la acción, el ĺımite
continuo no tiene otras restricciones. La suma AN in (2.15) tiende a la integral

A[p, x] =
∫ tb

ta
dt [p(t)ẋ(t)−H(p(t), x(t), t)] (2.27)

en circunstancias muy generales. Se reconoce a esta expresión como el ĺımite clásico
canónico de la acción para la trayectoria x(t), p(t) del espacio fase. Dado que las
variables de la posición xN+1 y x0 están fijas en sus valores iniciales y finales xb y
xa, las las trayectorias cumplen la condición de frontera x(tb) = xb, x(ta) = xa.

En el mismo ĺımite, el producto infinitesimal de las integrales en (2.14) será
llamado una integral de trayectoria. La norma ĺımite de la integración será

lim
N→∞

N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

≡
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x
∫ Dp

2πh̄
. (2.28)

Por definición, en este producto siempre hay una pn−integral más que xn−integrales.
Mientras que x0 y xN+1 se mantienen fijos y se realizan las xn−integrales, para
n1, . . . , N , cada pareja (xn, xn−1) está acompañada por una pn−integral, para
n1, . . . , N + 1. Esta situación está indicada por la primada en la integral funcional
D′x. Con esta definición, en forma breve, la amplitud se escribe como

(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x
∫ Dp

2πh̄
eiA[p,x]/h̄. (2.29)

La integral de trayectoria tiene una interpretación intuitiva simple: Integrar sobre
todas las trayectorias corresponde a sumar todos los eventos sobre las cuales un
sistema f́ısico puede evolucionar. La exponencial eiA[p,x]/h̄ es el cuanto análogo al
factor de Boltzmann e−E/kBT de la mecánica estad́ıstica. Es decir, asociamos un
factor de fase a cada evento, en lugar de una probabilidad exponencial. La amplitud
total de ir del punto xa, ta al punto xb, tb se obtiene sumando los factores de fase
de todos los eventos,

(xbtb|xata) =
∑

todos los eventos
(xa,ta)❀ (xb,tb)

eiA[p,x]/h̄, (2.30)

donde la suma contiene todas las trayectorias en el espacio fase con puntos extremos
fijos xb, xa del espacio−x.
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2.1.5 Amplitud de Evolución Temporal en el Espacio del Mo-
mentum

La asimetŕıa observada en la integral funcional sobre x y p es una consecuencia de
mantener fijos los extremos en el espacio de la posición. Tenemos la posibilidad
de proceder en una forma alternativa manteniendo los momenta inicial y final pb y
pa fijos. La amplitud de la evolución temporal asociada puede deducirse usando el
mismo procedimiento anterior, pero trabajando en la representación del espacio del
momentum del espacio de Hilbert, partiendo de los elementos de matriz del operador
de evolución temporal

(pbtb|pata) ≡ 〈pb|Û(tb, ta)|pa〉. (2.31)

La partición temporal es como en (2.2)–(2.4), donde los x’s son reemplazados por
p’s, excepto en la relación de completes (2.3) la cual será

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
|p〉〈p| = 1, (2.32)

que corresponde a la normalización de los estados [comparar (1.186)]

〈pb|pa〉 = 2πh̄δ(pb − pa). (2.33)

En el producto resultante de integrales, la norma tiene una asimetŕıa opuesta: ahora
hay una integral más en x que integrales en p. La integral de trayectoria será

(pbtb|pata) ≈
N
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

N
∏

n=0

[∫ ∞

−∞
dxn

]

× exp

{

i

h̄

N
∑

n=0

[−xn(pn+1 − pn)− ǫH(pn, xn, tn)]

}

. (2.34)

La relación entre esta amplitud y la amplitud en el espacio−x (2.14) es sencilla: śı
en la relación (2.14) la primera y la útima integral en p1 y pN+1 se ponen fuera del
producto, manteniendolas como pa y pb, y rearreglando la suma

∑N+1
n=1 pn(xn−xn−1)

como sigue

N+1
∑

n=1

pn(xn − xn−1) = pN+1(xN+1 − xN ) + pN(xN − xN−1) + . . .

. . .+ p2(x2 − x1) + p1(x1 − x0)

= pN+1xN+1 − p1x0

−(pN+1 − pN)xN − (pN − pN−1)xN−1 − . . .− (p2 − p1)x1

= pN+1xN+1 − p1x0 −
N
∑

n=1

(pn+1 − pn)xn, (2.35)

el producto restante de integrales se verá como en dado en la Ec. (2.34), con la
excepción de que el ı́ndice inferior es una unidad mayor que en la suma Ec. (2.34).
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En el ĺımite N → ∞ esto no tiene importancia, y obtenemos la transfomada de
Fourier

(xbtb|xata) =
∫

dpb
2πh̄

eipbxb/h̄
∫

dpa
2πh̄

e−ipaxa/h̄(pbtb|pata). (2.36)

La relación inversa es

(pbtb|pata) =
∫

dxb e
−ipbxb/h̄

∫

dxa e
ipaxa/h̄(xbtb|xata). (2.37)

En el ĺımite continuo, la amplitud (2.34) puede escribirse como una integral de
trayectoria

(pbtb|pata) =
∫ p(tb)=pb

p(ta)=pa

D′p

2πh̄

∫

DxeiĀ[p,x]/h̄, (2.38)

donde

Ā[p, x] =
∫ tb

ta
dt [−ṗ(t)x(t)−H(p(t), x(t), t)] = A[p, x]− pbxb + paxa. (2.39)

Si el Hamiltoniano es independiente de x y t, la evaluación de la integral de
trayectoria (2.34) es trivial. En tal caso podemos hallar las N + 1 integrales para
xn (n = 0, . . . , N), de donde obtenemos un producto de funciones delta δ(pb −
pN) · · · δ(p1 − p0). Como consecuencia de esto, las integrales sobre los N momenta
pn (n = 1, . . . , N) serán forzadas a evaluarse sólo para el momentum inicial, es decir
pN = pN−1 = . . . = p1 = pa. Por lo cual obtenemos sólo una función δ, la cual
estará multiplicada por N + 1 factores de la forma

∏N
n=0 e

−iǫH(pa)/h̄, el cual es igual
a e−i(tb−ta)H(p)/h̄. De esta forma obtenemos

(pbtb|pata) = 2πh̄δ(pb − pa)e
−i(tb−ta)H(p)/h̄. (2.40)

Sustituyendo esta relación en la Ec. (2.36), encontramos una integral de Fourier
para la amplitud de evolución temporal en el espacio x:

(xbtb|xata) =
∫

dp

2πh̄
eip(xb−xa)/h̄−i(tb−ta)H(p)/h̄. (2.41)

Notese que la expresión (2.40) contiene un signo de igualdad en lugar del signo ≈,
esto de debe al hecho de que el lado derecho de la expresión es el mismo para toda
partición temporal.

2.1.6 Función de Partición Mecánico–Cuántica

Cuando se considera una función de partición mecánico cuántica, definida como una
traza (recordemos la Sección 1.17), obtenemos una integral de trayectoria simétrica
en p y x

ZQM(tb, ta) = Tr
(

e−i(tb−ta)Ĥ/h̄
)

. (2.42)
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En una base local, la traza es una integral sobre la amplitud
(xbtb|xata) con xb = xa:

ZQM(tb, ta) =
∫ ∞

−∞
dxa(xatb|xata). (2.43)

La traza adicional sobre xN+1 ≡ x0 hace que la integral de trayectoria para ZQM

sea simétrica en pn y xn:

∫ ∞

−∞
dxN+1

N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

=
N+1
∏

n=1

[

∫∫ ∞

−∞

dxndpn
2πh̄

]

. (2.44)

En el ĺımite continuo, el lado derecho puede escribirse como

lim
N→∞

N+1
∏

n=1

[

∫∫ ∞

−∞

dxndpn
2πh̄

]

≡
∮

Dx
∫ Dp

2πh̄
, (2.45)

y la norma de estas integrales está relacionada por

∫ ∞

−∞
dxa

∫ x(tb)=xa

x(ta)=xa

D′x
∫ Dp

2πh̄
≡
∮

Dx
∫ Dp

2πh̄
. (2.46)

El śımbolo
∮

indica la condición periódica de frontera x(ta) = x(tb). En forma
similar, en la representación del momentum tendremos

∫ ∞

−∞

dpa
2πh̄

∫ p(tb)=pa

p(ta)=pa

D′p

2πh̄

∫

Dx ≡
∮ Dp

2πh̄

∫

Dx , (2.47)

con la condición periódica de frontera p(ta) = p(tb), y la misma expresión para el
lado derecho. Aśı, la función de partición mecánico cuántica estará dada por la
integral de trayectoria

ZQM(tb, ta) =
∮

Dx
∫ Dp

2πh̄
eiA[p,x]/h̄ =

∮ Dp
2πh̄

∫

DxeiĀ[p,x]/h̄. (2.48)

En la exponencial del lado derecho, la acción Ā[p, x] puede reemplazarse por A[p, x],
ya que los términos extras en (2.39) son eliminados por las condiciones periódicas de
frontera. En la expresión de la partición temporal, la igualdad se deduce fácilmente
del rearreglo de la suma (2.35), la cual muestra que

N+1
∑

n=1

pn(xn − xn−1)

∣

∣

∣

∣

∣

xN+1=x0

= −
N
∑

n=0

(pn+1 − pn)xn

∣

∣

∣

∣

∣

pN+1=p0

. (2.49)

En la expresión de la integral de trayectoria (2.48), para la función de partición,
la reglas de la mecánica cuántica aparecen como una generalización natural de las
reglas de la mecánica estad́ıstica clásica, tal como fue formulada por Planck. De
acuerdo con estas reglas, cada elemento de volumen en el espacio fase dxdp/h, está
ocupado con la probabilidad exponencial e−E/kBT . En la formulación de la integral de
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trayectoria de la mecánica cuántica, cada elemento de volumen en el espacio fase de

las trayectorias
∏

n dx(tn)dp(tn)/h, está asociado con un factor de fase puro eiA[p,x]/h̄.
Vemos aqúı una manifestación del principio de correspondencia que da la transición
de la mecánica clásica a la mecánica cuántica. En las integrales de trayectoria, esto
se ve más natural que en la formulación histórica, donde se requiere del reemplazo
de todas las variables clásicas del espacio fase p, x por operadores, una regla que
inicialmente fue dif́ıcil de aceptar.

2.1.7 Espacio de Configuración de Feynman de la Integral de
Trayectoria

En su art́ıculo original, Feynman no dio la fórmula de la integral de trayectoria en el
espacio fase mencionada arriba. Dado que la enerǵıa cinética en (2.7) generalmente
tiene la forma T (p, t) = p2/2M , Feynman enfocó su atención en el Hamiltoniano

H =
p2

2M
+ V (x, t), (2.50)

para el cual la acción, escrita utilizando la partición temporal (2.15), será

AN =
N+1
∑

n=1

[

pn(xn − xn−1)− ǫ
p2n
2M

− ǫV (xn, tn)

]

. (2.51)

Completando en cuadraturas, podemos escribirla como

AN =
N+1
∑

n=1

[

− ǫ

2M

(

pn −
xn − xn−1

ǫ
M
)2

+
M

2
ǫ
(

xn − xn−1

ǫ

)2

− ǫV (xn, tn)

]

. (2.52)

Las integrales del momentum en (2.14) pueden hacerse con ayuda de la fórmula
integral de Fresnel (1.337), de donde obtenemos

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

exp

[

− i

h̄

ǫ

2M

(

pn −M
xn − xn−1

ǫ

)2
]

=
1

√

2πh̄iǫ/M
, (2.53)

y de aqúı tenemos la siguiente representación alternativa

(xbtb|xata) ≈
1

√

2πh̄iǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dxn
√

2πh̄iǫ/M



 exp
(

i

h̄
AN

)

, (2.54)

donde AN está dada por la suma

AN = ǫ
N+1
∑

n=1

[

M

2

(

xn − xn−1

ǫ

)2

− V (xn, tn)

]

, (2.55)

con xN+1 = xb y x0 = xa. Aqúı las integrales son sobre todas las trayectorias en el
espacio de configuración y no sobre el espacio fase. En las integrales se considera
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Figure 2.1 Trayectoria en Zigzag por donde una part́ıcula puntual busca alcanzar el

punto xb al tiempo tb, partiendo del punto xa al tiempo ta. El eje temporal va de derecha

a izquierda, teniendo la misma dirección que el operador de orden dado en la Ec. (2.2).

el hecho de que una part́ıcula mecánico–cuántica partiendo de un punto inicial xa
utilizará todas las maneras posibles de llegar al punto final xb. La amplitud de cada
trayectoria es exp(iAN/h̄). Ver la Fig. 2.1 para una ilustración geométrica de la
integración de trayectoria. En el ĺımite continuo, la suma (2.55) converge a la
acción

A[x] =
∫ tb

ta
dtL(x, ẋ) =

∫ tb

ta
dt
[

M

2
ẋ2 − V (x, t)

]

. (2.56)

Note que esta acción es un funcional local de x(t) en el sentido temporal como está
definido en la Ec. (1.26).2

En la partición temporal de la integral de trayectoria de Feynman, la ecuación
de Schrödinger puede verse como sigue: tal se hizo en la Ec. (2.20), separamos la
última partición de la siguiente forma:

(xbtb|xata) ≈
∫ ∞

−∞
dxN (xbtb|xN tN ) (xN tN |xata)

=
∫ ∞

−∞
d∆x (xbtb|xb−∆x tb−ǫ) (xb−∆x tb−ǫ|xata), (2.57)

donde

(xbtb|xb−∆x tb−ǫ) ≈
1

√

2πh̄iǫ/M
exp

{

ǫ
i

h̄

[

M

2

(

∆x

ǫ

)2

− V (xb, tb)

]}

. (2.58)

2Un funcional F [x] se dice que es local si puede escribirse como una integral de la forma
∫

dtf(x(t), ẋ(t)); y se le llama ultra-local si tiene la forma
∫

dtf(x(t)).
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Ahora representamos la amplitud en la integral de (2.57) en una serie de Taylor

(xb−∆x tb−ǫ|xata) =
[

1−∆x ∂xb
+

1

2
(∆x)2∂2xb

+ . . .
]

(xb, tb−ǫ|xata). (2.59)

Sustituyendo en la Ec. (2.57), vemos que las potencias impares de ∆x no contribuyen
a la integral. Para las potencias pares, realizando las integrales con ayuda de la
fórmula de Fresnel (1.339), obtenemos

∫ ∞

−∞

d∆x
√

2πh̄iǫ/M
(∆x)2n exp

{

ǫ
i

h̄

M

2

(

∆x

ǫ

)2
}

=

(

i
h̄ǫ

M

)n

. (2.60)

De tal forma que la integral en (2.57) será

(xbtb|xata)=
[

1 + ǫ
ih̄

2M
∂2xb

+O(ǫ2)

]

[

1− ǫ
i

h̄
V (xb, tb) +O(ǫ2)

]

(xb, tb−ǫ|xata). (2.61)

En el ĺımite ǫ→ 0, obtenemos de nueva cuenta la ecuación de Schrödinger (2.23).
En el ĺımite continuo, escribimos la amplitud (2.54) como una integral de trayec-

toria

(xbtb|xata) ≡
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx eiA[x]/h̄. (2.62)

Esta es la fórmula original de Feynman para la amplitud mecánico–cuántica (2.1).
Consta de una suma sobre todas la trayectorias en el espacio de configuración con
una factor de fase que contiene la acción A[x].

Hemos usado el śımbolo de integración funcional Dx para las trayectorias en el
espacio de configuración, lo mismo que para las diferentes trayectorias en el espacio
fase de las expresiones (2.29), (2.38), (2.46), (2.47). Esto no debre crear confusión
alguna. Notese que la integración extra dpn en la fórmula (2.14) del espacio fase

da origen al factor 1/
√

2πh̄iǫ/M en (2.54) el cual no está acompañado por una
integraciń en dxn.

La amplitud de Feynman puede usarse para calcular la función de partición
mecánico cuántica (2.43), como una integral de trayectoria en el espacio de config-
uración

ZQM =
∮

Dx eiA[x]/h̄. (2.63)

Lo mismo que en (2.45), (2.46), el śımbolo
∮ Dx indica que las trayectorias tienen los

mismos puntos finales x(ta) = x(tb), la integral de trayectoria es el ĺımite continuo
del producto de integrales

∮

Dx ≈
N+1
∏

n=1

∫ ∞

−∞

dxn
√

2πih̄ǫ/M
. (2.64)

De la integración sobre la posición inicial (= final) xb = xa que representa la traza

mecánico–cuántica, en esta expresión no hay el factor 1/
√

2πih̄ǫ/M extra como en
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(2.54) y (2.62). Lo mismo que en (2.48), el uso del śımbolo
∮ Dx no debe causar

confusión, ya que (2.48) siempre está acompañada de la integral
∫ Dp.

En general decimos que no es necesario particionar el eje temporal en una forma
equidistante. En el ĺımite continuo N → ∞, la integral de trayectoria canónica
(2.14) es indiferente de la elección de la partición infinitesimal

ǫn = tn − tn−1. (2.65)

La fórmula en el espacio de configuración contiene las diferentes particiones ǫn de
la siguiente forma: cuando se realizan las integrales pn, obtenemos una fórmula del
tipo (2.54), donde se reemplazan los ǫ por ǫn, i. e.,

(xbtb|xata) ≈
1

√

2πh̄iǫb/M

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dxn
√

2πih̄ǫn/M





× exp

{

i

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2

(xn − xn−1)
2

ǫn
− ǫnV (xn, tn)

]}

. (2.66)

Para terminar esta sección hacemos la siguiente aclaración: podemos definir la
integral de trayectoria para la amplitud de evolución temporal(2.29), sin necesidad
de hacer uso del procedimiento de particionamiento temporal de Feynman, como la
solución de la ecuación diferencial de Schrödinger [ver Ec. (1.308))]:

[Ĥ(−ih̄∂x, x)− ih̄∂t](x t|xata) = −ih̄δ(t− ta)δ(x− xa). (2.67)

Para un conjunto ortonormal y completo de funciones de onda ψn(x) que son solución
de la ecuación de Schrödinger, independiente del tiempo, Ĥψn(x)=Enψn(x), la rep-
resentación espectral de esta solución es (1.323)

(xbtb|xata) = Θ(tb − ta)
∑

n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)e

−iEn(tb−ta)/h̄, (2.68)

donde Θ(t) es la función de Heaviside (1.304). Sin embargo, esta definición es con-
traria al propósito de la integral de trayectoria de Feynman, con el cual se quiere
entender un sistema cuántico desde el punto de vista de las fluctuaciones cuánticas.
La idea es hallar todas las propiedades del sistema a partir de definición de la ampli-
tud de evolución temporal, en particular las funciones de onda de Schrödinger.3 La
aproximación general es normalmente más complicada que que la solución misma
a la ecuación de Schrödinger y, como veremos en los Caṕıtulos 8 and 12–14, con-
tiene muchas sutilezas originadas por la partición temporal. Aún con esto, esta
aproximación tiene al menos cuatro ventajas importantes. Primero, es conceptual-
mente muy atractiva para formular la teoŕıa cuántica sin operadores que describan
las fluctuaciones cuánticas, muy similar a las fluctuaciones térmicas (como veremos

3Varios autores, camuflajeando la integral de Feynamn con una notación complicada, aseguran
haber resuelto la integral de trayectoria de un sistema. Sin embargo, violan la regla de no usar
expĺıcitamente la ecuación de Schrödinger.
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en la última parte de este caṕıtulo). Segundo, relaciona la mecánica cuántica de
manera directa con la mecánica clásica (como será visto en el Caṕıtulo 4). Tercero,
ofrece un nuevo procedimiento variacional que permite el estudio aproximado de
sistemas mecánico–cuánticos y estad́ısticos complicados (ver Caṕıtulo 5). Cuarto,
proporciona una herramienta geométrica natural para el estudio de la dinámica de
part́ıculas en espacios con curvatura y torsión (ver Caṕıtulos 10–11). Recientemente,
esta aproximación ha dado una descripción única y correcta de la dinámica cuántica
de part́ıculas en espacios con curvatura y torsión, donde la aproximación de oper-
adores ha fallado debido a problemas propios de ordenamiento de los operadores.
De aqúı es posible obtener una extensión única de la teoŕıa de Schröringer a espacios
generales cuyas predicciones pueden demostrarse en experimentos futuros.4

2.2 Solución Exacta para la Part́ıcula Libre

Como una forma de adquirir practica en el manejo de la fórmula de la integral
de trayectoria de Feynman, consideremos en detalle el caso más simple, el de una
part́ıcula libre. En la forma canónica tenemos

(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x
∫ Dp

2πh̄
exp

[

i

h̄

∫ tb

ta
dt

(

pẋ− p2

2M

)]

, (2.69)

mientras que en el espacio de configuración es:

(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx exp
[

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2
ẋ2
]

. (2.70)

Dado que los ĺımites de integración son obvios, sólo de observar las ecuaciones del
lado izquierdo, de ahora en adelante serán omitidos, a menos que por claridad sean
requeridos.

2.2.1 Solución Trivial

Dado que el Hamiltoniano de la part́ıcula libre, H = p2/2M , no depende de la
variable x, la integral de trayectoria en el espacio del momentum permite hallar
el resultado compacto de la expresión (2.40). En el espacio de configuración esta
expresión es la integral de Fourier dada en la Ec. (2.41). Utilizando el Hamiltoniano
dado arriba, la integral será

(xbtb|xata) =
∫ dp

2πh̄
eip(xb−xa)/h̄−i(tb−ta)p2/2Mh̄, (2.71)

la cual puede calcularse con ayuda de la fórmula de Fresnel, Ec. (2.53). El resultado
será

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

. (2.72)

4H. Kleinert, Mod. Phys. Lett. A 4 , 2329 (1989) (http://www.physik.fu-berlin.de/~klei-
nert/199); Phys. Lett. B 236 , 315 (1990) (ibid.http/202).
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Este resultado puede generalizarse fácilmente a D−mensiones, en este caso la
amplitud de la part́ıcula libre, Ec. (2.40), será

(pbtb|pata) = (2πh̄)Dδ(D)(pb − pa)e
−i(tb−ta)p2/2Mh̄, (2.73)

de la transformada de Fourier obtenemos

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
D exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

, (2.74)

en completo acuerdo con el resultado mecánico–cuántico en D−dimensiones hallado
en la expresión (1.341).

2.2.2 Solución en el Espacio de Configuración

También podemos resolver el problema con un poco más de esfuerzo partiendo de
la Ec. (2.70). La expresión de la partición temporal, a ser integrada, está dada por
las Ecs. (2.54) y (2.55), donde usamos el caso V (x) = 0. El producto resultante,
de integrales Gaussianas, puede hacerse fácilmente usando de manera sucesiva la
fórmula (1.337), de donde obtenemos

∫

dx′
1

√

2πih̄Aǫ/M
exp

[

i

h̄

M

2

(x′′ − x′)2

Aǫ

]

1
√

2πih̄Bǫ/M
exp

[

i

h̄

M

2

(x′ − x)2

Bǫ

]

=
1

√

2πih̄(A+B)ǫ/M
exp

[

i

h̄

M

2

(x′′ − x)2

(A+ B)ǫ

]

, (2.75)

de aqúı obtenemos directamente la amplitud de part́ıcula libre

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄(N + 1)ǫ/M
exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

(N + 1)ǫ

]

. (2.76)

Luego de sustituir el factor (N+1)ǫ = tb−ta, obtenemos que este resultado concuerda
con el resultado hallado previamente en la expresión (2.72). Notese que la amplitud
de part́ıcula libre es independiente del número de las N +1–particiones temporales.

El cálculo muestra que las integrales de trayectoria (2.69) and (2.70) poseen una
generalización simple al caso de la masa dependiente del tiempo M(t) =Mg(t):

(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x
∫ Dp

2πh̄
exp

[

i

h̄

∫ tb

ta
dt

(

pẋ− p2

2Mg(t)

)]

, (2.77)

que en el espacio de configuración es:

(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx√g exp
[

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2
g(t)ẋ2(t)

]

. (2.78)
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Aqúı, la norma
∫ Dx√g representa el ĺımite continuo del producto [comparar con

(2.54)]:

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx√g ≡ 1
√

2πh̄iǫ/Mg(tb)

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dxn
√

2πh̄iǫ/Mg(tn)



 . (2.79)

El factor g(tn) aparecerá en cada una de las integrales (2.75), donde los parámetros
de la partición temporal ǫ son ǫn = ǫ/g(tn), y en lugar de (2.72) tendremos que la
amplitud es

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄M−1
∫ tb
ta g

−1(t)
exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

∫ tb
ta
g−1(t)

]

. (2.80)

La cual tiene la siguiente representación de Fourier

(xbtb|xata) =
∫

dp

2πh̄
exp

{

i

h̄

[

ip(xb − xa)−
p2

2M

∫ tb

ta
g−1(t)

]}

. (2.81)

2.2.3 Fluctuaciones alrededor de la Trayectoria Clásica

Hay otro metódo para calcular esta amplitud, el cual es más complicado que el
caso simple mencionado arriba pero que, luego de una apropiada generalización,
resulta útil para el estudio de cierta clase de integrales de trayectoria no triviales.
El metódo utiliza todas las trayectorias alrededor de la trayectoria clásica, i. e.,
todas las trayectorias cercanas a la trayectoria clásica

xcl(t) = xa +
xb − xa
tb − ta

(t− ta), (2.82)

por donde la part́ıcula libre debe moverse siguiendo la ecuación de movimiento

ẍcl(t) = 0, (2.83)

más las desviaciones δx(x):

x(t) = xcl(t) + δx(t). (2.84)

Dado que los puntos inicial y final están fijos en xa, xb, respectivamente, las desvia-
ciones se anulan en los puntos extremos:

δx(ta) = δx(tb) = 0. (2.85)

Las desviaciones δx(t) son llamadas fluctuaciones cuánticas de la órbita.
Matemáticamente, las condiciones de frontera (2.85) son llamadas condiciones de

frontera de Dirichlet . Utilizando la relación (2.84) en la acción observamos que de
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la ecuación de movimiento (2.83) para la trayectoria clásica, la acción está dividida
en la suma de un término clásico y una fluctuación cuadrática

M

2

∫ tb

ta
dt
{

ẋ2cl(t) + 2ẋcl(t)δẋ(t) + [δẋ(t)]2
}

=
M

2

∫ tb

ta
dtẋ2cl +Mẋδx

∣

∣

∣

tb

ta
−M

∫ tb

ta
dtẍclδx+

M

2

∫ tb

ta
dt(δẋ)2

=
M

2

[∫ tb

ta
dtẋ2cl +

∫ tb

ta
dt(δẋ)2

]

.

La ausencia de un término mixto es una consecuencia general de la propiedad de
extremum de la trayectoria clásica,

δA
∣

∣

∣

x(t)=xcl(t)
= 0. (2.86)

Esto implica que un desarrollo en fluctuaciones cuadráticas de la acción clásica

Acl ≡ A[xcl] (2.87)

no tiene un término lineal en δx(t), i. e., el desarrollo debe tener como primer
término

A = Acl +
1

2

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′

δ2A
δx(t)δx(t′)

δx(t)δx(t′)

∣

∣

∣

∣

x(t)=xcl(t)
+ . . . . (2.88)

Como la acción es la suma de los dos términos dichos arriba, la amplitud puede
separarse en el producto de la amplitud clásica eiAcl/h̄ y la fluctuación F0(tb − ta),

(xbtb|xata) =
∫

Dx eiA[x]/h̄ = eiAcl/h̄F0(tb, ta). (2.89)

Para una part́ıcula libre, con una acción clásica,

Acl =
∫ tb

ta
dt
M

2
ẋ2cl, (2.90)

la función F0(tb − ta) está dado por la integral de trayectoria

F0(tb − ta) =
∫

Dδx(t) exp
[

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2
(δẋ)2

]

. (2.91)

De la cancelación de δx(t) en los puntos extremos, la integral no depende de xa, xb
pero dependerá de los tiempos inicial y final ta, tb. La invarianza traslacional tem-
poral reduce esta dependencia temporal a la diferencia tb − ta. El sub́ındice cero de
F0(tb − ta) indica la naturaleza de part́ıcula libre de la fluctuación. Sustituyendo
(2.82) en (2.90), encontramos

Acl =
M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
. (2.92)
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Por otro lado, la fluctuación requiere la evaluación de la integral multiple

FN
0 (tb − ta) =

1
√

2πh̄iǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dδxn
√

2πh̄iǫ/M



 exp
(

i

h̄
AN

fl

)

, (2.93)

donde AN
fl es la fluctuación de la partición temporal de la acción

AN
fl =

M

2
ǫ
N+1
∑

n=1

(

δxn − δxn−1

ǫ

)2

. (2.94)

Finalmente, en el ĺımite continuo

N → ∞, ǫ = (tb − ta)/(N + 1) → 0.

2.2.4 Factor de Fluctuación

El resto de esta sección será dedicado al cálculo del factor de fluctuación (2.93).
Para esto desarrollaremos una técnica general que incluya el estudio de expresiones
con partición temporal. Debido a la aparición frecuente de las fluctuaciones δx(t),
abreviaremos la notación omitiendo la δ y trabajaremos sólo con las variables x.

Un artificio útil para manipular sumas sobre la partición del eje temporal (2.94)
es el operador diferencia ∇ y su conjugado ∇, definido como

∇x(t) ≡ 1

ǫ
[x(t + ǫ)− x(t)], ∇x(t) ≡ 1

ǫ
[x(t)− x(t− ǫ)]. (2.95)

Estos operadores son la versión discreta de la derivada temporal ∂t a la cual ambos
operadores se reducen, cuando se aplican a funciones diferenciables, en el ĺımite
ǫ→ 0:

∇,∇ ǫ→0−−−→ ∂t, (2.96)

En el álgebra de redes, donde el discretizado eje temporal con N + 1 divisiones es
una red unidimensional, los operadores ∇,∇ se conocen como derivadas de la red .

En nuestra notación las coordenadas xn = x(tn) y los tiempos discretos tn los
escribimos como

∇xn =
1

ǫ
(xn+1 − xn), N ≥ n ≥ 0,

∇xn =
1

ǫ
(xn − xn−1), N + 1 ≥ n ≥ 1. (2.97)

Aśı mismo, la acción (2.94), expresada en términos de ∇xn o ∇xn, será (donde
denotamos xn en lugar de δxn)

AN
fl =

M

2
ǫ

N
∑

n=0

(∇xn)2 =
M

2
ǫ
N+1
∑

n=1

(∇xn)2. (2.98)



112 2 Integrales de Trayectoria — Propiedades Elementales y Soluciones Simples

En esta notación, el significado del ĺımite ǫ → 0 es más obvio: la suma ǫ
∑

n se
transforma en la integral

∫ tb
ta
dt, mientras que lo mismo (∇xn)2 como (∇xn)2 tienden

a ẋ2, de tal forma que

AN
fl →

∫ tb

ta
dt
M

2
ẋ2. (2.99)

Es decir, la acción será la acción Lagrangiana.
Las derivadas de la red tienen propiedades similares a las derivadas ordinarias.

Solamente hay que tener cuidado al distinguir ∇ de ∇. Como un ejemplo, veamos
la llamada sumatoria por partes , la cual es similar a la integración por partes. Para
esto, recordemos la regla de la integral por partes

∫ tb

ta
dtg(t)ḟ(t) = g(t)f(t)

∣

∣

∣

tb

ta
−
∫ tb

ta
dtġ(t)f(t). (2.100)

En el álgebra de redes, usando las funciones f(t) → xn y g(t) → pn, tendremos:

ǫ
N+1
∑

n=1

pn∇xn = pnxn|N+1
0 − ǫ

N
∑

n=0

(∇pn)xn. (2.101)

Lo cual se sigue directamente de reescribir la expresión (2.35).
En el caso de funciones que se anulan en los puntos extremos, i. e., donde

xN+1 = x0 = 0, se puede omitir los términos de superficie y cambiar el ĺımite de la
suma del lado derecho y obtenemos la fórmula [ver también la Ec. (2.49)]

N+1
∑

n=1

pn∇xn = −
N
∑

n=0

(∇pn)xn = −
N+1
∑

n=1

(∇pn)xn. (2.102)

Lo mismo es cierto śı tanto p(t) como x(t) son periódicas en el intervalo tb − ta,
de tal forma que p0 = pN+1, x0 = xN+1. En este caso es posible reescribir nuestra
expresión en la forma

N+1
∑

n=1

pn∇xn = −
N+1
∑

n=1

(∇pn)xn. (2.103)

En la acción (2.94) las fluctuaciones cuánticas xn (=̂δxn) se anulan en los extremos,
de tal forma que usando la expresión (2.102) podemos reescribir

N+1
∑

n=1

(∇xn)2 = −
N
∑

n=1

xn∇∇xn. (2.104)

La forma ∇xn de la acción (2.98), puede obtenerse aplicando la fórmula (2.102) de
derecha a izquierda y usando el hecho de que en los extremos x0 y xN+1 se anulan,
es decir:

N
∑

n=0

(∇xn)2 = −
N+1
∑

n=1

xn∇∇xn = −
N
∑

n=1

xn∇∇xn. (2.105)
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El lado derecho de (2.104) y (2.105) puede ser escrito en forma matricial como

−
N
∑

n=1

xn∇∇xn ≡ −
N
∑

n,n′=1

xn(∇∇)nn′xn′,

−
N
∑

n=1

xn∇∇xn ≡ −
N
∑

n,n′=1

xn(∇∇)nn′xn′, (2.106)

con la misma matriz N ×N para ambos casos

∇∇ ≡ ∇∇ ≡ 1

ǫ2



















−2 1 0 . . . 0 0 0
1 −2 1 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 . . . 1 −2 1
0 0 0 . . . 0 1 −2



















. (2.107)

en el álgebra de redes. Esta expresión es la versión de la doble derivada temporal
∂2t , a la cual se reduce nuestra expresión en el ĺımite continuo ǫ → 0. Por lo tanto
esta expresión será llamada el Laplaciano de redes .

Otra propiedad común de la derivada de redes y la derivada ordinaria es que
ambas pueden diagonalizarse usando sus componentes de Fourier, es decir, usando
la transformada de Fourier de x(t)

x(t) =
∫ ∞

−∞
dωe−iωtx(ω), (2.108)

y al aplicarle la derivada de red ∇, encontramos

∇x(tn) =
∫ ∞

−∞
dω

1

ǫ

(

e−iω(tn+ǫ) − e−iωtn
)

x(ω) (2.109)

=
∫ ∞

−∞
dωe−iωtn

1

ǫ
(e−iωǫ − 1) x(ω).

Es decir, sobre las componentes de Fourier, ∇ tiene los valores propios

1

ǫ
(e−iωǫ − 1). (2.110)

En el ĺımite continuo ǫ → 0, esta cantidad es el eigenvalor de la derivada temporal
ordinaria ∂t, i. e., el producto de −i por la frecuencia y por la componente de Fourier
x(ω). Por brevedad, denotaremos el eigenvalor de i∇ por Ω, donde

(i∇x)(ω) = Ω x(ω) ≡ i

ǫ
(e−iωǫ − 1) x(ω). (2.111)

En forma similar, para el conjugado de la derivada de red tendremos

(i∇x)(ω) = Ω x(ω) ≡ − i
ǫ
(eiωǫ − 1) x(ω), (2.112)
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donde Ω es el complejo conjugado de Ω, i. e., Ω ≡ Ω∗. Como consecuencia, los
valores propios del negativo del Laplaciano de red −∇∇≡−∇∇ son números reales
no negativos:

i

ǫ
(e−iωǫ − 1)

i

ǫ
(1− eiωǫ) =

1

ǫ2
[2− 2 cos(ωǫ)] ≥ 0. (2.113)

Es claro que tanto Ω como Ω̄ tienen el mismo ĺımite continuo ω.
Cuando representamos las fluctuaciones cuánticas x(t) [=̂δx(t)] en sus compo-

nentes de Fourier, no se obtienen todos los valores propios, a continuación vemos
la razón. Dado que x(t) se anula en el tiempo inicial t = ta, la representación de
Fourier puede restringirse a funciones senoidales y tendremos

x(t) =
∫ ∞

0
dω sinω(t− ta) x(ω). (2.114)

La restricción de que x(t) sea cero en el tiempo final t = tb puede obtenerse forzando
a que las frecuencias ω tomen los valores discretos

νm =
πm

tb − ta
=

πm

(N + 1)ǫ
. (2.115)

De esta forma, estamos tratando con la serie de Fourier

x(t) =
∞
∑

m=1

√

2

(tb − ta)
sin νm(t− ta) x(νm) (2.116)

donde las componentes de Fourier x(νm) son reales. Una posterior restricción viene
del hecho de que para un ǫ finito, la serie es el desarrollo de x(t) en los puntos
discretos, x(tn), n = 0, . . . , N + 1. Por lo tanto, bastará con llevar la suma sólo
hasta valores m = N y el desarrollo de x(tn) es

x(tn) =
N
∑

m=1

√

2

N + 1
sin νm(tn − ta) x(νm), (2.117)

donde, por conveniencia, se ha eliminado el factor
√
ǫ de las componentes de Fourier.

Las funciones usadas en el desarrollo son ortogonales,

2

N + 1

N
∑

n=1

sin νm(tn − ta) sin νm′(tn − ta) = δmm′ , (2.118)

y cumplen la relación de completes:

2

N + 1

N
∑

m=1

sin νm(tn − ta) sin νm(tn′ − ta) = δnn′ (2.119)

(donde 0 < m,m′ < N + 1). La relación de ortogonalidad se obtiene reescribiendo
el lado izquierdo de (2.118) en la siguiente forma

2

N + 1

1

2
Re

N+1
∑

n=0

{

exp

[

iπ(m−m′)

N + 1
n

]

− exp

[

iπ(m+m′)

N + 1
n

]}

, (2.120)
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donde los ĺımites de la suma se han cambiado, sin consecuencia alguna, en los valores
extremos. Esta suma es una suma geométrica, la cual puede calcularse en forma
directa. Para el caso m = m′ la suma adiciona un factor 1, mientras que para
m 6= m′ la suma es

2

N + 1

1

2
Re

[

1− eiπ(m−m′)eiπ(m−m′)/(N+1)

1− eiπ(m−m′)/(N+1)
− (m′ → −m′)

]

. (2.121)

El primer factor en el paréntesis cuadrado es igual a 1 sim−m′( 6= 0) es par; mientras
que será imaginario si m − m′ es impar [dado que (1 + eiα)/(1 − eiα) es igual a
(1 + eiα)(1− e−iα)/|1− eiα|2, donde el numerador eiα − e−iα es imaginario]. Para el
segundo término lo mismo es cierto si m+m′( 6= 0) es par o impar, respectivamente.
Dado que tanto m − m′ como m + m′ son ya sea ambos par o ambos impar, el
lado derecho de (2.118) se anula para m 6= m′ [recordemos que m, m′ ∈ [0, N + 1]
en el desarrollo (2.117), y por lo tanto en (2.121)]. La demostración de la relación
completes (2.119) se sigue de manera similar.

Ahora, usando el desarrollo (2.117) en la fluctuación de la acción (2.94), la
relación de ortogonalidad (2.118) será

AN
fl =

M

2
ǫ

N
∑

n=0

(∇xn)2 =
M

2
ǫ
N+1
∑

m=1

x(νm)ΩmΩmx(νm). (2.122)

Es decir, la acción se compone de una suma de términos cuadráticos independientes
que involucran al conjunto discreto de valores propios

ΩmΩm =
1

ǫ2
[2− 2 cos(νmǫ)] =

1

ǫ2

[

2− 2 cos
(

πm

N + 1

)]

, (2.123)

y el factor de fluctuación (2.93) será

FN
0 (tb − ta) =

1
√

2πh̄iǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dxn
√

2πh̄iǫ/M





×
N
∏

m=1

exp
{

i

h̄

M

2
ǫΩmΩm [x(νm)]

2
}

. (2.124)

Para hacer estas integrales debemos transformar la integral de la norma, de las
variables locales xn a las componentes de Fourier x(νm). De la relación de ortogo-
nalidad (2.118), tenemos que la transformación tiene un determinante unitario, lo
cual implica que

N
∏

n=1

dxn =
N
∏

m=1

dx(νm). (2.125)

Con esto, la Ec. (2.124) puede integrarse con la ayuda de la fórmula de Fresnel
(1.337). El resultado es

FN
0 (tb − ta) =

1
√

2πh̄iǫ/M

N
∏

m=1

1
√

ǫ2ΩmΩm

. (2.126)
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En el cálculo del producto usamos la fórmula5

N
∏

m=1

(

1 + x2 − 2x cos
mπ

N + 1

)

=
x2(N+1) − 1

x2 − 1
. (2.127)

En el ĺımite x → 1 esto será

N
∏

m=1

ǫ2ΩmΩm =
N
∏

m=1

2
(

1− cos
mπ

N + 1

)

= N + 1. (2.128)

Por lo tanto el factor de fluctuación de la part́ıcula libre es

FN
0 (tb − ta) =

1
√

2πih̄(N + 1)ǫ/M
, (2.129)

o expresado en términos de tb − ta,

F0(tb − ta) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
. (2.130)

Tal como se obtiene para la amplitud (2.72), y donde hemos eliminado el supeŕındice
N ya que el resultado es independiente del número de particiones temporales.

Notese que la dimensión del factor de fluctuación es 1/longuitud. De hecho,
podemos introducir una escala de longuitud asociada con el intervalo temporal tb−ta,

l(tb − ta) ≡
√

2πh̄(tb − ta)/M, (2.131)

y escribir

F0(tb − ta) =
1√

il(tb − ta)
. (2.132)

Con la ayuda de las expresiones (2.130) y (2.92), la amplitud total de la evolución
temporal de la part́ıcula libre (2.89) estará dada una vez más por la expresión (2.72)

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

. (2.133)

Resulta instructivo presentar un cálculo alternativo del producto de valores pro-
pios hallado en la Ec. (2.126), donde no se hace uso de la descomposición de Fourier
y que se efectua enteramente en el espacio de configuración. Observemos que el
producto

N
∏

m=1

ǫ2ΩmΩm (2.134)

5I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., fórmula 1.396.2.
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es el determinante de la matriz N × N −ǫ2∇∇. Esto es consecuencia del hecho de
que para toda matriz diagonal N ×N , el determinante es el producto de sus valores
propios. Por lo tanto, el producto (2.134) se conoce como el determinante de la

fluctuación de la part́ıcula libre, y se escribe

N
∏

m=1

ǫ2ΩmΩm ≡ detN (−ǫ2∇∇). (2.135)

Con esta notación, la fluctuación (2.126) será

FN
0 (tb − tb) =

1
√

2πh̄iǫ/M

[

detN(−ǫ2∇∇)
]−1/2

. (2.136)

Observermos ahora que, el determinate de ǫ2∇∇ puede hallarse por inducción de la
matriz (2.107): para N = 1 tenemos que

detN=1(−ǫ2∇∇) = |2| = 2. (2.137)

Para N = 2, el determinante es

detN=2(−ǫ2∇∇) =

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1
−1 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 3. (2.138)

Al desarrollar el determinante dos veces con respecto a la primera columna, obte-
memos la relación de recursión:

detN(−ǫ2∇∇) = 2 detN−1(−ǫ2∇∇)− detN−2(−ǫ2∇∇). (2.139)

Con la condición inicial (2.137), la solución es

detN(−ǫ2∇∇) = N + 1, (2.140)

en total acuerdo con el resultado hallado en (2.128).

2.2.5 Propiedades de la Partición Finita de la Amplitud de la
Part́ıcula Libre

La partición temporal de la amplitud de evolución temporal de la part́ıcula libre
(2.76) resulta ser independiente del número de particiones temporales N utilizadas
en su cálculo. Hemos comentado este hecho anteriormente para el factor de fluc-
tuación (2.129). Veamos aqúı la razón de esta independencia para la acción clásica
hallada en el exponente. La ecuación diferencia de movimiento

−∇∇x(t) = 0 (2.141)

se resuelve por la misma función lineal

x(t) = At+B, (2.142)
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como en el caso continuo. Imponiendo las conocidas condiciones iniciales obtenemos

xcl(tn) = xa + (xb − xa)
n

N + 1
. (2.143)

La acción de las fluctuaciones se calcula usando la suma por partes sobre la red [ver
(2.101)]. Usando la ecuación ∇∇xcl = 0, encontramos

Acl = ǫ
N+1
∑

n=1

M

2
(∇xcl)2 (2.144)

=
M

2

(

xcl∇xcl
∣

∣

∣

N+1

n=0
− ǫ

N
∑

n=0

xcl∇∇xcl
)

=
M

2
xcl∇xcl

∣

∣

∣

N+1

n=0
=
M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
.

La cual coincide con la acción en el caso continuo.
En la formulación de operadores de la mecánica cuántica, la independencia en

ǫ de la amplitud de la part́ıcula libre se sigue del hecho de que, en ausencia de un
potencial V (x) ambos lados de la fórmula de Trotter (2.26) coinciden para todo N .

2.3 Solución Exacta para el Oscilador Armónico

Un siguiente problema resolver, en forma similar a lo expuesto hasta aqúı, es la
amplitud de evolución temporal del oscilador lineal

(xbtb|xata) =
∫

D′x
∫ Dp

2πh̄
exp

{

i

h̄
A[p, x]

}

=
∫

Dx exp
{

i

h̄
A[x]

}

, (2.145)

donde, tenemos la acción canónica

A[p, x] =
∫ tb

ta
dt

(

pẋ− 1

2M
p2 − Mω2

2
x2
)

, (2.146)

y la acción Lagrangiana

A[x] =
∫ tb

ta
dt
M

2
(ẋ2 − ω2x2). (2.147)

2.3.1 Fluctuaciones alrededor de la Trayectoria Clásica

Como anteriormente partimos de la integral de trayectoria Lagrangiana, iniciando
con la forma de la acción

AN = ǫ
M

2

N+1
∑

n=1

[

(∇xn)2 − ω2x2n
]

. (2.148)
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La integral de trayectoria es una vez más el producto de integrales Gaussianas
que se pueden evaluar de manera sucesiva. Sin embargo, contrario al caso de la
part́ıcula libre, la evaluación directa es ahora más complicada, y será presentada en
el Apéndice Apéndice 2B. En esta sección usamos una aproximación más sencilla,
que consiste en utilizar el desarrollo de las fluctuaciones, separando las trayectorias
en la trayectoria clásica xcl(t) y la correspondiente a las fluctuaciones δx(t). Es
decir, se hace uso del hecho de que la acción es cuadrática en x = xcl + δx, y que
puede separarse en la suma de una parte clásica

Acl =
∫ tb

ta
dt
M

2
(ẋ2cl − ω2x2cl), (2.149)

y en una parte que corresponde a las fluctuaciones

Afl =
∫ tb

ta
dt
M

2
[(δẋ)2 − ω2(δx)2], (2.150)

con la condición de frontera

δx(ta) = δx(tb) = 0. (2.151)

En esta expresión no hay término mezclado debido a la condición de extremum de
la acción clásica. Luego, la ecuación de movimiento es

ẍcl = −ω2xcl. (2.152)

De esta forma, como para el caso de la part́ıcula libre, la amplitud total de la
evolución temporal se compone de un factor clásico y de un factor de fluctuación:

(xbtb|xata) =
∫

Dx eiA[x]/h̄ = eiAcl/h̄Fω(tb − ta). (2.153)

Donde el sub́ındice en Fω se refiere a la frecuencia del oscilador.
La órbita clásica que conecta los puntos inicial y final es

xcl(t) =
xb sinω(t− ta) + xa sinω(tb − t)

sinω(tb − ta)
. (2.154)

Notese que esta ecuación tiene sentido sólo śı tb − ta es diferente de un múltiplo
entero de π/ω, lo cual de ahora en adelante daremos como un hecho. 6

Luego de una integración por partes, la acción clásica A‖l puede reescribirse
como

Acl =
∫ tb

ta
dt
M

2

[

xcl(−ẍcl − ω2xcl)
]

+
M

2
xclẋcl

∣

∣

∣

tb

ta
. (2.155)

6Para un estudio de las complicaciones en la vecindad de las singularidades, las cuales son
conocidas como fenómenos cáusticos , ver Notas y Referencias al final de este caṕıtulo, lo mismo
que la Sección 4.8.
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El primer término se cancela debido a la ecuación de movimiento (2.152), y obten-
emos la expresión

Acl =
M

2
[xcl(tb)ẋcl(tb)− xcl(ta)ẋcl(ta)]. (2.156)

Dado que

ẋcl(ta) =
ω

sinω(tb − ta)
[xb − xa cosω(tb − ta)], (2.157)

ẋcl(tb) =
ω

sinω(tb − ta)
[xb cosω(tb − ta)− xa], (2.158)

la acción clásica puede reescribirsse como

Acl =
Mω

2 sinω(tb − ta)

[

(x2b + x2a) cosω(tb − ta)− 2xbxa
]

. (2.159)

2.3.2 Factor de Fluctuación

Regresamos ahora al factor de fluctuación. La integral multiple a resolver tiene el
operador −∇∇−ω2, para el cual se utiliza la notación matricial mencionada arriba,
es decir

FN
ω (tb, ta) =

1
√

2πh̄iǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dδxn
√

2πh̄iǫ/M





× exp







i

h̄

M

2
ǫ

N
∑

n,n′=1

δxn[−∇∇− ω2]nn′δxn′







. (2.160)

Revisando las componentes de Fourier de las trayectorias, vemos que la integral
puede factorizarse de la misma forma que la expresión para una part́ıcula libre
(2.124). La diferencia está en los valores propios del operador de fluctuación, los
cuales ahora son

ΩmΩm − ω2 =
1

ǫ2
[2− 2 cos(νmǫ)]− ω2 (2.161)

en lugar de ΩmΩm. Para los tiempos tb, ta, donde todos los valores propios son
positivos (lo cual será explicado más adelante), obtenemos directamente de la parte
superior de la fórmula de Fresnel (1.337)

FN
ω (tb, ta) =

1
√

2πh̄iǫ/M

N
∏

m=1

1
√

ǫ2ΩmΩm − ǫ2ω2
. (2.162)

El producto de estos valores propios se encuentra con ayuda de la frecuencia auxiliar
ω̃, la cual cumple con la expresión

sin
ǫω̃

2
≡ ǫω

2
. (2.163)
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Ahora, descomponemos el producto como

N
∏

m=1

[ǫ2ΩmΩm − ǫ2ω2] =
N
∏

m=1

[

ǫ2ΩmΩm

]

N
∏

m=1

[

ǫ2ΩmΩm − ǫ2ω2

ǫ2ΩmΩm

]

=
N
∏

m=1

[

ǫ2ΩmΩm

]





N
∏

m=1



1− sin2 ǫω̃
2

sin2 mπ
2(N+1)







 . (2.164)

El primer factor es igual a (N +1), esto por (2.128). El segundo factor, el producto
de la razón de los valores propios, puede hallarse usando la conocida fórmula 7

N
∏

m=1



1− sin2 x

sin2 mπ
2(N+1)



 =
1

sin 2x

sin[2(N + 1)x]

(N + 1)
. (2.165)

Donde x = ω̃ǫ/2, con esto obtenemos el determinante de la fluctuación

detN(−ǫ2∇∇− ǫ2ω2) =
N
∏

m=1

[ǫ2ΩmΩm − ǫ2ω2] =
sin ω̃(tb − ta)

sin ǫω̃
, (2.166)

y el factor de la fluctuación estará dado por

FN
ω (tb, ta) =

1
√

2πih̄/M

√

sin ω̃ǫ

ǫ sin ω̃(tb − ta)
, tb − ta < π/ω̃, (2.167)

donde, como hemos acordado en la Ec. (1.337),
√
i es igual a eiπ/4, y tb − ta es

siempre mayor que cero.

2.3.3 La Prescripción iη y el Indice de Maslov-Morse

El resultado (2.167) es inicialmente válido sólo para

tb − ta < π/ω̃. (2.168)

En este intervalo de tiempo, todos los valores propios en el determinante de la
fluctuación (2.166) son positivos, y la versión superior de la fórmula de Fresnel
(1.337) es válida para cada una de las integrales halladas en (2.160) [esto fue parte
de la hipótesis usada para obtener (2.162)]. Si tb − ta es mayor que π/ω̃, el valor
propio menor de Ω1Ω1 − ω2 es negativo y la integración de Fourier asociada tiene
que hacerse utilizando el caso inferior de la fórmula de Fresnel (1.337). La amplitud
resultante tendrá un factor de fase extra e−iπ/2, el cual permanecerá hasta que tb−ta
sea mayor que 2π/ω̃, donde el segundo valor propio será negativo e introduce un
nuevo factor de fase e−iπ/2.

Todos los factores de fase se obtienen de manera natural si asociamos a la fre-
cuencia del oscilador una pequeña cantidad imaginaria negativa reemplazando ω

7I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Fórmula 1.391.1.
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por ω − iη, donde la cantidad infinitesimal η > 0. Este efecto se conoce como la
prescripción iη. F́ısicamente, el efecto de este término es introducir un factor de
amortiguamiento infinitesimal en la amplitud del oscilador, es decir la amplitud se
comportará como e−iωt−ηt la cual tiende a cero a tiempos muy grandes (opuesto al
efecto no f́ısico de un término de antiamortiguamiento, el cual daŕıa origen a un
comportamiento divergente a tiempos infinitos). Cada vez que tb − ta es igual a un
múltiplo entero de π/ω̃, la ráız cuadrada de sin ω̃(tb − ta) en (2.167) presenta una
singularidad innevitable.8 Con una prescripción iη es superfluo restringir tb − ta al
rango dado en (2.168). No obstante, en algunas ocasiones será útil mostrar la fase
del factor de fluctuación (2.167) en la forma

FN
ω (tb, ta) =

1
√

2πih̄/M

√

sin ω̃ǫ

ǫ| sin ω̃(tb − ta)|
e−iνπ/2, (2.169)

donde ν son los ceros hallados para el denominador a lo largo de la trayectoria. Este
número es llamado el ı́ndice de Maslov–Morse de la trayectoria9.

2.3.4 Ĺımite Continuo

Vayamos ahora al ĺımite continuo, ǫ → 0. Aqúı la frecuencia auxiliar ω̃ tiende a ω
y el determinante de la fluctuación será

detN(−ǫ2∇∇− ǫ2ω2)
ǫ→0−−−→ sinω(tb − ta)

ωǫ
. (2.170)

El factor de fluctuación FN
ω (tb − ta) tiende a

Fω(tb − ta) =
1

√

2πih̄/M

√

ω

sinω(tb − ta)
, (2.171)

donde la fase tb − ta > π/ω estará determinada como se indica arriba.
En el ĺımite ω → 0, ambos factores de fluctuación coinciden con el resultado

(2.130), como es de esperar.
En el ĺımite continuo, la razón de los valores propios (2.164) puede calcularse de

la siguiente forma. Si llevamos el ĺımite ǫ→ 0 en cada factor, obtenemos

ǫ2ΩmΩm − ǫ2ω2

ǫ2ΩmΩm

= 1− ǫ2ω2

2− 2 cos(νmǫ)

ǫ→0−−−→ 1− ω2(tb − ta)
2

π2m2
. (2.172)

8En el argumento de la función sen pudimos, de manera equivalente, adicionar a tb − ta una
pequeña cantidad imaginaria. Para una discusión detallada, de lo hallado en la literatura, de la
fase y el factor de fluctuación, ver las Notas y Referencias al final de este caṕıtulo.

9V.P. Maslov and M.V. Fedoriuk, Semi-Classical Approximations in Quantum Mechanics , Rei-
del, Boston, 1981.
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Cuando el número N crece a infinito, obtenemos un producto infinito de factores.
Utilizando la fórmula del producto infinito para la función sen 10

sin x = x
∞
∏

m=1

(

1− x2

m2π2

)

, (2.173)

utilizando x = ω(tb − ta), encontramos

∏

m

ΩmΩm

ΩmΩm − ω2

ǫ→0−−−→
∞
∏

m=1

ν2m
ν2m − ω2

=
ω(tb − ta)

sinω(tb − ta)
, (2.174)

y obtenemos una vez más el factor de fluctuación para el continuo (2.171).
Del producto del factor de fluctuación con la amplitud clásica, la amplitud de

evolución temporal del oscilador lineal en el continuo será

(xbtb|xata) =
∫

Dx(t) exp
[

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2
(ẋ2 − ω2x2)

]

=
1

√

2πih̄/M

√

ω

sinω(tb − ta)
(2.175)

× exp

{

i

2h̄

Mω

sinω(tb − ta)
[(x2b + x2a) cosω(tb − ta)− 2xbxa]

}

.

Este resultado se extiende fácilmente a cualquier número de dimensiones D, donde
la acción será

A =
∫ tb

ta
dt
M

2

(

ẋ2 − ω2x2
)

. (2.176)

Al ser cuadrática en x, la acción es la suma de las acciones de cada uno de los
componentes, de donde obtenemos la amplitud:

(xbtb|xata) =
D
∏

i=1

(

xibtb|xiata
)

=
1

√

2πih̄/M
D

√

ω

sinω(tb − ta)

D

× exp

{

i

2h̄

Mω

sinω(tb − ta)
[(x2

b + x2
a) cosω(tb − ta)− 2xbxa]

}

, (2.177)

donde la fase de la segunda ráız cuadrada para tb − ta > π/ω se determina como en
el caso unidimensional [ver Ec. (1.546)].

2.3.5 Fórmulas Utiles

Es interesante notar que cuando vamos al ĺımite continuo en la razón de los valores propios (2.174),
en realidad estamos calculando la razón del determinante funcional de los operadores diferenciales

det(−∂2
t − ω2)

det(−∂2
t )

. (2.178)

10I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Fórmula 1.431.1.
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Es decir, los valores propios de −∂2
t en el espacio real de las fluctuaciones, las cuales se anulan en

los puntos extremos, son

ν2m =

(

πm

tb − ta

)2

, (2.179)

aśı, la razón (2.178) es igual al producto

det(−∂2
t − ω2)

det(−∂2
t )

=

∞
∏

m=1

ν2m − ω2

ν2m
, (2.180)

la cual resulta ser la misma que (2.174). Sin embargo, de esta observación no debemos concluir
que el factor de fluctuación

Fω(tb − ta) =

∫

Dδx exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
[(δẋ)2 − ω2(δx)2]

}

(2.181)

podŕıa haberse calculado con ayuda del determinante continuo

Fω(tb, ta)
ǫ→0
−−−→ 1

√

2πh̄iǫ/M

1
√

det(−∂2
t − ω2)

(falso). (2.182)

El producto de valores propios en det(−∂2
t − ω2) será una expresión divergente

det(−∂2
t − ω2) =

∞
∏

m=1

(ν2m − ω2) (2.183)

=

∞
∏

m=1

(

ν2m
)

∞
∏

m=1

[

ν2m − ω2

ν2m

]

=

∞
∏

m=1

[

π2m2

(tb − ta)2

]

× sinω(tb − ta)

ω(tb − ta)
.

Sólo la razón de los determinantes −∇∇ − ω2 con diferente ω pueden ser reemplazados por sus
ĺımites diferenciales, es entonces que el factor divergente común en (2.183) se cancelará.

Veamos el origen de esta divergencia. Los valores propios en la red y su aproximación al
continuo para un m pequeño van como

ΩmΩm ≈ ν2m ≈ π2m2

(tb − ta)2
. (2.184)

Para valores grandes m ≤ N , los valores propios en la red se saturan en ΩmΩm → 2/ǫ2, mientras
que los ν2m siguen creciendo cuadráticamente en m, lo cual da origen a la divergencia.

Las fórmulas correctas para el factor de fluctuación de un oscilador armónico se resumen en la
siguiente secuencia de ecuaciones:

FN
ω (tb − ta) =

1
√

2πh̄iǫ/M

N
∏

n=1

[

∫

dδxn
√

2πh̄iǫ/M

]

exp

[

i

h̄

M

2ǫ
δxT (−ǫ2∇∇− ǫ2ω2)δx

]

=
1

√

2πh̄iǫ/M

1
√

detN (−ǫ2∇∇− ǫ2ω2)
, (2.185)

donde en la primera expresión, el exponente está escrito en notación matricial y xT es la transpuesta
del vector x, cuyas componentes son xn. Utilizando el determinante de una part́ıcula libre
detN (−ǫ2∇∇), ver la fórmula (2.140), obtenemos

FN
ω (tb − ta) =

1
√

2πh̄i(tb − ta)/M

[

detN (−ǫ2∇∇− ǫ2ω2)

detN (−ǫ2∇∇)

]−1/2

, (2.186)
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de donde

FN
ω (tb − ta) =

1
√

2πih̄/M

√

sin ω̃ǫ

ǫ sin ω̃(tb − ta)
, (2.187)

Con ω̃ dada por la Ec. (2.163). Si sólo estamos interesados en el ĺımite continuo, podemos hacer
que ǫ tienda a cero en la expresión (2.186) y evaluar

Fω(tb − ta) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

[

det(−∂2
t − ω2)

det(−∂2
t )

]−1/2

=
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

∞
∏

m=1

[

ν2m − ω2

ν2m

]−1/2

=
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

√

ω(tb − ta)

sinω(tb − ta)
. (2.188)

Calculemos también la amplitud de evolución temporal en el espacio del momentum. La
transformada de Fourier de (2.177) [tal como en (2.73)] será

(pbtb|pata) =

∫

dDxb e
−ipbxb/h̄

∫

dDxa e
ipaxa/h̄(xbtb|xata)

=
(2πh̄)D
√

2πih̄
D

1
√

Mω sinω(tb − ta)
D

× exp

{

i

h̄

1

2Mω sinω(tb − ta)

[

(p2
b + p2

a) cosω(tb − ta) − 2pbpa

]

}

. (2.189)

En el ĺımite ω → 0 esto se reduce a la expresión de la part́ıcula libre (2.73), aunque no en forma
tan directa como en el caso de la amplitud en el espacio x de (2.177). Del desarrollo de la función
exponencial

1

2Mω sinω(tb − ta)

[

(p2
b + pa) cosω(tb − ta) − 2pbp

2
a

]

=
1

2Mω2(tb − ta)

{

(pb − pa)
2 − 1

2
(p2

b + p2
a)[ω(tb − ta)]

2 + . . .

}

, (2.190)

y llendo al ĺımite ω → 0, el término principal en (2.189)

(2π)D
√

2πiω2(tb − ta)h̄M
D

exp

{

i

h̄

1

2Mω2(tb − ta)
(pb − pa)

2

}

(2.191)

tiende a (2πh̄)Dδ(D)(pb −pa) [recordemos (1.534)], mientras que el segundo término en (2.190) da

el factor e−ip2(tb−ta)/2Mh̄, y aśı recobramos (2.73).

2.3.6 Amplitud del Oscilador en una Red Temporal Finita

Calculemos ahora la amplitud de evolución temporal exacta para un número finito de particiones
temporales. En contraste al caso de la part́ıcula libre de la Sección 2.2.5, la amplitud del oscilador
no es igual a su ĺımite continuo, sino que depende de ǫ. Por otro lado, este caso nos permitirá
estudiar algunas propiedades t́ıpicas de la convergencia de las integrales de trayectoria en el ĺımite
continuo. Dado que el factor de fluctuación se calculó inicialmente para un ǫ finito en (2.382),
ahora sólo necesitamos hallar la acción clásica para un ǫ finito. Para mantener la invarianza de
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inversión temporal para todo ǫ finito, trabajaremos con un término potencial ligeramente diferente
al usado en la acción (2.148), usando

AN = ǫ
M

2

N+1
∑

n=1

[

(∇xn)2 − ω2(x2
n + x2

n−1)/2
]

, (2.192)

escrito en otra forma, tendremos

AN = ǫ
M

2

N
∑

n=0

[

(∇xn)2 − ω2(x2
n+1 + x2

n)/2
]

. (2.193)

Esta forma de la acción difiere de la acción original (2.148), al haber reemplazado el término ω2x2
n

por uno más simétrico, el término ω2(x2
n + x2

n−1)/2. Ya que el gradiente es el mismo en ambos
casos, luego de una suma por partes podemos reescribir

ǫ

N+1
∑

n=1

(∇xn)2 = ǫ

N
∑

n=0

(∇xn)2 =
[

xb∇xb − xa∇xa

]

− ǫ

N
∑

n=1

xn∇∇xn. (2.194)

De todo esto obtenemos la acción para la partición temporal

AN =
M

2

(

xb∇xb − xa∇xa

)

− ǫ
M

4
ω2(x2

b + x2
a) − ǫ

M

2

N
∑

n=1

xn(∇∇ + ω2)xn. (2.195)

En virtud de que la variación de AN se realiza para los puntos xa y xb, los cuales suponemos fijos,
el factor de fluctuación es el mismo al usado en (2.160). La ecuación de movimiento sobre el eje
temporal es

(∇∇ + ω2)xcl(t) = 0. (2.196)

Donde se entiende que la variable temporal tiene sólo los valores discretos en la red tn. La solución
de esta ecuación diferencia, para los valores inicial y final xa y xb, respectivamente, está dado por

xcl(t) =
1

sin ω̃(tb − ta)
[xb sin ω̃(t− ta) + xa sin ω̃(tb − t)] , (2.197)

donde ω̃ es la frecuencia auxiliar introducida en (2.163). Para calcular la acción clásica en la red,
sustituimos (2.197) en (2.195). Luego de alguna manipulación trigonométrica, y reemplazando
ǫ2ω2 por 4 sin2(ω̃ǫ/2), encontramos que la acción obtenida es muy parecida a la expresión hallada
para el continuo (2.159):

AN
cl =

M

2ǫ

sin ω̃ǫ

sin ω̃(tb − ta)

[

(x2
b + x2

a) cos ω̃(tb − ta) − 2xbxa

]

. (2.198)

La amplitud de evolución temporal total es

(xbtb|xata) = eiA
N
cl
/h̄FN

ω (tb − ta), (2.199)

donde la acción es (2.198) y el factor de fluctuación es (2.169).

2.4 Fórmula de Gelfand-Yaglom

En muchas aplicaciones encontramos una ligera generalización del problema de las
fluctuaciones del oscilador: por ejemplo, śı la acción es armónica pero contiene una
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frecuencia con dependencia temporal Ω2(t) y no tenemos más la frecuencia usual del
oscilador ω2, el factor de fluctuación asociado es

F (tb, ta) =
∫

Dδx(t) exp
(

i

h̄
A
)

, (2.200)

y la acción es

A =
∫ tb

ta
dt
M

2
[(δẋ)2 − Ω2(t)(δx)2]. (2.201)

Como la frecuencia Ω(t) puede no ser translacionalmente invariante en el tiempo, el
factor de fluctuación depende en general tanto del tiempo inicial como del final. La
razón (2.186) es válida también en este caso más general, i.e.,

FN(tb, ta) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

[

detN (−ǫ2∇∇− ǫ2Ω2)

detN(−ǫ2∇∇)

]−1/2

. (2.202)

Aqúı Ω2(t) es la matriz diagonal

Ω2(t) =









Ω2
N

. . .

Ω2
1









, (2.203)

cuyos elementos de matriz son Ω2
n = Ω2(tn).

2.4.1 Cálculo Recursivo del Determinante de la Fluctuación

En general el conjunto completo de valores propios de la matriz−∇∇−Ω2(t) es dif́ıcil
de hallar, aún en el caso continuo. Sin embargo, es posible deducir una ecuación
diferencia útil para el determinante de la fluctuación el cual puede ser usado para
hallar su valor sin conocer todos los valores propios. El método fue desarrollado por
Gelfand and Yaglom. 11 Denotemos DN al determinante N × N de la fluctuación,
i. e.,

DN ≡ detN
(

−ǫ2∇∇− ǫ2Ω2
)

(2.204)

≡

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− ǫ2Ω2
N −1 0 . . . 0 0 0

−1 2− ǫ2Ω2
N−1 −1 . . . 0 0 0

...
...

0 0 0 . . . −1 2− ǫ2Ω2
2 −1

0 0 0 . . . 0 −1 2− ǫ2Ω2
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Al desarrollar el determinante por la primera columna, obtenemos la relación de
recursión

DN = (2− ǫ2Ω2
N )DN−1 −DN−2, (2.205)

11I.M. Gelfand and A.M. Yaglom, J. Math. Phys. 1 , 48 (1960).
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la cual puede reescribirse como

ǫ2
[

1

ǫ

(

DN −DN−1

ǫ
− DN−1 −DN−2

ǫ

)

+ Ω2
NDN−1

]

= 0. (2.206)

Dado que la ecuación es válida para todo N , esto implica que el determinante DN

cumple con la ecuación diferencia

(∇∇+ Ω2
N+1)DN = 0. (2.207)

En nuestra notación se entiende que el operador −∇∇ actua sobre la etiqueta
dimensional N del determinante. Puede verse que el determinante DN es la versión
discreta de la función D(t), evaluada en las diferentes particiones del eje temporal.
La ecuación (2.207) se conoce como la fórmula de Gelfand-Yaglom. El determinante,
el cual es una función de N , es la solución de la ecuación diferencia clásica de
movimiento, y el resultado buscado, para un N dado, se obtiene del valor final
DN = D(tN+1). Las condiciones iniciales son

D1 = (2− ǫ2Ω2
1),

D2 = (2− ǫ2Ω2
1)(2− ǫ2Ω2

2)− 1.
(2.208)

2.4.2 Ejemplos

Como un ejemplo de la utilidad de la fórmula Gelfand–Yaglom, consideremos el caso de una
frecuencia constante Ω2(t) ≡ ω2 de donde la fórmula de Gelfand-Yaglom es

(∇∇ + ω2)DN = 0. (2.209)

La solución a esta ecuación es una combinación lineal de funciones de la forma sin(Nω̃ǫ) y cos(Nω̃ǫ),
donde ω̃ está dada por (2.163). La solución que cumple las condiciones de frontera es

DN =
sin(N + 1)ǫω̃

sin ǫω̃
. (2.210)

Mientras que los elementos de menor orden son

D1 = 2 cos ǫω̃,

D2 = 4 cos2 ǫω̃ − 1, (2.211)

que son idénticos a (2.208), dado que ǫ2Ω2 ≡ ǫ2ω2=2(1 − cos ω̃ǫ).
La fórmula de Gelfand–Yaglom es particularmente útil en el ĺımite continuo ǫ → 0. Luego, al

considerar la condición de normalización

Dren(tN ) = ǫDN , (2.212)

las condiciones iniciales D1 = 2 and D2 = 3 pueden reexpresarse como

(ǫD)1 = Dren(ta) = 0, (2.213)

ǫD2 − ǫD1

ǫ
= (∇ǫD)1

ǫ→0
−−−→ Ḋren(ta) = 1. (2.214)

La ecuación diferencia para DN se transforma en la ecuación diferencial para Dren(t):

[∂2
t + Ω2(t)]Dren(t) = 0. (2.215)
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Figure 2.2 Solución de la ecuación de movimiento con el valor inicial cero y pendiente

inicial unitaria. El valor al tiempo final es igual al producto de ǫ por el determinante

discreto de la fluctuación DN = D(tb).

La solución se muestra en la Fig. 2.2. El determinante DN es el producto de 1/ǫ por el valor de la
función Dren(t) en el tiempo tb. Este valor se encuentra de la solución de la ecuación diferencial al
tiempo inicial ta = 0 con pendiente unitaria.

Como ejemplo, consideremos una vez más el oscilador armónico para una frecuencia ω fija. La
ecuación de movimiento en el ĺımite continuo tiene como solución

Dren(t) =
1

ω
sinω(t− ta), (2.216)

esta solución cumple con las condiciones inciales (2.214). De donde, encontramos que el determi-
nante de la fluctuación, para un ǫ pequeño,

det(−ǫ2∇∇− ǫ2ω2)
ǫ→0
−−−→ 1

ǫ

sinω(tb − ta)

ω
, (2.217)

en completo acuerdo con el anterior resultado (2.210). Para la part́ıcula libre, la solución es
Dren(t) = t− ta y obtenemos de manera directa el determinante detN (−ǫ2∇∇) = (tb − ta)/ǫ.

Para el caso en que la frecuencia depende del tiempo Ω(t), la solución análitica del problema
Gelfand-Yaglom con valores iniciales (2.213), (2.214), y (2.215), puede hallarse sólo para casos
especiales de funciones Ω(t). De hecho, la ecuación (2.215) tiene la forma de una ecuación de
Schrödinger de una part́ıcula puntual en un potencial Ω2(t), y son bien conocidos los potenciales
para los cuales tal ecuación de Schrödinger puede ser resuelta.

2.4.3 Cálculo para el Eje Temporal no Particionado

La solución más general es es una combinación lineal de Dren = ǫDN para cua-
lesquiera dos soluciones independientes ξ(t) y η(t) de la ecuación diferencial ho-
mogénea

[∂2t + Ω2(t)]x(t) = 0. (2.218)

La solución de la ecuación (2.215) se encuentra de la combinación lineal

Dren(t) = αξ(t) + βη(t). (2.219)

Los coeficientes se determinan de las condiciones inciales (2.214), que implican

αξ(ta) + βη(ta) = 0,

αξ̇(ta) + βη̇(ta) = 1, (2.220)
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de donde

Dren(t) =
ξ(t)η(ta)− ξ(ta)η(t)

ξ̇(ta)η(ta)− ξ(ta)η̇(ta)
. (2.221)

Se puede reconocer en el denominador al Wronskiano, el cual es independiente del
tiempo, de las dos soluciones

W ≡ ξ(t)
↔
∂ t η(t) ≡ ξ(t)η̇(t)− ξ̇(t)η(t) (2.222)

al tiempo inicial ta. El lado derecho de esta expresión es independiente de t.
El Wronskiano es una cantidad importante en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales

de segundo orden. Se define para todas las ecuaciones del tipo Sturm–Liuoville

d

dt

[

a(t)
dy(t)

dt

]

+ b(t)y(t) = 0, (2.223)

que son proporcionales a 1/a(t). El wronskiano se utiliza para construir la función
de Green de estas ecuaciones.12

En términos del Wronskiano, la Ec. (2.221) tiene la forma general

Dren(t) = − 1

W
[ξ(t)η(ta)− ξ(ta)η(t)] . (2.224)

Al sustituir t = tb obtenemos el determinante buscado

Dren = − 1

W
[ξ(tb)η(ta)− ξ(ta)η(tb)] . (2.225)

Notese que el mismo determinante funcional puede hallarse evaluando la función

D̃ren(t) = − 1

W
[ξ(tb)η(t)− ξ(t)η(tb)] (2.226)

en ta. Esta expresión también satisface la ecuación diferencial (2.215), con las condi-
ciones iniciales

D̃ren(tb) = 0, ˙̃Dren(tb) = −1. (2.227)

Es útil poner énfasis en los extremos donde las condiciones de frontera de Gelfand-
Yaglom se cumplen, escribiendo Dren(t) y D̃ren(t) porDa(t) yDb(t), respectivamente,
resumiendo sus propiedades simétricas como

[∂2t + Ω2(t)]Da(t) = 0 ; Da(ta) = 0, Ḋa(ta) = 1, (2.228)

[∂2t + Ω2(t)]Db(t) = 0 ; Db(tb) = 0, Ḋb(tb) = −1, (2.229)

y el determinante se obtiene de cualquiera de las funciones como

Dren = Da(tb) = Db(ta). (2.230)

12Un uso t́ıpico de las funciones Green en electrodinámica puede verse en J.D. Jackson, Classical
Electrodynamics , John Wiley & Sons, New York, 1975, Sección 3.11.
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Por otro lado, de las ecuaciones (2.224) y (2.226) vemos que la derivada temporal
de dos funciones en puntos extremos opuestos, en general, no está relacionada. Sólo
para el caso donde la frecuencia Ω tiene invarianza temporal, tendremos

Ḋa(tb) = −Ḋb(ta), for Ω(t) = Ω(−t). (2.231)

Para una frecuencia Ω arbitraria, tenemos la relación

Ḋa(tb) + Ḋb(ta) = −2
∫ tb

ta
dtΩ(t)Ω̇(t)Da(t)Db(t). (2.232)

Como una aplicación de estas fórmulas, consideremos una vez más el caso del
oscilador lineal, donde tenemos las siguientes dos soluciones independientes

ξ(t) = cosωt, η(t) = sinωt. (2.233)

De esta forma,

W = ω, (2.234)

y el determinante de la fluctuación será

Dren = − 1

ω
(cosωtb sinωta − cosωta sinωtb) =

1

ω
sinω(tb − ta). (2.235)

2.4.4 Construcción de D’Alembert

Es importante darse cuenta que la construcción de las soluciones de las Ecs. (2.228)
y (2.229) requiere sólo del conocimiento de una solución a la ecuación diferencial
homogénea (2.218), por ejemplo ξ(t). Con ayuda de la fórmula de d’Alambert,
siempre puede hallarse una segunda solución linealmente independiente η(t)

η(t) = w ξ(t)
∫ t dt′

ξ2(t′)
, (2.236)

donde w es una constante. La diferenciación de esta expresión es

η̇ =
ξ̇η

ξ
+
w

ξ
, η̈ =

ξ̈η

ξ
. (2.237)

La segunda ecuación muestra que tanto ξ(t), como η(t) son ambas solución de la
ecuación diferencial homogénea (2.218). De la primera ecuación encontramos que el
Wronskiano, w, de las dos funciones es:

W = ξ(t)η̇(t)− ξ̇(t)η(t) = w. (2.238)

Utilizando la solución (2.236) en las fórmulas (2.224) y (2.226), obtenemos expre-
siones expĺıcitas para las funciones de Gelfand-Yaglom en términos de una solución
arbitraria de la ecuación diferencial homogénea (2.218):

Dren(t)=Da(t)=ξ(t)ξ(ta)
∫ t

ta

dt′

ξ2(t′)
, D̃ren(t)=Db(t)=ξ(tb)ξ(t)

∫ tb

t

dt′

ξ2(t′)
. (2.239)
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El determinante funcional buscado es

Dren = ξ(tb)ξ(ta)
∫ tb

ta

dt′

ξ2(t′)
. (2.240)

2.4.5 Otra Fórmula Simple

Hay otra fórmula útil para expresar el determinante funcional. Para hallarla, resolvemos la ecuación
diferencial homogénea (2.218) para una posición xa y una velocidad inicial ẋa al tiempo ta. El
resultado se expresa como la siguiente combinación lineal de Da(t) y Db(t):

x(xa, ẋa; t) =
1

Db(ta)

[

Db(t) −Da(t)Ḋb(ta)
]

xa + Da(t)ẋa . (2.241)

Ahora, podemos ver que la función de Gelfand-Yaglom Dren(t) = Da(t) puede obtenerse de la
derivada parcial

Dren(t) =
∂x(xa, ẋa; t)

∂ẋa
. (2.242)

Donde, esta función claramente satisface las condiciones iniciales de Gelfand–Yaglom Dren(ta) = 0
y Ḋren(ta) = 1 dadas en (2.213) y (2.214), las cuales son una consecuencia directa del hecho que
xa y ẋa son variables independientes, y tienen la forma funcional x(xa, ẋa; t), para las cuales es
válido que ∂xa/∂ẋa = 0 y ∂ẋa/∂ẋa = 1.

El determinante de la fluctuación Dren = Da(tb) estará dado por

Dren =
∂xb

∂ẋa
, (2.243)

donde xb es una notación breve para x(xa, ẋa; tb). Resulta ahora claro que las ecuaciones análogas
(2.229) son satisfechas por la derivada parcial Db(t) = −∂x(t)/∂ẋb, donde en términos de la
posición final xb y la velocidad ẋb, x(t) estará dada por x(t) = x(xb, ẋb; t)

x(xb, ẋb; t) =
1

Da(tb)

[

Da(t) + Db(t)Ḋa(tb)
]

xb −Db(t)ẋb , (2.244)

de tal forma que obtenemos la siguiente fórmula alternativa

Dren = −∂xa

∂ẋb
. (2.245)

Estos resultados pueden generalizarse inmediatamente a los determinantes funcionales de op-
eradores diferenciales de la forma −∂2

t δij − Ω2
ij(t), donde Ω2

ij(t), (i, j = 1, . . . , D), la frecuencia
dependiente del tiempo es una matriz de dimensiones D×D. Luego, la función asociada de Gelfand–
Yaglom Da(t) será la matriz Dij(t) que cumple las condiciones inciales Dij(ta) = 0, Ḋij(tb) = δij ,
de donde el determinante funcional buscado Dren es:

Dren = Det
[

−∂2
t δij − Ω2

ij(t)
]

= detDij(tb). (2.246)

La ecuación diferencial homogénea y las condiciones iniciales son claramente satisfechas por la
matriz de derivadas parciales Dij(t) = ∂xi(t)/∂ẋj

a, tal que la representación expĺıcita de Dij(t) en
términos de la solución general de las ecuaciones clásicas de movimiento

[

−∂2
t δij − Ω2

ij(t)
]

xj(t) = 0
será

Dren = det
∂xi

b

∂ẋj
a

= det

(

−∂xi
a

∂ẋj
b

)

. (2.247)
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Mediante la construcción de una solución de la ecuación diferencial homogénea (2.218), que
pase por los puntos inicial y final xa y xb en ta y tb, respectivamente, se puede hallar un posterior
conjunto de fórmulas para los determinantes funcionales, es decir:

x(xb, xa; t) =
Db(t)

Db(ta)
xa +

Da(t)

Da(tb)
xb. (2.248)

Las funciones de Gelfand–Yaglom Da(t) y Db(t) pueden obtenerse de las derivadas parciales

Da(t)

Da(tb)
=

∂x(xb, xa; t)

∂xb
,

Db(t)

Db(ta)
=

∂x(xb, xa; t)

∂xa
. (2.249)

En los puntos extremos, las Ecs. (2.248) son

ẋa =
Ḋb(ta)

Db(ta)
xa +

1

Da(tb)
xb, (2.250)

ẋb = − 1

Db(ta)
xa +

Ḋa(tb)

Da(tb)
xb, (2.251)

de tal forma que el determinante de la fluctuación Dren = Da(tb) = Db(ta) está dado por las
fórmulas

Dren =

(

∂ẋa

∂xb

)−1

= −
(

∂ẋb

∂xa

)−1

, (2.252)

donde ẋa y ẋb son función de las variables independientes xa y xb. La igualdad de estas expresiones
con las las expresiones (2.243) y (2.245) es una consecuencia directa de la identidad matemática
de las derivadas parciales

∂xb

∂ẋa

∣

∣

∣

∣

xa

=

(

∂ẋa

∂xb

∣

∣

∣

∣

xa

)−1

. (2.253)

Notemos que los determinantes funcionales hallados en este Caṕıtulo son útiles para el cálculo
del factor de fluctuación de trayectorias con extremos fijos. En matemáticas, esta propiedad
se conoce como condiciones de frontera de Dirichlet. En el contexto de la estad́ıstica cuántica
necesitaremos el determinante funcional para fluctuaciones con condiciones de frontera periódicas,
para las cuales el metódo de Gelfand–Yaglom debe ser modificado. Veremos en la Sección 2.11
que esto da origen a considerables complicaciones en las derivadas de red, por lo cual necesitamos
hallar un metódo para calcular ambos determinantes funcionales. Este metódo será discutido en
la Sección 3.27 en una formulación continua.

En general, la ecuación diferencial homogénea (2.218) la cual contiene una frecuencia depen-
diente del tiempo Ω(t), no puede ser resuelta anaĺıticamente. La ecuación tiene la misma forma de
una ecuación de Schrödinger, en una dimensión, para una part́ıcula puntual moviendose en un po-
tencial unidimensional Ω2(t), para la cual se sabe hay pocos casos donde puede hallarse una solución
cerrada. Sin embargo, y por fortuna, el determinante funcional sólo aparecerá junto con fluctua-
ciones cuadráticas alrededor de soluciones clásicas en potenciales independientes del tiempo (ver
Sección 4.3). Si se conoce la forma anaĺıtica de la solución clásica, esto nos dará atomáticamente
una solución a la ecuación diferencial homogénea (2.218). Algunos ejemplos importantes serán
discutidos en las Secciones 17.4 y 17.11.

2.4.6 Generalización a D–Dimensiones

Las fórmulas anteriores pueden generalizarse a una versión D−dimensional de la
acción (2.201)

A =
∫ tb

ta
dt
M

2
[(δẋ)2 − δxT




2(t)δx], (2.254)
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donde 
2(t) es una matriz D×D, y sus elementos son Ω2
ij(t). La generalización del

factor de fluctuación (2.202) será

FN(tb, ta) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M
D

[

detN (−ǫ2∇∇− ǫ2
2)

detN(−ǫ2∇∇)

]−1/2

. (2.255)

El determinante de la fluctuación se encuentra de la construcción de Gelfand-Yaglom
con ayuda de la fórmula

Dren = detDa(tb) = detDb(ta), (2.256)

donde las matrices Da(t) y Db(t) cumplen las ecuaciones clásicas de movimiento y
condiciones iniciales correspondientes a las expresiones (2.228) y (2.229):

[∂2t +

2(t)]Da(t) = 0 ; Da(ta) = 0, Ḋa(ta) = 1, (2.257)

[∂2t +

2(t)]Db(t) = 0 ; Db(tb) = 0, Ḋb(tb) = −1, (2.258)

aqúı, 1 es la matriz unitaria en D dimensiones. Finalmente, podemos repetir to-
dos los pasos de la última sección y hallar la generalización D−dimensional de las
fórmulas (2.252):

Dren =

(

det
∂ẋia
∂xjb

)−1

=

[

det

(

−∂ẋ
i
b

∂xja

)]−1

. (2.259)

2.5 Oscilador Armónico con Frecuencia Dependiente del
Tiempo

Los resultados de la última sección nos permiten resolver exactamente la integral
de trayectoria del oscilador armónico con una frecuencia arbitraria dependiente del
tiempo Ω(t). El cálculo lo haremos primero en el espacio de las coordenadas, poste-
riormente presentaremos el cálculo en el espacio del momentum.

2.5.1 Espacio Coordenado

Consideremos la integral de trayectoria

(xbtb|xata) =
∫

Dx exp
{

i

h̄
A[x]

}

, (2.260)

con la acción Lagrangiana

A[x] =
M

2

∫ tb

ta
dt
[

ẋ2(t)− Ω2(t)x2(t)
]

, (2.261)

la cual es armónica, y con frecuencia dependiente del tiempo. Tal como en la
Ec. (2.14), el resultado puede escribirse como el producto de un factor de fluctuación
y una exponencial conteniendo la acción clásica:

(xbtb|xata) =
∫

Dx eiA[x]/h̄ = FΩ(tb, ta)e
iAcl/h̄. (2.262)
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En analoǵıa con (2.171) y de la discusión de la última sección, y recordando (2.243),
sabemos que el factor de fluctuación es

FΩ(tb, ta) =
1

√

2πih̄/M

1
√

Da(tb)
. (2.263)

De acuerdo con las fórmulas (2.243) y (2.252), el determinante Da(tb) = Dren puede
expresarse en términos de las derivadas parciales, i. e.,

FΩ(tb, ta) =
1

√

2πih̄/M

(

∂xb
∂ẋa

)−1/2

=
1

√

2πih̄/M

(

∂ẋa
∂xb

)1/2

, (2.264)

donde la primera derivada parcial se calcula de la función x(xa, ẋa; t), la segunda de
ẋ(xb, xa; t). De manera equivalente, podemos usar (2.245) y la parte derecha de la
Ec. (2.252) para escribir

FΩ(tb, ta) =
1

√

2πih̄/M

(

−∂xa
∂ẋb

)−1/2

=
1

√

2πih̄/M

(

−∂ẋb
∂xa

)1/2

. (2.265)

Aún nos resta calcular la acción clásica Acl, lo cual puede hacerse de la misma
forma que en las Ecs. (2.155) a (2.159). Luego de una integración parcial, tendremos

Acl =
M

2
(xbẋb − xaẋa). (2.266)

Utilizando la dependencia lineal de ẋb y ẋa sobre los puntos extremos xb y xa,
podemos reescribir

Acl =
M

2

(

xb
∂ẋb
∂xb

xb − xa
∂ẋa
∂xa

xa + xb
∂ẋb
∂xa

xa − xa
∂ẋa
∂xb

xb

)

. (2.267)

Sustituyendo las derivadas parciales halladas en (2.250) y (2.251) y usando la igual-
dad de Da(tb) and Db(ta), obtenemos la acción clásica

Acl =
M

2Da(tb)

[

x2bḊa(tb)− x2aḊb(ta)− 2xbxa
]

. (2.268)

Notese que existe otra fórmula simple para el determinante de la fluctuación Dren:

Dren = Da(tb) = Db(ta) = −M
(

∂2

∂xb∂xa
Acl

)−1

. (2.269)

Para el oscilador armónico con frecuencia independiente del tiempo ω, la función
de Gelfand-Yaglom Da(t) de la Ec. (2.235) tiene la propiedad (2.231) debido a
la invarianza de inversión temporal, y la expresión (2.268) reproduce el conocido
resultado (2.159).
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Las expresiones que contienen derivadas parciales pueden fácilmente extenderse
a D dimensiones. Simplemente, tenemos que reemplazar las derivadas parciales
∂xb/∂ẋa, ∂ẋb/∂ẋa, . . . por la correspondientes matrices D×D, y escribir la acción
en la forma cuadrática asociada.

La versión en D dimensiones del factor de fluctuación (2.264) es

FΩ(tb, ta) =
1

√

2πih̄/M
D

[

det
∂xib
∂ẋja

]−1/2

=
1

√

2πih̄/M
D

[

det
∂ẋia
∂xjb

]1/2

. (2.270)

Todas la fórmulas de los factores de fluctuación tienen válidez sólo para tiempos
tb − ta suficientemente cortos. Para tiempos mayores, tendremos factores de fase
determinados como anteriormente observamos en (2.169). La expresión final puede
escribirse como

FΩ(tb, ta) =
1

√

2πih̄/M
D

∣

∣

∣

∣

∣

det
∂xib
∂ẋja

∣

∣

∣

∣

∣

−1/2

e−iνπ/2 =
1

√

2πih̄/M
D

∣

∣

∣

∣

∣

det
∂ẋia
∂xjb

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

e−iνπ/2,

(2.271)
donde ν es llamado el ı́ndice de Maslov-Morse.

En el caso unidimensional este ı́ndice enumera los puntos de retorno de la trayec-
toria, en el caso multidimensional el ı́ndice enumera los ceros del determinante
det ∂xib/∂ẋ

j
a en la trayectoria, esto es cierto śı el cero es causado por la reducción

en una unidad del rango de la matriz ∂xib/∂ẋ
j
a. Sin embargo, śı el rango es reducido

en más de una unidad, ν se incrementa de acuerdo con ello. En este contexto, el
número ν se conoce también como el ı́ndice de Morse de la trayectoria.

Los ceros del determinante funcional también se conocen como puntos conjuga-

dos , y son una generalización de los puntos de retorno de sistemas unidimensiona-
les. Las superficies en el espacio x, donde se cancela el determinante son llamadas
caústicas . Los puntos conjugados son lo sitios donde las órbitas tocan las superficies
caústicas.13

Notese que para tiempos infinitesimalmente cortos, los factores de fluctuación y
la acción clásica coinciden con los de una part́ıcula libre. Esto es directo para el
oscilador armónico independiente del tiempo, donde puede verse que la amplitud
(2.177) se reduce al de la part́ıcula libre Eq. (2.74) en el ĺımite tb → ta. Dado que
una frecuencia con dependencia temporal se comporta como una frecuencia cons-
tante para tiempos infinitesimales, por lo tanto el resultado presentado hasta aqúı
es válido en nuesto caso. Ahora, si desarrollamos la solución de las ecuaciones de
movimiento para tiempos infinitesimalmente cortos como

xb ≈ (tb − ta)ẋa + xa, xa ≈ −(tb − ta)ẋb + xb, (2.272)

entonces, inmediatamente obtenemos

∂xib
∂ẋja

= δij(tb − ta),
∂xa

∂ẋjb
= −δij(tb − ta). (2.273)

13Ver M.C. Gutzwiller, Chaos in Classical and Quantum Mechanics , Springer, Berlin, 1990.
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De manera similar, del desarrollo

ẋb ≈ ẋa ≈
xb − xa

tb − ta
(2.274)

obtenemos

∂ẋib
∂xja

= −δij
1

tb − ta
,

∂ẋia
∂xjb

= δij
1

tb − ta
. (2.275)

Aśı, si utilizamos el desarrollo (2.273) o (2.274) en la expresión (2.266) (en D di-
mensiones), la acción se reduce, aproximadamente, a la acción de la part́ıcula libre

Acl ≈
M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
. (2.276)

2.5.2 Espacio del Momentum

Encontremos también la amplitud de evolución temporal en el espacio del momentum. Para esto,
escribamos la acción clásica (2.267) como una forma cuadrática

Acl =
M

2
(xb, xa)A

(

xb

xa

)

(2.277)

con la matriz

A =









∂ẋb

∂xb

∂ẋb

∂xa

−∂ẋa

∂xb
−∂ẋa

∂xa









. (2.278)

La inversa de esta matriz es

A−1 =









∂xb

∂ẋb
− ∂xb

∂ẋa

∂xa

∂ẋb
−∂xa

∂ẋa









. (2.279)

La derivadas parciales de xb y xa se calculan de la solución de la ecuación diferencial homogénea
(2.218), cuando xb y xa expresan en términos de las velocidades final e inicial ẋb y ẋa:

x(ẋb, ẋa; t) =
1

Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1

×
{[

Da(t) + Db(t)Ḋa(tb)
]

ẋa +
[

−Db(t) + Da(t)Ḋb(ta)
]

ẋb

}

, (2.280)

de donde obtenemos

xa =
1

Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1

[

Db(ta)Ḋa(ta)ẋb −Db(ta)ẋb

]

, (2.281)

xb =
1

Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1

[

Da(tb)ẋa + Da(tb)Ḋb(ta)ẋb

]

, (2.282)

por lo tanto la inversa A−1 es

A−1 =
Da(tb)

Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1





Ḋb(ta) −1

−1 −Ḋa(tb)



 . (2.283)
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El determinante de A es el Jacobiano

detA = −∂(ẋb, ẋa)

∂(xb, xa)
= − Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1

Da(tb)Db(ta)
. (2.284)

Ahora, podemos hallar la transformada de Fourier de la amplitud de evolución temporal, comple-
tando la cuadratura,

(pbtb|pata) =

∫

dxb e
−ipbxb/h̄

∫

dxa e
ipaxa/h̄(xbtb|xata) (2.285)

=

√

2πh̄

iM

√

Da(tb)

Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1

× exp

{

i

h̄

1

2M

Da(tb)

Ḋa(tb)Ḋb(ta) + 1

[

−Ḋb(ta)p
2
b + Ḋa(tb)p

2
a − 2pbpa

]

}

.

Utilizado Da(tb) = sinω(tb− ta)/ω y Ḋa(tb) = cosω(tb− ta), recobramos el resultado del oscilador
armónico (2.189).

En D dimensiones, la acción clásica tiene la misma forma cuadrática que la hallada en (2.277)
(2.277)

Acl =
M

2

(

xT
b ,x

T
a

)

A

(

xb

xa

)

(2.286)

donde la matriz A generaliza el resultado (2.278), al haber reemplazado las derivadas parciales por
las correspondientes matrices D ×D. La inversa en la versión 2D × 2D de (2.279), i.e.

A =









∂ẋb

∂xb

∂ẋb

∂xa

−∂ẋa

∂xb
−∂ẋa

∂xa









, (2.278)A−1 =









∂xb

∂ẋb
− ∂xb

∂ẋa

∂xa

∂ẋb
−∂xa

∂ẋa









. (2.287)

El determinante de una matriz en bloques

A =

(

a b
c d

)

(2.288)

se calcula con ayuda de una descomposición triangular

A =

(

a b
c d

)

=

(

a 0
c 1

)(

1 a−1b
0 d− ca−1b

)

=

(

1 b
0 d

)(

a− bd−1c 0
d−1c 1

)

(2.289)

aqúı, podemos usar alguna de las siguientes dos posibles formas

det

(

a b
c d

)

= det a · det (d− ca−1b) = det (a− bd−1c) · det d, (2.290)

dependiendo de si el det a o el det b son diferentes de cero. La inversa, en el primer caso, es

A=

(

1 −a−1bx
0 x

)(

a−1 0
−ca−1 1

)

=

(

a−1+a−1bxca−1−a−1bx
−xca−1 x

)

, x≡(d−ca−1b)−1. (2.291)

La amplitud resultante, en el espacio del momentum, es

(pbtb|pata) =

∫

dxb e
−ipbxb/h̄

∫

dxa e
ipaxa/h̄(xbtb|xata)

=
2π√

2πih̄M

1√
DrendetA

exp

{

i

h̄

1

2M

[

(

pT
b ,p

T
a

)

A−1

(

pb

pa

)]}

. (2.292)

De igual forma, en el espacio del momentum la amplitud (2.292) se reduce al caso de la part́ıcula
libre, Ec. (2.73), en el ĺımite de tiempos tb−ta infinitesimalmente cortos: para el oscilador armónico
independiente del tiempo, esto ya fue mostrado en la Ec. (2.191), además la dependencia temporal
de Ω(t) es irrelevante en el ĺımite tb − ta → 0.
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2.6 Función de Onda de la Part́ıcula Libre y del Oscilador
Armónico

La amplitud de evolución temporal de la part́ıcula libre (2.72), Ec. (1.335), la hemos
expresado como la siguiente integral de Fouier

(xbtb|xata) =
∫ dp

(2πh̄)
eip(xb−xa)/h̄e−ip2(tb−ta)/2Mh̄. (2.293)

Esta expresión contiene información de todos los estados estacionarios del sistema.
Para hallar estos estados hemos realizado un análisis espectral de la amplitud.
Recordemos que, de acuerdo a la Sección 1.7, la amplitud de un sistema independi-
ente del tiempo arbitrario posee una representación espectral de la forma

(xbtb|xata) =
∞
∑

n=0

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)e

−iEn(tb−ta)/h̄, (2.294)

donde En son los valores propios y ψn(x) son las funciones de onda de los estados
estacionarios. En el caso de la part́ıcula libre, el espectro es continuo y la suma
espectral es una integral. Una comparación de (2.294) con (2.293) nos permite ver
que la propia descomposición de Fourier es la representación espectral. Si la suma
sobre n se escribe como una integral sobre los momenta, podemos identificar las
funciones de onda como

ψp(x) =
1√
2πh̄

eipx. (2.295)

Ahora, para la amplitud de evolución temporal del oscilador armónico

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄ sin [ω(tb − ta)] /Mω
(2.296)

× exp

{

iMω

2h̄ sin [ω(tb − ta)]

[

(x2b + x2a) cosω(tb − ta)− 2xbxa
]

}

,

el procedimiento no es tan directo. En este caso debemos hacer uso de la fórmula
de suma de los polinomios de Hermite Hn(x), fórmula debida a Mehler (ver
Apéndice 2C):14

1√
1− a2

exp

{

− 1

2(1− a2)
[(x2 + x′2)(1 + a2)− 4xx′a]

}

= exp(−x2/2− x′2/2)
∞
∑

n=0

an

2nn!
Hn(x)Hn(x

′), (2.297)

donde

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2, . . . , Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

. (2.298)

14Ver P.M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics , McGraw-Hill, New York,
Vol. I, pp. 781 (1953).
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Para abreviar, escribimos

x ≡
√

Mω/h̄ xb, x′ ≡
√

Mω/h̄ xa, a ≡ e−iω(tb−ta), (2.299)

aśı obtenemos

a

1− a2
=

1

2i sin [ω(tb − ta)]
,

1 + a2

1− a2
=

1 + e−2iω(tb−ta)

1− e−2iω(tb−ta)
=

cos [ω(tb − ta)]

i sin [ω(tb − ta)]

de donde llegamos a la representación esprectral

(xbtb|xata) =
∞
∑

n=0

ψn(xb)ψn(xa)e
−i(n+1/2)ω(tb−ta). (2.300)

De esto encontramos que las enerǵıas propias del oscilador armónico serán

En = h̄ω(n+ 1/2) (2.301)

y las funciones de onda son

ψn(x) = Nnλ
−1/2
ω e−x2/2λ2

ωHn(x/λω). (2.302)

Aqúı, λω es la escala natural de longitud del oscilador

λω ≡
√

h̄

Mω
, (2.303)

y Nn es una constante de normalización

Nn = (1/2nn!
√
π)1/2. (2.304)

Resulta fácil ver que las funciones de onda cumplen con la condición de ortonorma-
lidad ∫ ∞

−∞
dxψn(x)ψn′(x)∗ = δnn′ , (2.305)

donde se ha usado la siguiente relación de ortogonalidad de los polinomios de
Hermite15

1

2nn!
√
π

∫ ∞

−∞
dx e−x2

Hn(x)Hn′(x) = δn,n′. (2.306)

2.7 Acción Armónica con Dependencia Temporal General

Una generalización simple del oscilador armónico cuya frecuencia depende del tiempo, nos permite
también estudiar el caso de la masa con dependencia temporal, de manera tal que la acción (2.307)
tendrá la forma

A[x] =

∫ tb

ta

dt
M

2

[

g(t)ẋ2(t) − Ω2(t)x2(t)
]

, (2.307)

15I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Fórmula 7.374.1.
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donde g(t) es un factor sin dimensiones y depende del tiempo. Este factor cambia la norma
de la integral de trayectoria, de tal forma que la amplitud de evolución temporal ya no puede ser
calculada con ayuda de la expresión (2.260). Para encontrar la forma correcta de la norma debemos
regresar a la integral de trayectoria canónica (2.29), la cual ahora tiene la forma siguiente

(xbtb|xata) =

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x

∫ Dp

2πh̄
eiA[p,x]/h̄, (2.308)

donde la acción canónica es

A[p, x] =

∫ tb

ta

dt

[

pẋ− p2

2Mg(t)
− M

2
Ω2(t)x2(t)

]

. (2.309)

Integrando en las variables del momentum, tal como se hizo para la partición temporal en las
Ecs. (2.51)–(2.53), obtenemos

(xbtb|xata) ≈
1

√

2πh̄iǫ/Mg(tN+1)

N
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dxn
√

2πh̄iǫ/Mg(tn)

]

exp

(

i

h̄
AN

)

. (2.310)

El ĺımite continuo de esta integral de trayectoria puede escribirse como

(xbtb|xata) =

∫

Dx
√
g exp

{

i

h̄
A[x]

}

, (2.311)

donde la acción tiene la forma dada por la expresión (2.307).
Las órbitas clásicas son solución de la ecuación de movimiento

[

−∂tg(t)∂t − Ω2(t)
]

x(t) = 0, (2.312)

las cuales, mediante la transformación

x̃(t) =
√

g(t)x(t), Ω̃2(t) =
1

g(t)

[

Ω2(t) +
ġ2(t)

4g(t)
− g̈(t)

2

]

, (2.313)

pueden reducirse a la forma dada previamente

√

g(t)
[

−∂2
t − Ω̃2(t)

]

x̃(t) = 0. (2.314)

Por lo tanto, el resultado de la integral de trayectoria es

(xbtb|xata) =

∫

Dx
√
g eiA[x]/h̄ = F (xb, tb;xa, ta)e

iAcl/h̄, (2.315)

con el factor de fluctuación dado por [comparar con (2.263)]

F (xb, tb;xa, ta) =
1

√

2πih̄/M

1
√

Da(tb)
, (2.316)

donde Da(tb) se obtiene de la generalización de las fórmulas (2.264)–(2.269). La acción clásica es

Acl =
M

2
(gbxbẋb − gaxaẋa), (2.317)

donde gb ≡ g(tb), ga ≡ g(ta). Las soluciones de la ecuación de movimiento pueden expresarse en
términos de las funciones modificadas de Gelfand-Yaglom (2.228) y (2.229), las cuales tienen las
siguientes propiedades

[∂tg(t)∂t + Ω2(t)]Da(t) = 0 ; Da(ta) = 0, Ḋa(ta) = 1/ga, (2.318)

[∂tg(t)∂t + Ω2(t)]Db(t) = 0 ; Db(tb) = 0, Ḋb(tb) = −1/gb, (2.319)
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lo mismo que en (2.248), tenemos:

x(xb, xa; t) =
Db(t)

Db(ta)
xa +

Da(t)

Da(tb)
xb. (2.320)

Lo cual nos permite escribir la acción clásica (2.317) en la forma

Acl =
M

2Da(tb)

[

gbx
2
bḊa(tb) − gax

2
aḊb(ta) − 2xbxa

]

. (2.321)

De donde encontramos, tal como hallamos en (2.269),

Dren = Da(tb) = Db(ta) = −M

(

∂2Acl

∂xb∂xa

)−1

, (2.322)

de esta forma el factor de fluctuación será

F (xb, tb;xa, ta) =
1√

2πih̄

√

− ∂2Acl

∂xb∂xa
. (2.323)

Como ejemplo usemos el caso de la part́ıcula libre con masa dependiente del tiempo, donde

Da(t)=

∫ t

ta

dt′ g−1(t′), Db(t)=

∫ tb

t

dt′ g−1(t′), Dren=Da(tb)=Db(ta)=

∫ tb

ta

dt′ g−1(t′), (2.324)

aqúı, la acción clásica será

Acl =
M

2

(xb − xa)
2

Da(tb)
. (2.325)

Este resultado puede generalizarse fácilmente a toda acción armónica arbitraria

A =

∫ tb

ta

dt
M

2

[

g(t)ẋ2 + 2b(t)xẋ− Ω2(t)x2
]

, (2.326)

la cual se extremiza por la ecuación de Euler–Lagrange [recordemos (1.8)]

[

∂tg(t)∂t + ḃ(t) + Ω2(t)
]

x = 0. (2.327)

La solución de la integral de trayectoria (2.315) está dada por (2.315), donde el factor de fluctuación
es (2.323), y Acl es la acción (2.326) definida a lo largo de la trayectoria clásica que conecta los
puntos extremos.

La generalización a D dimensiones es directa, lo único necesario es adaptar el procedimiento
comentado en la Subsección 2.4.6, donde se hace uso de las ecuaciones matriciales (2.318)–(2.320).

2.8 Integrales de Trayectoria y Estad́ıstica Cuántica

La aproximación de la integral de trayectoria resulta útil para entender las
propiedades de equilibrio término de un sistema. Aqúı suponemos que el sistema
tiene un Hamiltoniano independiente del tiempo y que se encuentra en contacto
térmico con un recipiente a temperatura T . Como se explica en la Sección 1.7, las
cantidades termodinámicas de un sistema cuántico se pueden determinar usando la
función de partición estad́ıstico–cuántica

Z = Tr
(

e−Ĥ/kBT
)

=
∑

n

e−En/kBT . (2.328)
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Esto también puede verse como la continuación anaĺıtica de la función de partición
mecánico–cuántica

ZQM = Tr
(

e−i(tb−ta)Ĥ/h̄
)

(2.329)

al tiempo imaginario

tb − ta = − ih̄

kBT
≡ −ih̄β. (2.330)

En la base |x〉, la traza mecánico–cuántica corresponde a una integral sobre todas las
posiciones, de tal suerte que la función de partición puede obtenerse integrando la
amplitud de evolución temporal para xb = xa y evaluando el resultado en el tiempo
complejo:

Z ≡
∫ ∞

−∞
dx z(x) =

∫ ∞

−∞
dx 〈x|e−βĤ |x〉 =

∫ ∞

−∞
dx (x tb|x ta)|tb−ta=−ih̄β. (2.331)

Los elementos diagonales

z(x) ≡ 〈x|e−βĤ |x〉 = (x tb|x ta)|tb−ta=−ih̄β (2.332)

son la densidad de la función de partición. Para un oscilador armónico, esta cantidad
tiene la forma [recordemos (2.175)]

zω(x) =
1

√

2πh̄/M

√

ω

sinh h̄βω
exp

{

−Mω

h̄
tanh

h̄βω

2
x2
}

. (2.333)

Al separar el factor de Boltzmann como un producto de N + 1 factores e−ǫĤ/h̄,
donde ǫ = h̄/kBT (N + 1), obtenemos para la función de partición Z un repre-
sentación en integrales de trayectoria similar a la función de partición mecánico–
cuántica hallada en (2.42), (2.48):

Z ≡
N+1
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]

(2.334)

× 〈xN+1|e−ǫĤ/h̄|xN 〉〈xN |e−ǫĤ/h̄|xN−1〉 × . . .× 〈x2|e−ǫĤ/h̄|x1〉〈x1|e−ǫĤ/h̄|xN+1〉.

Lo mismo que en el caso mecánico–cuántico, los elementos de matriz
〈xn|e−ǫĤ/h̄|xn−1〉 pueden reescribirse en la forma

〈xn|e−ǫĤ/h̄|xn−1〉 ≈
∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

eipn(xn−xn−1)/h̄−ǫH(pn,xn)/h̄, (2.335)

con la diferencia de que ahora tenemos la unidad imaginaria i como factor multi-
plicativo del Hamiltoniano. Ahora, el producto (2.334) puede escribirse como

Z ≈
N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞
dxn

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

exp
(

−1

h̄
AN

e

)

, (2.336)
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donde AN
e representa la suma

AN
e =

N+1
∑

n=1

[−ipn(xn − xn−1) + ǫH(pn, xn)] . (2.337)

En el ĺımite continuo, ǫ→ 0, la suma puede escribirse como una integral

Ae[p, x] =
∫ h̄β

0
dτ [−ip(τ)ẋ(τ) +H(p(τ), x(τ))], (2.338)

y la función de partión estará dada por la integral de trayectoria

Z =
∫

Dx
∫ Dp

2πh̄
e−Ae[p,x]/h̄. (2.339)

En esta expresión p(τ), x(τ) se consideran como trayectorias sobre el “eje temporal
imaginario” τ = it. La expresión Ae[p, x] es muy similar a la acción mecánico–
canónica (2.27). Puesto que esta acción controla las integrales de trayectoria es-
tad́ıstico–cuánticas se conoce como acción estad́ıstico–cuántica o acción Euclidea,
lo cual se indica por el sub́ındice e. El nombre hace referencia al hecho de que un
espacio Euclideo D−dimensional ampliado con un eje temporal imaginario τ = it,
tiene las mismas propiedades geométricas que un espacio Euclideo con D+1 dimen-
siones. Por ejemplo, un cuatro–vector en un espacio–tiempo de Minkowski tiene el
elemento de longitud dado por dx2 = −(cdt)2 + (dx)2. La continuación análitica al
eje temporal imaginario nos permite reescribir dx2 = (cdτ)2 + (dx)2, i. e., como el
cuadrado del elemento de distancia en un espacio Euclideo cuatro–dimensional con
cuatro–vectores (cτ,x).

El integrando de la acción Euclidea (2.339) es llamado el Lagrangiano Euclideo,
Le. Este Lagrangiano está relacionado con el Hamiltoniano mediante la Transfor-

mada Euclidea de Legendre [recordemos (1.9)]

H = Le + i
∂Le

∂ẋ
ẋ = Le + ipẋ (2.340)

donde preferimos utilizar p = ∂Le/∂ẋ en lugar de ẋ [recuerde (1.10)].
Lo mismo que la integral de trayectoria de la función de partición mecánico–

cuántica (2.48), la norma de la integral
∮ Dx ∫ Dp/2πh̄, en la expresión estad́ıstico–

cuántica (2.339), es automáticamente simétrica tanto en p como en x.

∮

Dx
∫ Dp

2πh̄
=
∮ Dp

2πh̄

∫

Dx =
N+1
∏

n=1

∫∫ ∞

−∞

dxndpn
2πh̄

. (2.341)

La simetŕıa se debe a que estamos realizando una integración sobre todas las posi-
ciones iniciales y finales que son equivalentes.

La mayoŕıa de los comentarios hechos anteriormente en relación con la Ec. (2.48),
son útiles en el presente caso. La integral (2.339) es una extensión natural de las
reglas de la mecánica estad́ıstica clásica, de acuerdo con las cuales cada celda en
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el espacio fase dxdp/h está ocupada con el mismo peso estad́ıstico, y con un factor
de probabilidad e−E/kBT . En la estad́ıstica cuántica, las trayectorias de todas las
part́ıculas fluctuan equitativamente en todas las celdas de las trayectorias del espacio
fase

∏

n dx(τn)dp(τn)/h (τn ≡ nǫ), y para cada trayectoria tendremos el factor de
probabilidad e−Ae/h̄, donde estamos utilizamos la acción Euclidea del sistema.

2.9 Matriz Densidad

La función de partición por śı sola no determina ninguna de las cantidades ter-
modinámicas. La información local importante está en el análogo térmico de la
amplitud de evolución temporal 〈xb|e−Ĥ/kBT |xa〉. Por ejemplo, consideremos los ele-
mentos de matriz diagonales de la amplitud de evolución temporal, renormalizada
por el factor Z−1:

ρ(xa) ≡ Z−1〈xa|e−Ĥ/kBT |xa〉. (2.342)

Estos elementos determinan el promedio térmico de la densidad de part́ıculas de un
sistema mecánico–cuántico. Debido al factor Z−1, y de la expresión (2.334), tenemos
que la integral en el espacio de ρ es la unidad:

∫ ∞

−∞
dx ρ(x) = 1. (2.343)

Utilizando en la expresión (2.342) un conjunto completo de funciones propias ψn(x),
del operador Hamiltoniano Ĥ, encontramos la descomposición espectral

ρ(xa) =
∑

n

|ψn(xa)|2e−βEn

/

∑

n

e−βEn. (2.344)

Dado que |ψn(xa)|2 es la distribución de probabilidad del sistema en el estado propio
|n〉, y la razón e−βEn/

∑

n e
−βEn es la probabilidad (normalizada) de encontrar el

sistema en el estado |n〉, la cantidad ρ(xa), la cual es función de la temperatura, es
la densidad promedio de part́ıculas (normalizada) en el espacio.

Veamos algunas de las propiedades de ρ(xa) en los ĺımites apropiados. En el
ĺımite T → 0, únicamente los estados de más baja enerǵıa tienen significado y ρ(xa)
representa la distribución de part́ıculas en el estado base

ρ(xa)
T→0−−−→ |ψ0(xa)|2. (2.345)

En el ĺımite de altas temperaturas, se espera que los efectos cuánticos sean irrele-
vantes y la función de partición debe converger a la expresión clásica (1.538), la cual
resulta ser la integral en todo el espacio de la distribución de Boltzmann

Z
T→∞−−−→ Zcl =

∫ ∞

−∞
dx
∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
e−H(p,x)/kBT . (2.346)
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Por lo tanto, esperamos que para temperaturas muy altas el ĺımite de ρ(x) sea igual
a la distribución clásica de part́ıculas

ρ(x)
T→∞−−−→ ρcl(x) = Z−1

cl

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
e−H(p,x)/kBT . (2.347)

En la aproximación de la integral de trayectoria, este ĺımite será discutido con más
detalle en la Sección 2.13. En este momento hacemos la siguiente observación: en la
integral de trayectoria original (2.334), cuando vamos al ĺımite de altas temperaturas,
es decir, valores pequeños del argumento τb − τa = h̄/kBT , podemos utilizar una
sola partición temporal y escribir

Z ≈
[∫ ∞

−∞
dx
]

〈x|e−ǫĤ/h̄|x〉, (2.348)

donde

〈x|e−ǫĤ |x〉 ≈
∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

e−ǫH(pn,x)/h̄. (2.349)

Luego de sustituir ǫ = τb − τa , obtenemos directamente la expresión (2.347).
F́ısicamente hablando, esto significa que en el ĺımite de altas temperaturas la trayec-
toria no tiene “tiempo (imaginario)” para fluctuaciones, por lo cual basta con con-
siderar un solo término en el producto de las integrales.

Si el Hamiltoniano H(p, x) tiene la forma estándar

H(p, x) =
p2

2M
+ V (x), (2.350)

la integral del momentum es la integral de una Gaussiana en la variable p, por lo
cual usando la fórmula

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
e−ap2/2h̄ =

1√
2πh̄a

. (2.351)

es fácil de hallar el resultado de la integración. Esto nos permite encontar la función
de partición clásica como una integral en x

Zcl =
∫ ∞

−∞

dx
√

2πh̄2/MkBT
e−V (x)/kBT =

∫ ∞

−∞

dx

le(h̄β)
e−βV (x). (2.352)

En la segunda expresión se ha definido la longitud

le(h̄β) ≡
√

2πh̄2β/M. (2.353)

Esta magnitud es el análogo térmico (o Euclidiano) de la longitud caracteŕıstica
l(tb − ta), introducida anteriormente en la relación (2.131). Al mismo tiempo esta
magnitud se conoce como la longitud de onda asociada a la temperatura T = 1/kBβ
de deBroglie o, brevemente, longitud térmica de deBroglie.
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Omitiendo la integración en x en (2.352) obtenemos el ĺımite de alta temperatura
de ρ(x), i.e., la distribución de part́ıculas clásica

ρ(x)
T→∞−−−→ ρcl(x) = Z−1

cl

1

le(h̄β)
e−V̄ (x). (2.354)

Para una part́ıcula libre, la integración en x de (2.352) diverge. Para verlo, imag-
inemos que la longitud del eje x es muy grande pero finita, por ejemplo igual a L,
la función de partición será igual a

Zcl =
L

le(h̄β)
. (2.355)

En D dimensiones, tendremos

Zcl =
VD

lDe (h̄β)
, (2.356)

donde VD es el volumen del sistema D−dimensional. De aqúı que śı L(VD) → ∞,
la función de partición diverge.

Para un oscilador armónico, con enerǵıa potencial Mω2x2/2, la integral en x de
(2.352) es finita y, en D− dimensiones, tiene como resultado

Zcl =
lDω

lD(h̄β)
, (2.357)

donde

lω ≡
√

2π

βMω2
(2.358)

es la escala de longitud clásica, definida por la frecuencia del oscilador armónico. La
relación entre esta longitud y la longitud mecánico–cuántica λω, Ec. (2.303), es

lω le(h̄β) = 2π λ2ω. (2.359)

Obtenemos aśı, una regla mnemónica para ir de la función de partición del oscilador
armónico a la de la part́ıcula libre: simplemente debemos reemplazar

lω −−−→
ω→0

L, (2.360)

o también
1

ω
−−−→
ω→0

√

βM

2π
L. (2.361)

Por otro lado, la versión para tiempo real es

1

ω
−−−→
ω→0

√

(tb − ta)M

2πh̄
L. (2.362)
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Ahora, una representación de ρ(x) en términos de la integral de trayectoria puede
hallarse como sigue: si omitimos la integración sobre la traza final para xb ≡ xa en
(2.339) y normalizando la expresión con el factor Z−1, obtenemos

ρ(xa) = Z−1
∫ x(h̄β)=xb

x(0)=xa

D′x
∫ Dp

2πh̄
e−Ae[p,x]/h̄

= Z−1
∫ x(h̄β)=xb

x(0)=xa

Dxe−Ae[x]/h̄. (2.363)

El valor esperado para el equilibrio térmico de un operador Hermı́tico arbitrario
Ô está dado por

〈Ô〉T ≡ Z−1
∑

n

e−βEn〈n|Ô|n〉. (2.364)

Usando la base |x〉, tenemos

〈Ô〉T = Z−1
∫∫ ∞

−∞
dxbdxa〈xb|e−βĤ |xa〉〈xa|Ô|xb〉. (2.365)

Una función arbitraria que depende del operador de posición x̂ tiene como valor
esparado la expresión

〈f(x̂)〉T = Z−1
∫∫ ∞

−∞
dxbdxa〈xb|e−βĤ |xa〉δ(xb − xa)f(xa) =

∫

dxρ(x)f(x). (2.366)

La densidad de part́ıculas ρ(xa) determina el promedio térmico de observables lo-
cales.

Si f también depende del operador del momentum p̂, entonces también los ele-
mentos de matriz fuera de la diagonal 〈xb|e−βĤ |xa〉 son necesarios. Estos elementos
de matriz están contenidos en la matriz densidad utilizada en sistemas puramente
cuánticos, Ec. (1.221), y para un ensemble a temperatura T es:

ρ(xb, xa) ≡ Z−1〈xb|e−βĤ |xa〉, (2.367)

aqúı, los valores de la diagonal coinciden con la densidad de part́ıculas ρ(xa).
Es útil mantener la analoǵıa entre la mecánica cuántica y la estad́ıstica cuántica

tan cercana como sea posible, y para ello introducimos aqúı el operador de traslación
temporal sobre el eje temporal imaginario

Ûe(τb, τa) ≡ e−(τb−τa)Ĥ/h̄, τb > τa, (2.368)

y definimos los elementos de matriz de este operador como una amplitud de evolución
temporal imaginaria or Euclidea

(xbτb|xaτa) ≡ 〈xb|Ûe(τb, τa)|xa〉, τb > τa. (2.369)

Como en el caso de tiempo real, sólo consideramos el ordenamiento temporal causal
τb > τa. De otra forma la función de partición y la matriz densidad no existen
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para un sistema con enerǵıa infinita. Para una amplitud con tiempo imaginario, la
función de partición puede encontrarse integrando sobre los elementos diagonales

Z =
∫ ∞

−∞
dx(x h̄β|x 0), (2.370)

y la matriz densidad es

ρ(xb, xa) = Z−1(xbh̄β|xa0). (2.371)

Por generalidad algunas veces podemos considerar operadores de evolución tem-
poral con tiempos imaginarios, Hamiltonianos dependientes del tiempo y las am-
plitudes asociadas. Estos operadores se obtienen de la partición temporal de los
elementos de matriz del operador

Û(τb, τa) = Tτ exp
[

−1

h̄

∫ τb

τa
dτĤ(−iτ)

]

. (2.372)

En esta expresión Tτ es el operador de ordenamiento en el eje temporal imaginario.
Debemos enfatizar que la utilidad del operador (2.372), para describir fenómenos

termodinámicos, está restringida a la condición de que el operador Hamiltoniano
Ĥ(t) dependa débilmente del tiempo t. El sistema tiene que estar muy cercano al
equilibrio en todo momento. Este es el rango de válidez de la llamada teoŕıa de

respuesta ĺıneal (para detalles ver Caṕıtulo 18).
La representación en integrales de trayectoria de la amplitud de evolución tem-

poral con tiempos imaginarios (2.369) puede obtenerse eliminando la integración en
(2.336) y relajando la condición xb = xa:

(xbτb|xaτa) ≈
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

exp
(

−AN
e /h̄

)

. (2.373)

Para la partición temporal, la acción Euclidea es

AN
e =

N+1
∑

n=1

[−ipn(xn − xn−1) + ǫH(pn, xn, τn)] (2.374)

(en esta expresión hemos omitido el factor −i en el agumento τ del Hamiltoniano
H). En el ĺımite continuo la integral de trayectoria será

(xbτb|xaτa) =
∫

D′x
∫ Dp

2πh̄
exp

{

−1

h̄
Ae[p, x]

}

(2.375)

[tal como hemos obtenido en (2.339)].
Para un Hamiltoniano estándar de la forma (2.7)

H(p, x, τ) =
p2

2M
+ V (x, τ),
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con un potencial suave V (x, τ), podemos integrar en los momenta, tal como se hizo
en (2.53), y de la versión Euclidea de la integral de trayectoria (2.54) en el espacio
x obtenemos (2.55):

(xbτb|xaτa) =
∫

Dx exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(∂τx)

2 + V (x, τ)
]

}

≈ 1
√

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dxn
√

2πβ/M



 (2.376)

× exp

{

−1

h̄
ǫ
N+1
∑

n=1

[

M

2

(

xn − xn−1

ǫ

)2

+ V (xn, τn)

]}

.

A partir de esto podemos calcular la función de partición estad́ıstico–cuántica

Z =
∫ ∞

−∞
dx (x h̄β|x 0)

=
∫

dx
∫ x(h̄β)=x

x(0)=x
Dx e−Ae[x]/h̄ =

∮

Dx e−Ae[x]/h̄, (2.377)

donde Ae[x] es la versión Euclidea de la acción Lagrangiana

Ae[x] =
∫ τb

τa
dτ
[

M

2
x′2 + V (x, τ)

]

. (2.378)

La variable primada indica que tenemos una diferenciación con respecto al tiempo
imaginario. Como en la función de partición mecánico–cuántica (2.63), por la inte-
gral de trayectoria

∮ Dx entenderemos

∮

Dx ≈
N+1
∏

n=1

∫ ∞

−∞

dxn
√

2πh̄ǫ/M
. (2.379)

Esta expresión no contiene el factor 1/
√

2πh̄ǫ/M , obtenido en (2.376), proveniente
de la integración en la variable exterior x.

La condición x(h̄β) = x(0) es fácil de ver si utilizamos la representación en series
de Fourier de x(τ)

x(τ) =
∞
∑

m=−∞

1√
N + 1

e−iωmτxm, (2.380)

donde introducimos las frecuencias de Matsubara

ωm ≡ 2πmkBT/h̄ =
2πm

h̄β
, m = 0,±1,±2, . . . . (2.381)

Considerando las trayectorias x(τ) como funciones de la variable τ en todo el eje,
obtenemos que estas trayectorias son periódicas para todo τ , con peŕıodo h̄β, i. e.,

x(τ) = x(τ + h̄β). (2.382)



2.10 Estad́ıstica Cuántica del Oscilador Armónico 151

Aśı, la integral de trayectoria de la función de partición estad́ıstico–cuántica con-
tiene todas las trayectorias periódicas con peŕıodo h̄β. En la integral de trayectoria
(2.376), utilizamos las coordenadas x(τ) sólo para los valores discretos de la variable
temporal τn = nǫ. En forma correspondiente, la suma sobre m en (2.380) puede ser
restringida al intevalo de valores m = −N/2 a N/2 para N par, y de −(N − 1)/2 a
(N + 1)/2 para N impar (ver Fig. 2.3). Con el fin de que x(τ) sea real, requerimos
que

xm = x∗−m (modulo N + 1). (2.383)

Notemos que las frecuencias de Matsubara utilizadas en el desarrollo de las trayecto-
rias x(τ), son el doble de las frecuencias νm obtenidas en las fluctuaciones cuánticas
(2.115) (es decir, luego de hacer la continuación anaĺıtica tb − ta a −ih̄/kBT ). Sin
embargo, puede verse que ambas expresiones tienen casi el mismo número total de
valores, ya que las frecuencias de Matsubara admiten valores enteros m positivos y
negativos. La excepción es la frecuencia cero ωm = 0, que se incluye en el conjunto
de valores de ωm, en contraste las frecuencias νm en (2.115) sólo admiten valores
positivos para m. El valor ωm = 0 es necesario para incluir trayectorias con puntos
extremos arbitrarios distintos de cero xb = xa = x (incluidos en la traza).

2.10 Estad́ıstica Cuántica del Oscilador Armónico

Un buen ejemplo para mostrar la utilidad de la integral de trayectoria estad́ıstico–cuántica es el
oscilador armónico. Para mostrarlo hagamos una partición del eje τ de la forma τn = nǫ, donde
ǫ ≡ h̄β/(N + 1) (n = 0, . . . , N + 1), por lo que la función de partición estará dada por el ĺımite
N → ∞ del producto de integrales

ZN
ω =

N
∏

n=0

[

∫ ∞

−∞

dxn
√

2πh̄ǫ/M

]

exp
(

−AN
e /h̄

)

, (2.384)

donde AN
e es la acción Euclideana del oscilador

AN
e =

M

2ǫ

N+1
∑

n=1

xn(−ǫ2∇∇ + ǫ2ω2)xn. (2.385)

Integrando en las xn, obtenemos

ZN
ω =

1
√

detN+1(−ǫ2∇∇ + ǫ2ω2)
. (2.386)

Evaluemos el determinante de la fluctuación con ayuda del producto de los valores propios que
diagonalizan la matriz, −ǫ2∇∇ + ǫ2ω2, que aparece en la acción (2.385). El producto de estos
valores propios es

ǫ2ΩmΩm + ǫ2ω2 = 2 − 2 cosωmǫ + ǫ2ω2, (2.387)

donde las ωm son las frecuencias de Matsubara. En la Fig. 2.3 se muestran los valores propios para
el caso ω = 0. Las componentes de Fourier xm, diagonalizan la acción (2.385). Para obtener estas
componentes de Fourier, escribamos en forma de un vector la parte real e imaginaria de xm, es
decir

(Re x1, Imx1; Rex2, Imx2; . . . ; Rexn, Imxn; . . .),
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Figure 2.3 Representación gráfica de los valores propios (2.387), tanto para N par como

N impar, obtenidos para la matriz de fluctuación de la acción (2.385).

y observemos que estas componentes están relacionadas con las variables xn = xn(τn), dependientes
de la partición temporal τn, mediante una matriz de transformación cuyas filas son

Tmnxn = (Tm)nxn

=

√

2

N + 1

( 1√
2
, cos

m

N + 1
2π · 1, sin m

N + 1
2π · 1,

cos
m

N + 1
2π · 2, sin m

N + 1
2π · 2, . . .

. . . , cos
m

N + 1
2π · n, sin m

N + 1
2π · n, . . .

)

n
xn. (2.388)

Por cada ı́ndice de la fila m = 0, . . . , N, el ı́ndice de la columna admite los valores n = 0 hasta
N/2 para N par, y tiene los valores n = 0 hasta (N + 1)/2 para N impar. En el caso de valores
impares, la última columna, cuyos términos son de la forma sin m

N+12π · n para n = (N + 1)/2,
se anula por lo cual debemos eliminar esta columna, de tal forma que el número de columnas de
Tmn para ambos casos es N +1, como es de esperar. Para N impar, la penúltima columna de Tmn

tiene los valores ±1 alternados. Aśı, para una normalización apropiada, tenemos que multiplicar
por el factor extra de normalización 1/

√
2, lo mismo que a los elementos de la primera columna.

Un argumento similar al usado en (2.120), (2.121) muestra que la matriz resultante es ortogonal.
De esta forma, la acción (2.385) puede ser diagonalizada en la siguiente forma

AN
e =

M

2
ǫ















[

ω2x2
0 + 2

∑N/2
m=1(ΩmΩm + ω2)|xm|2

]

para N = par,
[

ω2x2
0 + (Ω(N+1)/2Ω(N+1)/2 + ω2)x 2

N+1

+ 2
∑(N−1)/2

m=1 (ΩmΩm + ω2)|xm|2
]

par N = impar.

(2.389)

De la ortogonalidad de Tmn, la norma
∏

n

∫∞

−∞ dx(τn) se transforma como

∫ ∞

−∞

dx0

N/2
∏

m=1

∫ ∞

−∞

dRexm

∫ ∞

−∞

d Imxm para N = par,

(2.390)
∫ ∞

−∞

dx0

∫ ∞

−∞

dx(N+1)/2

(N−1)/2
∏

m=1

∫ ∞

−∞

dRexm

∫ ∞

−∞

d Imxm para N = impar.
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Efectuando las integrales Gaussianas, obtenemos la función de partición

ZN
ω =

[

detN+1(−ǫ2∇∇ + ǫ2ω2)
]−1/2

=

[

N
∏

m=0

(ǫ2ΩmΩm + ǫ2ω2)

]−1/2

=

{

N
∏

m=0

[

2(1 − cosωmǫ) + ǫ2ω2
]

}−1/2

=

[

N
∏

m=0

(

4 sin2 ωmǫ

2
+ ǫ2ω2

)

]−1/2

. (2.391)

De la periodicidad de los valores propios con el reemplazo n → n+N + 1, nuestro resultado tiene
una misma expresión tanto para valores pares como impares de N .

Es importante notar que a diferencia del factor de fluctuación (2.162), como resultado de la
integración Gaussiana la función de partición (2.391) contiene la ráız cuadrada sólo de los modos
propios positivos. Aqúı no hay problemas de fase como en la integral de Fresnel (1.337).

Para calcular el producto sobre m, en la función de partición, observemos que

sin2 ωmǫ

2
=
(

1 + cos
ωmǫ

2

)(

1 − cos
ωmǫ

2

)

, (2.392)

donde el primer factor puede escribirse como

1 + cos
ωmǫ

2
≡ 1 + cos

πm

N + 1
(2.393)

mientras que el segundo factor tiene la forma

1 − cos
ωmǫ

2
= 1 − cos

πm

N + 1
≡ 1 + cosπ

N + 1 −m

N + 1
, (2.394)

salvo el orden, se encuentra que ambos factores tienen los mismos valores para m = 1, . . . N . Por
lo que si separamos el término m = 0, la relación (2.391) puede reescribirse en la forma

ZN
ω =

1

ǫω

[

N
∏

m=1

2
(

1 − cos
ωmǫ

2

)

]−1 [ N
∏

m=1

(

1 +
ǫ2ω2

4 sin2 ωmǫ
2

)]−1/2

. (2.395)

El primer factor del lado derecho es el determinante de la fluctuación mecánico–cuántica de la
part́ıcula libre detN (−ǫ2∇∇) = N + 1 [ver (2.128)], de tal forma que, tanto para N par como
impar, obtenemos

ZN
ω =

kBT

h̄ω

[

N
∏

m=1

(

1 +
ǫ2ω2

4 sin2 ωmǫ
2

)]−1/2

. (2.396)

Para evaluar el producto restante, debemos distingir los casos para N par o impar. Para N par,
para el cual cada valor propio aparece dos veces (ver Fig. 2.3), tenemos

ZN
ω =

kBT

h̄ω





N/2
∏

m=1

(

1 +
ǫ2ω2

4 sin2 mπ
N+1

)





−1

. (2.397)

Para N impar, el término m = (N + 1)/2 aparece sólo una vez por lo cual será tratado en forma
separada por lo tanto

ZN
ω =

kBT

h̄ω





(

1 +
ǫ2ω2

4

)1/2 (N−1)/2
∏

m=1

(

1 +
ǫ2ω2

4 sin2 πm
N+1

)





−1

. (2.398)
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Ahora introducimos el parámetro ω̃e, el cual es el análogo Euclideo de (2.163), con ayuda de las
siguientes ecuaciones

sin i
ω̃eǫ

2
≡ i

ωǫ

2
, sinh

ω̃eǫ

2
≡ ωǫ

2
. (2.399)

Para el caso impar, utilizando la fórmula 16

(N−1)/2
∏

m=1

[

1 − sin2 x

sin2 mπ
(N+1)

]

=
2

sin 2x

sin[(N + 1)x]

(N + 1)
, (2.400)

[que es similar a (2.165)], donde x = ω̃eǫ/2, obtenemos

ZN
ω =

kBT

h̄ω

[

1

sinh(ω̃eǫ/2)

sinh[(N + 1)ω̃eǫ/2]

N + 1

]−1

. (2.401)

Para el caso de m par, y con ayuda de la fórmula17

N/2
∏

m=1

[

1 − sin2 x

sin2 mπ
(N+1)

]

=
1

sinx

sin[(N + 1)x]

(N + 1)
, (2.402)

obtenemos una vez más el mismo resultado de la Ec. (2.401). Sustituyendo la Ec. (2.399) obtenemos
la función de partición para tiempos imaginarios:

ZN
ω =

1

2 sinh(h̄ω̃eβ/2)
. (2.403)

La función de partición puede desarrollarse en la serie

ZN
ω = e−h̄ω̃e/2kBT + e−3h̄ω̃e/2kBT + e−5h̄ω̃e/2kBT + . . . . (2.404)

Una comparación con el desarrollo espectral (2.328), nos permite ver que los valores propios del
sistema son:

En =

(

n +
1

2

)

h̄ω̃e. (2.405)

Mostrando la sucesión t́ıpica del oscilador, donde en nuestro caso

ω̃e =
2

ǫ
arsinh

ωǫ

2
(2.406)

es la frecuencia para la partición del eje temporal, y h̄ω̃e/2 es la enerǵıa de punto cero.
En el ĺımite continuo ǫ → 0, la función de partición ZN

ω tiende a la función de partición usual
del oscilador armónico

Zω =
1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (2.407)

En D dimensiones y del hecho que la acción es aditiva para cada una de las variables x, obtenemos
la expresión [2 sinh(βh̄ω/2)]−D.

Notese que el ĺımite continuo del producto (2.396) puede hacerse factor por factor. En este
caso Zω será

Zω =
kBT

h̄ω

[

∞
∏

m=1

(

1 +
ω2

ω2
m

)

]−1

. (2.408)

16I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Fórmula 1.391.1.
17ibid., ver fórmula 1.391.3.
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De acuerdo con la fórmula (2.173), el producto
∏∞

m=1

(

1 + x2

m2π2

)

converge rápidamente hacia

sinhx/x de donde, usando x = h̄ωβ/2, obtenemos

Zω =
kBT

h̄ω

h̄ω/2kBT

sinh(h̄ω/2kBT )
=

1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (2.409)

Como se discute luego de la Ec. (2.183), podemos ir al ĺımite continuo en cada factor en virtud de
que el producto (2.396) contine sólo la razón de frecuencias.

De la misma forma que en el caso mecánico–cuántico, el procedimiento para obtener el ĺımite
continuo puede resumirse en la sucesión de ecuaciones que contienen la razón de operadores difer-
enciales

ZN
ω =

[

detN+1(−ǫ2∇∇ + ǫ2ω2)
]−1/2

=
[

det′N+1(−ǫ2∇∇)
]−1/2

[

detN+1(−ǫ2∇∇ + ǫ2ω2)

det′N+1(−ǫ2∇∇)

]−1/2

ǫ→0
−−−→ kBT

h̄

[

det(−∂2
τ + ω2)

det′(−∂2
τ )

]−1/2

=
kBT

h̄ω

∞
∏

m=1

[

ω2
m + ω2

ω2
m

]−1

. (2.410)

En los determinantes ω = 0 para obtener una expresión finita se excluye la frecuencia cero de
Matsubara, lo cual está indicado por el primado sobre el determinante. El operador diferencial −∂2

τ

actua sobre funciones reales, las cuales son periódicas con el reemplazo τ → τ + h̄β. Recordemos
que cada valor propio ω2 del operador −∂2

τ aparece dos veces, con la excepsión del caso ω0 = 0, el
cual sólo aparece una vez.

Finalmente, mencionemos que los resultados de esta sección podŕıan haberse obtenido también
directamente de la amplitud mecánico–cuántica (2.175) [o para tiempos discretos de (2.199)] me-
diante la continuación anaĺıtica de la diferencia temporal tb−ta a los valores imaginarios −i(τb−τa):

(xbτb|xaτa) =
1

√

2πh̄/M

√

ω

sinhω(τb − τa)

× exp

{

− 1

2h̄

Mω

sinhω(τb − τa)
[(x2

b + x2
a) coshω(τb − τa) − 2xbxa]

}

. (2.411)

Utilizando x = xb = xa e integrando en x, obtenemos [comparemos con (2.333)]

Zω =

∫ ∞

−∞

dx (x τb|x τa) =
1

√

2πh̄(τb − τa)/M

√

ω(τb − τa)

sinh[ω(τb − τa)]

×
√

2πh̄ sinh[ω(τb − τa)]/ωM

2 sinh[ω(τb − τa)/2]
=

1

2 sinh[ω(τb − τa)/2]
. (2.412)

Al igualar τb − τa = h̄β, recobramos la función de partición (2.407). Un tratamiento similar de la
versión discreta (2.199) debe llevarnos a (2.403). La razón principal para presentar una evaluación
directa e independiente en el espacio de las funciones reales periódicas, fue el mostrar la estructura
de las trayectorias periódicas y ver la diferencia con respecto a las trayectorias mecánico–cuánticas
con puntos extremos fijos. También deseamos mostrar como manejar los subsiguientes productos.

Para aplicaciones a la f́ısica de poĺımeros (Caṕıtulo 15) necesitaremos la función de partición
de todas la trayectorias con extremos abiertos

Zabierta
ω =

∫ ∞

−∞

dxb

∫ ∞

−∞

dxa (xbτb|xaτa) =
1

√

2πh̄(τb − τa)/M

√

ω(τb − τa)

sinh[ω(τb − τa)]

2πh̄

Mω

=

√

2πh̄

Mω

1
√

sinh[ω(τb − τa)]
. (2.413)
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Donde encontramos que el coeficiente es un múltiplo de la longitud λω (por un factor de
√

2π),
hallada en la Ec. (2.303).

2.11 Potencial Armónico Dependiente del Tiempo

A menudo es necesario calcular el determinante de las fluctuaciones térmicas para el caso de una
frecuencia dependiente del tiempo Ω(τ), la cual es periódica con periodo τ → τ + h̄β. Como en la
Sección 2.3.6, consideremos la amplitud

(xbτb|xaτa) =

∫

D′x

∫ Dp

2πh̄
e
−
∫

τb

τa
dτ [−ipẋ+p2/2M+MΩ2(τ)x2/2]/h̄

=

∫

Dxe
−
∫

τb

τa
dτ [Mẋ2+Ω2(τ)x2]/2h̄

. (2.414)

El factor de fluctuación para la partición temporal es [comparar con (2.202)]

FN (τa − τb) = detN+1[−ǫ2∇∇ + ǫΩ2(τ)]−1/2, (2.415)

que en el ĺımite continuo es

F (τa − τb) =
kBT

h̄

[

det(−∂2
τ + Ω2(τ))

det′(−∂2
τ )

]−1/2

. (2.416)

En el caso térmico es preferible utilizar el resultado del oscilador para normalizar el factor de
fluctuación, en lugar de hacerlo con el caso de la part́ıcula libre, y trabajar con la fórmula

F (τb, τa) =
1

2 sinh(βh̄ω/2)

[

det(−∂2
τ + Ω2(τ))

det(−∂2
τ + ω2)

]−1/2

. (2.417)

La ventaja de este tratamiento es que, por un lado encontramos que la expresión hallada no contiene
ceros de los valores propios en el determinante que aparece en el denominador, lo cual requeriŕıa un
tratamiento especial como el dado en la relación (2.410); mientras que por otro lado encontramos
que el operador −∂2

τ + ω2 es positivo.
Como en el caso mecánico–cuántico, el espectro de valores propios no se conoce para todo Ω(τ).

Sin embargo, es posible hallar una ecuación diferencial para el determinante total, análoga a la
fórmula (2.209) de Gelfand-Yaglom, junto con la condición inicial (2.214), aunque el procedimiento
para hallarla es mucho más tedioso. El origen de las dificultades adicionales está en que las
condiciones de frontera ahora son periódicas, estas condiciones de frontera introducen elementos
de matriz no nulos (con valor −1) en la esquina superior derecha e inferior izquierda de la matriz
−ǫ2∇∇ [comparar con la expresión (2.107)]:

−ǫ2∇∇ =















2 −1 0 . . . 0 0 −1
−1 2 −1 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 . . . −1 2 −1
−1 0 0 . . . 0 −1 2















. (2.418)

Para entender la relación con los resultados previos, debemos reemplazar los elementos en las
esquinas por −α, los cuales podemos hacerlos igual a cero al final de nuestro cálculo. Agregemos a
la matriz −ǫ2∇∇ una frecuencia dependiente del tiempo, y consideremos la matriz de fluctuación

−ǫ2∇∇ + ǫ2Ω2 =











2 + ǫ2Ω2
N+1 −1 0 . . . 0 −α

−1 2 + ǫ2Ω2
N −1 . . . 0 0

...
...

−α 0 0 . . . −1 2 + ǫ2Ω2
1











.

(2.419)
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La matriz de dimensión (N + 1) × (N + 1) tendrá el determinante D̃N+1. Desarrollando este
determinante por la primera columna, encontramos que nuestro desarrollo satisface la ecuación

D̃N+1 = (2 + ǫ2Ω2
N+1) (2.420)

×detN







2 + ǫ2Ω2
N −1 0 . . . 0 0

...
...

0 0 0 . . . −1 2 + ǫ2Ω2
1







+detN















−1 0 0 0 . . . 0 −α
−1 2 + ǫ2Ω2

N−1 −1 0 . . . 0 0
0 −1 2 + ǫ2Ω2

N−2 −1 . . . 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . −1 2 + ǫ2Ω2

1















+(−1)N+1αdetN















−1 0 0 . . . 0 −α
2 + ǫ2Ω2

N −1 0 . . . 0 0
−1 2 + ǫ2Ω2

N−1 −1 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . 2 + ǫ2Ω2

2 −1















.

Anteriormente, en la Ec. (2.204), encontramos el primer determinate (con la excepción de que
ah́ı teniamos la expresión −ǫ2Ω2 en lugar de ǫ2Ω2). Ese determinante lo denominamos DN , y
encontramos que satisface la ecuación diferencia

(

−ǫ2∇∇ + ǫ2Ω2
N+1

)

DN = 0, (2.421)

junto con las condiciones iniciales

D1 = 2 + ǫ2Ω2
1,

D2 = (2 + ǫ2Ω2
1)(2 + ǫ2Ω2

2) − 1. (2.422)

Desarrollando el segundo determinante, de la expresión (2.420), por la primera columna obtenemos

−DN−1 − α. (2.423)

El tercer determinante es más complicado. Si desarrollamos por la primera columna, tenemos

(−1)N
[

1 + (2 + ǫ2Ω2
N )HN−1 −HN−2

]

, (2.424)

donde tenemos el determinante (N − 1) × (N − 1)

HN−1 ≡ (−1)N−1 (2.425)

×detN−1















0 0 0 . . . 0 0 −α
2 + ǫ2Ω2

N−1 −1 0 . . . 0 0 0
−1 2 + ǫ2Ω2

N−2 −1 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 . . . −1 2 + ǫ2Ω2

2 −1















.

Desarrollando por la primera columna, encontramos que HN cumple con una ecuación diferencia
similar a la hallada para DN :

(−ǫ2∇∇ + ǫ2Ω2
N+1)HN = 0. (2.426)
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Sin embargo, las condiciones iniciales para HN son diferentes:

H2 =

∣

∣

∣

∣

0 −α
2 + ǫ2Ω2

2 −1

∣

∣

∣

∣

= α(2 + ǫ2Ω2
2), (2.427)

H3 = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 −α
2 + ǫ2Ω2

3 −1 0
−1 2 + ǫ2Ω2

2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= α
[

(2 + ǫ2Ω2
2)(2 + ǫ2Ω2

3) − 1
]

. (2.428)

Estas condiciones muestran que HN es igual a αDN−1, siempre que cambiemos Ω2
N por una unidad

de la red hacia Ω2
N+1. Indiquemos este cambio con un supeŕındice +, i. e., escribimos

HN = αD+
N−1. (2.429)

De esta forma llegamos a la ecuación

D̃N+1 = (2 + ǫ2Ω2
N )DN −DN−1 − α

−α[1 + (2 + ǫ2Ω2
N )αD+

N−2 − αD+
N−3]. (2.430)

Utilizando las ecuaciones diferencia para DN y D+
N , nuestra expresión puede reescribirse en la

siguiente forma

D̃N+1 = DN+1 − α2D+
N−1 − 2α. (2.431)

Para fluctuaciones mecánico–cuánticas donde α = 0, obtenemos el resultado hallado anteriormente
en la Sección 2.3.6. Ahora, para fluctuaciones periódicas donde α = 1, obtenemos

D̃N+1 = DN+1 −D+
N−1 − 2. (2.432)

En el ĺımite continuo, DN+1 − D+
N−1 tiende a 2Ḋren, donde Dren(τ) = Da(t) es la versión

para tiempos imaginarios de la función de Gelfand-Yaglom hallada en la Sección 2.4, misma que
resuelve la ecuación diferencial homogénea (2.215), junto con las condiciones iniciales (2.213) y
(2.214), o las Ecs. (2.228). Las propiedades correspondientes son ahora:

[

−∂2
τ + Ω2(τ)

]

Dren(τ) = 0, Dren(0) = 0, Ḋren(0) = 1. (2.433)

En términos de Dren(τ), el determinante está dado por una fórmula del tipo Gelfand-Yaglom

det(−ǫ2∇∇ + ǫΩ2)T
ǫ→0
−−−→ 2[Ḋren(h̄β) − 1], (2.434)

y la función de partición es

ZΩ =
1

√

2
[

Ḋren(h̄β) − 1
]

. (2.435)

El resultado puede checarse a partir de la amplitud (xbtb|xata) de la Ec. (2.262), haciendo la
continuación análitica a tiempos imaginarios t = iτ , luego usamos xb = xa = x e integramos para
todo x. El resultado será

ZΩ =
1

2
√

Ḋa(tb) − 1
, tb = ih̄β, (2.436)

tal como fue hallado en (2.435).
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Usemos como el ejemplo el caso del oscilador armónico, para el cual la solución de (2.433) es

Dren(τ) =
1

ω
sinhωτ (2.437)

[la continuación anaĺıtica de la relación (2.216)]. De esto tenemos

2[Ḋren(τ) − 1] = 2(coshβh̄ω − 1) = 4 sinh2(βh̄ω/2), (2.438)

de donde encontramos la función de partición:

Zω =
{

2[Ḋren(τ) − 1]
}−1/2 ∣

∣

∣

τ=h̄β

=
1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (2.439)

En la continuación anaĺıtica del eje temporal, el caso para cuando la frecuencia Ω2 ≡ ω2 es
constante puede resolverse como sigue. De la Ec. (2.210) usemos la función ordinaria de Gelfand-
Yaglom DN , y hagamos la continuación anaĺıtica a la frecuencia Euclidea ω̃e, de donde obtenemos
la versión para tiempo imaginario de la función DN

DN =
sinh(N + 1)ω̃eǫ

sinh ω̃eǫ
. (2.440)

Ahora usando la fórmula (2.432), la cual en el caso de una frecuencia constante Ω2 ≡ ω2 se
simplifica como D+

N−1 = DN−1, tenemos

D̃N+1 =
1

sinh ω̃eǫ
[sinh(N + 2)ω̃eǫ− sinhNω̃eǫ] − 2

= 2 [cosh(N + 1)ω̃eǫ− 1] = 4 sinh2[(N + 1)ω̃eǫ/2]. (2.441)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (2.386) obtenemos la siguiente función de partición

Zω =
1

√

D̃N+1

=
1

2 sinh(h̄ω̃eβ/2)
, (2.442)

que coincide con (2.403).

2.12 Normalización Funcional en el Espacio de Fourier

Una definición alternativa de la integral de trayectoria estad́ıstico–cuántica, útil en
algunas aplicaciones (por ejemplo, ver los casos en la Sección 2.13 y en el Caṕıtulo 5),
es la siguiente. El ĺımite de la fórmula (2.410) suguiere que en lugar de sumar sobre
todas las las configuraciones zigzageantes de las trayectorias para la partición del eje
temporal, se puede definir una integral de trayectoria con ayuda de las componentes
de Fourier de las trayectorias sobre un eje temporal continuo. Tal como se hizo
en (2.380), pero con una normalización ligeramente diferente de los coeficientes,
hagamos el siguiente desarrollo de las trayectorias

x(τ) = x0 + η(τ) ≡ x0 +
∞
∑

m=1

(

xme
iωmτ + c.c.

)

, x0 = real, x−m ≡ x∗m. (2.443)
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Notese que la integral temporal sobre las fluctuaciones temporales η(τ) es cero,
∫ h̄/kBT
0 dτ η(τ) = 0, de tal forma que la componente x0 de la frecuencia cero es el
promedio temporal de la fluctuación de las trayectorias:

x0 = x̄ ≡ kBT

h̄

∫ h̄/kBT

0
dτ x(τ). (2.444)

Contrario a la relación (2.380), válida para la partición del eje temporal y sujeta
por lo tanto a la restricción del rango de la suma sobre m, la presente suma no tiene
restricciones y es válida para todas las frecuencias de Matsubara ωm = 2πmkBT/h̄ =
2πm/h̄β. En términos de xm la acción Euclidea del oscilador lineal es

Ae =
M

2

∫ h̄/kBT

0
dτ (ẋ2 + ω2x2)

=
Mh̄

kBT

[

ω2

2
x20 +

∞
∑

m=1

(ω2
m + ω2)|xm|2

]

. (2.445)

Las variables de integración de la integral de trayectoria se han transformado en
las componentes de Fourier xm de la Ec. (2.388), mientras que el producto de inte-
grales

∏

n

∫∞
−∞ dx(τn) se ha transformado en el producto (2.390) para la parte real e

imaginaria de xm. En el ĺımite continuo tenemos

∫ ∞

−∞
dx0

∞
∏

m=1

∫ ∞

−∞
dRexm

∫ ∞

−∞
d Imxm. (2.446)

Introduciendo la exponencial e−Ae/h̄ en el integrando, donde utilizamos la suma sobre
las frecuencias dada en la relación (2.445), obtenemos del producto de integrales
Gaussianas un producto de valores propios de la forma (ω2

m + ω2)−1 donde m =
1, . . . ,∞, y el número de factores es infinito. El producto de valores propios puede
determinarse por comparación con el resultado de la función de partición armónica,
Ec.(2.410), para el caso continuo. El infinito encontrado aqúı es del mismo tipo
hallado en la Ec. (2.183), y tenemos que substraerlo de la norma (2.446). El resultado
correcto, hallado en (2.408), se obtiene utilizando la siguiente norma de la integral
en el espacio de Fourier

∮

Dx ≡
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

∞
∏

m=1

[

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dRexmd Im xm
πkBT/Mω2

m

]

. (2.447)

Las divergencias halladas en el producto de factores (ω2
m + ω2)−1 discutidas como

consecuencia de la Ec. (2.183) se cancelan por los factores ω2
m que aparecen de la

norma. Por conveniencia, introducimos la siguiente notación breve para referirnos
a la norma expresada en el término del lado derecho

∮

Dx ≡
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

∮

D′x. (2.448)

El denominador de la integral en x0 es la escala le(h̄β) asociada con β, definida en
la Ec. (2.353).
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Luego calculamos

Zx0
ω ≡

∮

D′x e−Ae/h̄ =
∞
∏

m=1

[

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dRexmd Im xm
πkBT/Mω2

m

]

e−Mh̄[ω2x2
0/2+

∑

∞

m=1
(ω2

m+ω2)|xm|2]/kBT

= e−Mω2x2
0/2kBT

∞
∏

m=1

[

ω2
m + ω2

ω2
m

]−1

. (2.449)

La integral final sobre la componente cero de la frecuencia x0 es la función de par-
tición

Zω =
∮

Dx e−Ae/h̄ =
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

Zx0
ω =

kBT

h̄ω

∞
∏

m=1

[

ω2
m + ω2

ω2
m

]−1

, (2.450)

tal como fue hallado en (2.410).
La misma norma puede usarse para la amplitud general (2.414), como es evidente

de (2.416). Con el predominio del término cinético en la norma de las integrales de
trayectoria, puede mostrarse que la misma norma es aplicable a todo sistema con
término cinético estándar [las divergencias discutidas en relación con la expresión
(2.183) provienen de este término].

También es posible hallar una descomposición de Fourier de las trayectorias y
una norma asociada para la función de partición de extremos abiertos, Ec. (2.413).
Para ello consideremos el conjunto reducido de todas las trayectorias que satisfacen
las condiciones de frontera de Neumann

ẋ(τa) = va = 0, ẋ(τb) = vb = 0. (2.451)

Las cuales tienen el siguiente desarrollo de Fourier

x(τ) = x0 + η(τ) = x0 +
∞
∑

n=1

xn cos νn(τ − τa), νn = nπ/β. (2.452)

Las frecuencias νn son el equivalente Euclideano de las frecuencias (3.64) halladas
para las condiciones de frontera de Dirichlet. Calculemos la función de partición
para estas trayectorias, y en analoǵıa con el caso periódico anterior, utilizando la
descomposición de Fourier de la acción

Ae =
M

2

∫ h̄/kBT

0
dτ (ẋ2 + ω2x2) =

Mh̄

kBT

[

ω2

2
x20 +

1

2

∞
∑

n=1

(ν2n + ω2)x2n

]

, (2.453)

y de la norma

∮

Dx ≡
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

∞
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

d xn
πkBT/2Mν2n

]

≡
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

∮

D′x. (2.454)
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Ahora, realizamos la integral de trayectoria de todas las fluctuaciones para un x0
fijo, como se hizo en (2.449):

ZN,x0
ω ≡

∮

D′x e−Ae/h̄=
∞
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

d xn
πkBT/2Mν2n

]

e−Mh̄[ω2x2
0/2+

∑

∞

n=1
(ν2n+ω2)|xn|2]/kBT

= e−Mω2x2
0/2kBT

∞
∏

n=1

[

ν2n + ω2

ν2n

]−1

. (2.455)

Con ayuda de la fórmula (2.183), obtenemos

ZN,x0
ω =

√

ωh̄β

sinhωh̄β
exp

(

−βM
2
ω2x20

)

. (2.456)

Finalmente, de la integral para la componente cero de la frecuencia x0 obtenemos
la función de partición

ZN
ω =

1

le(h̄β)

√

2πh̄

Mω

1√
sinhωh̄β

. (2.457)

Aqúı, hemos reemplazado en el denominador el prefactor 1/le(h̄β), la longitud
definida en la Ec. (2.353). Independientemente de este prefactor, la función de
partición de Neumann coincide con la función de partición de extremos abiertos
Zabierta

ω , Ec. (2.413).
Aqúı nos hacemos la pregunta: ¿ Cuál es la razón por la que estas funciones

de partición coinciden, aún cuando las trayectorias que cumplen las condiciones
de frontera de Neumann no contienen todas la trayectorias con extremos abiertos?
Más aún, las integrales en los extremos de la ecuación (2.413), no fuerzan a que la
velocidades en los puntos extremos sean cero, sino que lo hacen sobre los momenta.
Recordando la Ec. (2.189) de la amplitud de evolución temporal en el espacio de
los momenta, podemos ver inmediatamente que la función de partición Zabierta

ω ,
Ec. (2.413), es idéntica a la amplitud con tiempo imaginario con momenta nulo en
los puntos extremos:

Zabierta
ω = (pb h̄β|pa 0)|pb=pa=0. (2.458)

Aśı, la suma para todas las trayectorias con extremos abiertos, es igual a la suma
de todas las trayectorias que cumplen las condiciones de frontera de Dirichlet en el
espacio del momentum. Sólo desde el punto de vista clásico, la cancelación de los
momenta en los puntos extremos implica que las velocidades también se anulan en
estos puntos extremos. De la discusión general, en la Sección 2.1, de la integral de
trayectoria para la partición temporal en el espacio fase sabemos que la fluctuación
de las trayectorias cumplen con el hecho de que Mẋ 6= p. Las fluctuaciones de las
diferencias son controladas por una exponencial Gaussiana del tipo (2.53). Esto
explica el factor que hace diferente a la función Zabierta

ω de ZN
ω . La diferencia entre

Mẋ y p aparece sólo en el último intervalo temporal de los extremos. Para tiempos
cortos, el potencial no tiene influencia sobre las fluctuaciones dadas en (2.53). Esta
es la razón por la cual las fluctuaciones en los extremos sólo contribuyen trivialmente
con el factor le(h̄β) a la función de partición ZN

ω .
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2.13 Ĺımite Clásico

La norma alternativa de la última sección sirve para mostrar, de forma más con-
vincente que lo hecho anteriormente, que en el ĺımite de alta temperatura la repre-
sentación en integrales de trayectoria de cualquier función de partición estad́ıstico–
cuántica se reduce a la función de partición clásica, como ha sido establecido en
la Ec. (2.346). Utilizando la formulación Lagrangiana (2.376), e introduciendo la
descomposición de Fourier (2.443), encontramos que el término cinético será

∫ h̄β

0
dτ

M

2
ẋ2 =

Mh̄

kBT

∞
∑

m=1

ω2
m|xm|2, (2.459)

por lo cual la función de partición es

Z =
∮

Dx exp

[

− M

kBT

∞
∑

m=1

ω2
m|xm|2 −

1

h̄

∫ h̄/kBT

0
dτ V (x0 +

∞
∑

m=−∞

′ xme
−iωmτ )

]

. (2.460)

El śımbolo de sumatoria primado implica la ausencia del término m = 0. La norma
es el producto (2.447), de todas las componentes de Fourier.

Observemos ahora que en el ĺımite de altas temperaturas las frecuencias de
Matsubara para m 6= 0 divergen en la forma 2πmkBT/h̄ . Como consecuencia
de esto el factor de Boltzmann para las fluctuaciones de xm6=0 son muy agudas

alrededor de xm = 0. El valor medio de xm es
√

kBT/M/ωm = h̄/2πm
√
MkBT .

Si el potencial V
(

x0 +
∑′ ∞

m=−∞
′ xme

−iωmτ
)

es una función suave de sus argumentos,

podemos aproximarlo por el término V (x0) más algunos términos que contengan
potencias superiores de xm. Para altas temperaturas, estos términos en promedio
son pequeños y pueden ignorarse. El término importante, V (x0), es independiente
del tiempo. De esta forma, obtenemos el ĺımite de alta temperatura

Z
T→∞−−−→

∮

Dx exp
[

− M

kBT

∞
∑

m=1

ω2
m|xm|2 −

1

kBT
V (x0)

]

. (2.461)

La componente de Fourier del lado derecho es una función cuadrática de xm. De la
norma (2.447), podemos hallar las integrales sobre xm y obtenemos

Z
T→∞−−−→ Zcl =

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−V (x0)/kBT . (2.462)

Este resultado concuerda con la función de partición estad́ıstica clásica (2.352).

La deducción anterior revela una condición importante sobre el ĺımite clásico:
este ĺımite es válido sólo para potenciales lo suficientemente suaves. En el Caṕıtulo 8
veremos que para potenciales sigulares tales como −1/|x| (Coulomb), 1/|x|2 (barrera
centŕıfuga), 1/ sin2 θ (barrera angular), esta condición no se cumple y por lo tanto
el ĺımite clásico ya no estará dado por (2.462). La distribución de part́ıculas ρ(x)
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para un x fijo no tiene este problema. Esta distribución siempre tiende al ĺımite
clásico esperado (2.354):

ρ(x)
T→∞−−−→ Z−1

cl e
−V (x)/kBT . (2.463)

La convergencia como función de x no es uniforme, esta es la razón por la cual
el ĺımite no siempre tiene el valor de la integral (2.462). Este punto será muy
importante para deducir, en el Caṕıtulo 12, un nueva fórmula de la integral de
trayectoria útil en el caso de potenciales singulares. De momento, ignoraremos tales
sutilezas y continuaremos con la discusión convencional para potenciales suaves.

2.14 Técnicas de Cálculo para Particiones del Eje Temporal
usando la Fórmula de Poisson

En la secciones previas hemos usado fórmulas de productos infinitos tales como (2.127), (2.165),
(2.173), (2.400), (2.402) para hallar el determinante de la fluctuación sobre una partición finita del
eje temporal. Con el interés reciente en los modelos de redes de la teoŕıa cuántica de campo, resulta
importante poseer una técnica eficiente de cálculo que nos ayude a obtener tales fórmulas (y las
sumas relacionadas). Como un ejemplo t́ıpico, consideremos la función de partición estad́ıstico–
cuántica del oscilador armónico, de frecuencia ω, con una partición N + 1, de espesor ǫ, del eje
temporal

Z =

N
∏

m=0

[2(1 − cosωmǫ) + ǫ2ω2]−1/2, (2.464)

donde el producto es sobre todas las frecuencias de Matsubara, ωm = 2πmkBT/h̄. En lugar de
trabajar con este producto resulta ventajoso considerar la enerǵıa libre

F = −kBT logZ =
1

2
kBT

N
∑

m=0

log[2(1 − cosωmǫ) + ǫ2ω2]. (2.465)

Observemos que de la fórmula de suma de Poisson (1.205), la suma pude reescribirse como la
combinación de una suma y una integral:

F =
1

2
kBT (N + 1)

∞
∑

n=−∞

∫ 2π

0

dλ

2π
eiλn(N+1) log[2(1 − cosλ) + ǫ2ω2]. (2.466)

La suma sobre n obliga a que λ admita sólo valores enteros, múltiplos de 2π/(N + 1) = ωmǫ, lo
cual es precisamente lo que deseamos.

Ahora, calculamos las integrales (2.466):

∫ 2π

0

dλ

2π
eiλn(N+1) log[2(1 − cosλ) + ǫ2ω2]. (2.467)

Para ello usemos el hecho de que el logaritmo de una cantidad arbitraria positiva puede reescribirse
como el siguiente ĺımite

log a = lim
δ→0

[

−
∫ ∞

δ

dτ

τ
e−τa/2

]

+ log(2δ) + γ, (2.468)

donde

γ ≡ −Γ′(1)/Γ(1) = lim
N→∞

(

N
∑

n=1

1

n
− logN

)

≈ 0.5773156649 . . . (2.469)
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es la constante de Euler-Mascheroni. De hecho, la función

E1(x) =

∫ ∞

x

dt

t
e−t (2.470)

se conoce como la integral exponencial , útil en el desarrollo en serie de potencias del logaritmo
para valores pequeños de x18

E1(x) = −γ − log x−
∞
∑

k=1

(−x)k

kk!
. (2.471)

Utilizando la expresión (2.468) para la representación del logaritmo, podemos reescribir la enerǵıa
libre como

F =
1

2ǫ

∞
∑

n=−∞

lim
δ→0

{

−
∫ ∞

δ

dτ

τ

∫ 2π

0

dλ

2π
eiλn(N+1)−τ [2(1−cosλ)+ǫ2ω2]/2 − δn0 [log(2δ) + γ]

}

.

(2.472)

Si hacemos la integral en λ 19 obtenemos la función modificada de Bessel In(N+1)(τ):

F =
1

2ǫ

∞
∑

n=−∞

lim
δ→0

{

−
∫ ∞

δ

dτ

τ
In(N+1)(τ)e−τ(2+ǫ2ω2)/2 − δn0 [log(2δ) + γ]

}

.

(2.473)

Diferenciando esta expresión con respecto a ǫ2ω2 ≡ m2, obtenemos

∂F

∂m2
=

1

4ǫ

∞
∑

n=−∞

∫ ∞

0

dτIn(N+1)(τ)e−τ(2+m2)/2 (2.474)

realizando ahora la integral en τ , donde utilizamos la fórmula apropiada para Re ν > −1, Re α >
Re µ

∫ ∞

0

dτ Iν(µτ)e−τα = µν (α−
√

α2 − µ2)−ν ,
√

α2 − µ2
= µ−ν (α−

√

α2 − µ2)ν
√

α2 − µ2
, (2.475)

luego de lo cual encontramos

∂F

∂m2
=

1

2ǫ

∞
∑

n=−∞

1
√

(m2 + 2)2 − 4

[

m2 + 2 −
√

(m2 + 2)2 − 4

2

]|n|(N+1)

. (2.476)

Al integrar sobre m2 + 1, obtenemos la enerǵıa libre F . En la suma, el término n = 0 será

log[(m2 + 2 +
√

(m2 + 2)2 − 4 )/2] + const (2.477)

y los términos n 6= 0 son:

− 1

|n|(N + 1)
[(m2 + 2 +

√

(m2 + 2)2 − 4 )/2]−|n|(N+1) + const , (2.478)

donde las constantes de integración pueden depender de n(N + 1). Estas constantes las ajustamos
con ayuda de la expresión (2.473), utilizando el ĺımite m2 → ∞. En este ĺımite la integral se
comporta como las funciones de Bessel para valores pequeños de τ

Iα(z) ∼ 1

|α|!
(z

2

)α

[1 + O(z2)], (2.479)

18I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver fórmula 8.214.2.
19I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver fórmulas 8.411.1 y 8.406.1.
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y el primer término de la relación (2.473) será

− 1

(|n|(N + 1))!

∫ ∞

δ

dτ

τ

(τ

2

)|n|(N+1)

e−τm2/2

≈
{

logm2 + γ + log(2δ) n = 0

−(m2)−|n|(N+1)/|n|(N + 1) n 6= 0

}

. (2.480)

Donde podemos observar que en el ĺımite m2 → ∞ las expresiones (2.477), (2.478) tendrán los
valores: logm2 + const y −(m2)−|n|(N+1)/|n|(N + 1) + const , respectivamente. Por lo tanto, las
constantes de integración deben ser cero. De aqúı que, podemos escribir la enerǵıa libre, en la
aproximación N + 1, como

F =
1

2β

N
∑

m=0

log[2(1 − cos(ωmǫ)) + ǫ2ω2]

=
1

2ǫ

{

log
[(

ǫ2ω2 + 2 +
√

(ǫ2ω2 + 2)2 − 4
)

/

2
]

(2.481)

− 2

N + 1

∞
∑

n=1

1

n

[(

ǫ2ω2 + 2 +
√

(ǫ2ω2 + 2)2 − 4
)

/

2
]−|n|(N+1)

}

.

Si introducimos el parámetro

ǫω̃e ≡ log
{[

ǫ2ω2 + 2 +
√

(ǫ2ω2 + 2)2 − 4
]

/

2
}

, (2.482)

el cual cumple con la siguiente expresión

cosh(ǫω̃e) = (ǫ2ω2 + 2)/2, sinh(ǫω̃e) =
√

(ǫ2ω2 + 2)2 − 4/2, (2.483)

es decir,

sinh(ǫω̃e/2) = ǫω/2.

De esta forma obtenemos el parámetro introducido previamente en la expresión (2.399), de donde
encontramos que la enerǵıa libre (2.481), en su forma simple, será

F =
h̄

2

[

ω̃e −
2

ǫ(N + 1)

∞
∑

n=1

1

n
e−ǫω̃en(N+1)

]

=
1

2

[

h̄ω̃e + 2kBT log(1 − e−βh̄ω̃e)
]

=
1

β
log [2 sinh(βh̄ω̃e/2)] , (2.484)

y obtenemos que el ĺımite continuo de la enerǵıa libre es

F
ǫ→0
=

1

β
log [2 sinh (βh̄ω/2)] =

h̄ω

2
+

1

β
log(1 − e−βh̄ω). (2.485)

2.15 Definición en Teoŕıa de Campo de las Integrales
de Trayectoria Armónicas mediante Regularización
Anaĺıtica

La función de partición cuántica del oscilador armónico obtenida en la anterior
sección, junto con las modificaciones apropiadas, puede ser usada para definir la
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integral de trayectoria armónica. Para esto no necesitamos de la partición temporal,
como se hizo en la expresión original de Feynman (2.66), ni de una definición exacta
de la integral de norma, en términos de las componentes de Fourier, como se hizo
en la sección 2.12. La integral de trayectoria hallada en la función de partición

Zω =
∮

Dxe−
∫ h̄β

0
M [ẋ2(τ)+ω2x2(τ)]/2 =

∮

Dxe−
∫ h̄β

0
Mx(τ)[−∂2

τ+ω2]x(τ)/2 (2.486)

puede evaluarse, y encontramos la siguiente expresión para la función de partición

Zω =
1

√

Det(−∂2τ + ω2)
= e−

1
2
Tr log(−∂2

τ+ω2). (2.487)

Sabemos que el determinante de un operador es igual al producto de todos sus
valores propios, por esta razón podemos escribir

Zω =
∏

ω′

1√
ω′2 + ω2

. (2.488)

Este producto se evalua en un conjunto infinito de valores que crece junto con ω′2,
por lo cual resulta ser una cantidad que diverge. No obstante, el producto puede
transformarse en una suma, aunque la suma también será divergente, reescribiendo
Zω en la forma

Zω ≡ e−Fω/kBT = e−
1
2

∑

ω′
log(ω′2+ω2). (2.489)

La expresión hallada tiene dos hechos poco satisfactorios. Primero, requiere de una
definición apropiada y formal de una suma para un conjunto continuo de frecuencias.
Segundo, el argumento del logaritmo (ω2+ω′2) debe escribirse en una forma apropia-
da, sin dimensiones. El último problema podŕıa eliminarse si podemos reemplazar
el logaritmo por la expresión log[(ω′2 + ω2)/ω2)]. Donde es necesario que la suma
∑

ω′ logω2 se anule, condición que se cumple, como veremos más adelante en la
Ec. (2.514), por una de las propiedades de la regularización anaĺıtica.

Para temperaturas finitas, las condiciones de frontera sobre el eje temporal
imaginario obligan a que la frecuencia ω′, correspondiente al espectro del opera-
dor −∂2τ + ω2, sea un conjunto discreto. Por lo tanto la suma en la exponen-
cial (2.489) será una suma sobre las frecuencias de Matsubara ωm = 2πkBT/h̄
(m = 0,±1,±2, . . .):

Zω = exp

[

−1

2

∞
∑

m=−∞

log(ω2
m + ω2)

]

. (2.490)

Esto implica que la enerǵıa libre, Fω ≡ (1/β) logZω, tenga la forma

Fω =
1

2β
Tr log(−∂2τ + ω2)

∣

∣

∣

per
=

1

2β

∞
∑

m=−∞

log(ω2
m + ω2). (2.491)

donde el sub́ındice per hace enfásis al hecho de que tenemos condiciones de frontera
periódicas para τ en el intervalo (0, h̄β).
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2.15.1 Evaluación a Temperatura Cero de la Sumatoria en las
Frecuencias

En el ĺımite T → 0, la suma en la expresión (2.491) se transforma en una integral,
y la enerǵıa libre será

Fω ≡ 1

2β
Tr log(−∂2τ + ω2)

∣

∣

∣

±∞
=
h̄

2

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′2 + ω2), (2.492)

donde el sub́ındice ±∞ indica las condiciones de frontera sobre las funciones propias,
las cuales se anulan en τ = ±∞. Es decir, a bajas temperaturas, podemos reem-
plazar la suma sobre las frecuencias en (2.489) por la integral

∑

ω′

−−−→
T→0

h̄β
∫ ∞

−∞

dω′

2π
. (2.493)

Este hecho se obtiene de las reglas de Plank que tratan con la norma de la integral
de trayectoria en el espacio fase, reglas dadas en la página 103. De acuerdo con
estas reglas, el elemento de volumen en el espacio fase del espacio–tiempo tiene la
norma

∫

dt dE/h =
∫

dt dω/2π. Si el integrando es independiente del tiempo, la
integral temporal da origen a un factor general, que en la estad́ıstica cuántica y en
el intervalo temporal imaginario (0, h̄β) este factor es igual a h̄β = h̄/kBT , que es
precisamente el resultado obtenido en el suma (2.493).

La integral del lado derecho de la expresión (2.492) diverge para valores grandes
de ω′. Este fenómeno es llamado la divergencia en el ultravioleta (divergencia–UV),
aludiendo al hecho de que en este régimen luminoso encontramos la radiación de
alta frecuencia del espectro.

Ahora, un hecho importante a notar es que, la divergencia de la integral (2.492)
puede tratarse matemáticamente por la técnica llamada regularización anaĺıtica,20

para hacer de ésta una integral finita. Este método está basado en reescribir el
logaritmo log(ω′2 + ω2) en la forma de una derivada:

log(ω′2 + ω2) = − d

dǫ
(ω′2 + ω2)−ǫ

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

. (2.494)

De manera equivalente, podemos obtener el logaritmo como el ĺımite ǫ → 0 de la
función

lMS(ǫ) = −1

ǫ
(ω′2 + ω2)−ǫ +

1

ǫ
. (2.495)

La eliminación del polo 1/ǫ indicado por el sub́ındice MS, y comúnmente denominado
substracción mı́nima, nos permite reescribir

lMS(ǫ) = −1

ǫ
(ω′2 + ω2)−ǫ

∣

∣

∣

∣

MS, ǫ→0
. (2.496)

20G. ’t Hooft and M. Veltman, Nucl. Phys. B 44 , 189 (1972). Actualmente la regularización
anaĺıtica es el único método que permite renormalizar teoŕıas de norma no abeliana sin destruir la
invariansa de norma. Ver también el trabajo de revisión de G. Leibbrandt, Rev. Mod. Phys. 74 ,
843 (1975).
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Utilizando la fórmula de la derivada del logaritmo (2.494), y de la traza del logaritmo
obtenemos que la enerǵıa libre (2.492) es

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) = − d

dǫ

∫ ∞

−∞

dω′

2π
(ω′2 + ω2)−ǫ

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

. (2.497)

Ahora, utilizando la representación integral de la función Gama

∫ ∞

0

dτ

τ
τµe−τω2

= ω−µ/2Γ(µ), (2.498)

y de la representación integral de Schwinger para una expresión de la forma a−ǫ,
que generaliza la relación (2.468), obtenemos la siguiente representación

a−ǫ =
1

Γ(ǫ)

∫ ∞

0

dτ

τ
τ ǫe−τa. (2.499)

Con esto podemos reescribir la expresión (2.497) como

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) = − d

dǫ

1

Γ(ǫ)

∫ ∞

−∞

dω′

2π

∫ ∞

0

dτ

τ
τ ǫe−τ(ω′2+ω2)

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

. (2.500)

Si ǫ es mayor que cero la integral en τ converge absolutamente, de tal suerte que
podemos intercambiar la integración en τ y ω′, y obtenemos

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) = − d

dǫ

1

Γ(ǫ)

∫ ∞

0

dτ

τ
τ ǫ
∫ ∞

−∞

dω′

2π
e−τ(ω′2+ω2)

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

. (2.501)

Utilizando la fórmula (1.338) podemos hacer la integral Gaussiana en ω′ y obtenemos

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) = − d

dǫ

1

Γ(ǫ)

∫ ∞

0

dτ

τ
τ ǫ

1

2
√
τπ
e−τω2

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

. (2.502)

Para valores pequeños de ǫ, la integral en τ diverge en el origen. Sin embargo,
la integral estará bien definida mediante una continuación anaĺıtica para ǫ > 1/2,
donde la integral converge absolutamente, hasta ǫ = 0. La continuación anaĺıtica
debe evitar el polo en ǫ = 1/2. Para nuestra fortuna, esta continuación anaĺıtica es
trivial ya que la integral puede ser expresada en términos de la función Gama, cuyas
propiedades anaĺıticas son bien conocidas. Utilizando la fórmula integral (2.498),
obtenemos

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) = − 1

2
√
π
ω1−2ǫ d

dǫ

1

Γ(ǫ)
Γ(ǫ− 1/2)

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

. (2.503)

El lado derecho tiene que continuarse anaĺıticamente desde ǫ > 1/2 hasta ǫ =
0, lo cual puede hacerse fácilmente utilizando la propiedad de la función Gama
Γ(x) = Γ(1 + x)/x, de donde hallamos Γ(−1/2) = −2Γ(1/2) = −2

√
π, y también
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1/Γ(ǫ) ≈ ǫ/Γ(1+ ǫ) ≈ ǫ. A baja temperatura y mediante la regularización anaĺıtica,
la derivada con respecto a ǫ nos permite hallar la enerǵıa libre del oscilador armónico:

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) =

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′2 + ω2) = ω, (2.504)

de tal forma que la enerǵıa libre del oscilador a temperatura cero será

Fω =
h̄ω

2
. (2.505)

Lo cual coincide con el resultado obtenido de la definición de redes de la integral de
trayectoria dada en la Ec. (2.407), o igualmente de la integral de trayectoria (3.808)
junto con la norma de Fourier (2.447).

Con el procedimiento anterior en mente, utilizaremos frecuentemente la fórmula
que expresa la derivada de la Ec. (2.499) en ǫ = 0.:

log a = −
∫ ∞

0

dτ

τ
e−τa. (2.506)

Esta expresión difiere de la fórmula correcta por un factor mı́nimo, y puede ser
utilizada en todos los cálculos con la regularización anaĺıtica. Su aplicabilidad se
basa en la posiblidad de transformar el producto de 1/ǫ por la integral, que depende
de la frecuencia, en la expresión alternativa correcta

1

h̄β
Tr log(−∂2τ + ω2) = −1

ǫ

∫ ∞

−∞

dω′

2π

[

1

ǫ
(ω′2 + ω2)−ǫ − 1

ǫ

]

ǫ→0
. (2.507)

De hecho, en la regularización anaĺıtica podemos igualar a cero todas las integrales
de potencias puras de la frecuencia:

∫ ∞

0
dω′ (ω′)α = 0 para todo α. (2.508)

Esta expresión, que se conoce como la regla de Veltman,21 es un ĺımite especial de
la generalización de la integral (2.497):

∫ ∞

−∞

dω′

2π

(ω′2)γ

(ω′2 + ω2)ǫ
=

Γ(γ + 1/2)

2πΓ(ǫ)
(ω2)γ+1/2−ǫ. (2.509)

La ecuación puede deducirse reescribiendo el lado izquierdo como

1

Γ(ǫ)

∫ ∞

−∞

dω′

2π
(ω′2)γ

∫ ∞

0

dτ

τ
τ ǫe−τ(ω′2+ω2). (2.510)

Luego, la integral en ω′ puede hacerse usando las siguientes expresiones:

∫ ∞

−∞

dω′

2π
(ω′2)γe−τ(ω′2+ω2) =

1

2π

∫ ∞

0

dω′ 2

ω′ 2
(ω′2)γ+1/2e−τ(ω′2+ω2) =

τ−γ−1/2

2π
Γ(γ + 1/2),

(2.511)

21Ver el libro H. Kleinert and V. Schulte-Frohlinde, Critical Properties of φ4-Theories , World
Scientific, Singapore, 2001 (http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/b8).
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de donde obtenemos la integral para τ dada en (2.510)

∫ ∞

0

dτ

τ
τ ǫ−γ−1/2e−τω2

= (ω2)γ+1/2+ǫ, (2.512)

y de aqúı se sigue le fórmula (2.509). La regla de Vetman (2.508) se obtiene en el
ĺımite ǫ→ 0, esto ya que en el lado derecho tenemos 1/Γ(ǫ) → 0. De aqúı, también
observamos que el término 1/ǫ en la expresión (2.507) no contribuye de manera
importante, por lo cual se puede omitir sin error alguno.

La cancelación de las integrales (2.508), regla de Veltman, fue postulada en
los inicios del desarrollo de la teoŕıa finita de campo de las interacciones débiles
y electromagnéticas. Se creyó que seŕıa extremadamente útil para el cálculo de
los exponentes cŕıticos de las transiciones de fase de segundo orden en las teoŕıas
campo.21

Una consecuencia importante de la regla de Veltman es que el argumento del
logaritmo, tanto en la función de partición (2.489) como en la enerǵıa libre (2.491),
sea una cantidad con significado. Primero, ya que tenemos que

∫

d(ω′/2π) logω2 = 0,
entonces podemos dividir en el argumento del logaritmo (2.492) por la cantidad ω2

sin ningún problema, y de esta forma tenemos una cantidad sin dimensiones. A
temperatura finita, utilizamos la igualdad entre la suma y la integral para una
cantidad c independiente de ω′

kBT
∞
∑

m=−∞

c =
∫ ∞

−∞

dωm

2π
c (2.513)

para mostrar que

kBT
∞
∑

m=−∞

logω2 = 0, (2.514)

de tal forma que, como consecuencia de la regal de Veltman, tenemos que la suma
de las frecuencias de Matsubara para la constante logω2 se anula para toda tem-
peratura. Por esta misma razón, el argumento del logaritmo en la enerǵıa libre
(2.491) puede dividise por ω2 sin producir cambio alguno en la enerǵıa libre, y ser
una cantidad sin dimensiones.

2.15.2 Evaluación a Temperatura Finita de la Suma de la Fre-
cuencia

A temperatura finita, la enerǵıa libre tiene un término adicional, el cual es la dife-
rencia entre la suma de Matsubara y la integral en la frecuencia

∆Fω =
kBT

2

∞
∑

m=−∞

log

(

ω2
m

ω2
+ 1

)

− h̄

2

∫ ∞

−∞

dωm

2π
log

(

ω2
m

ω2
+ 1

)

, (2.515)
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donde usamos los logaritmos sin dimensiones como fue discutido al final de la última
subsección. La suma puede reescribirse como una diferencia de términos, que resulta
ser una expresión convergente

∆1Fω = kBT
∞
∑

m=1

[

log

(

ω2
m

ω2
+ 1

)

− log
ω2
m

ω2

]

= kBT
∞
∑

m=1

log

(

1 +
ω2

ω2
m

)

, (2.516)

y una suma divergente

∆2Fω = kBT
∞
∑

m=1

log
ω2
m

ω2
. (2.517)

La parte convergente es fácil de evaluar. Utilizando el producto del logaritmo de la
Ec. (2.408) y con la ayuda de (2.409), encontramos que

∞
∏

m=1

(

1 +
ω2

ω2
m

)

=
sinh(βh̄ω/2)

βh̄ω/2
, (2.518)

por lo tanto

∆F1 =
1

β
log

sinh(βh̄ω/2)

βh̄ω/2
. (2.519)

La suma divergente (2.517) se calcula por regularización anaĺıtica, de la siguiente
forma, reescribimos

∞
∑

m=1

log
ω2
m

ω2
= −

[

2
d

dǫ

∞
∑

m=1

(

ωm

ω

)−ǫ
]

ǫ→0

= −


2
d

dǫ

(

2π

βh̄ω

)−ǫ ∞
∑

m=1

m−ǫ





ǫ→0

, (2.520)

expresando la suma sobre m−ǫ en términos de la función zeta de Riemann

ζ(z) =
∞
∑

m=1

m−z. (2.521)

Se sabe que esta suma está bien definida para z > 1, y puede continuarse
anaĺıticamente a todo el plano complejo z. La única singularidad de esta función es
en z = 1, donde en la vecindad de esta singularidad tenemos que ζ(z) ≈ 1/z. En el
origen, ζ(z) es regular, y cumple la relación22

ζ(0) = −1/2, ζ ′(0) = −1

2
log 2π, (2.522)

de tal suerte que podemos usar la siguiente aproximación

ζ(z) ≈ −1

2
(2π)z, z ≈ 0. (2.523)

22I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver Fórmula 9.541.4.
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Y aśı encontramos

∞
∑

m=1

log
ω2
m

ω2
= −



2
d

dǫ

(

2π

βh̄ω

)−ǫ

ζ(ǫ)





ǫ→0

=
d

dǫ
(βh̄ω)ǫ

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ→0

= log h̄ωβ. (2.524)

determinando de esta forma ∆2Fω como en la Ec. (2.517).
Combinando este resultado con (2.519) y la cantidad −h̄ω/2 obtenida de la

integral (2.515), la contribución a temperatura finita de (2.491) a la enerǵıa libre
será

∆Fω =
1

β
log(1− e−h̄βω). (2.525)

Este resultado junto con la enerǵıa libre a temperatura cero (2.505), nos permite
obtener la siguiente fórmula (dimensionalmente regularizada)

Fω =
1

2β
Tr log(−∂2τ + ω2) =

1

2β

∞
∑

m=−∞

log(ω2
m + ω2) =

h̄ω

2
+

1

β
log(1− e−h̄ω/kBT )

=
1

β
log

(

2 sinh
h̄ωβ

2

)

, (2.526)

esta expresión está en total acuerdo con la expresión (2.485), expresión hallada para
la enerǵıa libre a toda temperatura.

Notese que la propiedad de la función zeta ζ(0) = −1/2 en la Ec. (2.522), nos
lleva de nueva cuenta al anterior resultado (2.514), donde hallamos que la suma de
Matsubaa de una constante c es cero:

∞
∑

m=−∞

c =
−1
∑

m=−∞

c+ c+
∞
∑

m=1

c = 0, (2.527)

es decir,
∞
∑

m=1

1 =
−∞
∑

m=−1

1 = ζ(0) = −1/2. (2.528)

Como se menciona arriba, con esto podemos dividir entre ω2 los logaritmos en la
suma de la Ec. (2.526) y reescribimos

1

2β

∞
∑

m=−∞

log

(

ω2
m

ω2
+ 1

)

=
1

β

∞
∑

m=1

log

(

ω2
m

ω2
+ 1

)

(2.529)

2.15.3 Oscilador Armónico Mecánico–Cuántico

Esta observación nos lleva directamente a una discusión análoga mecánico–cuántica.
Utilizamos como punto de partida el factor de fluctuación (2.91) de la part́ıcula libre,
el cual puede escribirse formalmente como

F0(∆t) =
∫

Dδx(t) exp
[

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2
δx(−∂2t )δx

]

=
1

√

2πh̄i∆t/M
, (2.530)



174 2 Integrales de Trayectoria — Propiedades Elementales y Soluciones Simples

donde ∆t ≡ tb − ta [recordemos (2.130)]. La integral de trayectoria del oscilador
armónico tiene el siguiente factor de fluctuación [comparar con (2.188)]

Fω(∆t) = F0(∆t)

[

Det(−∂2t − ω2)

Det(−∂2t )

]−1/2

. (2.531)

El cociente de los determinantes tiene la siguiente descomposición de Fourier

Det(−∂2t − ω2)

Det(−∂2t )
= exp

{

∞
∑

n=1

[

log(ν2n − ω2)− log ν2n
]

}

, (2.532)

donde νn = nπ/∆t [ver la expresión (2.115)], el cual fue calculado en la Ec. (2.188),
de donde hallamos

Det(−∂2t − ω2)

Det(−∂2t )
=

sinω∆t

ω∆t
. (2.533)

Este resultado puede reproducirse con ayuda de las fórmulas (2.529) y (2.526).
Reemplazando β por 2∆t, y usando de nueva cuenta Σn1 = ζ(0) = −1/2, obtenemos

Det(−∂2t − ω2) =
∞
∑

n=1

log(ν2n + ω2)
∣

∣

∣

ω→iω
=

∞
∑

n=1

[

log

(

ν2n
ω2

+ 1

)

+ logω2

]

ω→iω

=

[

∞
∑

n=1

log

(

ν2n
ω2

+ 1

)

− 1

2
log ω2

]

ω→iω

= log
(

2
sinω∆t

ω

)

. (2.534)

Para el caso ω = 0 este resultado reproduce la fórmula (2.524). Sustituyendo (2.534)
en (2.532), obtenemos de nueva cuenta el resultado (2.533). De esta forma hallamos
la amplitud

(xbtb|xata) =
1

√

πi/M
Det−1/2(−∂2t − ω2)eiAcl/h̄ =

1
√

πi/M

√

ω

2 sinω∆t
eiAcl/h̄, (2.535)

en completo acuerdo con (2.175).

2.15.4 Tracelog del Operador Diferencial de Primer–Orden

La traza del logaritmo de la enerǵıa libre (2.492) puede separarse en dos términos

Tr log(−∂2τ + ω2) = Tr log(∂τ + ω) + Tr log(−∂τ + ω). (2.536)

Dado que el lado izquierdo, por la relación (2.504), es igual a βh̄ω, y las dos integrales
deben ser las mismas, obtenemos el resultado de baja temperatura

Tr log(∂τ+ ω)=Tr log(−∂τ+ ω)= h̄β
∫ ∞

−∞

dω

2π
log(−iω′ + ω)= h̄β

∫ ∞

−∞

dω

2π
log(iω′+ ω)

=
h̄βω

2
. (2.537)
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El mismo resultado podŕıa haberse obtenido de la continuación anaĺıtica de las
integrales usando ∂ǫ(±iω′ + ω)ǫ con ǫ = 0.

A temperatura finita, podemos usar la Ec. (2.526) para hallar

Tr log(∂τ+ ω)=Tr log(−∂τ+ ω)=
1

2
Tr log(−∂2τ + ω2)=log

(

2 sinh
βh̄ω

2

)

, (2.538)

el cual se reduce a la expresión (2.537) cuando T → 0.
Este resultado es el mismo śı tenemos el factor extra i en el argumento de tracelog.

Para verlo consideremos el caso de la frecuencia independiente del tiempo, donde
la regla de Veltman (2.508) nos dice que no hay cambio śı evaluamos las integrales
para log(iω′ ∓ ω) o para log(ω′ ± iω).

Reemplacemos también ω′ por iω′ en la tracelog de temperatura cero (2.504) del
operador diferencial de segundo order (−∂2τ + ω2). Entonces, rotando el contorno
de integración en el sentido de las manecillas del reloj del plano complejo, de donde
encontramos

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(−ω′2 + ω2 − iη) = ω, ω ≥ 0, (2.539)

donde la cantidad positiva infinitesimal η nos dice como cruzar las singularidades en
ω′ = ±ω∓ iη en el contorno rotado de integración. Recordemos aqúı la discusión de
la notación iη de la Sección 3.3. La integral (2.539) puede separarse en las integrales

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log[ω′ ± (ω − iη)] = i

ω

2
, ω ≥ 0. (2.540)

Con esto la fórmula (2.537) puede generalizarse para frecuencias complejas arbi-
trarias ω = ωR + iωI en la siguiente forma:

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′ ± iω) = ∓ǫ(ωR)

ω

2
, (2.541)

y
∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′ ± ω) = −iǫ(ωI)

ω

2
, (2.542)

donde ǫ(x) = Θ(x)−Θ(−x) = x/|x| es la función antisimétrica de Heaviside (1.315),
la cual da el signo del argumento. Las fórmulas (2.541) y (2.542) son el ĺımite para
valores grandes de la variable temporal de las sumas

kBT

h̄

∞
∑

m=−∞

log(ωm ± iω) =
kBT

h̄
log

[

2ǫ(ωR) sinh
h̄ω

2kBT

]

, (2.543)

y

kBT

h̄

∞
∑

m=−∞

log(ωm ± ω) =
kBT

h̄
log

[

−2iǫ(ωI) sin
h̄ω

2kBT

]

. (2.544)

La primera expresión es periódica en la parte imaginaria de ω, con periodo 2πkBT , la
segunda es la parte real. El determinante tiene significado sólo en el ĺımite de valores
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grandes de la variable temporal, y siempre que la parte periódica de ω se cancele.
Sin embargo, en la mayoŕıa de las aplicaciones las fluctuaciones involucrarán las
sumas de los logaritmos (2.544) y (2.543) para diferentes valores de las frecuencias
complejas ω, y sólo la suma de la parte imaginaria o la parte real se tendrá que
igualar con cero para obtener un valor aceptable. En tal caso podemos usar las
fórmulas simples (2.541) y (2.542). Importantes ejemplos podrán encontrarse en la
Sección 18.9.2.

En la Subsección 3.3.2, generalizaremos la fórmula (2.538) para todo tipo de fre-
cuencias positivas dependientes del tiempo Ω(τ), donde hallaremos [ver Ec. (3.133)]
[see (3.133)]

Tr log [±∂τ + Ω(τ)] = log

{

2 sinh

[

1

2

∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′)

]}

=
1

2

∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′) + log

[

1− e−
∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′)

]

. (2.545)

2.15.5 Desarrollo en Términos del Gradiente de la Tracelog en
Una Dimensión

Podemos usar la fórmula (2.545) para calcular la traza del logaritmo de una ecuación
diferencial de segundo orden, en términos de una frecuencia arbitraria, como un
desarrollo semiclásico. Para ello introducimos la constante de Planck h̄ y el potencial
w(τ) ≡ h̄Ω(τ), y procedemos a factorizar la expresión, como en el caso de la fórmula
(2.536), en la siguiente forma:

Det
[

−h̄2∂2τ + w2(τ)
]

= Det [−h̄∂τ − w̄(τ)]×Det [h̄∂τ − w̄(τ)] , (2.546)

donde la función w̄(τ) cumple la ecuación diferencial de Riccati23

h̄∂τ w̄(τ) + w̄2(τ) = w2(τ). (2.547)

Al resolver esta ecuación obtenemos la traza del logaritmo de la relación (2.545):

Tr log
[

−h̄2∂2τ + w2(τ)
]

= log

{

4 sinh2

[

1

2h̄

∫ h̄β

0
dτ ′ w̄(τ ′)

]}

. (2.548)

La exponencial de esta cantidad será el determinante funcional. Para el caso en que
w̄(τ) = ω sea constante, obtenemos el resultado hallado de la fórmula de Gelfand-
Yaglom para condiciones de frontera periódicas, expresión (2.433).

Este resultado no es una coincidencia. Si sabemos como resolver la ecuación
diferencial (2.433), podemos hallar la solución de cualquier ecuación diferencial
de Riccati. Al imponer las condiciones de frontera de Gelfand-Yaglom a la ex-
presión (2.433), encontramos Dren(τ) y de esto tenemos el determinante funcional

23Recordemos que la forma general de la ecuación diferencial de Riccati es y′ = f(τ)y+g(τ)y2 +
h(y), que es la versión homogénea de la ecuación diferencial de Bernoulli y′ = f(τ)y + g(τ)yn para
n = 2.
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2[Ḋren(h̄β)−1]. Una comparación con (2.548) muestra que la solución de la ecuación
diferencial de Riccati (2.547) está dada por

w̄(τ) = 2h̄∂τ arsinh
√

[Ḋren(τ)− 1]/2. (2.549)

Para el oscilador armónico, donde Ḋren(τ) es igual a (2.437), obtenemos que la
constante es w̄(τ) = h̄ω, tal como es de esperar.

Si por alguna razón no es posible resolver la ecuación diferencial de segundo
orden (2.433), aún aśı es posible hallar una solución en serie de potencias de h̄ de la
ecuación de Riccati (2.547)

w̄(τ) =
∞
∑

n=0

w̄n(τ)h̄
n, (2.550)

y obtenemos lo que llamamos el desarrollo en términos del gradiente de la traza del
logaritmo. El coeficiente de más bajo orden, la función w̄0(τ) es igual a w(τ). el
coeficiente de mayor orden obedece la relación de recursión

w̄n(τ) = − 1

2w(τ)

(

˙̄wn−1(τ) +
n−1
∑

k=1

w̄n−k(τ)w̄k(τ)

)

, n ≥ 1. (2.551)

Los términos con n = 0, 1, 2, 3 pueden resolverse con el siguiente conjunto de expre-
siones
{

√

v(τ),− v′(τ)

4 v(τ)
, − 5 v′(τ)2

32 v(τ)
5/2

+
v′′(τ)

8 v(τ)
3/2

, − 15 v′(τ)3

64 v(τ)
4 +

9 v′(τ) v′′(τ)

32 v(τ)
3 − v(3)(τ)

16 v(τ)
2 ,

− 1105 v′(τ)
4

2048 v(τ)
11/2

+
221 v′(τ)

2
v′′(τ)

256 v(τ)
9/2

− 19 v′′(τ)
2

128 v(τ)
7/2

− 7 v′(τ) v(3)(τ)

32 v(τ)
7/2

+
v(4)(τ)

32 v(τ)
5/2

}

,(2.552)

donde v(τ) ≡ w2(τ). La serie puede extenderse ilimitadamente al orden deseado,
sin ninguna complicación.

2.15.6 Transformación Dual y Desarrollo de Baja Temperatura

En esta subsección expondremos otro método para calcular el término de tempera-
tura finita de la enerǵıa libre (2.491), el cual entre otras hechos resulta muy útil en
mecánica estad́ıstica. Para esto, reescribimos la expresión (2.515) en la forma

∆Fω =
kBT

2

(

∞
∑

m=−∞

− h̄

kBT

∫ ∞

−∞

dωm

2π

)

log(ω2
m + ω2). (2.553)

Cambiando la variable de integración por m, tenemos

∆Fω =
kBT

2

(

∞
∑

m=−∞

−
∫ ∞

−∞
dm

)

log





(

2πkBT

h̄

)2

m2 + ω2



 . (2.554)
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En la aproximación de la regularización anaĺıtica, y con ayuda de la fórmula (2.506)
podemos reescribir esta expresión como

∆Fω = −kBT
2

∫ ∞

0

dτ

τ

(

∞
∑

m=−∞

−
∫ ∞

−∞
dm

)

e−τ[(2πkBT/h̄)2m2+ω2]. (2.555)

La transformación dual consiste en llevar la suma sobre todas las frecuencias de
Matsubara, con ayuda de la fórmula de Poisson (1.205), a la integral

∫

dµ de la
suma para los enteros n, con lo cual la expresión (2.555) tendrá la forma (donde
hemos expresado la temperatura en términos de β),

∆Fω = − 1

2β

∫ ∞

0

dτ

τ

∫ ∞

−∞
dµ

(

∞
∑

n=−∞

e2πµni − 1

)

e−τ[(2π/h̄β)2µ2+ω2]. (2.556)

Donde en el paréntesis tenemos la suma 2
∑∞

n=1 e
2πµni, luego podemos llevar el ar-

gumento de la exponencial a la forma de cuadraturas

2πµni− τ

(

2π

h̄β

)2

µ2 = −τ
(

2π

h̄β

)2 [

µ− i
nh̄2β2

4πτ

]2

− 1

4τ
(h̄βn)2 , (2.557)

de tal forma que la integral en µ dará el siguiente resultado,

∆Fω = − h̄

2
√
π

∫ ∞

0

dτ

τ
τ−1/2

∞
∑

n=1

e−(nh̄β)2/4τ−τω2

. (2.558)

Ahora, podemos usar la siguiente fórmula integral 24 [comparese con (1.347)]

∫ ∞

0

dτ

τ
τ νe−a2/τ−b2τ = 2

(

a

b

)ν

Kν(2ab), Kν(2ab) = K−ν(2ab), (2.559)

y obtenemos una suma para las funciones modificadas de Bessel

∆Fω = − h̄ω

2
√
π

∞
∑

n=1

2 (nβh̄ω)−1/2
√
2K1/2(nβh̄ω). (2.560)

Las funciones modificadas de Bessel con ı́ndice 1/2 tiene una forma particularmente
simple:

K1/2(z) =

√

π

2z
e−z. (2.561)

Utilizando esta expresión en (2.560), encontramos que la suma es una suma
geométrica, la cual puede hacerse fácilmente y obtenemos:

∆Fω = − 1

β

∑

n=1

1

n
e−βh̄ωn =

1

β
log

(

1− e−βh̄ω
)

, (2.562)

tal como hemos obtenido enteriormente en (2.525).

24I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 3.471.9 y 8.486.16.
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El efecto de la transformación dual puede formularse en la siguiente forma: dec-
imos que la transformación dual convierte la suma en las frecuencias de Matsubara
ωm Ec.(2.516):

S(βh̄ω) = kBT
∞
∑

m=1

log

(

1 +
ω2

ω2
m

)

(2.563)

en una suma sobre los números cuánticos n del oscilador armónico:

S(βh̄ω) =
βh̄ω

2
− log βh̄ω −

∞
∑

n=1

1

n
e−nβh̄ω. (2.564)

La suma (2.563) converge rápidamente en el ĺımite de altas temperaturas, en este
ĺımite podemos hacer el siguiente desarrollo en potencias de ω2:

S(βh̄ω) = −
∞
∑

k=1

(−1)k

k

(

∞
∑

m=1

1

m2k

)





(

βh̄ω

2π

)2




k

. (2.565)

Los coeficientes del desarrollo son la función zeta de Riemann ζ(z) de la Ec. (2.521)
para argumentos pares z = 2k, de tal forma que obtenemos

S(βh̄ω) = −
∞
∑

m=1

(−1)k

k
ζ(2k)

(

βh̄ω

2π

)2k

. (2.566)

Para argumentos pares y positivos, los valores de la función zeta estarán relacionados
con los números de Bernoulli por la expresión25

ζ(2n) =
(2π)2n

2(2n)!
|B2n|. (2.567)

Los números de Bernoulli están definidos por el desarrollo

t

et − 1
=

∞
∑

n=0

Bn
tn

n!
. (2.568)

Los números de Bernoulli de menor orden, distintos de cero, son B0 = 1, B1 =
−1/2, B2 = 1/2, B4 = −1/30, . . . . La función zeta con argumento negativo impar
también pueden ser reescrita en términos de los números de Bernoulli:

ζ(1− 2n) = −B2n

2n
, (2.569)

este resultado es una consecuencia de la identidad general26

ζ(z) = 2zπz−1 sin(πz/2)Γ(1− z)ζ(1− z) = 2z−1πzζ(1− z)/Γ(z) cos
zπ

2
. (2.570)

25 ibid., ver fórmulas 9.542 and 9.535.
26ibid., ver fórmula 9.535.2.
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Algunos valores t́ıpicos de la función ζ(z), que pueden resultarnos de útilidad en el
futuro son 27

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(5) =

π6

945
, . . . , ζ(∞) = 1. (2.571)

En contraste a la suma de Matsubara (2.563) y su desarrollo (2.566), la suma,
obtenida en la transformación dual, sobre los números cuánticos n en la expresión
(2.564) converge rápidamente en el ĺımite de baja temperatura. De hecho converge
para todo valor de la temperatura, excepto en el ĺımite de muy altos valores de la
temperatura, donde la suma diverge de manera logaŕıtmica. El comportamiento
exacto puede calcularse de la siguiente forma: para valores grandes de T hay un
número N muy grande el cual es aún mucho menor que 1/βh̄ω, de tal forma que la
cantidad e−βh̄ωN es cercana a la unidad. Entonces dividimos la suma en la siguiente
forma

∞
∑

n=1

1

n
e−nβh̄ω ≈

N−1
∑

n=1

1

n
+

∞
∑

n=N

1

n
e−nβh̄ω. (2.572)

Dado que N es grande, la segunda suma puede aproximarse por la integral
∫ ∞

N

dn

n
e−nβh̄ω =

∫ ∞

Nβh̄ω

dx

x
e−x,

la cual es una integral de la forma dada en la Ec. (2.470), E1(Nβh̄ω), donde se ha
usado el desarrollo para el caso de valores grandes del argumento −γ − log(Nβh̄ω)
de la Ec. (2.471).

La primera suma en (2.572) se calcula con la ayuda de la función Digama

ψ(z) ≡ Γ′(z)

Γ(z)
. (2.573)

La cual tiene el siguiente desarrollo28

ψ(z) = −γ −
∞
∑

n=0

(

1

n+ z
− 1

n+ 1

)

, (2.574)

y para argumento entero la expresión se reduce a

ψ(N) = −γ +
N−1
∑

n=1

1

n
, (2.575)

mientras que para valores grandes de z, tiene el siguiente desarrollo en términos de
la serie en potencias de z

ψ(z) ≈ log z − 1

2z
−

∞
∑

n=1

B2n

2nz2n
. (2.576)

27Otros valores también muy útiles son ζ(0) = −1/2, ζ′(0) = − log(2π)/2, ζ(−2n) = 0, ζ(3) ≈
1.202057, ζ(5) ≈ 1.036928, . . . .

28I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver fórmula 1.362.1.
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Combinando estos resultados con la expresión (2.471), encontramos que el logaritmo
de N se anula, y tenemos que para valores grandes de T la suma dada en (2.572) se
comporta como

∞
∑

n=1

1

n
e−nβh̄ω ≈

T→∞
− log βh̄ω +O(β). (2.577)

Lo cual cancela el logaritmo en (2.564).
La serie (2.564) para el ĺımite de baja temperatura puede servirnos para mostrar

la utilidad de la regularización anaĺıtica. Supongase que deseamos extraer de esta
serie el comportamiento para el caso de alta temperatura T , donde sabemos que la
suma

g(βh̄ω) ≡
∞
∑

n=1

1

n
e−nβh̄ω (2.578)

converge de manera lenta. Si desarrollamos las exponenciales de la suma en potencias
de la frecuencia ω, obtendŕıamos una suma para valores positivos de potencias de n.
Mediante continuación anaĺıtica podemos obtener una expresión de utilidad, para
esto introducimos la generalización de la relación (2.578):

ζν(e
βh̄ω) ≡

∞
∑

n=1

1

nν
e−nβh̄ω, (2.579)

de la cual obtenemos g(βh̄ω) para el caso ν = 1. La suma puede evaluarse separan-
dola en una integral en n y la diferencia entre la misma suma y la integral:

ζν(e
βh̄ω) =

∫ ∞

0
dn

1

nν
e−nβh̄ω +

(

∞
∑

n=1

−
∫ ∞

0

)

1

nν
e−nβh̄ω. (2.580)

Con ayuda de la fórmula integral (2.498), hallamos que la integral converge para
ν < 1 con resultado Γ(1 − ν) (βh̄ω)ν . Para otros valores de ν la integral puede
definirse por continuación anaĺıtica. Los términos restantes pueden desarrollarse en
una serie de potencias de ω, de donde tenemos

ζν(e
βh̄ω)=

∫ ∞

0
dn

1

nν
e−nβh̄ω +

(

∞
∑

n=1

−
∫ ∞

0

)

1

nν
+

∞
∑

k=1

[(

∞
∑

n=1

−
∫ ∞

0

)

nk−ν

]

(−1)k

k!
(βh̄ω)k.

(2.581)
El segundo término es la función zeta de Riemann ζ(ν) [recordemos (2.521)]. De la
regla de Veltman (2.508) el resto de las integrales extras se cancelan, y obtenemos
la siguiente definición de la función zeta

(

∞
∑

n=1

−
∫ ∞

0

)

1

νk
= ζ(ν), (2.582)

Aplicando esta fórmula al últmo término de (2.581), obtenemos la llamada serie de

Robinson29

ζν(e
βh̄ω) = Γ(1− ν)(βh̄ω)ν−1 + ζ(ν) +

∞
∑

k=1

1

k!
(−βh̄ω)kζ(ν − k). (2.583)

29J.E. Robinson, Phys. Rev. 83 , 678 (1951).
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En la discusión de la condensación de Bose–Einstein [ver Ec. (7.38)], encontraremos
que esta serie juega un papel importante.

Para otras aplicaciones es útil recordar la fórmula auxiliar
(

∞
∑

n=1

−
∫ ∞

0

)

enβh̄ω

nν
=

∞
∑

k=1

1

k!
(−βh̄ω)kζ(ν − k) ≡ ζ̄ν(e

βh̄ω), (2.584)

obtenida para el término de la diferencia entre la suma y la integral, los primeros
términos de Robinson no aparecen y el resultado puede obtenerse de la serie de
Taylor de la exponencial enβh̄ω y de la fórmula (2.582).

En el ĺımite ν → 1 de la expresión (2.583) podemos obtener la relación (2.578).
Cercano al ĺımite, la función Gama tiene un polo en Γ(1−ν) = 1/(1−ν)−γ+O(ν−1).
Luego, de la indentidad

2zΓ(1− z)ζ(1− z) sin
πz

2
= π1−zζ(z) (2.585)

y de la expresión (2.522) vemos que, en la vecindad de ν = 1, la función ζ(ν) tiene
el siguiente comportamiento

ζ(ν) =
1

ν − 1
+ γ +O(ν − 1) = −Γ(1 − ν) +O(ν − 1). (2.586)

En el ĺımite ν → 1 obtenemos, de los primeros dos términos de la expresión (2.583),
el siguiente resultado limν→1 Γ(1 − ν) [(βh̄ω)ν−1 − 1]=− log βh̄ω. Los restantes
términos contienen los valores ζ(0) = −1/2, ζ(−1), ζ(−2), etc. Donde hemos usado
la propiedad de que la función zeta se anula para un argumento par y negativo, y
que para un argumento negativo arbitrario la función está relacionada a otra con
argumento positivo mediante la indentidad (2.585). De esto concluimos que en el
ĺımite ν → 1, los coeficientes del desarrollo en (2.583), donde k = 1, 2, 3, . . ., son:

ζ(−2p) = 0, ζ(1− 2p) =
1

p
(−1)p

(2p)!

(2π)2p
ζ(2p), p = 1, 2, 3, . . . . (2.587)

De esto obtenemos que en el ĺımite ν → 1, la serie en (2.583) es:

g(βh̄ω) = ζ1(e
βh̄ω) = − log βh̄ω +

βh̄ω

2
+

∞
∑

k=1

ζ(2k)
(−1)k

k!
(βh̄ω)2k . (2.588)

Utilizando este resultado en la Eq. (2.564) recobramos el desarrollo de S(βh̄ω) pre-
sentado en (2.566), el cual fue obtenido mediante una transformación dual propia.

Es importante observar lo que puede suceder si omitimos, en la separación de la
suma (2.580), el término de la integral más el término suma–menos–la integral y la
regularización anaĺıtica. Para mostrarlo, reexpresamos (2.578) erróneamente como
una serie en potencias de ω. Para ν = 1 obtenemos el desarrollo

ζ1(e
βh̄ω) =

∞
∑

p=0

(

∞
∑

n=1

np−1

)

(−1)p

p!
(βh̄ω)p = −ζ(1) +

∞
∑

p=1

ζ(1− p)
(−1)p

p!
(βh̄ω)p ,

(2.589)
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donde encontramos la cantidad infinita ζ(1). El resultado correcto (2.588) se obtiene
luego de reemplazar el infinito ζ(1) por − log βh̄ω, el cual puede verse como la
regularización de ζreg(1):

ζ(1) → ζreg(1) = − log βh̄ω. (2.590)

La deducción anterior de la serie de Robinson puede complementarse con una
transformación dual como sigue. Con ayuda de la fórmula de Poisson (1.197) reescri-
bimos la suma (2.579) como una integral en n y una suma auxiliar sobre los números
enteros m. luego, la integral en n será

ζν(e
βh̄ω) ≡

∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0
dn e(2πim+βh̄ω)n 1

nν
= Γ(1− ν)(−βh̄ω)ν−1

+ Γ(1− ν) 2 Re
∞
∑

m=1

(−βh̄ω − 2πim)ν−1 . (2.591)

La suma obtenida puede desarrollarse como una serie de potencias de ω

2Re
∞
∑

m=1

(−2πim)ν−1

(

1 +
βh̄ω

2πim

)ν−1

= 2
∞
∑

k=0

(

ν − 1

k

)

cos[(1− ν − k)π/2] (2π)ν−1−kζ(1− ν + k) (βh̄ω)k .(2.592)

Utilizando la relación (2.585) para las funciones zeta puede verse que el desarrollo
en (2.591) coincide con (2.579).

Notese que la representación (2.591) de ζν(e
βh̄ω) es una suma sobre las frecuencias

de Matsubara ωm = 2πm/β [recordemos la Ec. (2.381)]:

ζν(e
βh̄ω) ≡

∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0
dn e(iωm+h̄ω)βn 1

nν

= Γ(1− ν)(−βh̄ω)ν−1

[

1 + 2Re
∞
∑

m=1

(1 + iωm/h̄ω)
ν−1

]

. (2.593)

El primer término, que se obtiene de la integración sobre n de la integral (2.580), está
asociado con la frecuencia cero de Matsubara. Este término representa el ĺımite de
alta temperatura o ĺımite clásico del desarrollo. Los restantes términos continenen
la suma sobre las restantes frecuencias de Matsubara, es decir tenemos el efecto de
las fluctuaciones cuánticas.

Debemos mencionar que, en el ĺımite de baja temperatura, los primeros dos
términos de la expresión (2.564) también pueden obtenerse de la suma (2.563), con
ayuda de la fórmula de Euler–Maclaurin,30 para el caso de una suma sobre los puntos
discretos t = a + (k + κ)∆ de una función F (t) desde k = 0 hasta K ≡ (b− a)/∆:

K
∑

k=0

F (a+ k∆) =
1

∆

∫ b

a
dt F (t) +

1

2
[F (a) + F (b)]

30M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver fórmulas 23.1.30 and 23.1.32.
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+
∞
∑

p=1

∆2p−1

(2p)!
B2p

[

F (2p−1)(b)− F (2p−1)(a)
]

, (2.594)

o, en forma más general para t = a + (k + κ)∆,

K−1
∑

k=0

F (a+ (k + κ)∆)=
1

∆

∫ b

a
dt F (t) +

∞
∑

p=1

∆p−1

p!
Bp(κ)

[

F (p−1)(b)− F (p−1)(a)
]

,

(2.595)

donde Bn(κ) son las funciones de Bernoulli, obtenidas de la generalización de la serie
(2.568):

teκt

et − 1
=

∞
∑

n=0

Bn(κ)
tn

n!
. (2.596)

Para κ = 0, las primeras funciones de Bernoulli son los números de Bernoulli:
Bn(0) = Bn. La función B0(κ) es siempre igual a 1.

Otra forma de reescribir la fórmula (2.597) es

K−1
∑

k=0

F (a+ (k + κ)∆) =
1

∆

∫ b

a
dt



1 +
∞
∑

p=0

∆p

p!
Bp(κ)∂

p
t



F (t). (2.597)

Lo cual implica que una suma sobre valores discretos de una función puede reem-
plazarse por una integral del gradiente de la función.

Utilizando la primera fórmula de Euler–Maclaurin (2.594), donde a = ω2
1, b =

ω2
M , y ∆ = ω1, encontramos

M
∑

m=0

[

log(ω2
m + ω2)− log(ω2

m)
]

=
{

π
ω

ω1
+
ωm

ω1

[

log(ω2
m + ω2)−2

]

}∣

∣

∣

∣

m=M

m=1

−
{

ω = 0

}∣

∣

∣

∣

∣

m=M

m=1

+
1

2

{

log(ω2
1 + ω2) + log(ω2

M + ω2)
}

−
{

ω = 0
}

. (2.598)

Para valores pequeños de T , los dos términos importantes del lado derecho son

π
ω

ω1

− 1

2
log

ω2

ω2
1

, (2.599)

tal como fue obtenido en la serie (2.564). Notese que la fórmula de Euler–Maclaurin
no permite recobrar los términos exponenciales de la expresión (2.564), esto debido
a que nuestra resultado no se obtiene de un desarrollo en serie de potencias de T .

La transformación de la serie de alta a baja temperatura es una herramienta im-
portante en el estudio de las transiciones de fase halladas en mecánica estad́ıstica.31

31Ver H. Kleinert, Gauge Fields in Condensed Matter , Vol. I Superflow and Vortex Lines, World
Scientific, Singapore, 1989, pp. 1–742 (http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/b1).
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2.16 Comportamiento de las Cantidades Termodinámicas
para N Finito

Las fluctuaciones en las integrales de trayectoria Euclideas pueden estudiarse con simulación com-
putacional. En estas simulaciones se suele utilizar una partición del eje temporal, por esta razón
es importante saber la forma en que las cantidades termodinámicas discretas convergen al ĺımite
continuo. Por ejemplo, a partir de ls expresión (2.484), calculemos la enerǵıa interna E y el calor
espećıfico a volumen constante C para una partición finita N . Utilizando la expresión mencionada
tenemos

∂(βω̃e)

∂β
=

ω

cosh(ǫω̃e/2)
,

∂(ǫω̃e)

∂β
=

2

β
tanh(ǫω̃e/2), (2.600)

de donde tenemos que la enerǵıa interna es

E =
∂

∂β
(βF ) =

h̄

2
coth(βh̄ω̃e/2)

∂(βω̃e)

∂β

=
h̄ω

2

coth(βh̄ω̃e/2)

cosh(ǫω̃e/2)
. (2.601)

El calor espećıfico a volumen constante estará dado por

1

kB
C = −β2 ∂2

∂β2
(βF ) = −β2 ∂

∂β
E (2.602)

=
1

4
β2h̄2ω2

[

1

sinh2(βh̄ω̃e/2)
+ coth(βh̄ω̃e/2) tanh(ǫω̃e/2)

ǫ

h̄β

]

1

cosh2(ǫω̃e/2)
.

En la Fig. 2.5 se muestran gráficamente varios valores calculados para la enerǵıa interna E, lo
mismo que para el calor espećıfico C, para distintos valores de N , en la gráfica se han usado
unidades naturales h̄ = 1, kB = 1. En el ĺımite de alta temperatura, F,E y C son independientes
de N :

F → 1

β
log β, (2.603)

E → 1

β
= T, (2.604)

C → 1. (2.605)

Estos ĺımites son una manifestación de la ley de Dulong–Pettit . De esta ley se sabe que para un
oscilador se tiene un grado de libertad para la enerǵıa cinética y otro grado de libertad para la
enerǵıa potencial, donde cada uno tiene asociada una enerǵıa interna de T/2 y un calor espećıfico de
1/2. Por otro lado, a baja temperatura tanto E como C muestran una importante dependencia en
N (notese, sin embargo, que dado que F y E son diferentes de cero en T = 0, en la aproximación de
redes, la entroṕıa no se anula con se esperaŕıa en el ĺımite continuo). Por lo tanto, la convergencia
para N → ∞ no es uniforme. En el ĺımite N → ∞, y cuando T → 0, el calor espećıfico tiende a
cero de manera exponencial, es decir, en la forma e−ω/T . Aqúı la cantidad ω se conoce como la
enerǵıa de activación.32 Esta enerǵıa se obtiene como la diferencia entre el estado base y el primer

32Podemos considerar que en un sólido D−dimensional, las vibraciones de la red se comportan
como un ensemble de osciladores armónicos con enerǵıas ω definidas entre cero y la frecuencia de
Debye. De la integración del calor espećıfico asociado a este ensemble, utilizando la densidad de
estados apropiada,

∫

dωωD−1e−ω/kBT , obtenemos la conocida ley de baja temperatura C ∝ TD.
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Figure 2.4 Efecto del tamaño de la red sobre el valor calculado de la enerǵıa interna E y el

calor espećıfico C a volumen constante como función de la temperatura, para distintos valores de

la partición temporal N + 1. Notese el comportamiento exponencial no uniforme, para valores

pequeños de T , de C ∝ e−ω/T a medida que N → ∞.

estado excitado del oscilador armónico. Por otra parte, para valores grandes y finitos de N , el
calor espećıfico es igual a N + 1 en T = 0. Esto se debe a que el comportamiento, para N finito y
T → 0, tanto de ω̃e como de cosh2(ǫω̃e/2) (donde la partición ǫ puede ser grande) es de la forma

ω̃e → 1

ǫ
log(ǫ2ω2),

cosh(ǫω̃e/2) → ǫω/2. (2.606)

De esta forma tenemos que

E
T→0
−−−→ 1

β
coth[(N + 1) log(ǫω)]

T→0
−−−→ 0, (2.607)

C
T→0
−−−→ N + 1. (2.608)

La razón del comportamiento no uniforme, en el ĺımite N → ∞, puede verse como sigue: el
desarrollo en serie de potencias de ǫ de la expresión (2.484) tiene la forma

ω̃e = ω

(

1 − 1

24
ǫ2ω2 + . . .

)

. (2.609)

En el ĺımite de baja temperatura, y para un valor finito de N , las correcciones son grandes, como
puede verse al reescribir (2.609) en términos de ǫ = h̄β/(N + 1)

ω̃e = ω

[

1 − 1

24

h̄2ω2

k2bT
2(N + 1)2

+ . . .

]

. (2.610)

Notese que la expresión (2.609) no tiene correcciones de orden lineal en ǫ, esto implica que
en el ĺımite N → ∞, ǫ → 0, para una T fija, todas las cantidades termodinámicas convergen
rápidamente– al menos en un orden de 1/N más rápido de lo esperado inicialmente [la fórmula de
Trotter (2.26) muestra también un comportamiento 1/N2].
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2.17 Amplitud de Evolución Temporal de una Part́ıcula en
Caida Libre

El potencial gravitacional de una part́ıcula en la superficie de la tierra es

V (x) = V0 +M g · x, (2.611)

donde −g es el vector aceleración de la tierra dirigido hacia la superficie, y V0 es
una constante por determinar. La ecuación de movimiento es

ẍ = −g, (2.612)

la cual tiene la siguiente solución

x = xa + va(t− ta) +
g

2
(t− ta)

2, (2.613)

donde la velocidad incial es

va =
xb − xa

tb − ta
− g

2
(tb − ta). (2.614)

Utilizando estos valores en la acción

A =
∫ tb

ta
dt
(

M

2
ẋ2 − V0 − g · x

)

, (2.615)

obtenemos la acción clásica

Acl = −V0(tb− ta)+
M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
− 1

2
(tb− ta)g · (xb+xa)−

1

24
(tb− ta)3g2. (2.616)

Dado que el término cuadrático de la expresión (2.615) es el mismo al de una
part́ıcula libre, y por lo tanto también el factor de fluctuación es es el mismo [ver la
expresión (2.130)], entonces, la amplitud de evolución temporal será

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄ω(tb − ta)/M
3 e

− i
h̄
V0(tb−ta)

× exp

{

iM

2h̄

[

(xb − xa)
2

tb − ta
− (tb − ta)g · (xb + xa)−

1

12
(tb − ta)

3g2

]}

. (2.617)

El potencial (2.611) puede verse como el ĺımite de un potencial armónico

V (x) = V0 +
M

2
ω2(x− x0)

2 (2.618)

es decir,

ω → 0, x0 = −g/ω2 → −∞ ≈ ĝ, V0 = −Mx2
0/2 = −Mg2/2ω4 → −∞, (2.619)
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luego, definimos
g = −Mω2x0, (2.620)

y mantenemos fijo el término

v0 = V0 +
M

2
ω2x2

0 (2.621)

Usando este mismo ĺımite en la amplitud (2.177), inmediatamente hallamos la
relación (2.617).

Las funciones de onda pueden obtenerse utilizando este ĺımite en las funciones de
onda del oscilador armónico. En una dimensión, definiendo n = E/ω, encontramos
que la representación espectral (2.294) tiene la forma

(xbtb|xata) =
∫

dEAE(xb)A
∗
E(xa)e

−i(E−v0)(tb−ta)/h̄, (2.622)

mientras que las funciones de onda son

AE(x) =
1√
lε

Ai
(

x

l
− E

ε

)

. (2.623)

En esta expresión ε ≡ (h̄2g2M/2)1/3 y l ≡ (h̄2/2M2g)1/3 = ε/Mg son las unidades
naturales de la enerǵıa y de la longitud, respectivamente, y Ai(z) es la función de

Airy , que es solución de la ecuación diferencial

Ai′′(z) = zAi(z), (2.624)

Si el arguento z es positivo, la función de Airy puede expresarse en términos de las
funciones modificadas de Bessel Iν(ξ) y Kν(ξ):

33

Ai(z) =

√
z

2
[I−1/3(2z

3/2/3)− I1/3(2z
3/2/3)] =

1

π

√

z

3
K1/3

(

2z3/2/3
)

. (2.625)

Para valores grandes de z, las funciones de Airy decaen exponencialmete como:

Ai(z) → 1

2
√
πz1/4

e−2z3/2/3, z → ∞. (2.626)

Para valores negativos de z, de la continuación anaĺıtica de las funciones modificadas
de Bessel34

Iν(ξ) = e−πνi/2J(eπi/2ξ), − π < argξ ≤ π/2,

Iν(ξ) = e−πνi/2J(eπi/2ξ), π/2 < argξ ≤ π, (2.627)

33Una descripción compacta de las propiedades de las funciones de Bessel puede hallarse en M.
Abramowitz and I. Stegun, op. cit., Caṕıtulo 10. Las funciones de Airy están dadas en las fórmulas
10.4.14.

34I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 8.406.
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tenemos que las funciones de Airy son

Ai(z) =
1

3

√
z
[

J−1/3(2(−z)3/2/3) + J1/3(2(−z)3/2/3)
]

, (2.628)

donde J1/3(ξ) son las funciones normales de Bessel. Para valores grandes del argu-
mento, las funciones de Bessel tienen un comportamiento oscilatorio

Jν(ξ) →
√

2

πξ
cos(ξ − πν/2− π/4) +O(ξ−1), (2.629)

de donde encontramos la parte oscilatoria de la función de Airy

Ai(z) → 1√
πz1/4

sin
[

2(−z)3/2/3 + π/4
]

, z → −∞. (2.630)

La función de Airy tiene la siguiente representación de Fourier

Ai(x) =
∫ ∞

−∞

dk

2π
ei(xk+k3/3). (2.631)

En el espacio de los momenta y para una enerǵıa E, las funciones de onda son

〈p|E〉 =
√

l

ε
e−i(pE−p3/6M)l/εh̄ (2.632)

las cuales cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad y completes

∫ dp

2πh̄
〈E ′|p〉〈p|E〉 = δ(E ′ −E),

∫

dE 〈p′|E〉〈E|p〉 = 2πh̄δ(p′ − p). (2.633)

De la relación (2.631) encontramos que la transformada de Fourier de la expresión
(2.632) es igual a la expresión (2.623).

2.18 Part́ıcula Cargada en un Campo Magnético

Una vez que sabemos como resolver la integral de trayectoria del oscilador armónico,
estamos en condiciones de estudiar otro problema importante en f́ısica, se trata de un
sistema armónico más complicado: una part́ıcula cargada en un campo magnético.
El problema fue primeramente resuelto por L.D. Landau en 1930 utilizando la teoŕıa
de Schrödinger.35

2.18.1 Acción

La interacción magnética de una part́ıcula de carga e es

Amag =
e

c

∫ tb

ta
dt ẋ(t) ·A(x(t)), (2.634)

35L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics , Pergamon, London, 1965.
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donde A(x) es el vector potencial del campo magnético. Luego, la acción total es

A[x] =
∫ tb

ta
dt
[

M

2
ẋ2(t) +

e

c
ẋ(t) ·A(x(t))

]

. (2.635)

Supongase ahora, que la part́ıcula se mueve en un campo magnético homogéneo
B, el cual está dirigido en la dirección z. Este campo puede ser descrito por el vector
potencial

A(x) = (0, Bx, 0). (2.636)

Aunque es posible representar el vector potencial en otras formas. El campo
magnético

B(x) = ∇×A(x) (2.637)

lo mismo que la interacción magnética (2.634) son invariantes bajo la transformación
de norma

A(x) → A(x) +∇Λ(x), (2.638)

donde Λ(x) es una función de x, arbitraria y univaluada. Esta función satisface la
condición de integrabilidad de Schwarz [comparese con (1.40)–(1.41)]

(∂i∂j − ∂j∂i)Λ(x) = 0. (2.639)

Veamos un ejemplo, el vector potencial con simetŕıa axial

Ã(x) =
1

2
B× x (2.640)

también reproduce el mismo campo magnético; y difiere de la expresión (2.636) por
una transformación de norma

Ã(x) = A(x) +∇Λ(x), (2.641)

donde la función de norma es

Λ(x) = −1

2
B xy. (2.642)

En la forma canónica, la acción es

A[p,x] =
∫ tb

ta
dt

{

p · ẋ− 1

2M

[

p− e

c
A(x)

]2
}

. (2.643)

La interacción magnética de una part́ıcula puntual está incluida en la integral de
trayectoria por la llamada sustitución mı́nima de la variable del momentum:

p−−−→ P ≡ p− e

c
A(x). (2.644)
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Para el vector potencial (2.636), la acción (2.643) será

A[p,x] =
∫ tb

ta
dt [p · ẋ−H(p,x)] , (2.645)

donde el Hamiltoniano es

H(p,x) =
p2

2M
+

1

8
Mω2

Lx
2 − 1

2
ωLlz(p,x), (2.646)

aqúı x = (x, y) y p = (px, py), mientras que

lz(p,x) = (x× p)z = xpy − ypx (2.647)

es la componente z del momentum orbital angular. En la ecuación de Schrödinger,
el último término de H(p,x) es diagonal para los estados con momentum angular
definido sobre el eje z. También se ha definido la frecuencia dependiente del campo

ωL =
e

Mc
B, (2.648)

llamada frecuencia de Landau o frecuencia ciclotrón. Esta frecuencia también suele
escribirse en términos del momento magnético de Bohr

µB ≡ h̄e

Mc
, (2.649)

en la forma
ωL = µBB/h̄. (2.650)

Los primeros dos términos en (2.646) describen un oscilador armónico, en el
plano xy, con una frecuencia magnética dependiente del campo

ωB ≡ ωL

2
. (2.651)

Note que, contrario a la expresión (2.646), en la norma (2.636) el Hamiltoniano
tiene una forma que no es invariante ante rotaciones

H(p,x) =
p2

2M
+

1

2
Mω2

Lx
2 − ωLxpy, (2.652)

esto significa que tenemos oscilaciones con una frecuencia ωL en la dirección x,
mientras que en la dirección y el sistema tiene un movimiento libre.

La acción canónica (2.643), en nuestra partición temporal, tiene la forma

AN
e =

N+1
∑

n=1

{

pn(xn − xn−1)−
1

2M

[

p2xn + (py n − Bxn)
2 + p2zn

]

}

, (2.653)

y la amplitud de evolución temporal asociada, para la part́ıcula que va del punto xa

al punto xb, está dada por

(xbtb|xata) =
N
∏

n=1

[∫

d3xn

]N+1
∏

n=1

[

∫

d3pn
(2πh̄)3

]

exp
(

i

h̄
AN

e

)

, (2.654)

donde la acción es

AN =
N+1
∑

n=1

{

pn(xn − xn−1)−
1

2M

[

p2xn + (py n − Bxn)
2 + p2zn

]

}

. (2.655)
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2.18.2 Propiedades de Norma

Notemos que la amplitud de evolución temporal no es un invariante de norma.
Utilizando el vector potencial con otra norma

A′(x) = A(x) +∇Λ(x), (2.656)

tendremos el siguiente término de superficie de la acción

∆A =
e

c

∫ tb

ta
dt ẋ ·∇Λ(x) =

e

c
[Λ(xb)− Λ(xa)]. (2.657)

De aqúı obtenemos que la amplitud estará multiplicada por un factor de fase en
ambos extremos

(xbtb|xata)A → (xbtb|xata)A′ = eieΛ(xb)/ch̄(xbtb|xata)Ae
−ieΛ(xa)/ch̄. (2.658)

Para el observable distribución de part́ıculas (x tb|x ta), estos factores de fase son
irrelevantes. Sin embargo, otros observables del sistema también deben de ser in-
dependientes de la fase Λ(x), esto sucederá sólo śı tales observables corresponden a
operadores invariantes de norma.

2.18.3 Partición Temporal de la Integración de Trayectoria

Como la acción AN contiene las variables yn y zn sólo en el primer término
∑N+1

n=1 ipnxn, podemos hacer las integrales para yn, zn y hallamos un producto de
N funciones ∆ para las componentes y y z de los momenta pn. Ahora, śı definimos
a p′ como la proyección de p en el plano yz, el producto será

(2πh̄)2δ(2)
(

p′
N+1 − p′

N

)

· · · (2πh̄)2δ(2) (p′
2 − p′

1) . (2.659)

Esto nos permite hallar todas la integrales py n, pz n, con la excepción de un factor
general para py y pz. Por lo tanto, la integral de trayectoria se reduce a

(xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

dpydpz
(2πh̄)2

N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

] N+1
∏

n=1

[

∫

dpxn

2πh̄

]

(2.660)

× exp

{

i

h̄

[

py(yb − ya) + pz(zb − za)− (tb − ta)
p2z
2M

]}

exp
(

i

h̄
AN

x

)

,

donde AN
x es la partición temporal de la acción de la integral de trayectoria para la

componente x de la trayectoria x(t), es decir

AN
x =

N+1
∑

n=1

[

pxn(xn − xn−1)−
p2xn

2M
− 1

2M

(

py −
e

c
Bxn

)2 ]

. (2.661)

Encontramos que esta es la acción de un oscilador armónico unidimensional con
frecuencia ωB dependiente del campo, cuyo centro de oscilación depende de py, y
está localizado en

x0 = py/MωL. (2.662)
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La integral de trayectoria en x(t) es armónica y la conocemos de lo calculado en
(2.175):

(xbtb|xata)x0 =

√

MωL

2πih̄ sinωL(tb − ta)

× exp
(

i

h̄

MωL

2 sinωL(tb − ta)

{[

(xb − x0)
2 + (xa − x0)

2
]

cosωL(tb − ta)

− 2(xb − x0)(xa − x0)}
)

. (2.663)

Luego de hacer la integral en pz en (2.660), obtenemos la fórmula

(xbtb|xata) =
1

√

2πih̄(tb − ta)/M
e
iM
2h̄

(zb−za)
2

tb−ta (x⊥
b tb|x⊥

a ta), (2.664)

donde la amplitud ortogonal al campo magnético es

(x⊥
b tb|x⊥

a ta) ≡
MωL

2πh̄

∫ ∞

−∞
dx0 e

iMωLx0(yb−ya)/h̄(xbtb|xata)x0. (2.665)

Luego de completar la cuadratura en x0, obtenemos que el exponente total de la
expresión (2.665) será

iMωL

2h̄

[

−(x2b + x2a) tan[ωL(tb − ta)/2] + (xb − xa)
2 1

sinωL(tb − ta)

]

−iMωL

h̄
tan[ωL(tb − ta)/2]

(

x0 −
xb + xa

2
− yb − ya

2 tan[ωL(tb − ta)/2]

)2

+i
MωL

2h̄

[

(xb + xa)
2

2
tan[ωL(tb − ta)/2] +

(yb − ya)
2

2 tan[ωL(tb − ta)/2]

]

+i
MωL

2h̄
(xb + xa)(yb − ya). (2.666)

La integración MωL

∫∞
−∞ dx0/2πh̄ elimina el segundo término, de donde obtenemos

el factor

MωL

2πh̄

√

πh̄

iMωL tan[ωL(tb − ta)/2]
. (2.667)

Reescribiendo los términos restantes, obtenemos la siguiente expresión para la am-
plitud

(xbtb|xata) =

√

M

2πih̄(tb − ta)

3
ωL(tb − ta)/2

sin[ωL(tb − ta)/2]
exp

[

i

h̄
(Acl +Asf)

]

,

(2.668)
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donde la acción es

Acl =
M

2

{

(zb − za)
2

tb − ta
+
ωL

2
cot[ωL(tb − ta)/2]

[

(xb − xa)
2 + (yb − ya)

2
]

+ ωL(xayb − xbya)
}

(2.669)

y el término de superficie será

Asf =
MωL

2
(xbyb − xaya) =

e

2c
B xy

∣

∣

∣

b

a
. (2.670)

2.18.4 Acción Clásica

Dado que la acción es armónica, la amplitud es el producto de una fase eiAcl y un
factor de fluctuación. Una comparación entre la expresión (2.641) y la expresión
(2.658) muestra que el término de superficie no existiŕıa si la amplitud (xbtb|xata)Ã
hubiese sido calculada a partir del vector potencial con simetŕıa axial dado en la
expresión (2.640). Es decir, śı la acción Acl fuese igual a la acción clásica en esa
norma, y donde la parte ortogonal puede reescribirse como

A⊥
cl =

∫ tb

ta
dt

{

M

2

d

dt
(xẋ+ yẏ) +

M

2
[x(−ẍ+ ωLẏ) + y(−ÿ − ωLẋ)]

}

. (2.671)

Luego, las ecuaciones de movimiento son

ẍ = ωLẏ, ÿ = −ωLẋ, (2.672)

lo cual nos reduce la acción a la de una órbita clásica

A⊥
cl =

M

2
(xẋ+ yẏ)

∣

∣

∣

tb

ta
=
M

2
([xbẋb − xaẋa] + [ybẏb − yaẏa]) . (2.673)

Las órbitas de esta acción pueden determinarse fácilmente. Luego de sustituir la
ecuaciones (2.672) una en la otra, vemos que ẋ y ẏ oscilan de manera independiente:

˙̈x+ ω2
Lẋ = 0, ˙̈y + ω2

Lẏ = 0. (2.674)

La solución general de estas ecuaciones es

x =
1

sinωL(tb − ta)
[(xb − x0) sinωL(t− ta) − (xa − x0) sinωL(t− tb) ] + x0, (2.675)

y =
1

sinωL(tb − ta)
[(yb − y0) sinωL(t− ta) − (ya − y0) sinωL(t− tb) ] + y0, (2.676)

donde se han incorporado las condiciones de frontera x(ta,b) = xa,b, y(ta,b)
= ya,b. Las constantes x0, y0 se fijan tal que cumplan con la Ec.(2.672). De donde
obtenemos que

x0 =
1

2

[

(xb + xa) + (yb − ya) cot
ωL

2
(tb − ta)

]

, (2.677)

y0 =
1

2

[

(yb + ya)− (xb− xa)cot
ωL

2
(tb − ta)

]

. (2.678)
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De aqúı calculamos

xbẋb =
ωL

sinωL(tb − ta)
xb [(x0 − xa) + (xb − x0) cosωL(tb − ta)] , (2.679)

xaẋa =
ωL

sinωL(tb − ta)
xa [(x0 − xa) cosωL(tb − ta) + (xb − x0)] , (2.680)

por lo tanto

xbẋb − xaẋa = ωLx0(xb + xa) tan
ωL

2
(tb − ta)

+
ωL

sinωL(tb − ta)

[

(x2b + x2a) cosωL(tb − ta)− 2xbxa
]

=
ωL

2

[

(xb − xa)
2 cot

ωL

2
(tb − ta) + (xb + xa)(yb − ya)

]

. (2.681)

De manera similar encontramos

ybẏb − yaẏa = ωLy0(yb + ya) tan
ωL

2
(tb − ta)

+
ωL

sinωL(tb − ta)
[(y2b + y2a) cosωL(tb − ta)− 2ybya]

=
ωL

2

[

(yb − ya)
2 cot

ωL

2
(tb − ta)− (xb − xa)(yb + ya)

]

. (2.682)

Sustituyendo estos resultados en la expresión (2.673), obtenemos la acción clásica
para el movimiento ortogonal

A⊥
cl =

M

2

{

ωL

2
cot[ωL(tb − ta)/2]

[

(xb − xa)
2 + (yb − ya)

2
]

+ ωL(xayb − xbya)
}

,

(2.683)

que resulta ser la parte ortogonal de la acción (2.669).

2.18.5 Invarianza Traslacional

Resulta interesante ver como la amplitud asegura la invarianza traslacional de to-
dos los observables f́ısicos. En la acción clásica, el primer término es trivialmente
invariante. El último término es

∆A =
MωL

2
(xayb − xbya). (2.684)

En una traslación por una distancia d,

x → x+ d, (2.685)

este término tiene el siguiente cambio

MωL

2
[dx(yb − ya) + dy(xa − xb)] =

MωL

2
[(d× x)b − (d× x)a]z (2.686)
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por lo que la amplitud tiene un cambio representado por una transformación de
norma pura, es decir

(xbtb|xata) → eieΛ(xb)/ch̄(xbtb|xata)e
−ieΛ(xa)/ch̄, (2.687)

donde la fase es

Λ(x) = −MωLh̄c

2e
[d× x]z . (2.688)

Dado que los observables involucran cantidades invariantes de norma, estas trans-
formaciones son irrelevantes.

Una explicación detallada de esto será dada en la Sección 2.23.3.

2.19 Part́ıcula Cargada en un Campo Magnético

Incluyendo un Potencial Armónico

En esta sección generalizamos el sistema magnético discutido anteriormente adicio-
nandole un potencial armónico, como resultado de esto obtendremos una integral
de trayectoria que puede ser resulta sin complicaciones extras. Estos resultados
serán usados posteriormente en el Caṕıtulo 5. Por simplicidad, sólo considerare-
mos la parte ortogonal del campo magnético del sistema resultante. Omitiendo los
śımbolos de ortogonalidad, el Hamiltoniano es el mismo hallado en la expresión
(2.646). Generalizamos este Hamiltoniano adicionandole un potencial armónico con
frecuencia ω 6= ωL, es decir

H(p,x) =
p2

2M
+

1

2
Mω2x2 − ωBlz(p,x). (2.689)

De donde, la acción será

Ae[p,x] =
∫ τb

τa
dτ [−ip · ẋ +H(p,x)] (2.690)

mientras que el Lagrangiano es

Ae[x] =
∫ h̄β

0
dτ

{

M

2
ẋ2(τ) +

1

2
M(ω2 − ω2

B)x
2(τ)− iMωB [x(τ)× ẋ(τ)]z

}

.

(2.691)

Es oportuno observar que este sistema será estable sólo śı ω ≥ ωB. Ahora, la acción
(2.691), escrita en forma matricial, será

Acl =
∫ h̄β

0
dτ

[

M

2

d

dτ
(xẋ) +

M

2
xT Dω2,B x

]

, (2.692)

donde Dω2,B estará dada por la siguiente matriz 2× 2

Dω2,B(τ, τ
′) ≡

(

−∂2τ + ω2 − ω2
B −2iωB∂τ

2iωB∂τ −∂2τ + ω2 − ω2
B

)

δ(τ − τ ′). (2.693)
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Dado que la integral de trayectoria es una Gaussina, podemos calcular de manera
inmediata la función de partición y tenemos

Z =
1

(2πh̄/M)2
detD

−1/2
ω2,B . (2.694)

Representando a Dω2,B(τ, τ
′) como una serie de Fourier

Dω2,B(τ, τ
′) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

D̃ω2,B(ωm)e
−iωm(τ−τ ′), (2.695)

encontramos que las componentes de Fourier son

D̃ω2,B(ωm) =

(

ω2
m + ω2 − ω2

B −2ωBωm

2ωBωm ω2
m + ω2 − ω2

B

)

, (2.696)

mientras que el determinantes es

det D̃ω2,B(ωm) = (ω2
m + ω2 − ω2

B)
2 + 4ω2

Bω
2
m. (2.697)

Luego de factorizar tenemos,

det D̃ω2,B(ωm) = (ω2
m + ω2

+)(ω
2
m + ω2

−), (2.698)

donde definimos

ω± ≡ ω ± ωB. (2.699)

Los vectores propios de D̃ω2,B(ωm) son

e+ =
1√
2

(

1
i

)

, e− = − 1√
2

(

1
−i

)

, (2.700)

mientras que las enerǵıas propias son

d± = ω2
m + ω2 ± 2iωmωB = (ωm + iω±)(ωm − iω∓). (2.701)

Es decir, encontramos que las combinaciones circulares derecha e izquierda x± =
±(x± iy)/

√
2 diagonalizan el Lagrangiano (2.692), tal que

Acl =
∫ h̄β

0
dτ

{

M

2

d

dτ

(

x∗+ẋ+ + x∗−ẋ−
)

+
M

2

[

x∗+(−∂τ − ω+)(−∂τ + ω−)x+ + x∗−(−∂τ − ω−)(−∂τ + ω+)x−
]

}

. (2.702)

Transformando a la variable temporal real, puede verse que las componentes x±(t)
oscilan de manera independiente con frecuencia ω±.
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La factorización (2.698) permite ver que la expresión (2.702) representa la acción
de dos osciladores armónicos independientes de frecuencia ω±. Por lo tanto, la
función de partición estará dada por el siguiente producto

Z =
1

2 sinh (h̄βω+/2)

1

2 sinh (h̄βω−/2)
. (2.703)

Para el caso de una part́ıcula cargada en un campo magnético, discutido en la
Sección 2.18, la función de partición se obtiene luego hallar el ĺımite ω → ωB en
el Hamiltoniano (2.689). En nuestro caso, cuando ω− → 0 la función de partición
(2.703) diverge, esto debido a que el sistema es traslacionalmente invariante en el
espacio. Utilizando la regla mnemónica (2.361) podemos ver que en este ĺımite
debemos reemplazar el inverso de esta frecuencia por una expresión proporcional al
volumen del sistema. En el caso actual, el papel de ω2 de la expresión (2.361) lo
tiene el factor del término x2 en el Lagrangiano (2.691). Como trabajamos en dos
dimensiones, tenemos que hacer el reemplazo

1

ω2 − ω2
B

−−−→
ω→ωB

1

2ωω−
−−−→
ω−→0

β

2π/M
V2, (2.704)

de tal forma que

Z −−−→
ω−→0

1

2 sinh (h̄βω)

V2
λ2ω
, (2.705)

donde λω es la longitud mecánico–cuántica del oscilador armónico hallada en las
Ecs. (2.303) y (2.359).

2.20 Invarianza de Norma y Representanción Alternativa
en Términos de la Integral de Trayectoria

La acción (2.635), de una part́ıcula en un potencial externo ordinario V (x, t) y un potencial vectorial
A(x, t), con ayuda de una función de norma arbitraria con dependencia espacial y temporal, Λ(x, t),
puede ser reescrita en la siguiente forma:

A[x] =

∫ tb

ta

dt

{

M

2
ẋ2 +

e

c
ẋ(t)[A(x, t) + ∇Λ(x, t)]−V (x, t)+

e

c
∂tΛ(x, t)

}

− e

c
[Λ(xb, tb) − Λ(xa, ta)] . (2.706)

Los términos Λ(x, t) que están dentro de la integral se cancelan con los últimos dos términos de
superficie, lo cual tiene como consecuencia que la acción sea independiente de Λ(x, t).

Por esta razón podemos utilizar una función particular Λ(x, t), que sea igual al producto c/e
por la acción clásica A(x, t), y que es solución de la ecuación de Hamilton–Jacobi (1.65), i.e.,

1

2M

[

∇A(x, t) − e

c
A(x, t)

]2

+ ∂tA(x, t) + V (x, t) = 0. (2.707)

De donde obtenemos la siguiente expresión alternatica para la acción:

A[x] =

∫ tb

ta

dt
1

2M

[

M ẋ−∇A(x, t) +
e

c
A(x, t)

]2

+ A(xb, tb) −A(xa, ta). (2.708)
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Para dos soluciones infinitesimalmente diferentes de la ecuación de Hamilton–Jacobi, la dife-
rencia entre las acciones asociadas δA cumple con la siguiente ecuación diferencial

v ·∇δA + ∂tδA = 0, (2.709)

donde v es la velocidad clásica del campo

v(x, t) ≡ (1/M)
[

∇A(x, t) − e

c
A(x, t)

]

. (2.710)

La ecuación diferencial (2.709) expresa el hecho de que dos soluciones A(x, t) para las cuales
la enerǵıa y el momenta, de una part́ıcula localizada en x al tiempo t, difieren en δE y δp,
respectivamente, cumplen con la relación cinemática δE = p · δp/M = ẋcl · ∇δA. Esto se obiene
directamente de la relación E = p2/2M . Las variaciones δE y δp dejan la acción (2.708) invariante.

Para trayectorias que inician en el punto xa, ta y llegan al punto x, t, podemos utilizar una
sucesión de cambios δA de este tipo para hacer que la función A(x, t) coincida con la acción
A(x, t;xa, ta). En términos de esta acción, utilizando la integral de trayectoria, la representación
de la amplitud de evolución temporal tiene la forma

(xbtb|xata) = eiA(xb,tb;xa,ta)/h̄

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx (2.711)

×exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt
1

2M

[

M ẋ−∇A(x, t;xa, ta) +
e

c
A(x, t)

]2
}

igualmente, utilizando v(x(t), t),

(xbtb|xata) = eiA(xb,tb;xa,ta)/h̄

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx exp

[

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
(ẋ− v)

2

]

.

(2.712)

Las fluctuaciones están ahora reguladas por la diferencia entre la velocidad instántanea ẋ(t) y el
valor de la velocidad local clásica del campo v(x, t). Dado que la integral de trayectoria pretende
mantener las desviaciones tan pequeñas como sea posible, decimos que v(x, t) es la velocidad

deseada de la part́ıcula en x y t. Si introducimos las variables del momentum p(t), podemos
escribir la amplitud como una integral de trayectoria en el espacio fase

(xbtb|xata) = eiA(xb,tb;xa,ta)/h̄

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x

∫ Dp

2πh̄

× exp

(

i

h̄

∫ tb

ta

dt

{

p(t) [ẋ(t) − v(x(t), t)] − 1

2M
p2(t)

})

. (2.713)

En la Sección 18.15 utilizaremos este resultado al presentar una interpretación estocástica de los
procesos cuánticos.

2.21 La Integral de Trayectoria en Función de la Velocidad

Otra forma de escribir la integral de trayectoria es aquella donde las fluctuaciónes de las velocidades
son la variación principal. En las Secciones 18.13 y 18.640 se verá que esta variante está relacionada
con las integrales de trayectoria utilizadas en el cálculo estocástico. Observemos aqúı que, al
reescribir la integral de trayectoria en la forma

(xbtb|xata)=

∫

D3x δ

(

xb−xa−
∫ tb

ta

dt ẋ(t)

)

exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
ẋ2−V (x)

]}

, (2.714)
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la función δ nos permite incluir la última variable xn en la norma de la integral de trayectoria en
la versión de la partición temporal. Aśı todas las derivadas temporales (xn+1 − xn)/ǫ, para n = 0
hasta N , pueden integrarse suponiendo que podemos considerarlas como las variables fluctuantes
independientes vn. En el potencial, la dependencia en las velocidad puede hacerse expĺıcita usando
la siguiente manipulación algebraica

x(t) = xb −
∫ tb

t

dtv(t), (2.715)

x(t) = xa +

∫ t

ta

dtv(t), (2.716)

x(t) = X +
1

2

∫ tb

ta

dt′ v(t′)ǫ(t′ − t), (2.717)

donde la cantidad

X ≡ xb + xa

2
(2.718)

es la posición promedio de los puntos extremos y ǫ(t − t′) es la combinación antisimétrica de las
funciones de Heaviside introducidas en la Ec. (1.315).

Utilizando el primer reemplazo, obtenemos la integral de trayectoria en función de la velocidad

(xbtb|xata)=

∫

D3v δ

(

xb−xa−
∫ tb

ta

dtv(t)

)

exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
v2−V

(

xb−
∫ tb

t

dtv(t)

)]}

. (2.719)

Para normalizar esta integral utilizamos la expresión
∫

D3v exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
v2

]}

= 1. (2.720)

Lo correccto de esta normalización pueden verificarse al evaluar la expresión (2.719) para una
part́ıcula libre. Utilizando la representación de Fourier de la función δ

δ

(

xb − xa −
∫ tb

ta

dtv(t)

)

=

∫

d3p

(2πi)3
exp

[

i

h̄
p

(

xb − xa −
∫ tb

ta

dtv(t)

)]

, (2.721)

completando la cuadratura en el exponente y utilizando la expresión (2.720) podemos integrar las
fluctuaciones en v y obtenemos

(xbtb|xata) =

∫

d3p

(2πi)3
exp

{

i

h̄

[

p (xb − xa) −
p2

2M
(tb − ta)

]}

. (2.722)

Esta expresión es la representación esprectral (1.333) de la amplitud de evolución temporal de la
part́ıcula libre (1.335) [ver también la Ec. (2.53)].

Puede obtenerse una integral de trayectoria más simétrica utilizando el tercer reemplazo
(2.717). Con este reemplazo obtenemos la expresión

(xbtb|xata) =

∫

D3v δ

(

∆x−
∫ tb

ta

dtv(t)

)

exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
v2

}

× exp

{

− i

h̄

∫ tb

ta

dt V

(

X +
1

2

∫ tb

ta

dt′ v(t′)ǫ(t′ − t)

)}

. (2.723)

La representación en términos de las velocidades es particularmente útil si lo que buscamos es
conocer la integral de amplitudes de la forma

∫

d3xa (xbtb|xata) =

∫

D3v exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
v2

}

.

× exp

{

− i

h̄

∫ tb

ta

dtV

(

xb −
1

2

∫ tb

t

dt′ v(t′)

)}

. (2.724)

Estas expresiones serán de utilidad en la siguiente sección.
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2.22 Representación de la Matriz de Dispersión como una
Integral de Trayectoria

En la Sección 1.16 vimos que en la descripción del proceso de dispersión se requiere hallar varios
ĺımites no triviales de la amplitud de evolución temporal. Veamos ahora lo que obtenemos de estos
ĺımites cuando aplicamos la representación de la integral de trayectoria a la amplitud de evolución
temporal.

2.22.1 Desarrollo General

La fórmula (1.474), de la matriz de dispersión, expresada en términos del operador de evolución
temporal en el espacio de los momenta, tiene la siguiente representación en términos de las integrales
de trayectoria:

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Ebtb−Eata)/h̄

∫

d3xb

∫

d3xae
−i(pbxb−paxa)/h̄(xbtb|xata). (2.725)

Introduciendo la transferencia del momentum q ≡ (pb − pa), reescribimos la exponencial
e−i(pbxb−paxa)/h̄ como e−iqxb/h̄e−ipa(xb−xa)/h̄, y observamos que la amplitud, incluyendo el pre-
factor exponencial e−ipa(xb−xa)/h̄, tiene la siguiente representación en términos de las integrales
de trayectoria:

e−ipa(xb−xa)/h̄(xbtb|xata) =

∫

D3x exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
ẋ2 − paẋ− V (x)

]}

. (2.726)

El término lineal ẋ puede eliminarse cambiando la trayectoria de x(t) a la trayectoria

y(t) = x(t) − pa

M
t (2.727)

de donde obtenemos que

e−ipa(xb−xb)/h̄(xbtb|xata)=e−ip2

a(tb−ta)/2Mh̄

∫

D3y exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
ẏ2−V

(

y+
P

M
t

)]}

.

(2.728)
Utilizando estos resultados en la expresión (2.725) obtenemos

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

eiq
2tb/2Mh̄

∫

d3yb e
−iqyb/h̄

∫

d3ya

×
∫

D3y exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
ẏ2−V

(

y +
pa

M
t
)

]}

. (2.729)

En ausencia de una interacción, la integral de trayectoria para y(t) será

∫

d3ya
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M
exp

[

i

h̄

M

2

(yb − ya)
2

tb − ta)

]

= 1, (2.730)

y la integral para ya será

〈pb|Ŝ|pa〉|V ≡0 = lim
tb−ta→∞

eiq
2(tb−ta)/8Mh̄(2πh̄)3δ(3)(q) = (2πh̄)3δ(3)(pb − pa), (2.731)

esta expresión es la contribución a la matriz de dispersión, Ec. (1.477), del haz no dispersado.
Luego de una descomposición de Fourier del potencial, la contribución de primer orden de la

interacción es

〈pb|Ŝ1|pa〉 = − i

h̄
lim

tb−ta→∞
eiq

2tb/2Mh̄

∫

d3yb e
−iqyb/h̄

∫

d3Q

(2πh̄)3
V (Q)

∫

d3ya

×
∫ tb

ta

dt′ exp

(

i

h̄

paQ

M
t′
)∫

D3y exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
ẏ2+ δ(t′−t)Qy

]}

. (2.732)
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La integral de trayectoria armónica en una dimensión para un fuente j(t) será resuelta en la
Ec. (3.168). Para ω = 0 y la fuente j(t) = δ(t′ − t)Q, en tres dimensiones, el resultado será

1
√

2πih̄(tb − ta)/M
3 exp

[

i

h̄

M

2

(yb − ya)
2

tb − ta

]

× exp

(

i

h̄

1

tb − ta

{

[yb(t
′ − ta) + ya(tb − t′)]Q− 1

2M
(tb − t′)(t′ − ta)Q

2

})

. (2.733)

Efectuando la integral para ya obtenemos

exp

{

i

h̄
Qyb

}

exp

{

− i

h̄

1

2M
(tb − t′)Q2

}

. (2.734)

La integral sobre la variable yb en la expresión (2.732) será una función δ, (2πh̄)3δ(3)(Q − q), de
tal forma que el prefactor exponencial en (2.732) se cancela por el segundo factor de la expresión
(2.734).

En el ĺımite tb − ta → ∞, la integral en t′ produce una función δ, 2πh̄δ(pbQ/M + Q2/2M) =
2πh̄δ(Eb −Ea), de la cual obtenemos la conservación de la enerǵıa. De esta forma encontramos la
conocida aproximación de Born

〈pb|Ŝ1|pa〉 = −2πiδ(Eb − Ea)V (q). (2.735)

En general, restando el término de la part́ıcula no dispersada (2.731) de la expresión (2.729),
obtenemos una representación de la matriz T en términos de la integral de trayectoria [para una
definición recordemos la expresión (1.477)]:

2πh̄iδ(Eb − Ea)〈pb|T̂ |pa〉 ≡ − lim
tb−ta→∞

eiq
2tb/2Mh̄

∫

d3yb e
−iqyb/h̄

∫

d3ya

×
∫

D3y exp

(

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
ẏ2

){

exp

[

− i

h̄

∫ tb

ta

dt V
(

y +
pa

M
t
)

]

− 1

}

. (2.736)

Algunas veces es preferible tener una fórmula que no contenga la función δ relacionada con la
conservación de la enerǵıa. Para remover esta función δ, observemos que el origen de este factor se
debe a la invarianza temporal–traslacional de la integral de trayectoria en el ĺımite tb − ta → ∞.
Si cambiamos la variable temporal t → t + t0, y al mismo tiempo hacemos el cambio de variable
espacial y → y − pat0/M , la integral de trayectoria sigue sin cambios, con la excepción de que
hemos desplazado los tiempos inicial y final tb+ t0 y ta+ t0. En el ĺımite tb− ta → ∞, las integrales
∫ tb+t0
ta+t0

dt pueden reemplazarse de nueva cuenta por
∫ tb
ta

dt. El único sitio donde la dependencia en

t0 está presente es en el prefactor e−iqyb/h̄ el cual ahora tiene la forma e−iqyb/h̄eiqpat0/Mh̄. De
todas las las fluctuaciones de las trayectorias, existe un grado de libertad que equivale a un cambio
temporal de la trayectoria. Este cambio es equivalente a una integral sobre t0 que da origen a
una función δ, 2πh̄δ (qpa/M) = 2πh̄δ (Eb − Ea). Lo que resta es identificar la relación entre este
cambio temporal y la correspondiente norma de la integral de trayectoria. Es claro que este cambio
es una desviación total de la trayectoria en la dirección p̂a ≡ pa/|pa|. La manera formal de aislar
este grado de libertad es siguiendo un método desarrollado por Faddeev and Popov36, el cual
consiste en introducir en la integral de trayectoria (2.729) la siguiente representación integral de
la unidad:

1 =
|pa|
M

∫ ∞

−∞

dt0 δ (p̂a(yb + pat0/M)) . (2.737)

En lo que sigue eliminaremos el sub́ındide a del haz incidente y escribimos solamente

p ≡ pa, p ≡ |pa| = |pb|. (2.738)

36L.D. Faddeev and V.N. Popov, Phys. Lett. B 25 , 29 (1967).
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Luego del cambio temporal en la integral de trayectoria, la función δ en la expresión (2.737) tendrá
la forma δ (p̂ayb), y ya no tenemos dependencia en t0. Ahora, podemos hacer la integral sobre t0,
de donde obtenemos una función δ para la enerǵıa. Eliminando la enerǵıa de la ecuación obtenemos
la representación de la matriz T en términos de la integral de trayectoria

〈pb|T̂ |pa〉 ≡ i
p

M
lim

tb−ta→∞
eiq

2(tb−ta)/8Mh̄

∫

d3yb δ (p̂ayb) e−iqyb/h̄

∫

d3ya

×
∫

D3y exp

(

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
ẏ2

){

exp

[

− i

h̄

∫ tb

ta

dt V

(

y+
P

M
t

)]

−1

}

. (2.739)

A partir de ahora es conveniente recurrir a la representación de la integral de trayectoria en función
de la velocidad, Ec. (2.723). Con esto podemos realizar de manera trivial la integral sobre yb, de
donde obtenemos la versión y de la expresión (2.724). La función δ asegura la cancelación de la
componente longitudinal de yb. La componente transversal de yb, denotada por y, será:

b ≡ yb − (p̂ayb)p̂/a. (2.740)

De esta forma obtenemos la representación en términos de la integral de trayectoria

〈pb|T̂ |pa〉 ≡ i
p

M
lim

tb−ta→∞
eiq

2tb/2Mh̄

∫

d2b e−iqb/h̄

×
∫

D3v exp

(

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
v2

)

[

eiχb,p[v] − 1
]

, (2.741)

donde el efecto de la interacción está contenida en la fase de la dispersión

χb,p[v] ≡ − 1

h̄

∫ tb

ta

dt V

(

b +
p

M
t−
∫ tb

t

dt′ v(t′)

)

. (2.742)

Ahora, podemos regresar a la integral de trayectoria convencional, reemplazando las velocidades
v(t) por la expresión ẏ(t) = −

∫ tb
t v(t). Esta trayectoria se anula para t = tb. De manera

equivalente, podemos utilizar las trayectorias z(t) con condiciones de frontera periódicas y eliminar
de estas el término z(tb) = zb.

De la relación 〈pb|T̂ |pa〉 obtenemos la amplitud de dispersión fpbpa
, cuyo modulo al cuadrado,

al ser multiplicada por el factor −M/2πh̄, nos dará la sección transversal de dispersión [ver la
Ec. (1.497)].

Notese que la evaluación de la integral de trayectoria armónica, en la representación en función
de la velocidad, integrada en ya, expresión (2.732), es mucho más simple que lo hallado anterior-
mente donde necesitabamos de las expresiones (2.733), (2.734). De la descomposición de Fourier
del potencial V (x), expresión (2.742), obtenemos que la integral reelevante es

∫

D3v exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
v2−Θ(tb− t′)Qv

]}

=e
− i

2Mh̄

∫

tb

ta
dtΘ2(tb−t

′)Q2

=e−
i

2Mh̄
(tb−t′)Q2

. (2.743)

El primer factor de la expresión (2.734) proviene directamente del argumento Y de la representación
de Fourier del potencial

V

(

yb +
p

M
t−

∫ tb

t

dt′ v(t′)

)

obtenida de la matriz S (2.729), en la representación de la velocidad.
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2.22.2 Formulación Mejorada

El prefactor eiq
2tb/2Mh̄ es un obtáculo cuando queremos hallar al ĺımite tb−ta → ∞ en la expresión

de la derecha de la fórmula (2.741). Para evitarlo, representamos este factor mediante una integral
de trayectoria auxiliar37 para un campo vectorial w(t):

eiq
2tb/2Mh̄ =

∫

D3w exp

[

− i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
w2(t)

]

e
i
∫

tb

ta
dtΘ(t)w(t)q/h̄

. (2.744)

El último factor convierte la exponencial e−iqb/h̄ de la expresión (2.741) en el factor

e
−iq

[

b+
∫

tb

ta
dtΘ(t)w(t)

]

/h̄
. Dado que b es una variable muda de integración, puede ser reemplazada

por b → bw ≡ b−
∫ tb
ta

dtΘ(t)w(t) en la fase de la dispersión χb,p[v] y tendremos

fpbpa
= lim

tb−ta→∞

p

2πih̄

∫

d2b e−iqb/h̄

∫

D3w

×
∫

D3v exp

[

i

h̄

∫ ∞

−∞

dt
M

2

(

v2 −w2
)

]

[

exp
(

iχbw,p

)

− 1
]

. (2.745)

La fase de la dispersión de esta expresión puede calcularse con ayuda de la fórmula (2.742) y la
integral se evalúa en todo el eje t:

χbw,p[v,w] = − 1

h̄

∫ ∞

−∞

dt V

(

b +
p

M
t−

∫ tb

ta

dt′ [Θ(t′−t)v(t′) − Θ(t′)w(t′)]

)

. (2.746)

Es necesario corregir las fluctuaciones de w(t) por el hecho de que la part́ıcula resultante, en
promedio, no viaja con velocidad p/M = pa/M sino que lo hace a la velocidad pb/M = (p+q)/M .

Podemos regresar a la integral de trayectoria convencional al introducir el factor y(t) =

−
∫ tb
t v(t), lo mismo que utilizar z(t) = −

∫ tb
t w(t). De donde obtenemos la representación al-

ternativa

fpbpa
= lim

tb−ta→∞

p

2πih̄

∫

d2b e−iqb/h̄

∫

d3ya

∫

d3za

×
∫

D3y

∫

D3z exp

[

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2

(

ẏ2 − ż2
)

]

[

eiχbz,p[y] − 1
]

, (2.747)

donde

χbz,p[y] ≡ − 1

h̄

∫ tb

ta

dt V
(

b +
p

M
t + y(t) − z(0)

)

, (2.748)

donde las integrales de trayectoria son para yb = 0 y zb = 0. En la Sección 3.26 evaluaremos esta
integral de trayectoria en forma perturbativa.

2.22.3 Amplitud de Dispersión en la Aproximación Eikonal

En la aproximación a menor orden, ignoramos las variables de fluctuación y(t) y z(t) de la expresión
(2.748). Luego, de la integral obtenida en (2.747)

∫

d3ya

∫

d3za

∫

D3y

∫

D3z exp

[

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2

(

ẏ2 − ż2
)

]

(2.749)

37Ver R. Rosenfelder, ETH Zürich en 1979: Pfadintegrale in der Quantenphysik , 126 p., PSI
Report 97-12, ISSN 1019-0643, y 7th Int. Conf. on Path Integrals in Antwerpen, Path Integrals

from Quarks to Galaxies , 2002.
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encontramos la amplitud de dispersión el la aproximación eikonal

f ei
pbpa

≡ p

2πih̄

∫

d2b e−iqb/h̄
[

exp
(

iχei
b,p

)

− 1
]

, (2.750)

donde

χei
b,p ≡ − 1

h̄

∫ ∞

−∞

dt V
(

b +
p

M
t
)

. (2.751)

La integración temporal puede transformarse a una integral de linea, en la dirección de las part́ıculas
incidentes, si introducimos la variablez ≡ pt/M . Con esto podemos reescribir

χei
b,p ≡ −M

p

1

h̄

∫ ∞

−∞

dz V (b + p̂z) . (2.752)

Si el potencial V (x) es rotacionalmente simétrico, es decir, depende sólo de r ≡ |x|. Entonces,
podemos escribir el potencial simplemente como V (r), y en la integral (2.752) tendremos

χei
b,p ≡ −M

p

1

h̄

∫ ∞

−∞

dz V
(

√

b2 + z2
)

. (2.753)

Sustituyendo estos resultados en la expresión (2.750), y utilizando la fórmula

1

2π

∫ π

−π

dθ exp

(

i

h̄
qb cos θ

)

= J0(qb), (2.754)

donde J0(ξ) es la función de Bessel, podemos realizar la integral sobre todos los ángulos entre q y
b, de donde tendremos

f ei
pbpa

=
p

ih̄

∫

db b J0(qb)
[

exp
(

iχei
b,p

)

− 1
]

. (2.755)

La variable de integración b coincide con el paramétro de impacto b utilizado en la Ec. (1.500).
La expresión (2.755) es lo que conocemos como la aproximación eikonal, ver Ec. (1.500), donde
χei
b,p

/2 es la fase de la dispersión, δl(p), del momentum angular l = pb/h̄:

χei
b,p = 2iδpb/h̄(p). (2.756)

2.23 Aproximación a la Amplitud de Evolución Temporal
en la Imagen de Heisenberg

Una alternativa a la derivación de la amplitud de evolución temporal de sistemas armónicos,
hallada en términos de la integral de trayectoria, es aquella que utiliza la imagen de Heisenberg de la
mecánica cuántica. Esta aproximación es similar a la derivación de la integral de trayectoria, ya que
requiere resolver las ecuaciones clásicas de movimiento con posiciones inicial y final determinadas
para obtener la exponencial de la acción clásica eiA/h̄. Sin embargo, el factor de fluctuación que
acompaña a esta exponencial se obtiene de las reglas de conmutación de los operadores de las
órbitas, como será demostrado a continuación.

2.23.1 Part́ıcula Libre

Aqúı, lo que necesitamos calcular es el elemento de matriz del operador de evolución temporal

(x t|x′ 0) = 〈x|e−iĤt/h̄|x′〉, (2.757)

donde Ĥ es el operador Hamiltoniano

Ĥ = H(p̂) =
p̂2

2M
. (2.758)
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Para esto, calcularemos la amplitud de evolución temporal (2.757), resolviendo la ecuación difer-
encial

ih̄∂t〈x t|x′ 0〉 ≡ 〈x|Ĥ e−iĤt/h̄|x′〉 = 〈x|e−iĤt/h̄
[

eiĤt/h̄Ĥ e−iĤt/h̄
]

|x′〉
= 〈x t|H(p̂(t))|x′ 0〉. (2.759)

En el argumento tenemos ahora el operador dependiente del tiempo p̂, definido en la imagen de
Heisenberg. Para la evaluación del término del lado derecho necesitaremos reexpresar el operador
H(p̂(t)) como una función de operadores de posición inicial y final, de tal forma que todos los
operadores de posición final aparezcan a la izquierda de los operadores de posición final:

Ĥ = H(x̂(t), x̂(0); t). (2.760)

Luego, los elementos de matriz del término de la derecha pueden evaluarse utilizando las ecuaciones
de valores propios

〈x t|x̂(t) = x〈x t|, x̂(0)|x′ 0〉 = x′|x′ 0〉, (2.761)

de donde obtenemos

〈x t|H(x̂(t), x̂(0); t)|x̂ 0〉 = H(x,x′; t)〈x t|x′ 0〉, (2.762)

y la ecuación diferencial (2.759) será

ih̄∂t〈x t|x′ 0〉 ≡ H(x,x′; t)〈x t|x′ 0〉, (2.763)

o de manera equivalente

〈x t|x′ 0〉 = C(x,x′)E(x,x′; t) ≡ C(x,x′)e
−i
∫

t
dt′ H(x,x′;t′)/h̄

. (2.764)

El prefactor C(x,x′) contiene una posible constante de integración resultante de la integración
temporal en el exponente.

El operador Hamiltoniano puede llevarse a la forma de ordenamiento temporal (2.760), śı
resolvemos las ecuaciones de movimiento de Heisenberg

dx̂(t)

dt
=

i

h̄

[

Ĥ, x̂(t)
]

=
p̂(t)

M
, (2.765)

dp̂(t)

dt
=

i

h̄

[

Ĥ, p̂(t)
]

= 0. (2.766)

La segunda ecuación muestra que el momento es independiente del tiempo:

p̂(t) = p̂(0), (2.767)

de esta forma hallamos que la solución a la primera ecuación es

x̂(t) − x̂(0) = t
p̂(t)

M
, (2.768)

con lo cual la ecuación (2.758) será

Ĥ =
M

2t2
[x̂(t) − x̂(0)]

2
. (2.769)

Esta expresión aún no tiene la forma de la expresión Ec. (2.760), que es la que buscamos, ya que
tenemos un factor que no está ordenado temporalmente. El ordenamiento apropiado se obtiene
reescribiendo Ĥ en la forma

Ĥ =
M

2t2
{

x̂2(t) − 2x̂(t)x̂(0) + x̂2(0) + [x̂(t), x̂(0)]
}

, (2.770)
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y calculando el conmutador de la Ec. (2.768), con ayuda de la regla de conmutación canónica
[p̂i, x̂j ] = −ih̄δij , tal que

[x̂(t), x̂(0)] = − ih̄

M
Dt, (2.771)

de esta forma, hallamos la expresión deseada

Ĥ = H(x̂(t), x̂(0); t) =
M

2t2
[

x̂2(t) − 2x̂(t)x̂(0) + x̂2(0)
]

− ih̄
D

2t
. (2.772)

Los elementos de matriz, Ec. (2.762), serán:

H(x,x′; t) =
M

2t2
(x− x′)

2 − ih̄
D

2t
. (2.773)

De esto, el factor exponencial de la Ec. (2.764) será

E(x,x′; t) = e−i
∫

dtH(x,x′;t)/h̄ = exp

[

i

h̄

M

2t
(x− x′)

2 − D

2
log t

]

. (2.774)

Sustituyendo la expresión (2.774) en la Ec. (2.764), obtenemos

〈x t|x′ 0〉 = C(x,x′)
1

tD/2
exp

[

i

h̄

M

2t
(x− x′)

2
]

. (2.775)

Toda posible constante de integración, obtenida de la expresión (2.774), que depende de x,x′ se
absorbe en el prefactor C(x,x′). Este prefactor quedará determinado por las ecuaciones diferen-
ciales:

−ih̄∇〈x t|x′ 0〉 = 〈x|p̂e−iĤt/h̄|x′〉 = 〈x|e−iĤt
[

eiĤt/h̄p̂e−iĤt/h̄
]

|x′〉 = 〈x t|p̂(t)|x′ 0〉.

ih̄∇′〈x t|x′ 0〉 = 〈x|e−iĤt/h̄p̂|x′〉〈x t|p̂(0)|x′ 0〉. (2.776)

Utilizando la expresión (2.768) y la conservación del momento (2.767), nuestras ecuaciones serán

−ih̄∇〈x t|x′ 0〉 =
M

t
(x− x′) 〈x t|x′ 0〉,

ih̄∇′〈x t|x′ 0〉 =
M

t
(x− x′) 〈x t|x′ 0〉. (2.777)

Con el resultado anterior (2.775), obtenemos que las condiciones sobre C(x,x′) son

−i∇C(x,x′) = 0, i∇′C(x,x′) = 0, (2.778)

las cuales tienen solución sólo para el caso en que C es una constante. La constante buscada estará
determinada por la condición inicial

lim
t→0

〈x t|x′ 0〉 = δ(D)(x− x′), (2.779)

y será

C =

√

M

2πih̄

D

. (2.780)

De tal forma que la amplitud de la part́ıcula libre, expresión (2.74), será

〈x t|x′ 0〉 ≡
√

M

2πih̄t

D

exp

[

i

h̄

M

2t
(x− x′)2

]

. (2.781)

Notese que el factor de fluctuación 1/tD/2, obtenido en esta aproximación, es una consecuencia de
la relación de conmutación (2.771).
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2.23.2 Oscilador Armónico

Para el caso del oscilador armónico, nuestro operador Hamiltoniano es

Ĥ = H(p̂, x̂) =
p̂2

2M
+

Mω2

2
x2, (2.782)

el cual tiene que ser ordenado temporalmente en la forma (2.760). Ahora, las ecuaciones de
movimiento de Heisenberg que tienen que ser resueltas son

dx̂(t)

dt
=

i

h̄

[

Ĥ, x̂(t)
]

=
p̂(t)

M
, (2.783)

dp̂(t)

dt
=

i

h̄

[

Ĥ, p̂(t)
]

= −Mω2x̂(t). (2.784)

De la solución de estas ecuaciones obtenemos [comparar con la Ec.(2.158)]

p̂(t) = M
ω

sinωt
[x̂(t) cosωt− x̂(0)] . (2.785)

Sustituyendo esta solución en la Ec.(2.782), obtenemos

Ĥ =
Mω2

2 sin2 ωt

{

[x̂(t) cosωt− x̂(0)]
2

+ sin2 ωt x̂2(t)
}

, (2.786)

o también

Ĥ =
Mω2

2 sin2 ωt

{

x̂2(t) + x̂2(0) − 2 cosωt x̂(t)x̂(0) + cosωt [x̂(t), x̂(0)]
}

. (2.787)

El conmutador de la Ec. (2.785) con el operador x̂(t) tendrá el siguiente resultado [comparar con
la Ec. (2.771)]

[x̂(t), x̂(0)] = − ih̄

M
D

sinωt

ω
, (2.788)

de tal forma que los elementos de matriz del operador Hamiltoniano (2.762) serán [comparar con
la Ec. (2.773)]

H(x,x′; t) =
Mω2

2 sin2 ωt

(

x2 + x′2 − 2 cosωtxx′
)

− ih̄
D

2
ω cotωt. (2.789)

De aqúı obtenemos la siguiente integral [comparar con la Ec. (2.774)]

∫

dtH(x,x′; t) = − Mω

2 sinωt

[(

x2 + x′2
)

cosωt− 2xx′
]

− ih̄
D

2
log

sinωt

ω
. (2.790)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (2.764), encontramos la amplitud del oscilador armónico
(2.177), además del factor C(x,x′). Una vez más encontramos que este factor estará determinado
por la ecuación diferencial (2.776), y obtenemos que es sólo un factor de normalización determinado
por la condición (2.779), cuyo valor estará dado por (2.780).

Como en el caso anterior, el factor de fluctuación tiene su origen en el conmutador (2.788).

2.23.3 Part́ıcula Cargada en un Campo Magnético

Veamos ahora el caso, discutido en la Sección 2.18, de la part́ıcula cargada en un campo magnético.
En este problema es conveniente expresar el operador Hamiltoniano en términos del operador
covariante del momentum (2.644),

P̂ ≡ p̂− e

c
A(x̂), (2.791)
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de tal forma que tendremos [comparar con la Ec. (2.643)]

Ĥ = H(p̂, x̂) =
P̂2

2M
. (2.792)

En presencia de un campo magnético, las componentes de este operador no conmutan entre śı sino
que satisfacen las reglas de conmutación:

[P̂i, P̂j ] = −e

c
[p̂i, Âj ] −

e

c
[Âi, p̂j ] = i

eh̄

c
(∇iAj −∇jAi) = i

eh̄

c
Bij , (2.793)

donde Bij = ǫijkBK es la representación usual del tensor antisimétrico del campo magnético.
Ahora, tenemos que resolver las siguientes ecuaciones de movimiento de Heisenberg

dx̂(t)

dt
=

i

h̄

[

Ĥ, x̂ (t)
]

=
P̂(t)

M
(2.794)

dP̂(t)

dt
=

i

h̄

[

Ĥ, P̂(t)
]

=
e

Mc
B(x̂(t))P̂(t) + i

eh̄

Mc
∇jBji(x̂(t)), (2.795)

donde B(x̂(t))P̂(t) es el producto de la matriz Bij(x̂(t)) con el vector P̂. Para un campo constante,
donde Bij(x̂(t)) es la matriz constante Bij , el último término de la segunda ecuación es cero y
obtenemos directamente la solución

P̂(t) = eΩLtP̂(0), (2.796)

donde ΩL es la versión matricial de la frecuencia de Landau (2.648)

ΩL ij ≡
e

Mc
Bij . (2.797)

Con ayuda de la frecuencia vectorial de Landau

!L ≡ e

Mc
B (2.798)

y con los generadores 3 × 3 del grupo de rotación

(Lk)ij ≡ −iǫkij (2.799)

tendremos
ΩL = iL · !L. (2.800)

Luego, utilizando estos resultados en la expresión Eq. (2.794), encontramos

x̂(t) = x̂(0) +
eΩLt − 1

ΩL

P̂(0)

M
, (2.801)

donde el término matricial del lado derecho estará dado por la serie de potencias

eΩLt − 1

ΩL
= t + ΩL

t2

2
+ Ω2

L

t3

3!
+ . . . . (2.802)

La inversa de la expresión (2.801) será

P̂(0)

M
=

ΩL/2

sinh ΩLt/2
e−ΩLt/2 [x̂(t) − x̂(0)] . (2.803)

Con ayuda de la expresión (2.796), obtenemos

P̂(t) = MN(ΩLt) [x̂(t) − x̂(0)] , (2.804)



210 2 Integrales de Trayectoria — Propiedades Elementales y Soluciones Simples

donde definimos la matriz

N(ΩLt) ≡
ΩL/2

sinh ΩLt/2
eΩLt/2. (2.805)

Elevando al cuadrado la expresión (2.804) obtenemos

P̂2(t)

2M
=

M

2
[x̂(t) − x̂(0)]

T
K(ΩLt) [x̂(t) − x̂(0)] , (2.806)

donde
K(ΩLt) = NT (ΩLt)N(ΩLt). (2.807)

Utilizando la antisimetŕıa de la matriz ΩL, el último resultado puede ser reescrito como

K(ΩLt) = N(−ΩLt)N(ΩLt) =
Ω2

L/4

sinh2 ΩLt/2
. (2.808)

Utilizando la Ec. (2.801), encontramos que el conmutador a distintos tiempos del operador x̂(t)
está dado por

[x̂i(t), x̂j(0)] = − i

M

(

eΩLt − 1

ΩL

)

ij

, (2.809)

de donde

[

x̂i(t), x̂j(0)
]

+ [x̂j(t), x̂i(0)] = − i

M

(

eΩLt − 1

ΩL
+

eΩ
T
Lt − 1

ΩT
L

)

ij

= − i

M

(

eΩLt − e−ΩLt

ΩL

)

ij

= −2
i

M

[

sinh ΩLt

ΩL

]

ij

. (2.810)

Ahora, podemos desarrollar (2.806) en una serie de potencias de los operadores x̂(t) y x̂(0). Luego,
por el ordenamiento temporal tendremos el operador x̂(t) a la izquierda del operador x̂(0) en la
siguiente forma:

H(x̂(t), x̂(0)) =
M

2

[

x̂T (t)K(ΩLt)x̂(t) − 2x̂TK(ΩLt)x̂(0) + x̂TK(ΩLt)x̂(0)
]

− ih̄

2
tr

[

ΩL

2
coth

ΩLt

2

]

. (2.811)

Ahora, tenemos que hallar la integral temporal de esta cantidad, para lo cual utilizamos las fórmulas

∫

dtK(ΩLt) =

∫

dt
Ω2

L/2

sinh2 ΩLt/2
= −ΩL

2
coth

ΩLt

2
, (2.812)

y
∫

dt
1

2
tr

[

ΩL

2
coth

ΩLt

2

]

= tr log
sinh ΩLt/2

ΩL/2
= tr log

sinhΩLt/2

ΩLt/2
+ 3 log t, (2.813)

estos resultados se obtienen de una serie de Taylor. El factor 3 en el último término es debido a la
traza tridimensional. El fator exponencial E(x,x′; t) de la expresión (2.764), será

E(x,x′; t)=
1

t3/2
exp

{

i

h̄

M

2
(x−x′)T

(

ΩL

2
coth

ΩLt

2

)

(x−x′) − 1

2
tr log

sinhΩLt/2

ΩLt/2

}

. (2.814)

Donde, del último término obtenemos el prefactor

[

det
sinh ΩLt/2

ΩLt/2

]−1/2

. (2.815)
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Como en casos anteriores, el factor de integración independiente del tiempo C(x,x′) estará
dado por las ecuaciones diferenciales para x y x′, y estas ecuaciones estarán dadas por la derivadas
covariantes:

[

−ih̄∇− e

c
A(x)

]

〈x t|x′ 0〉 = 〈x|P̂e−iĤt/h̄|x′〉 = 〈x|e−iĤt/h̄
[

eiĤt/h̄P̂e−iĤt/h̄
]

|x′〉

= 〈x t|P̂(t)|x′ 0〉 = L(ΩLt)(x− x′)〈x t|x′ 0〉, (2.816)
[

ih̄∇′− e

c
A(x)

]

〈x t|x′ 0〉 = 〈x|e−iĤt/h̄P̂|x′〉

= 〈x t|P̂(0)|x′ 0〉 = L(ΩLt)(x − x′)〈x t|x′ 0〉. (2.817)

Aplicando la derivada parcial, encontramos

−ih̄∇〈x t|x′ 0〉= [−ih̄∇C(x,x′)]E(x,x′; t)+C(x,x′)[−ih̄∇E(x,x′; t)]

= [−ih̄∇C(x,x′)]E(x,x′; t)+C(x,x′)M

(

ΩL

2
coth

ΩLt

2

)

(x−x′)E(x,x′; t).

Restando el término del lado derecho de (2.816) nos permite reescribir

M

(

ΩL

2
coth

ΩLt

2

)

(x− x′) −ML(ΩLt)(x− x′) = −M

2
ΩL(x− x′), (2.818)

de tal forma que encotramos que C(x,x′) cumple con la ecuación diferencial independiente del
tiempo

[

−ih̄∇− e

c
A(x) − M

2
ΩL(x− x′)

]

C(x,x′) = 0. (2.819)

Utilizando la segunda ecuación (2.817): obtenemos una ecuación similar:
[

ih̄∇′ − e

c
A(x) − M

2
ΩL(x− x′)

]

C(x,x′) = 0. (2.820)

La solución de estas ecuaciones es de la forma

C(x,x′) = C exp

{

i

h̄

∫ x

x′

d�

[

e

c
A(�) +

M

2
ΩL(�− x′)

]}

. (2.821)

La integral de contorno es arbitraria en virtud de que hallamos que el potencial vectorial

e

c
A′(�) ≡ e

c
A(�) +

ΩL

2
(�− x′) =

e

c

[

A(�) − 1

2
B× (�− x′)

]

(2.822)

tiene rotacional cero, ∇×A′(x) = 0. Por lo tanto, podemos elegir el contorno como la ĺınea recta
que une los puntos x′ y x, en cuyo caso d� está dirigido en la misma dirección que x− x′, al igual
que �− x′, por lo que el producto vectorial es cero. De esta forma, tendremos que para el caso de
una conexión en ĺınea recta, el término ΩL nos permite llegar a la siguiente relación

C(x,x′) = C exp

{

i
e

c

∫ x

x′

d�A(�)

}

. (2.823)

Finalmente, la constante de normalización C, por la condición inicial (2.779), tendrá el valor dado
en (2.780).

Reuniendo términos, encontramos que la amplitud es

〈x t|x′ 0〉 =
1

√

2πih̄2t/M
3

[

det
sinh ΩLt/2

ΩLt/2

]−1/2

exp

{

i
e

c

∫ x

x′

d�A(�)

}

× exp

{

i

h̄

M

2
(x− x′)T

(

ΩL

2
coth

ΩLt

2

)

(x− x′)

}

. (2.824)
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Todas las expresiones pueden simplificarse si suponemos que el campo magnético está dirigido
en la dirección z, de donde la matriz para la frecuencia será

ΩL =





0 ωL 0
−ωL 0 0

0 0 0



 , (2.825)

y aśı

cos
ΩLt

2
=





cosωLt/2 0 0
0 cosωLt/2 0
0 0 1



 , (2.826)

lo mismo que

sinh ΩLt/2

ΩLt/2
=





0 sinωLt/2 0
− sinωLt/2 0 0

0 0 1



 , (2.827)

por lo que el determinante será

det
sinh ΩLt/2

ΩLt/2
=

(

sinhωLt/2

ωLt/2

)2

. (2.828)

En la expresión (2.824), calculemos expĺıcitamente la exponencial que contiene el potencial
vectorial. Elegimos la norma donde el potencial vectorial está dirigido en la dirección y [recordemos
la Ec. (2.636)], y parametrizamos la ĺınea recta entre x′ y x en la forma

� = x′ + s(x− x′), s ∈ [0, 1]. (2.829)

De donde encontramos

∫ x

x′

d�A(�) = B(y − y′)

∫ 1

0

ds [x′ + s(x− x′)] = B(y − y′)(x + x′)

= B(xy − x′y′) + B(x′y − xy′). (2.830)

Sustituyendo este resultado y la expresión (2.828) en la expresión (2.764), recobramos el resultado
hallado previamente en la Ec. (2.668).

Apéndice 2A Baker-Campbell-Hausdorff Formula and

Magnus Expansion

La fórmula estándar Baker-Campbell-Hausdorff , de la cual de obtiene la fórmula (2.9), tiene la
forma

eÂeB̂ = eĈ , (2A.1)

donde

Ĉ = B̂ +

∫ 1

0

dtg(eadA teadB)[Â], (2A.2)

y la función g(z) será

g(z) ≡ log z

z − 1
=

∞
∑

n=0

(1 − z)n

n + 1
, (2A.3)

donde adB es el operador asociado a B̂ en la llamada representación adjunta, la cual está definida
por la relación

adB[Â] ≡ [B̂, Â]. (2A.4)
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Definimos también el operador adjunto trivial (adB)0[Â] = 1[Â] ≡ Â. Utilizando el desarrollo en
serie de potencias de las exponenciales de la Ec. (2A.2), y con la serie (2A.3), podemos hallar la
fórmula

Ĉ = B̂ + Â +

∞
∑

n=1

(−1)n

n + 1

∑

pi,qi;pi+qi≥1

1

1 +
∑n

i=1 pi

× (adA)p1

p1!

(adB)q1

q1!
· · · (adA)pn

pn!

(adB)qn

qn!
[Â]. (2A.5)

Los términos a menor orden son

Ĉ = B̂ + Â− 1

2

[

1
2adA + adB + 1

6(adA)2 + 1
2adA adB + 1

2(adB)2+. . .
]

[Â]

+
1

3

[

1
3(adA)2 + 1

2adA adB + 1
2adB adA + (adB)2 + . . .

]

[Â] (2A.6)

= Â + B̂ +
1

2
[Â, B̂] +

1

12
([Â, [Â, B̂]] + [B̂, [B̂, Â]]) +

1

24
[Â, [[Â, B̂], B̂]] . . . .

Este resultado puede rearreglarse para ponerlo en la forma de la fórmula de Zassenhaus

eÂ+B̂ = eÂeB̂ eẐ2eẐ3eẐ4 · · · , (2A.7)

donde

Ẑ2 =
1

2
[B̂, Â] (2A.8)

Ẑ3 = −1

3
[B̂, [B̂, Â]] − 1

6
[Â, [B̂, Â]]) (2A.9)

Ẑ4 =
1

8

(

[[[B̂, Â], B̂], B̂] + [[[B̂, Â], Â], B̂]
)

+
1

24
[[[B̂, Â], Â], Â] (2A.10)

... .

Para demostrar la formula (2A.2) y aśı la representación (2A.6), procedemos en forma similar
a lo hecho en la derivación de la expresión (1.295) para lo cual deducimos y resolvemos la siguiente
ecuación diferencial de operadores

Ĉ(t) = log(eÂteB̂). (2A.11)

El valor para t = 1 nos proporcionará el resultado buscado para Ĉ en la expresión (2A.5). Ob-
servermos aqúı que para todo operador M̂

eĈ(t)M̂e−Ĉ(t) = eadC(t)[M̂ ], (2A.12)

esto por la definición de adC. Sustituyendo en esta relación la expresión (2A.11), podemos rees-

cribir el término de la izquierda como eÂteB̂M̂e−B̂e−Ât, el cual, por la definición (2A.4), es igual
a eadA teadB [M̂ ]. De esta forma encontramos que

eadC(t) = eadAteadB. (2A.13)

Diferenciando la expresión (2A.11) tendremos

eĈ(t) d

dt
e−Ĉ(t) = −Â. (2A.14)

Por otro lado, el término del lado izquierdo puede reescribirse en forma general como

eĈ(t) d

dt
e−Ĉ(t) = −f(adC(t))[

˙̂
C(t)], (2A.15)
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donde

f(z) ≡ ez − 1

z
. (2A.16)

Lo cual será probado más tarde. De esto obtenemos que

f(adC(t))[
˙̂
C(t)] = Â. (2A.17)

Ahora, como en (2A.3) definimos la función g(z) y vemos que se cumple que

g(ez)f(z) ≡ 1. (2A.18)

Es decir, tenemos la identidad

˙̂
C(t) = g(eadC(t))f(adC(t))[

˙̂
C(t)]. (2A.19)

Utilizando (2A.17) y (2A.13), obtenemos la ecuación diferencial

˙̂
C(t) = g(eadC(t))[Â] = eadAteadB[Â], (2A.20)

de donde, directamente hallamos el resultado (2A.2).
Para finalizar nuestra demostración necesitamos comprobar la expresión (2A.15). Nuestra

expresión no es simplemente −eĈ(t) ˙̂
C(t)Me−Ĉ(t), ya que en general,

˙̂
C(t) no conmuta con

˙̂
C(t).

Para ver esto, consideremos el operador

Ô(s, t) ≡ eĈ(t)s d

dt
e−Ĉ(t)s. (2A.21)

Diferenciando con respecto a s obtenemos

∂sÔ(s, t) = eĈ(t)sĈ(t)
d

dt

(

e−Ĉ(t)s
)

− eĈ(t)s d

dt

(

Ĉ(t)e−Ĉ(t)s
)

= −eĈ(t)s ˙̂
C(t)e−Ĉ(t)s

= −eadC(t)s[
˙̂
C(t)]. (2A.22)

De donde

Ô(s, t) − Ô(0, t) =

∫ s

0

ds′∂s′Ô(s′, t)

= −
∞
∑

n=0

sn+1

(n + 1)!
(adC(t))

n
[
˙̂
C(t)], (2A.23)

por lo cual obtenemos

Ô(1, t) = eĈ(t) d

dt
e−Ĉ(t) = −f(adC(t))[

˙̂
C(t)], (2A.24)

que es precisamente lo que queriamos demostrar.
Notemos que utilizando la identidad para conmutadores de Jacobi, la forma final de la serie

de Ĉ en (2A.6) puede rearreglarse de muy diversas maneras. Sin embargo, se encuentra que no es
tarea fácil hallar la forma que contiene el menor número de términos.38

La misma técnica matemática puede utilizarse para hallar una modificación interesante de
la representación de Neumann-Liouville o serie de Dyson, expresiones (1.239) y (1.251). Esta

38Para una discusión detallada ver J.A. Oteo, J. Math. Phys. 32 , 419 (1991).
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modificación se conoce como el desarrollo de Magnus39, donde utilizamos la relación Û(tb, ta) = eÊ ,
y utilizamos el desarrollo en serie del exponente Ê en la forma

Ê = − i

h̄

∫ tb

ta

dt1 Ĥ(t1) +
1

2

(−i

h̄

)2 ∫ tb

ta

dt2

∫ t2

ta

dt1

[

Ĥ(t2), Ĥ(t1)
]

+
1

4

(−i

h̄

)3
{

∫ tb

ta

dt3

∫ t3

ta

dt2

∫ t2

ta

dt1

[

Ĥ(t3),
[

Ĥ(t2), Ĥ(t1)
]]

+
1

3

∫ tb

ta

dt3

∫ tb

ta

dt2

∫ tb

ta

dt1

[[

Ĥ(t3), Ĥ(t2)
]

, Ĥ(t1)
]

}

+ . . . , (2A.25)

que converge más rápido que la serie de Neumann-Liouville.

Apéndice 2B Cálculo Directo de la Amplitud del
Oscilador para la Partición Temporal

Utilizando una partición temporal, encontramos que la amplitud hallada en la expresión (2.145)
representa una integral multiple de las amplitudes de estos intervalos temporales cortos, es decir
[utilizando la acción (2.192)]

(xnǫ|xn−10) =
1

√

2πh̄iǫ/M
exp

{

i

h̄

M

2

[

(xn − xn−1)
2

ǫ
− ǫω2 1

2
(x2

n + x2
n−1)

]}

. (2B.26)

Podemos reescribir la amplitud como

(xnǫ|xn−10) = N1 exp

{

i

h̄

[

a1(x
2
n + x2

n−1) − 2b1xnxn−1

]

}

, (2B.27)

donde

a1 =
M

2ǫ

[

1 − 2
(ωǫ

2

)2
]

, b1 =
M

2ǫ
,

N1 =
1

√

2πh̄iǫ/M
. (2B.28)

En la integración de un producto de N amplitudes obtenemos que nuestro resultado debe tener la
forma general

(xN ǫ|xN−10) = NN exp

{

i

h̄

[

aN (x2
N + x2

0) − 2bNxNx0

]

}

. (2B.29)

Multiplicando este resultado por la amplitud de una de las particiones e integrando para una
posición intermedia obtenemos la relación de recursión

NN+1 = N1NN

√

iπh̄

aN + a1
, (2B.30)

aN+1 =
a2N − b2N + a1aN

a1 + aN
=

a21 − b21 + a1aN
a1 + aN

, (2B.31)

bN+1 =
b1bN

a1 + aN
. (2B.32)

39Ver A. Iserles, A. Marthinsen, and S.P. Norsett, On the implementation of the method of

Magnus series for linear differential equations , BIT 39, 281 (1999) (http://www.damtp.cam.ac.uk/
user/ai/Publications).
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De la expresión (2B.31) encontramos que

a2N = b2N + a21 − b21, (2B.33)

de tal forma que la única relación de recursión no trivial que tenemos que resolver es aquella para
bN . Usando la expresión (2B.32) encontramos

bN+1 =
b1bN

a1 +
√

b2N − (b21 − a21)
, (2B.34)

o de manera equivalente

1

bN+1
=

1

b1

(

a1
bN

+

√

1 − b21 − a21
b2N

)

. (2B.35)

Introduciendo la frecuencia auxiliar ω̃ hallada en la Ec. (2.163), tendremos

a1 =
M

2ǫ
cos ω̃, (2B.36)

de donde la relación para bN+1 será

1

bN+1
=

cos ω̃ǫ

bN
+

2ǫ

M

√

1 − M2

4ǫ2
sin2 ω̃ǫ

b2N
. (2B.37)

Si ahora, introducimos las cantidades reducidas

βN ≡ 2ǫ

M
bN , (2B.38)

donde
β1 = 1, (2B.39)

luego, la relación de recursión será

1

βN+1
=

cos ω̃ǫ

βN
+

√

1 − sin2 ω̃ǫ

β2
N

. (2B.40)

Para N = 1, 2, tenemos

1

β2
= cos ω̃ǫ +

√

1 − sin2 ω̃ǫ =
sin 2ω̃ǫ

sin ω̃ǫ
,

1

β3
= cos ω̃ǫ

sin 2ω̃ǫ

sin ω̃ǫ
+

√

1 − sin2 ω̃ǫ
sin2 2ω̃ǫ

sin2 ω̃ǫ
=

sin 3ω̃ǫ

sin ω̃ǫ
. (2B.41)

Por lo que esperamos que el resultado general sea

1

βN+1
=

sin ω̃(N + 1)ǫ

sin ω̃ǫ
. (2B.42)

Es fácil checar que esta relación es solución de la relación de recursión (2B.40). Por lo tanto, de la
expresión (2B.38) obtenemos

bN+1 =
M

2ǫ

sin ω̃ǫ

sin ω̃(N + 1)ǫ
. (2B.43)

Sustituyendo nuestro resultado en las expresiones (2B.30) y (2B.33) obtenemos

aN+1 =
M

2ǫ
sin ω̃ǫ

cos ω̃(N + 1)ǫ

sin ω̃(N + 1)ǫ
, (2B.44)

NN+1 = N1

√

sin ω̃ǫ

sin ω̃(N + 1)ǫ
, (2B.45)

de tal forma que concluimos que la amplitud hallada en (2B.29) será la amplitud para la partición
temporal dada en la expresión (2.199).
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Apéndice 2C Derivación de la Fórmula de Mehler

En este ápendice damos una breve descripción de la fómula de Mehler.40 La cual se basa en la
observación de que el término del lado izquierdo de la Ec. (2.297), que llamaremos F (x, x′), es la
transformada de Fourier de la función

F̃ (k, k′) = π e−(k2+k′2+akk′)/2, (2C.46)

lo cual puede verse fácilmente haciendo las dos integrales Gaussinas en la representación de Fourier

F (x;x′) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dk

2π

dk′

2π
eikx+ik′xF̃ (k, k′). (2C.47)

Consideremos ahora el término del lado derecho de la expresión (2.297) y construyamos la trans-

formada de Fourier, donde observamos que la exponencial ek
2/2−ikx es la función generadora de

los polinomios de Hermite41

ek
2/2−ikx =

∞
∑

n=0

(−ik/2)n

n!
Hn(x). (2C.48)

De esto tenemos que

F̃ (k, k′) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dx dx′F (x, x′)e−ikx−ik′x = e−(k2+k′2)/2

×
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dx dx′F (x, x′)

∞
∑

n=0

∞
∑

n′=0

(−ik/2)n

n!

(−ik′/2)n
′

n′!
Hn(x)Hn′ (x). (2C.49)

Utilizando aqúı el término del lado derecho de la expresión (2.297) y de la relación de ortogonalidad
de los polinomios de Hermite (2.306), obtenemos una vez más la expresión (2C.47).
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W. Magnus, Comm. Pure and Appl. Mathematics, 7, 649 (1954); C. Quesne, Disentangling q-
Exponentials, (math-ph/0310038).
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Aκίνητα κινǫι̂ς.
You stir what should not be stirred.

Herodotus (484BC–425BC)

3

Fuentes Externas, Correlación

y Teoŕıa de Perturbación

En la función de correlación de la trayectoria x(t), encontramos mucha información
importante de un sistema mecánico–cuántico. La función de correlación se de-
fine como el valor esperado del producto de las trayectorias a diferentes tiempos,
x(t1) · · ·x(tn), la cual ha de ser calculada como un promedio funcional. Esta canti-
dad puede observarse mediante experimentos de dispersión. La manera más eficiente
de obtener la función de correlación, de una integral de trayectoria, consiste en adi-
cionar al Lagrangiano un término que represente una fuerza mecánica externa, de-
pendiente del tiempo, que perturbe al sistema de forma lineal y estudiar la respuesta
a esta perturbación. Un procedimiento similar se usa en teoŕıa cuántica de campos,
por ejemplo en electrodinámica cuántica, donde en lugar de fuerzas mecánicas tene-
mos una fuente del campo, i.e., una carga o una densidad de corriente. Esta es la
razón por la cual este término es llamado, de manera genérica, término fuente o de
corriente.

En este caṕıtulo la función de correlación será calculada para una acción
armónica, donde tenemos que la adición de un término lineal no destruye la solu-
bilidad de la integral de trayectoria, y encontraremos que la amplitud resultante es
una función simple de la corriente. Su derivada funcional proporcionará todas las
funciones de correlación del sistema y por esta razón, en nuestro modelo, la llamare-
mos la funcional generatriz . Esta sirve para deducir la célebre regla de Wick , la
cual es muy útil para calcular las funciones de correlación de un número arbitrario
de trayectorias x(t). Con esto tenemos la base para el desarrollo perturbativo de las
teoŕıas anarmónicas.

3.1 Fuentes Externas

Consideremos un oscilador armónico cuya acción es

Aω =
∫ tb

ta
dt
M

2
(ẋ2 − ω2x2). (3.1)
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Ahora, permitamos que éste sea perturbado por una fuente o corriente externa j(t),
acoplada linealmente a las coordenadas de la part́ıcula x(t). El término fuente es

Aj =
∫ tb

ta
dt x(t)j(t). (3.2)

Luego, la acción total
A = Aω +Aj (3.3)

sigue siendo armónica tanto en x como en ẋ, lo cual permite resolver fácilmente la
integral de trayectoria en presencia del término fuente. En particular, el término
fuente no destruye la propiedad de factorización (2.153) de la amplitud de evolución
temporal en una amplitud clásica eiAj,cl/h̄ y un factor de fluctuación Fω,j(tb, ta),

(xbtb|xata)jω = e(i/h̄)Aj,clFω,j(tb, ta). (3.4)

Aqúı Aj,cl es la acción de la órbita clásica xj,cl(t), la cual minimiza la acción total
A en presencia del término fuente, y donde la trayectoria obedece la ecuación de
movimiento

ẍj,cl(t) + ω2xj,cl(t) = j(t). (3.5)

En lo que sigue trabajaremos primero con la órbita clásica xcl(t), la cual tiene la
propiedad de ser un extremum de la acción sin el término fuente:

xcl(t) =
xb sinω(t− ta) + xa sinω(tb − t)

sinω(tb − ta)
. (3.6)

Todas las trayectorias serán escritas como la suma de la órbita clásica xcl(t) y una
fluctuación δx(t):

x(t) = xcl(t) + δx(t). (3.7)

Luego, la acción puede puede dividirse en una parte clásica y una fluctuación, cada
una de las cuales contiene un término sin fuente y otro con fuente:

A = Aω +Aj ≡ Acl +Afl

= (Aω,cl +Aj,cl) + (Aω,fl +Aj,fl). (3.8)

La amplitud de evolución temporal puede expresarse como

(xbtb|xata)jω = e(i/h̄)Acl

∫

Dx exp
(

i

h̄
Afl

)

= e(i/h̄)(Aω,cl+Aj,cl)
∫

Dx exp
[

i

h̄
(Aω,fl +Aj,fl)

]

. (3.9)

De la Ec. (2.159) conocemos la expresión de la acción clásica Aω,cl:

Aω,cl =
Mω

2 sinω(tb − ta)

[

(x2b + x2a) cosω(tb − ta)− 2xbxa
]

. (3.10)
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Mientras que de la Ec. (3.6) la expresión para el término con fuente será:

Aj,cl =
∫ tb

ta
dt xcl(t)j(t) (3.11)

=
1

sinω(tb − ta)

∫ tb

ta
dt[xa sinω(tb − t) + xb sinω(t− ta)]j(t).

Consideremos ahora la fluctuación de la acción, Afl = Aω,fl + Aj,fl. Ya que xcl(t)
es un extremum de la acción sin la fuente, Afl contiene un término lineal en δx(t).
Integrando por partes, y haciendo uso del hecho que δx(t) se anula en los extremos,
obtenemos

Afl =
M

2

∫ tb

ta
dtdt′ δx(t)Dω2(t, t′)δx(t′) +

∫ tb

ta
dt δx(t)j(t), (3.12)

donde Dω2(t, t′) es el operador diferencial

Dω2(t, t′) = (−∂2t − ω2)δ(t− t′) = δ(t− t′)(−∂2t′ − ω2), t, t′ ∈ (ta, tb). (3.13)

Este operador puede considerarse como una matriz funcional en el espacio de las
funciones dependientes de t que se anulan en ta, tb. A continuación demostraremos
las igualdades presentes en esta expresión. Mediante una integración por partes
obtenemos

∫ tb

ta
dt f(t)∂2t g(t) =

∫ tb

ta
dt ∂2t f(t)g(t), (3.14)

para dos funciones f(t) y g(t) que se anulan en la frontera (o para funciones
periódicas en el intervalo de integración). El lado izquierdo puede reescribirse direc-
tamente como

∫ tb
ta dtdt

′ f(t)δ(t− t′)∂2t′g(t
′), el lado derecho como

∫ tb
ta dtdt

′ ∂2t f(t)δ(t−
t′)g(t′), luego de algunas otras integraciones por partes obtenemos

∫

dtdt′ f(t)∂2t δ(t−
t′)g(t).

La inversa D−1
ω2 (t, t′) de la matriz funcional (3.13) se define formalmente por la

relación
∫ tb

ta
dt′Dω2(t′′, t′)D−1

ω2 (t
′, t) = δ(t′′ − t), t′′, t ∈ (ta, tb), (3.15)

lo cual muestra que ésta es la función de Green clásica de un oscilador armónico con
frecuencia ω:

Gω2(t, t′) ≡ D−1
ω2 (t, t

′) = (−∂2t − ω2)−1δ(t− t′), t, t′ ∈ (ta, tb). (3.16)

Esta definición no es única, ya que permite agregar una solución arbitraria adi-
cional H(t, t′) de la ecuación diferencial homogénea

∫ tb
ta dt

′Dω2(t′′, t′)H(t′, t) = 0.
Esta libertad será eliminada a continuación, imponiendo las condiciones de frontera
adecuadas.

En la acción de la fluctuación (3.12), completamos la cuadratura mediante el
siguiente cambio en δx(t)

δx̃(t) ≡ δx(t) +
1

M

∫ tb

ta
dt′Gω2(t, t′)j(t′). (3.17)
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Luego, la acción será cuadrática tanto en δx̃ como en j:

Afl =
∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′
[

M

2
δx̃(t)Dω2(t, t′)δx̃(t′)− 1

2M
j(t)Gω2(t, t′)j(t′)

]

. (3.18)

La función de Green obedece las mismas condiciones de frontera que las fluctuaciones
δx(t):

Gω2(t, t′) = 0 si

{

t = tb , t′ arbitrario,
t arbitrario, t′ = ta .

(3.19)

Aśı, las fluctuaciones modificadas δx̃(t) de la Ec. (3.17) también se anulan en los
extremos y pertenecen al mismo espacio funcional que las fluctuaciones originales
δx(t). La norma de la integral de trayectoria

∫ Dδx(t) obviamente queda inalterada
por el cambio introducido en la Ec. (3.17). Por lo tanto, de la integral de trayectoria
∫ Dδx̃ sobre eiAfl/h̄, donde la acción está dada por la Ec. (3.18), obtenemos, via el
primer término en Afl, el factor armónico de fluctuacción Fω(tb − ta), ya calculado
en la Ec. (2.171):

Fω(tb − ta) =
1

√

2πih̄/M

√

ω

sinω(tb − ta)
. (3.20)

El término fuente de la Ec. (3.18) contribuye sólo trivialmente con un factor expo-
nencial

Fj,fl = exp
{

i

h̄
Aj,fl

}

, (3.21)

cuyo exponente es cuadrático en j(t):

Aj,fl = − 1

2M

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′j(t)Gω2(t, t′)j(t′). (3.22)

La amplitud de evolución temporal total, incluyendo el término fuente, puede por
lo tanto escribirse como el producto

(xbtb|xata)jω = (xbtb|xata)ωFj,clFj,fl, (3.23)

donde (xbtb|xata)ω es la amplitud de evolución temporal sin fuentes

(xbtb|xata)ω = e(i/h̄)Aω,clFω(tb − ta) =
1

√

2πih̄/M

√

ω

sinω(tb − ta)

× exp

{

i

2h̄

Mω

sinω(tb − ta)
[(x2b + x2a) cosω(tb − ta)− 2xbxa]

}

, (3.24)

y Fj,cl es la amplitud que contiene la acción clásica (3.11):

Fj,cl = e(i/h̄)Aj,cl

= exp

{

i

h̄

1

sinω(tb − ta)

∫ tb

ta
dt[xa sinω(tb − t) + xb sinω(t− ta)] j(t)

}

. (3.25)

Para completar el resultado necesitamos conocer expĺıcitamente la función de Green
Gω2(t, t′), la cual será calculada en la siguiente sección.
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3.2 Función de Green del Oscilador Armónico

De acuerdo a la Ec. (3.16), la función de Green de la Ec. (3.22) se obtiene al invertir
el operador diferencial de segundo orden −∂2t − ω2:

Gω2(t, t′) = (−∂2t − ω2)−1δ(t− t′), t, t′ ∈ (ta, tb). (3.26)

Como se mencionó antes, esta función se define sólo para soluciones de la ecuación
diferencial homogénea asociada con el operador −∂2t − ω2. Las condiciones de fron-
tera que eliminan toda ambiguedad sobre la función de Green son las mismas que
las de las fluctuaciones δx(t), i.e., Gω2(t, t′) se anula tanto si t o t′ son ambas iguales
o coinciden con los puntos extremos ta o tb (condiciones de frontera de Dirichlet).
La función de Green es simétrica en t y en t′. Por generalidad, hallaremos también
la función de Green para la ecuación diferencial más general, aquella donde la fre-
cuencia depende del tiempo,

[−∂2t − Ω2(t)]GΩ2(t, t′) = δ(t− t′), (3.27)

con las mismas condiciones de frontera.
Existen varias formas de hallar esta función de Green.

3.2.1 Construcción de Wronski

La manera más simple de calcular la función de Green utiliza la llamada Con-

strucción de Wronski , la cual se basa en la siguiente consideración. Para tiempos
diferentes en el argumento, t > t′ o t < t′, la función de Green GΩ2(t, t′) tiene que
ser solución de las ecuaciones diferenciales homogéneas

(−∂2t − ω2)GΩ2(t, t′) = 0, (−∂2t′ − ω2)GΩ2(t, t′) = 0. (3.28)

Por lo que debe ser una combinación lineal de dos soluciones independientes de
la ecuación diferencial homogénea tanto para t como para t′, y debe satisfacer la
condición de frontera de Dirichlet, a saber, anularse en sus respectivos extremos.

Frecuencia Constante

Si Ω2(t) ≡ ω2, esto implica que para t > t′, Gω2(t, t′) debe de ser proporcional a
sinω(tb − t) aśı como también a sinω(t′ − ta), dejando sólo la solución

Gω2(t, t′) = C sinω(tb − t) sinω(t′ − ta), t > t′. (3.29)

Similarmente para t < t′, obtenemos

Gω2(t, t′) = C sinω(tb − t′) sinω(t− ta), t < t′. (3.30)

Los dos casos se pueden escribir como una sola expresión

Gω2(t, t′) = C sinω(tb − t>) sinω(t< − ta), (3.31)
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donde el śımbolo t> y t< denotan al mayor y al menor de los tiempos t y t′, respec-
tivamente. La constante desconocida C se fija utilizando la condición de tiempos
iguales t = t′. Aśı, la derivada temporal de Gω2(t, t′) debe de tener una discon-
tinuidad que da origen a la función δ en la Ec. (3.15). Para t > t′, la derivada de
(3.29) es

∂tGω2(t, t′) = −Cω cosω(tb − t) sinω(t′ − ta), (3.32)

mientras que para t < t′

∂tGω2(t, t′) = Cω sinω(tb − t′) cosω(t− ta). (3.33)

En t = t′ encontramos la discontinuidad

∂tGω2(t, t′)|t=t′+ǫ − ∂tGω2(t, t′)|t=t′−ǫ = −Cω sinω(tb − ta). (3.34)

Por lo tanto −∂2tGω2(t, t′) es proporcional a una función-δ:

−∂2tGω2(t, t′) = Cω sinω(tb − ta)δ(t− t′). (3.35)

Normalizando el prefactor a la unidad, fijamos la constante C y encontramos la
función de Green deseada:

Gω2(t, t′) =
sinω(tb − t>) sinω(t< − ta)

ω sinω(tb − ta)
. (3.36)

Esta función existe sólo si tb − ta no es igual a un múltiplo entero de π/ω. Esta
restricción ya fue encontrada antes en la amplitud sin fuente externa; su significado
fue discutido en los párrafos que siguen a la Ec. (2.168).

La constante en el denominador de (3.36) es el determinante de Wronski (o
Wronskiano) de las dos soluciones ξ(t) = sinω(tb − t) y η(t) = sinω(t− ta) la cual
fue presentada en (2.222):

W [ξ(t), η(t)] ≡ ξ(t)η̇(t)− ξ̇(t)η(t). (3.37)

Una expresión alterna para (3.36) es

Gω2(t, t′) =
− cosω(tb − ta − |t− t′|) + cosω(tb + ta − t− t′)

2ω sinω(tb − ta)
. (3.38)

En el ĺımite ω → 0 obtenemos la función de Green de part́ıcula libre

G0(t, t
′) =

1

(tb − ta)
(tb − t>)(t< − ta)

=
1

tb − ta

[

−tt′ − 1

2
(tb − ta)|t− t′|+ 1

2
(ta + tb)(t+ t′)− tatb

]

. (3.39)
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Frecuencia Dependiente del Tiempo

Es muy fácil encontrar la función de Green de la ecuación diferencial más general,
la de un oscilador con frecuencia dependiente del tiempo Ω(t). Primero construimos
la llamada función retardada de Green (ver la página 40) como el producto de la
función de Heaviside con una función suave

GΩ2(t, t′) = Θ(t− t′)∆(t, t′). (3.40)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación diferencial (3.27) encontramos

[−∂2t − Ω2(t)]GΩ2(t, t′) = Θ(t− t′) [−∂2t − Ω2(t)]∆(t, t′)

− δ̇(t− t′)− 2∂t∆(t, t′)δ(t− t′). (3.41)

Desarrollando

∆(t, t′) = ∆(t, t) + [∂t∆(t, t′)]t=t′(t− t′) +
1

2
[∂2t∆(t, t′)]t=t′(t− t′)2 + . . . , (3.42)

y usando el hecho de que

(t− t′)δ̇(t− t′) = −δ(t− t′), (t− t′)nδ̇(t− t′) = 0 for n > 1, (3.43)

la segunda ĺınea en la Ec. (3.41) puede reescribirse como

−δ̇(t− t′)∆(t, t′)− δ(t− t′)∂t∆(t, t′). (3.44)

Utilizando las condiciones iniciales

∆(t, t) = 0, ∆̇(t, t′)|t′=t = −1, (3.45)

vemos que se cumple la ecuación diferencial homogénea (3.27) siempre que ∆(t, t′)
cumpla con la ecuación diferencial

[−∂2t − Ω2(t)]∆(t, t′) = 0, for t > t′ . (3.46)

Esta ecuación tiene como solución la combinación lineal

∆(t, t′) = α(t′)ξ(t) + β(t′)η(t) (3.47)

de cualesquiera dos soluciones independientes η(t) y ξ(t) de la ecuación homogénea

[−∂2t − Ω2(t)]ξ(t) = 0, [−∂2t − Ω2(t)]η(t) = 0. (3.48)

El determinate de Wronski de estas soluciones, W = ξ(t)η̇(t)− ξ̇(t)η(t), es distinto
de cero y por supuesto independiente del tiempo, aśı que de la expresión (3.45)
podemos determinar los coeficientes en la combinación lineal (3.47) y encontramos

∆(t, t′) =
1

W
[ξ(t)η(t′)− ξ(t′)η(t)] . (3.49)
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El lado derecho contiene a llamado conmutador de Jacobi de las dos funciones ξ(t)
y η(t). Aqúı listamos algunas propiedades algebraicas útiles de ∆(t, t′):

∆(t, t′) =
∆(tb, t)∆(t′, ta)−∆(t, ta)∆(tb, t

′)

∆(tb, ta)
, (3.50)

∆(tb, t)∂tb ∆(tb, ta)−∆(t, ta) = ∆(tb, ta)∂t∆(tb, t), (3.51)

∆(t, ta)∂tb∆(tb, ta)−∆(tb, t) = ∆(tb, ta)∂t∆(t, ta). (3.52)

Hasta ahora la función retardada de Green (3.40) no es la única solución a la
ecuación diferencial (3.27), ya que siempre podemos agregar una solución general de
la ecuación diferencial homogénea (3.48):

GΩ2(t, t′) = Θ(t− t′)∆(t, t′) + a(t′)ξ(t) + b(t′)η(t), (3.53)

con coeficientes arbitrarios a(t′) y b(t′). Esta ambiguedad se elimina con el uso de
las condiciones de frontera de Dirichlet

GΩ2(tb, t) = 0, tb 6= t,

GΩ2(t, ta) = 0, t 6= ta. (3.54)

Imponiendo estas condiciones a la Ec. (3.53) obtenemos el siguiente conjunto de
ecuaciones algebraicas

a(t)ξ(ta) + b(t)η(ta) = 0, (3.55)

a(t)ξ(tb) + b(t)η(tb) = ∆(t, tb). (3.56)

Denotando a los coeficientes de la matriz 2× 2 como

Λ =

(

ξ(ta) η(ta)
ξ(tb) η(tb)

)

, (3.57)

observamos que con la condición

det Λ = W∆(ta, tb) 6= 0, (3.58)

el sistema (3.56), de los coeficientes a(t) y b(t), será una solución única para la
función de Green (3.53). Utilizando esto en la Ec. (3.54) y usando la identidad
(3.50), obtenemos la fórmula general de Wronski correspondiente a (3.36)

GΩ2(t, t′) =
Θ(t− t′)∆(tb, t)∆(t′, ta) + Θ(t′ − t)∆(t, ta)∆(tb, t

′)

∆(ta, tb)
. (3.59)

En este punto es útil notar que las funciones en el numerador coinciden con las
soluciones linealmente independientes Da(t) y Db(t) de la ecuación diferencial (3.48)
las cuales fueron obtenidas en las Ecs. (2.228) y (2.229). Comparando las condiciones
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iniciales de Da(t) y Db(t) con las condiciones iniciales de la función ∆(t, t′) en la
Ec. (3.45), observamos que

Da(t) ≡ ∆(t, ta), Db(t) ≡ ∆(tb, t), (3.60)

de donde, la fórmula (3.59) se puede reescribir como

GΩ2(t, t′) =
Θ(t− t′)Db(t)Da(t

′) + Θ(t′ − t)Da(t)Db(t
′)

Da(tb)
. (3.61)

Debemos señalar que esta ecuación es una solución única y bien definida si la
ecuación diferencial [−∂2t −Ω2(t)]y(t) = 0 no tiene soluciones con condiciones de fron-
tera de Dirichlet y(ta) = y(tb) = 0, generalmente llamadas modos–cero. Un modo
cero producirá problemas ya que con seguridad será una de las soluciones indepen-
dientes de (3.49), digamos η(t). Es decir, debido a la propiedad η(ta) = η(tb) = 0,
el determinante Λ se anulaŕıa, destruyendo aśı la condición (3.58) que fue necesaria
para encontrar la Ec. (3.59). De hecho, la función ∆(t, t′) en (3.49) quedaŕıa inde-
terminada ya que la codición de frontera η(ta) = 0 junto con la Ec. (3.55) implica
que también ξ(ta) = 0, haciendo que W = ξ(t)η̇(t) − ξ̇(t)η(t) se anule en el tiempo
inicial ta, y lo mismo sucederá para todo tiempo.

3.2.2 Representación Espectral

Una segunda forma de hallar expĺıcitamente la función de Green es mediante su
representación espectral .

Frecuencia Constante

Para una frecuencia constante Ω(t) ≡ ω, las fluctuaciones δx(t) que satisfacen la
ecuación diferencial

(−∂2t − ω2) δx(t) = 0, (3.62)

y se anulan en los extremos t = ta and t = tb, se representan en términos de un
conjunto completo de funciones ortonormales:

xn(t) =

√

2

tb − ta
sin νn(t− ta), (3.63)

cuyas frecuencias son [ver la Ec. (2.115)]

νn =
πn

tb − ta
. (3.64)

Estas funciones satistasfen las relaciones de ortonormalidad

∫ tb

ta
dt xn(t)xn′(t) = δnn′ . (3.65)
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Puesto que el operador −∂2t − ω2 es diagonal en xn(t), esto también es cierto para
la función de Green Gω2(t, t′) = (−∂2t − ω2)−1δ(t− t′).

Sean Gn los valores propios definidos por
∫ tb

ta
dtGω2(t, t′)xn(t

′) = Gnxn(t). (3.66)

Representemos ahora Gω2(t, t′) como sigue:

Gω2(t, t′) =
∞
∑

n=1

Gnxn(t)xn(t
′). (3.67)

Por definición, los valores propios de Gω2(t, t′) son los valores propios inversos del
operador (−∂2t − ω2), los cuales son ν2n − ω2. Aśı,

Gn = (ν2n − ω2)−1, (3.68)

y llegamos a la representación espectral de Gω2(t, t′):

Gω2(t, t′) =
2

tb − ta

∞
∑

n=1

sin νn(t− ta) sin νn(t
′ − ta)

ν2n − ω2
. (3.69)

Podemos usar la relación trigonométrica

sin νn(tb − t) = − sin νn[(t− ta)− (tb − ta)] = −(−1)n sin νn(t− ta)

para reescribir (3.69) como

Gω2(t, t′) =
2

tb − ta

∞
∑

n=1

(−1)n+1 sin νn(tb − t) sin νn(t
′ − ta)

ν2n − ω2
. (3.70)

Estas expresiones sólo tienen sentido si tb − ta no es igual a un múltiplo entero de
π/ω, donde uno de los denominadores en las sumas se anula. Este polo es del mismo
orden que tb − ta en la expresión de Wronski (3.36).

Frecuencia Dependiente del Tiempo

La representación espectral también se puede escribir para la función de Green más
general, aquella donde la frecuencia depende del tiempo, definida por la ecuación
diferencial (3.27). Si yn(t) son las funciones propias solución de la ecuación diferen-
cial

K(t)yn(t) = λnyn(t), (3.71)

donde λn son los valores propios, y si estas funciones propias satisfacen las relaciones
de completes y de ortonormalidad

∫ tb

ta
dt yn(t)yn′(t) = δnn′, (3.72)
∑

n

yn(t)yn(t
′) = δ(t− t′), (3.73)
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y más aún, si existen modos no-cero para los cuales λn = 0, entonces GΩ2(t, t′) tiene
la representación espectral

GΩ2(t, t′) =
∑

n

yn(t)yn(t
′)

λn
. (3.74)

Esta expresión es fácil de comprobar, simplemente multiplicamos por K(t) y usamos
las Ecs. (3.71) y (3.73).

Es instructivo probar la igualdad entre la construcción de Wronski y la repre-
sentación espectral (3.36) y (3.70). Será útil hacer esto en varios pasos. En el pre-
sente contexto, algunos de estos pasos podrán parecer redundantes. Sin embargo,
de ellos obtendremos resultados intermedios que se necesitarán en los Caṕıtulos 7 y
18 cuando se discutan las integrales de trayectoria que aparecen en teoŕıa cuántica
de campos.

3.3 Función de Green de la Ecuación Diferencial

de Primer Orden

Una cantidad importante en mecánica estad́ıstica es la función de Green Gp
Ω(t, t

′),
que es solución de la ecuación diferencial de primer orden

[i∂t − Ω(t)]GΩ(t, t
′) = iδ(t− t′), t− t′ ∈ [0, tb − ta), (3.75)

o su versión Euclideana Gp
Ω,e(τ, τ

′′), que es solución de la ecuación diferencial
obtenida de la Ec. (3.75) utilizando el cambio de variable t = −iτ :

[∂τ − Ω(τ)]GΩ,e(τ, τ
′) = δ(τ − τ ′), τ − τ ′ ∈ [0, h̄β). (3.76)

Estas funciones se pueden calcular para toda función arbitraria Ω(t).

3.3.1 Frecuencia Independiente del Tiempo

Consideremos primero el caso más simple, la función de Green Gp
ω(t, t

′) para una
frecuencia constante ω, la cual es solución de la ecuación diferencial de primer orden

(i∂t − ω)Gp
ω(t, t

′) = iδ(t− t′), t− t′ ∈ [0, tb − ta). (3.77)

Esta ecuación determina Gp
ω(t, t

′) sólo hasta una solución H(t, t′) de la ecuación
diferencial homogénea (i∂t − ω)H(t, t′) = 0. La ambiguedad se elimina imponiendo
la condición de frontera periódica

Gp
ω(t, t

′) ≡ Gp
ω(t− t′) = Gp

ω(t− t′ + tb − ta), (3.78)

denotada por medio del supeŕındice p. Con esta condición de frontera, la función
de Green Gp

ω(t, t
′) es translacionalmente invariante en el tiempo. Esta función sólo

depende de la diferencia entre t y t′ y es periódica para esta diferencia.
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La representación espectral de Gp
ω(t, t

′) puede escribirse de manera inmediata,
suponiendo que tb − ta no coincide con un múltiplo par de π/ω:

Gp
ω(t− t′) =

1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωm(t−t′) i

ωm − ω
. (3.79)

Las frecuencias ωm son dos veces más que las anteriores frecuencias νm de la
Ec. (3.64):

ωm ≡ 2πm

tb − ta
, m = 0,±1,±2,±3, . . . . (3.80)

Lo mismo que para las órbitas periódicas de la Sección 2.9, existen “tantas” ωm como
νm, ya que se tiene una ωm por cada m entero positivo y negativo, mientras que
los νm son todos positivos (ver el último párrafo de la sección antes mencionada).
Las frecuencias (3.80) son el análogo al tiempo real en las frecuencias de Matsubara
(2.381) de la estad́ıstica cuántica, con la correspondencia usual tb − ta = −ih̄/kBT
en la Ec. (2.330).

Para calcular la suma espectral, usamos la fórmula de suma de Poisson en la
forma (1.197):

∞
∑

m=−∞

f(m) =
∫ ∞

−∞
dµ

∞
∑

n=−∞

e2πiµnf(µ). (3.81)

Luego, reescribimos la suma sobre ωm como una integral sobre ω′, seguida de una
suma auxiliar sobre n la cual reduce la variable ω′ a los valores discretos propios
ωm = 2πm/(tb − ta):

Gp
ω(t) =

∞
∑

n=−∞

∫ ∞

−∞

dω′

2π
e−iω′[t−(tb−ta)n]

i

ω′ − ω
. (3.82)

En este punto es útil introducir otra función de Green Gω(t− t′) asociada con la
ecuación diferencial de primer orden (3.77) para un intervalo de tiempo infinito:

Gω(t) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
e−iω′t i

ω′ − ω
. (3.83)

En términos de esta función, la función periódica de Green (3.82) puede escribirse
como una suma que exhibe de manera más obvia la periodicidad sobre t→ t+(tb −
ta):

Gp
ω(t) =

∞
∑

n=−∞

Gω(t− (tb − ta)n). (3.84)

La ventaja de usar Gω(t−t′) es que la integral sobre ω′ en la Ec. (3.83) puede hacerse
fácilmente. Simplemente se tiene que indicar como tratar la singularidad ω′ = ω.
Esto también quita la libertad de agregar una solución homogénea H(t, t′). Para
hacer que la integral sea única, reemplazamos ω por ω − iη donde η es un número
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Figure 3.1 Polo en la transformada de Fourier de las funciones de Green Gp,a
ω (t) y

semićırculos infinitos en la mitad del plano superior (inferior), que extienden las integrales

a un contorno cerrado para t < 0 (t > 0).

positivo muy pequeño, i.e., por medio de la prescripción iη presentada después de la
Eq. (2.168). Esto desplaza el polo en el integrando de (3.83) hacia la mitad inferior
del plano complejo ω′, haciendo la integral sobre ω′ en Gω(t) fundamentalemente
diferente para t < 0 y para t > 0. Para t < 0, el contorno de integración se puede
cerrar en el plano complejo ω′ por medio de un semićırculo en la mitad superior del
plano sin costo extra, ya que aqúı e−iω′t es muy pequeño (ver la Fig. 3.1). Como el
integrando es anaĺıtico en la mitad del plano superior, podemos contraer el contorno
a cero y encontramos que la integral se anula. Por otra parte, para t > 0, el contorno
se cierra en la mitad inferior la cual contiene un polo en ω′ = ω − iη. Cuando se
contrae el contorno a cero, la integral será el producto del residuo en este polo por
el factor −2πi. Finalmente, en el punto t = 0, podemos cerrar el contorno de ambas
maneras. Ahora la integral sobre el semićırculo es distinta de cero, ∓1/2, el cual
se tiene que sustraer del residuo 0 y 1, respectivamente, dando 1/2. Por lo tanto
encontramos

Gω(t) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
e−iω′t i

ω′ − ω + iη

= e−iωt ×











1 si t > 0,
1
2 si t = 0,
0 si t < 0.

(3.85)

La anulación de la función de Green en t < 0 es la propiedad de causalidad de Gω(t)
discutida en las Ecs. (1.310) y (1.311). Es una propiedad general de las funciones
cuya transformada de Fourier es anaĺıtica en semiplano superior.

Los tres casos de la Ec. (3.85) se pueden agrupar en una sola fórmula usando la
función de Heaviside Θ(t) de la Ec. (1.313):

Gω(t) = e−iωtΘ̄(t). (3.86)
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La función periódica de Green (3.84) se puede escribir como

Gp
ω(t) =

∞
∑

n=−∞

e−iω[t−(tb−ta)n]Θ̄(t− (tb − ta)n). (3.87)

Siendo periódica en tb − ta, su evaluación expĺıcita puede restringirse al intervalo
base

t ∈ [0, tb − ta). (3.88)

Dentro del intervalo (0, tb − ta), la suma se puede llevar a cabo como sigue:

Gp
ω(t) =

0
∑

n=−∞

e−iω[t−(tb−ta)n] =
e−iωt

1− e−iω(tb−ta)

= −i e−iω[t−(tb−ta)/2]

2 sin[ω(tb − ta)/2]
, t ∈ (0, tb − ta). (3.89)

En el punto t = 0, el término inicial con Θ̄(0) contribuye sólo con 1/2 de manera
tal que

Gp
ω(0) = Gp

ω(0+)− 1

2
. (3.90)

Fuera del intervalo base (3.88), la función de Green se determina por su periodicidad.
Por ejemplo,

Gp
ω(t) = −i e−iω[t+(tb−ta)/2]

2 sin[ω(tb − ta)/2]
, t ∈ (−(tb − ta), 0). (3.91)

Nótese que mientras t cruza el extremo superior del intervalo [0, tb − ta), la suma
en (3.87) recoge el término adicional (el término con n = 1). Esto produce una
discontinuidad en Gp

ω(t) que acentúa la periodicidad. En el punto superior t = tb−ta,
hay otra vez una reducción en 1/2 tal que Gp

ω(tb − ta) queda en la mitad de la
discontinuidad, aśı como el valor de 1/2 que aparece en la mitad de la discontinuidad
en la función de Heaviside Θ̄(t).

La función periódica de Green es de gran importancia en la estad́ıstica cuántica
de las part́ıculas de Bose (ver Caṕıtulo 7). Después de una continuación anaĺıtica del
tiempo hacia valores imaginarios, t→ −iτ , tb− ta → −ih̄/kBT , la función periódica
de Green es de la forma

Gp
ω,e(τ) =

1

1− e−h̄ω/kBT
e−ωτ , τ ∈ (0, h̄β), (3.92)

donde el sub́ındice e indica el carácter Euclideano del tiempo. El prefactor está
relacionado con el número medio de ocupación de los bosones de un estado con
enerǵıa h̄ω, dado por la función de distribución de Bose—Einstein

nb
ω =

1

eh̄ω/kBT − 1
. (3.93)
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En términos de este número de ocupación, tenemos

Gp
ω,e(τ) = (1 + nb

ω)e
−ωτ , τ ∈ (0, h̄β). (3.94)

El comportamiento τ de la función periódica de Green substraida Gp
ω,e
′ (τ) ≡

Gp
ω,e(τ)− 1/h̄βω se muestra en la Fig. 3.2.
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τ/h̄β

τ/h̄β

Gp
ω,e
′ (τ) Ga

ω,e(τ)

Figure 3.2 Función periódica de Green substraida Gp
ω,e
′ ≡ Gp

ω,e(τ) − 1/h̄βω y función

antiperiódica de Green Ga
ω,e(τ) para frecuencias ω = (0, 5, 10)/h̄β (con longitud creciente

del rayado). Los puntos muestran los valores en los polos de las tres funciones (con tamaño

de punto creciente) correspondiente a la relación (3.90).

Como siguiente paso, consideremos una función de Green Gp
ω2(t) asociada con el

operador diferencial de segundo orden −∂2t − ω2,

Gp
ω2(t, t

′) = (−∂2t − ω2)−1δ(t− t′), t− t′ ∈ [ta, tb), (3.95)

la cual satisface la condición periódica de frontera:

Gp
ω2(t, t

′) ≡ Gp
ω2(t− t′) = Gp

ω2(t− t′ + tb − ta). (3.96)

Al igual que Gp
ω(t, t

′), esta función periódica de Green depende sólo del intervalo
temporal t− t′. Esta función tiene la representación espectral

Gp
ω2(t) =

1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωmt 1

ω2
m − ω2

, (3.97)

la cual tiene sentido siempre y cuando tb− ta no sea igual a un múltiplo par de π/ω.
Para un valor infinito de tb − ta, la suma se convierte en una integral con respecto
a ωm con singularidades en ±ω las cuales deben evitarse mediante una prescripción
iη, la cual adiciona una parte imaginaria y negativa a la frecuencia ω [comparar con
la discusión después de la Ec. (2.168)]. Esto permite la continuación de los valores
pequeños de tb − ta más alla de múltiplos de π/ω. Con la descomposición

1

ω′2 − ω2 + iη
=

1

2iω

(

i

ω′ − ω + iη
− i

ω′ + ω − iη

)

, (3.98)
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Figure 3.3 Polos dobles en la transformada de Fourier de la función de Green Gp,a
ω2 (t).

el cálculo de la función de Green (3.97) se puede reducir al caso anterior. La posición
de los dos polos de la Ec. (3.98) en el plano complejo ω′ se ilustran en Fig. 3.3. De
este modo, usando la Ec. (3.89), encontramos

Gp
ω2(t) =

1

2ωi
[Gp

ω(t)−Gp
−ω(t)]

= − 1

2ω

cosω[t− (tb − ta)/2]

sin[ω(tb − ta)/2]
, t ∈ [0, tb − ta). (3.99)

En la función Gp
−ω(t) debemos mantener la pequeña parte imaginaria negativa ad-

herida a la frecuencia ω. Para un intervalo temporal infinito tb − ta, obtenemos la
función de Green Gp

ω2(t− t′), igualmente

G−ω(t) = −e−iωtΘ̄(−t). (3.100)

El cambio de sentido en el contorno que encierra el polo en la integral ω′ conduce al
intercambio Θ̄(t) → −Θ̄(−t).

Fuera del intervarlo base t ∈ [0, tb − ta), la función está determinada por su
periodicidad. Para t ∈ [−(tb − ta), 0), podemos simplemente reemplazar t por |t|.

Como siguiente paso consideraremos otra función de Green Ga
ω(t, t

′). Esta
función, lo mismo que Gp

ω(t, t
′), satisface la ecuación diferencial de primer orden

i∂t − ω:

(i∂t − ω)Ga
ω(t, t

′) = iδ(t− t′), t− t′ ∈ [0, tb − ta), (3.101)

pero en contraste con Gp
ω(t, t

′) esta función cumple condiciones de frontera an-
tiperiódicas

Ga
ω(t, t

′) ≡ Ga
ω(t− t′) = −Ga

ω(t− t′ + tb − ta). (3.102)

Lo mismo que para las condiciones de frontera periódicas, la función de Green
Ga

ω(t, t
′) depende sólo de la diferencia temporal t − t′. Sin embargo, Ga

ω(t, t
′), en
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contraste con Gp
ω(t, t

′), cambia de signo ante la sustitución t → t + (tb − ta). La
representación de Fourier de Ga

ω(t− t′) es

Ga
ω(t) =

1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωf
mt i

ωf
m − ω

, (3.103)

donde la suma de frecuencias es sobre las frecuencias impares tipo Matsubara

ωf
m =

π(2m+ 1)

tb − ta
. (3.104)

El supeŕındice f se usa para indicar las frecuencias fermiónicas . Estas frecuencias
juegan un papel importante en la mecánica estad́ıstica de Fermi, la cual se explicará
en la Sección 7.10 [ver la Ec. (7.414)].

Las funciones de Green antiperiódicas se obtienen de una suma similar a (3.82),
pero modificada por un factor de fase adicional eiπn = (−1)n. Cuando esta fase se
sustituye en la fórmula de suma de Poisson (3.81), se observa que en la integral se
seleccionan números semi-enteros en vez de números enteros:

∞
∑

m=−∞

f(m+ 1/2) =
∫ ∞

−∞
dµ

∞
∑

n=−∞

(−)ne2πiµnf(µ). (3.105)

Usando esta fórmula, tenemos la representación

Ga
ω(t) =

∞
∑

n=−∞

∫ ∞

−∞

dω′

2π
(−)ne−iω′[t−(tb−ta)n]

i

ω′ − ω + iη

=
∞
∑

n=−∞

(−)nGω(t− (tb − ta)n), (3.106)

o, más expĺıcitamente,

Ga
ω(t) =

∞
∑

n=−∞

e−iω[t−(tb−ta)n](−)nΘ̄(t− (tb − ta)n). (3.107)

Para t ∈ [0, tb − ta), obtenemos

Ga
ω(t) =

0
∑

n=−∞

e−iω[t−(tb−ta)n](−)n =
eiωt

1 + e−iω(tb−ta)

=
e−iω[t−(tb−ta)/2]

2 cos[ω(tb − ta)/2]
, t ∈ [0, tb − ta). (3.108)

Fuera del intervalo t ∈ [0, tb − ta), la función está definida por su antiperiodicidad.
El comportamiento τ de la función de Green antiperiódica Ga

ω,e(τ) se muestra en la
Fig. 3.2.

En el ĺımite ω → 0, el lado derecho de la Ec. (3.108) es igual a 1/2, y la antipe-
riodicidad implica que

Ga
0(t) =

1

2
ǫ(t), t ∈ [−(tb − ta), (tb − ta)]. (3.109)
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Las funciones de Green antiperiódicas juegan un papel importante en la es-
tad́ıstica cuántica de las part́ıculas de Fermi. Después de continuar anaĺıticamente
t hacia tiempos imaginarios −iτ con tb − ta → −ih̄/kBT , la expresión (3.108) tiene
la forma

Ga
ω,e(τ) =

1

1 + e−h̄ω/kBT
e−ωτ , τ ∈ [0, h̄β). (3.110)

El prefactor está relacionado con el número medio de ocupación de Fermi de un
estado con enerǵıa h̄ω, dado por la Función de distribución de Fermi-Dirac

nf
ω =

1

eh̄ω/kBT + 1
. (3.111)

En términos de este número de ocupación,

Ga
ω,e(τ) = (1− nf

ω)e
−ωτ , τ ∈ [0, h̄β). (3.112)

Con ayuda de Ga
ω(t), construimos el análogo antiperiódico de las Ecs. (3.97),

(3.99), i.e., la función de Green antiperiódica asociada con el operador diferencial
de segundo orden −∂2t − ω2:

Ga
ω2(t) =

1

tb − ta

∞
∑

m=0

e−iωf
mt 1

ωf
m
2 − ω2

=
1

2ωi
[Ga

ω(t)−Ga
−ω(t)]

= − 1

2ω

sinω[t− (tb − ta)/2]

cos[ω(tb − ta)/2]
, t ∈ [0, tb − ta]. (3.113)

Fuera del intervalo base t ∈ [0, tb − ta], la función de Green está determinada por
su antiperiodicidad. Si, por ejemplo, t ∈ [−(tb − ta), 0], únicamente tenemos que
reemplazar t por |t|.

Nótese que la suma de Matsubara

Gp
ω2,e(0) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ω2
m + ω2

, Gp
ω,e(0) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ωf
m
2 + ω2

, (3.114)

también puede calcularse de la combinación de las funciones simples de Green (3.79)
y (3.103):

1

2ω

[

Gp
ω,e(η) +Gp

ω,e(−η)
]

=
1

2ω

[

Gp
ω,e(η) +Gp

ω,e(h̄β−η)
]

=
1

2ω

(

1 + nb
ω

) (

1 + e−βω
)

=
1

2ω
coth

h̄ωβ

2
, (3.115)

1

2ω

[

Ga
ω,e(η) +Ga

ω,e(−η)
]

=
1

2ω

[

Ga
ω,e(η)−Ga

ω,e(h̄β−η)
]

=
1

2ω

(

1− nf
ω

) (

1− e−βω
)

=
1

2ω
tanh

h̄ωβ

2
, (3.116)

donde η es número positivo infinitesimal necesario para determinar de que lado de
la singularidad se pueden evaluar las funciones de Green Gp,a

ω,e(τ) en τ = 0 (ver la
Fig. 3.2).
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3.3.2 Frequencia Dependiente de Tiempo

Los resultados hallados en las Ecs. (3.89) y (3.108), para la función de Green
periódica y antiperiódica del operador diferencial de primer orden (i∂t −ω), pueden
extenderse fácilmente para el caso de frecuencias arbitrarias dependientes del tiempo
Ω(t), con lo cual tenemos una solución completa a la Ec. (3.75). Debemos buscar
una expresión de la versión retardada que se anula para t < t′. Esta propiedad está
garantizada por la hipótesis que contiene a la función de Heaviside (1.313):

GΩ(t, t
′) = Θ̄(t− t′)g(t, t′). (3.117)

Usando la propiedad (1.307) de la función de Heaviside, que consiste en que su
derivada con respecto al tiempo es igual a la función δ, y normalizando g(t, t) a la
unidad, vemos que g(t, t′) debe ser solución de la ecuación diferencial homogénea

[i∂t − Ω(t)] g(t, t′) = 0. (3.118)

La solución es
g(t, t′) = K(t′)e−i

∫ t

c
dt′′ Ω(t′′). (3.119)

La condición g(t, t) = 1 fija fija el valor de K(t) = ei
∫ t

c
dt′′ Ω(t′′), de tal manera que

obtenemos
GΩ(t, t

′) = Θ̄(t− t′)e−i
∫ t

t′
dt′′ Ω(t′′). (3.120)

La función de Green más general es la suma de esta función y de una solución
arbitraria de la ecuación homogénea (3.118):

GΩ(t, t
′) =

[

Θ̄(t− t′) + C(t′)
]

e−i
∫ t

t′
dt′′ Ω(t′′). (3.121)

Para una frecuencia periódica Ω(t) imponemos condiciones de frontera periódicas
para la función de Green, utilizando la relación GΩ(ta, t

′) = GΩ(tb, t
′). Esto queda

satisfecho si para tb > t > t′ > ta:

C(t′)e−i
∫ ta

t′
dt′′ Ω(t′′) = [1 + C(t′)] e−i

∫ tb

t′
dt′′ Ω(t′′). (3.122)

Esta ecuación tiene una solución C(t′) independiente de t′:

C = np
Ω ≡ 1

e
i
∫ tb

ta
dt′′ Ω(t′′) − 1

. (3.123)

De donde obtenemos la función de Green periódica

Gp
Ω(t, t

′) =
[

Θ̄(t− t′) + np
Ω

]

e−i
∫ t

t′
dt′′ Ω(t′′). (3.124)

Para condiciones de frontera antiperiódicas obtenemos la misma ecuación con np
Ω

reemplazada por −na
Ω donde

na
Ω ≡ 1

e
i
∫ tb

ta
dtΩ(t)

+ 1
. (3.125)
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Nótese que un cambio de signo en la derivada temporal de la ecuación diferencial
de primer orden (3.75) de la forma

[−i∂t − Ω(t)]GΩ(t, t
′) = iδ(t− t′) (3.126)

tiene el efecto de intercambiar el orden de las variables temporales t y t′ en la función
de Green Ec. (3.120).

Si la frecuencia Ω(t) es una matriz, todos los exponenciales tienen que reem-
plazarse por exponenciales ordenados temporalmente [ver la Ec. (1.252)]

e
i
∫ tb

ta
dtΩ(t) → T̂ e

i
∫ tb

ta
dtΩ(t)

. (3.127)

Como se mencionó en la Subsección 2.15.4, esta integral, en general, no puede cal-
cularse expĺıcitamente. Una fórmula simple se obtiene solamente si la matriz Ω(t)
tiene variaciones suaves alrededor de una matriz fija Ω0.

Para tiempos imaginarios τ = it generalizamos los resultados de las Ecs. (3.92) y
(3.110), para las funciones de Green periódicas y antiperiódicas de tiempo imaginario
solución de la ecuación diferencial de primer orden (3.76), a frecuencias periódicas
dependientes del tiempo Ω(τ). Aqúı la función de Green (3.120) se convierte en

GΩ(τ, τ
′) = Θ̄(τ − τ ′)e−

∫ τ

τ ′
dτ ′′ Ω(τ ′′), (3.128)

y la función de Green periódica (3.124), será:

GΩ(τ, τ
′) =

[

Θ̄(τ − τ ′) + nb
]

e−
∫ τ

τ ′
dτ ′′ Ω(τ ′′), (3.129)

donde

nb ≡ 1

e
∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′) − 1

(3.130)

es la generalización de la función de distribución de Bose, Ec. (3.93). Para condi-
ciones de frontera antiperiódicas obtenemos la misma ecuación, excepto que la
función generalizada de la distribución de Bose se reemplaza por el negativo de
la función generalizada de la distribución de Fermi, Ec. (3.111):

nf ≡ 1

e
∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′) + 1

. (3.131)

En el caso de signo opuesto en la derivada temporal de la Ec. (3.128), los argumentos
τ y τ ′ están intercambiados.

De las funciones de Green (3.124) o (3.128) podemos encontrar directamente
la traza del logaritmo de los operadores [−i∂t + Ω(t)] o [∂τ + Ω(τ)]. Para tiempos
imaginarios, multiplicamos a Ω(τ) con un parámetro g, y usamos la fórmula

Tr log [∂τ + gΩ(τ)] =
∫ g

0
dg′Gg′Ω(τ, τ). (3.132)
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Para el caso g = 1 y sustituyendo en el lado derecho de la Ec. (3.129), encontramos:

Tr log [∂τ + Ω(τ)] = log

{

2 sinh

[

1

2

∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′)

]}

=
1

2

∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′) + log

[

1− e−
∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′)

]

, (3.133)

que para bajas temperaturas se reduce a

Tr log [∂τ + Ω(τ)] =
1

2

∫ h̄β

0
dτ ′′ Ω(τ ′′). (3.134)

El resultado es el mismo si tenemos un signo opuesto de la derivada con respecto
al tiempo y la traza del logaritmo es sensible sólo a Θ̄(τ − τ ′) en τ = τ ′, donde es
igual a 1/2.

Como un ejercicio en el manejo de distribuciones es instructivo volver a derivar
este resultado en la forma perturbativa que sigue. Sea Ω(τ) positivo, introducimos
la cantidad positiva infinitesimal η y hagamos el siguiente desarrollo

Tr log [±∂τ + Ω(τ)] = Tr log [±∂τ + η] + Tr log
[

1 + (±∂τ + η)−1Ω(τ)
]

(3.135)

= Tr log [±∂τ + η] + Tr log
[

1 + (±∂τ + η)−1Ω(τ)
]

.

El primer término Tr log [±∂τ + η] = Tr log [±∂τ + η] =
∫∞
−∞ dω log ω se anula ya

que
∫∞
−∞ dω logω = 0 en la regularización dimensional de la regla de Veltman [ver la

Ec. (2.508)]. Usando las funciones de Green

[±∂τ + η]−1 (τ, τ ′) =

{

Θ̄(τ − τ ′)

Θ̄(τ ′ − τ)

}

, (3.136)

el segundo término puede representarse en una serie de Taylor

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n

∫

dτ1 · · ·dτn Ω(τ1)Θ̄(τ1−τ2)Ω(τ2)Θ̄(τ2−τ3) · · ·Ω(τn)Θ̄(τn−τ1). (3.137)

Para el signo inferior de ±∂τ , la función de Heaviside tiene argumentos inversos
τ2−τ1, τ3−τ2, . . . , τ1−τn. Las integrales sobre productos ćıclicos de las funciones de
Heaviside de la Ec. (3.137) son cero ya que los argumentos τ1, . . . , τn están ordenados
temporalmente, lo que hace que el argumento del último factor Θ̄(τn− τ1) [o Θ̄(τ1−
τn)] sea negativo y aśı Θ̄(τn − τ1) = 0 [o Θ̄(τ1 − τn)]. Sólo el primer término es
distinto de cero, de donde

∫

dτ1 Ω(τ1)Θ̄(τ1 − τ1) =
1

2

∫

dτ Ω(τ), (3.138)

de tal manera que obtenemos una vez más el resultado (3.134).
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El desarrollo (3.133) se puede generalizar fácilmente a una matriz arbitraria
Ω(τ) o a un operador dependiente del tiempo, Ĥ(τ). Ya que Ĥ(τ) y Ĥ(τ ′) no
necesariamente conmutan, la generalización es

Tr log[h̄∂τ + Ĥ(τ)] =
1

2h̄
Tr

[

∫ h̄β

0
dτ Ĥ(τ)

]

−
∞
∑

n=1

1

n
Tr

[

T̂ e−n
∫ h̄β

0
dτ ′′ Ĥ(τ ′′)/h̄

]

, (3.139)

donde T̂ es operador de ordenamiento temporal (1.241). En la suma cada término
contiene una potencia del operador de evolución temporal (1.255).

3.4 Representación Espectral Sumatoria de la Función de
Green

Después de estos preparativos estamos listos para llevar a cabo la suma espectral
(3.70) de la función de Green de la ecuación diferencial de segundo orden con condi-
ciones de frontera de Dirichlet. Definiendo t2 ≡ tb − t, t1 ≡ t′ − ta, reescribimos la
Ec. (3.70) como

Gω2(t, t′) =
2

tb − ta

∞
∑

n=1

(−1)n+1

(2i)2
(eiνnt2 − e−iνnt2)(eiνnt1 − e−iνnt1)

ν2n − ω2

=
1

2

1

tb − ta

∞
∑

n=1

(−1)n
[(e−iνn(t2+t1) − e−iνn(t2−t1)) + c.c. ]

ν2n − ω2

=
1

2

1

tb − ta

∞
∑

n=−∞

(−1)n
e−iνn(t2+t1) − e−iνn(t2−t1)

ν2n − ω2
. (3.140)

Ahora, dividimos las frecuencias νn en pares e impares y las escribimos como fre-
cuencias fermiónicas y bosónicas de Matsubara ωm = ν2m y ωf

m = ν2m+1, respecti-
vamente, donde usamos las definiciones de las Ecs. (3.80) y (3.104). De este modo
obtenemos

Gω2(t, t′) =
1

2

{

1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωm(t2+t1)

ω2
m − ω2

− 1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωf
m(t2+t1)

ωf
m

2 − ω2

− 1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωm(t2−t1)

ω2
m − ω2

+
1

tb − ta

∞
∑

m=−∞

e−iωf
m(t2−t1)

ωf
m

2 − ω2

}

. (3.141)

Sustituyendo en el lado derecho las funciones de Green periódicas y antiperiódicas,
Ecs. (3.99) y (3.108), obtenemos la descomposición

Gω2(t, t′) =
1

2
[Gp

ω(t2 + t1)−Ga
ω(t2 + t1)−Gp

ω(t2 − t1) +Ga
ω(t2 − t1)] . (3.142)

Usando las Ecs. (3.99) y (3.113) encontramos que

Gp
ω(t2 + t1)−Gp

ω(t2 − t1) =
sinω[t2 − (tb − ta)/2] sinωt1

ω sin[ω(tb − ta)/2]
, (3.143)
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Ga
ω(t2 + t1)−Ga

ω(t2 − t1) = −cosω[t2 − (tb − ta)/2] sinωt1
ω cos[ω(tb − ta)/2]

, (3.144)

de tal forma que la Ec. (3.142) será

Gω2(t, t′) =
1

ω sinω(tb − ta)
sinωt2 sinωt1, (3.145)

en completo acuerdo con el resultado anteriormente hallado en la Ec. (3.36).
Un caso ĺımite importante es

ta → −∞, tb → ∞. (3.146)

En este caso, las condiciones de frontera son irrelevantes y la función de Green se
reduce a

Gω2(t, t′) = − i

2ω
e−iω|t−t′|, (3.147)

que obviamente satisface la ecuación diferencial de segundo grado

(−∂2t − ω2)Gω2(t, t′) = δ(t− t′). (3.148)

Las funciones de Green periódicas y antiperiódicas Gp
ω2(t, t′) y Ga

ω2(t, t′) para
tb− ta finito, halladas en las Ecs. (3.99) y (3.113), se obtienen de Gω2(t, t′) sumando
sobre todas las repeticiones periódicas [comparar con la Ec. (3.106)]

Gp
ω2(t, t

′) =
∞
∑

n=−∞

G(t+ n(tb − ta), t
′),

Ga
ω2(t, t′) =

∞
∑

n=−∞

(−1)nGω2(t+ n(tb − ta), t
′). (3.149)

Por completes veamos el caso también la representación espectral, utilizando las
funciones de onda normalizadas [comparar con las Ecs. (3.98)–(3.69)]

x0(t) =

√

1

tb − ta
, xn(t) =

√

2

tb − ta
cos νn(t− ta), (3.150)

la cual tiene la forma:

GN
ω2(t, t′) =

2

tb − ta

[

− 1

2ω2
+

∞
∑

n=1

cos νn(t− ta) cos νn(t
′ − ta)

ν2n − ω2

]

. (3.151)

Esta expresión satisface las condiciones de frontera de Neumann

∂tG
N
ω2(t, t′)

∣

∣

∣

t=tb
= 0, ∂t′G

N
ω2(t, t′)

∣

∣

∣

t′=ta
= 0. (3.152)
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La representación espectral (3.151) se puede sumar por la descomposición (3.140),
en este caso la ĺınea inferior tiene un signo positivo entre las exponenciales, y la
Ec. (3.142) se convierte en

GN
ω2(t, t′) =

1

2
[Gp

ω(t2 + t1)−Ga
ω(t2 + t1) +Gp

ω(t2 − t1)−Ga
ω(t2 − t1)] . (3.153)

Ahora, usandos las Ecs. (3.99) y (3.113) encontramos que

Gp
ω(t2 + t1) +Gp

ω(t2 − t1) = −cosω[t2 − (tb − ta)/2] cosωt1
ω sin[ω(tb − ta)/2]

, (3.154)

Ga
ω(t2 + t1) +Ga

ω(t2 − t1) = −sinω[t2 − (tb − ta)/2] cosωt1
ω cos[ω(tb − ta)/2]

, (3.155)

y en lugar de la Ec. (3.145), obtenemos:

GN
ω2(t, t′) = − 1

ω sinω(tb − ta)
cosω(tb − t>) cosω(t< − ta), (3.156)

la cual, para valores pequños de ω, tiene la siguiente representación

GN
ω2(t, t′) ≈

ω2≈0
− 1

(tb−ta)ω2
+
tb−ta
3

− 1

2
|t−t′| − 1

2
(t+t′)+

1

2(tb−ta)
(

t2+t′2
)

. (3.157)

3.5 Construcción de Wronski para funciones
de Green Periódicas y Antiperiódicas

La construcción de Wronski, desarrollada en la Subsección 3.2.1, para las funciones
de Green con frecuencia dependiente del tiempo Ω(t) que satisfacen la ecuación
diferencial (3.27)

[−∂2t − Ω2(t)]GΩ2(t, t′) = δ(t− t′) (3.158)

puede aplicarse fácilmente a las funciones de Green Gp,a
Ω2 (t, t′) con condiciones de

frontera periódicas y antiperiódicas. Lo mismo que en la Ec. (3.53) descomponemos

Gp,a
Ω2 (t, t

′) = Θ̄(t− t′)∆(t, t′) + a(t′)ξ(t) + b(t′)η(t), (3.159)

en términos de las soluciones independientes de las ecuaciones homogéneas, ξ(t) y
η(t), y sustituimos esta expresión en la Ec. (3.27), donde δp,a(t − t′) es la versión
periódica de la función δ

δp,a(t− t′) ≡
∞
∑

n=−∞

δ(t− t′ − nh̄β)

{

1
(−1)n

}

, (3.160)

y Ω(t) se supone periódica o antiperiódica en tb − ta. Nuevamente tenemos para
∆(t, t′) el problema homogéneo de valores iniciales de las Ecs. (3.46), (3.45),

[−∂2t − Ω2(t)]∆(t, t′) = 0; ∆(t, t) = 0, ∂t∆(t, t′)|t′=t = −1. (3.161)
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Utilizando las condiciones de frontera periódicas, obtenemos el siguiente conjunto
de ecuaciones

a(t)[ξ(tb)∓ ξ(ta)] + b(t)[η(tb)∓ η(ta)] = −∆(tb, t),

a(t)[ξ̇(tb)∓ ξ̇(ta)] + b(t)[η̇(tb)∓ η̇(ta)] = −∂t∆(tb, t). (3.162)

Ahora, si definimos las matrices constantes de 2× 2

Λ̄p,a(ta, tb) =

(

ξ(tb)∓ ξ(ta) η(tb)∓ η(ta)

ξ̇(tb)∓ ξ̇(ta) η̇(tb)∓ η̇(ta)

)

, (3.163)

la condición análoga a la Ec. (3.58),

det Λ̄p,a(ta, tb) = W ∆̄p,a(ta, tb) 6= 0, (3.164)

donde
∆̄p,a(ta, tb) = 2± ∂t∆(ta, tb)± ∂t∆(tb, ta), (3.165)

nos permite obtener una solución única a las Ecs. (3.162). Luego de un poco de
ágebra, y usando las indentidades (3.51) y (3.52), la expresión (3.159) para las
funciones de Green con condiciones de frontera periódicas y antiperódicas, será de
la forma

Gp,a
Ω2 (t, t

′) = GΩ2(t, t′)∓ [∆(t, ta)±∆(tb, t)][∆(t′, ta)±∆(tb, t
′)]

∆̄p,a(ta, tb)∆(ta, tb)
, (3.166)

donde GΩ2(t, t′) es la función de Green (3.59) que cumple las condiciones de frontera
de Dirichlet. Lo mismo que en la Ec. (3.59), y con la ayuda de la Ec. (3.60), podemos
reemplazar las funciones del lado derecho por las soluciones Da(t) y Db(t) definidas
en las Ecs. (2.228) y (2.229).

El lado derecho de la Ec. (3.166) estará bien definido a menos que el operador
K(t) = −∂2t −Ω2(t) tenga un modo–cero. Por ejemplo, sea este η(t) con condiciones
de frontera periódicas y antiperiódicas η(tb) = ±η(ta), η̇(tb) = ±η̇(ta), lo cual haŕıa
que el determinante de la matriz Λ̄p,a se anule.

3.6 Amplitud de Evolución Temporal en Presencia de un
Término Fuente

Dada la función de Green Gω2(t, t′), podemos escribir una expresión expĺıcita para
amplitud de evolución temporal. La contribución cuadrática de la fuente al factor
de fluctuación (3.21) está dado expĺıcitamente por

Aj,fl = − 1

2M

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′Gω2(t, t′) j(t)j(t′) (3.167)

= − 1

M

1

ω sinω(tb − ta)

∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ sinω(tb − t) sinω(t′ − ta)j(t)j(t

′).
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En total, la integral de trayectoria en presencia de una fuente externa j(t) tiene la
forma

(xbtb|xata)jω =
∫

Dx exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
[

M

2
(ẋ2 − ω2x2) + jx

]}

= e(i/h̄)Aj,clFω,j(tb, ta),

(3.168)

con una acción clásica total

Aj,cl =
1

2

Mω

sinω(tb − ta)

[

(x2b + x2a) cosω(tb − ta)−2xbxa
]

+
1

sinω(tb − ta)

∫ tb

ta
dt[xa sinω(tb − t) + xb sinω(t− ta)]j(t), (3.169)

y el factor de fluctuación compuesto por la Ec. (2.171) y una contribución del término
de corriente eiAj,fl/h̄:

Fω,j(tb, ta) = Fω(tb, ta)e
iAj,fl/h̄ =

1
√

2πih̄/M

√

ω

sinω(tb − ta)

× exp

{

− i

h̄Mω sinω(tb − ta)

∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ sinω(tb − t) sinω(t′ − ta)j(t)j(t

′)

}

. (3.170)

Esta expresión puede generalizarse fácilmente a frecuencias arbitrarias depen-
dientes del tiempo. Usando las dos soluciones independientes Da(t) y Db(t) de las
ecuaciones diferenciales homogéneas (3.48), las cuales fueron introducidas en las
Ecs. (2.228) y (2.229), encontramos para la acción (3.169) la expresión general:

Aj,cl =
M

2Da(tb)

[

x2bḊa(tb)−x2aḊb(ta)−2xbxa
]

+
1

Da(tb)

∫ tb

ta
dt [xbDa(t)+xaDb(t)]j(t).

(3.171)

la cual está compuesta por la acción armónica (2.268) y el término de corriente
∫ tb
ta dtxcl(t)j(t), cuya solución clásica está dada por la Ec. (2.248). El factor de
fluctuación está compuesto por la expresión (2.263), para la acción libre de corriente,
y la generalización de la Ec. (3.167) con la función de Green (3.61):

Fω,j(tb, ta) = Fω(tb, ta)e
iAj,fl/h̄ =

1
√

2πih̄/M

1
√

Da(tb)
exp

{

− i

2h̄MDa(tb)

×
∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ j(t)

[

Θ̄(t− t′)Db(t)Da(t
′) + Θ̄(t′ − t)Da(t)Db(t

′)
]

j(t′)
}

. (3.172)

Para las aplicaciones a la mecánica estad́ıstica, las cuales son posibles luego de
una continuación anaĺıtica a tiempos imaginarios, es útil escribir las Ecs. (3.169) y
(3.170) en otra forma. Utilizando la transformada de Fourier de la corriente

A(ω) ≡ 1

Mω

∫ tb

ta
dte−iω(t−ta)j (t) , (3.173)

B(ω) ≡ 1

Mω

∫ tb

ta
dte−iω(tb−t)j(t) = −e−iω(tb−ta)A(−ω), (3.174)



246 3 Fuentes Externas, Correlación y Teoŕıa de Perturbación

vemos que el término fuente clásico, en el argumento de la exponencial de la
Ec. (3.168), se puede escribir como

Aj,cl = −i Mω

sinω(tb − ta)

{[

xb(e
iω(tb−ta)A− B)

]

+ xa(e
iω(tb−ta)B − A)

}

. (3.175)

Por otra parte, la contribución de la fuente a las fluctuaciones cuadráticas en la
Ec. (3.167), se pueden rearreglar para dar

Aj,fl =
i

4Mω

∫ tb

ta
dt
∫ tb

tb
dt′e−iω|t−t′|j(t)j(t′)− Mω

2 sinω(tb−ta)
[

eiω(tb−ta)(A2+B2)−2AB
]

.

(3.176)

Esto se ve como sigue, en la Ec. (3.168), escribimos la función de Green entre
j(t), j(t′) como

−
[

sinω(tb − t) sinω(t′ − ta)Θ̄(t− t′) + sinω(tb − t′) sinω(t− ta)Θ̄(t′ − t)
]

=
1

4

[(

eiω(tb−ta)e−iω(t−t′) + c.c.
)

−
(

eiω(tb+ta)e−iω(t+t′) + c.c.
)]

Θ̄(t− t′)

+
{

t↔ t′
}

. (3.177)

Usando Θ̄(t− t′) + Θ̄(t′ − t) = 1, esto se convierte en

1

4

{

−
(

eiω(tb+ta)e−iω(t′+t) + c.c.
)

+eiω(tb−ta)
(

e−iω(t−t′)Θ̄(t− t′) + e−iω(t′−t)Θ̄(t′ − t)
)

(3.178)

+e−iω(tb−ta)
[

eiω(t−t′)(1− Θ̄(t′ − t)) + eiω(t
′−t)(1− Θ̄(t− t′))

]}

.

Multiplicando por j(t), j(t′) e integrando sobre los tiempos t, t′, encontramos que

1

4

[

− eiω(tb−ta)4M2ω2(B2 + A2) (3.179)

+
(

eiω(tb−ta) − e−iω(tb−ta)
)

∫ tb

ta
dt
∫ tb

tb
dt′e−iω|t−t′|j(t)j(t′) + 4M2ω22AB

]

,

de donde obtenemos la Ec. (3.176).
Si la fuente j(t) es independiente del tiempo, las integrales para los términos

de corriente en las Ecs. (3.169) y (3.170) pueden hacerse directamente, de donde
obtenemos el exponente dependiente de j

i

h̄
Aj =

i

h̄
(Aj,cl +Aj,fl) =

i

h̄

{

1

ω sinω(tb − ta)
[1− cosω(tb − ta)](xb + xa)j

+
1

2Mω3

[

ω(tb − ta) + 2
cosω(tb − ta)− 1

sinω(tb − ta)

]

j2
}

. (3.180)
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sustituyendo (1 − cosα) por sinα tan(α/2), obtenemos que la acción total, en
términos de la fuente, será

Aj =
1

ω
tan

ω(tb − ta)

2
(xb + xa)j +

1

2Mω3

[

ω (tb − ta)− 2 tan
ω(tb − ta)

2

]

j2. (3.181)

Este resultado podŕıa haberse obtenido de manera más directa utilizando en la
acción un potencial con un término de corriente constante

−
∫ tb

ta
dt
(

M

2
ω2x2 − xj

)

, (3.182)

y completando la cuadratura en la forma

−
∫ tb

ta
dt
M

2
ω2
(

x− j

Mω2

)2

+
tb − ta
2Mω2

j2. (3.183)

Este es un potencial armónico, donde hemos modificado x por la cantidad −j/Mω2.
Por lo tanto, la amplitud de evolución temporal se puede escribir de forma inmediata
como

(xbtb|xata)j=const
ω =

√

Mω

2πih̄ sinω(tb − ta)
exp

(

i

2h̄

Mω

sinω(tb − ta)

×
{[

(

xb −
j

Mω2

)2

+
(

xa −
j

Mω2

)2
]

cosω(tb − ta) (3.184)

−2
(

xb −
j

Mω2

)(

xa −
j

Mω2

)}

+
i

h̄

tb − ta
2Mω2

j2
)

.

En el ĺımite de la part́ıcula libre ω → 0, el resultado es particularmente simple:

(xbta|xata)j=const
0 =

1
√

2πih̄(tb − ta)/M
exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]

× exp
{

i

h̄

[

1

2
(xb + xa)(tb − ta)j −

1

24M
(tb − ta)

3j2
]}

. (3.185)

Como prueba, verificamos que el exponente total es igual a i/h̄ por la acción clásica

Aj,cl =
∫ tb

ta
dt
(

M

2
ẋ2j,cl + jxj,cl

)

, (3.186)

calculada para la órbita clásica xj,cl(t) que une los extremos xa y xb en presencia de
la corriente constante j. Esto cumple la ecuación de Euler-Lagrange

ẍj,cl = j/M, (3.187)

que tiene como solución

xj,cl(t) = xa +
[

xb − xa −
j

2M
(tb − ta)

2
]

t− ta
tb − ta

+
j

2M
(t− ta)

2. (3.188)
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Sustituyendo este resultado en la expresión de la acción obtenemos

Aj,cl =
M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
+

1

2
(xb + xa)(tb − ta)j −

(tb − ta)
3

24

j2

M
, (3.189)

que es igual a la expresión hallada en el exponente de la Ec. (3.185).
Como comentario, observemos que en el cálculo de la amplitud del oscilador

(xatb|xat)jω de la Ec. (3.168), se podrá haber procedido de forma alternativa uti-
lizando la separación orbital

x(t) = xj,cl(t) + δx(t), (3.190)

donde xj,cl(t) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange con un término fuente de-
pendiente del tiempo

ẍj,cl(t) + ω2xj,cl(t) = j(t)/M, (3.191)

en lugar de la separación orbital de la Ec. (3.7),

x(t) = xcl(t) + δx(t),

donde xcl(t) satisface la ecuación de Euler-Lagrange sin término fuente. Esta
ecuación diferencial inhomogénea tiene la siguiente solución, donde tenemos la asig-
nación xa en t = ta y xb en t = tb:

xj,cl(t) = xa
sinω(tb − t)

sinω(tb − ta)
+ xb

sinω(t− ta)

sinω(tb − ta)
+

1

M

∫ tb

ta
dt′Gω2(t, t′)j(t′). (3.192)

La función de Green Gω2(t, t′) aparece en su versión clásica. La separación (3.190)
de la acción total tiene la ventaja, sobre la Ec. (3.7), que la fuente no da lugar al
término lineal δx(t). Con esto, no hay necesidad de completar cuadraturas; la acción
clásica se encontraŕıa de un término puro de superficie más un término que es un
medio de la fuente

Acl =
∫ tb

ta
dt
[

M

2
(ẋ2cl,j − ω2x2j,cl) + jxj,cl

]

=
M

2
xj,clẋj,cl

∣

∣

∣

tb

ta

+
∫ tb

ta
dt
[

M

2
xj,cl

(

−ẍj,cl − ω2xj,cl +
j

M

)]

+
1

2

∫ tb

ta
dtxj,clj

=
M

2
(xbẋb − xaẋa)

∣

∣

∣

x=xj,cl

+
1

2

∫ tb

ta
dtxj,cl(t)j(t). (3.193)

Sustituyendo la expresión (3.192) para xj,cl y la expresión (3.36) para Gω2(t, t′)
obtenemos de nueva cuenta el exponente de la Ec. (3.168). El término cuadrático en
δx(t), en la fluctuación de la acción, nos habŕıa dado el mismo factor de fluctuación
que el caso j = 0, i.e., el prefactor en la Ec. (3.168) sin el término j2 (debido a que
no tendŕıamos necesidad de completar la cuadratura).
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3.7 Amplitud de Evolución Temporal para una Trayectoria
Promedio Fija

Otra cantidad interesante a ser utilizada en el Caṕıtulo 15 es la transformada de
Fourier de la amplitud (3.184):

(xbtb|xata)x0
ω = (tb − ta)

∫ ∞

−∞

dj

2πh̄
e−ij(tb−ta)x0/h̄(xbtb|xata)jω. (3.194)

Esta es la amplitud para una part́ıcula que va de xa a xb a lo largo de las trayectorias
x0, sobre las cuales se impone la restricción de que su promedio temporal x̄ ≡
(tb − ta)

−1
∫ tb
ta dt x(t) se mantenga fijo en x0:

(xbtb|xata)x0
ω =

∫

Dx δ(x0 − x̄) exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2
(ẋ2 − ω2x2)

}

. (3.195)

Esta propiedad de las trayectorias se obtiene del hecho de que la integral de la
Ec. (3.194) sobre la fuente independiente del tiempo j da origen a la función
δ((tb − ta)x0 − ∫ tb

ta dt x(t)). Este tipo de amplitudes restringidas tendrán aplica-
ciones importantes más adelante en la Subsección 3.25.1 y en los Caṕıtulos 5, 10 y
15.

La integral sobre j en la Ec. (3.194) se hace luego de completar cuadraturas en
Aj − j(tb − ta)x0 donde Aj se obtiene de la Ec. (3.181):

Aj − j(tb − ta)x0 =
1

2Mω3

[

ω (tb − ta)− 2 tan
ω(tb − ta)

2

]

(j − j0)
2 +Ax0, (3.196)

donde

j0 =
Mω2

ω(tb − ta)− 2 tan ω(tb−ta)
2

[

ω(tb − ta) x0 − tan
ω(tb − ta)

2
(xb + xa)

]

, (3.197)

y

Ax0 = − Mω

2
[

ω(tb−ta)−2 tan ω(tb−ta)
2

]

[

ω(tb − ta)x0 − tan
ω(tb − ta)

2
(xa + xb)

]2

.(3.198)

Con la cuadratura completa para la expresión (3.196), la integral Gaussiana sobre
j de la Ec. (3.194) se puede hacer de inmediato, dando

(xbtb|xata)x0
ω = (xbtb|xata)

tb − ta√
2πh̄

√

√

√

√

iMω3

ω(tb − ta)− 2 tan ω(tb−ta)
2

exp
(

i

h̄
Ax0

)

.(3.199)

En el ĺımite de la part́ıcula libre ω → 0, esta expresión tiene la forma

(xbtb|xata)x0
ω =

√
3M

πh̄i(tb−ta)
exp

{

Mi

2h̄(tb−ta)

[

(xb−xa)2+12
(

x0−
xb+xa

2

)2
]}

. (3.200)
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Si en la Ec. (3.199) hacemos xb = xa e integramos sobre xb = xa, encontramos
la versión mecánico–cuántico de la función de partición para x0 fijo:

Zx0
ω =

1
√

2πh̄(tb − ta)/Mi

ω(tb − ta)/2

sin[ω(tb − ta)/2]
exp

[

− i

2h̄
(tb − ta)Mω2x20

]

. (3.201)

Como una prueba, podemos integrar esta expresión sobre x0 y recobraremos la
expresión correcta de Zω hallada en la Ec. (2.412).

También podemos integrar sobre ambos extremos independientemente para
obtener la función de partición

Zabierta,x0
ω =

√

√

√

√

ω(tb − ta)

sinω(tb − ta)
exp

[

− i

2h̄
(tb − ta)Mω2x20

]

. (3.202)

Integrando lo anterior sobre x0 y yendo hacia tiempos imaginarios obtenemos nue-
vamente la función de partición Zabierta

ω hallada en la Ec. (2.413).

3.8 Fuente Externa en la Integral de Trayectoria de la
Estad́ıstica Cuántica

En la sección anterior encontramos la amplitud de evolución temporal mecánico–
cuántica en presencia de una fuente externa. Hagamos ahora lo mismo para el caso
estad́ıstico–cuántico y calculemos la integral de trayectoria

(xbh̄β|xa0)jω =
∫

Dx(τ) exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(ẋ2 + ω2x2)− j(τ)x(τ)

]

}

. (3.203)

Esto se hará de dos maneras.

3.8.1 Continuación Anaĺıtica del Resultado de Tiempo Real

El resultado deseado se obtiene fácilmente a través de una continuación anaĺıtica
de los resultados mecánico–cuánticos de las Ecs. (3.23), (3.168) para la diferencia
temporal real tb− ta a tiempos imaginarios −ih̄(τb−τa) = −ih̄β. De esto obtenemos
de manera inmediata

(xbh̄β|xa0)jω =

√

M

2πh̄2β

√

ωh̄β

sinhωh̄β
exp

{

−1

h̄
Aext

e [j]
}

, (3.204)

con la acción clásica extendida del oscilador Euclideano

Aext
e [j] = Ae +Aj

e = Ae +Aj
1,e +Aj

2,e, (3.205)

donde Ae es la acción Euclideana

Ae =
Mω

2 sinh βh̄ω

[

(x2b + x2a) coshωh̄β − 2xbxa
]

, (3.206)
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mientras que los términos lineales y cuadráticos en la acción fuente son

Aj
1,e = − 1

sinhωh̄β

∫ τb

τa
dτ [xa sinhω(h̄β − τ) + xb sinhωτ ]j(τ), (3.207)

y

Aj
2,e=− 1

M

∫ h̄β

0
dτ
∫ τ

0
dτ ′ j(τ)Gω2,e(τ, τ

′)j(τ ′), (3.208)

donde Gω2,e(τ, τ
′) es la versión Euclideana de la función de Green (3.36) con condi-

ciones de frontera de Dirichlet:

Gω2,e(τ, τ
′) =

sinhω(h̄β − τ>) sinhωτ<
ω sinhωh̄β

=
coshω(h̄β − |τ − τ ′|)− coshω(h̄β − τ − τ ′)

2ω sinhωh̄β
, (3.209)

misma que cumple con la ecuación diferencial

(−∂2τ + ω2)Gω2,e(τ, τ
′) = δ(τ − τ ′). (3.210)

Esta función está relacionada con la función de Green para tiempo real (3.36) por
la relación

Gω2,e(τ, τ
′) = i Gω2(−iτ,−iτ ′), (3.211)

el factor i tiene en cuenta el reemplazo δ(t − t′) → iδ(τ − τ ′) realizado en el lado
derecho de la Ec. (3.148) para obtener la Ec. (3.210), es decir cuando pasamos de t
real al tiempo Euclideano −iτ . Los śımbolos τ> y τ< en la primera ĺınea de (3.209)
denotan el mayor y el menor de los tiempos Euclideanos τ and τ ′, respectivamente.

Los términos fuente (3.207) y (3.208) se pueden reescribir como sigue:

Aj
1,e = − Mω

sinhωh̄β

{[

xb(e
−βh̄ωAe − Be)

]

xa(e
−βh̄ωBe − Ae)

}

, (3.212)

y

Aj
2,e = − 1

4Mω

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′e−ω|τ−τ ′|j(τ)j(τ ′)

+
Mω

2 sinhωh̄β

[

eβh̄ω(A2
e +B2

e )− 2AeBe

]

. (3.213)

En las Ecs. (3.173) y (3.174) hemos definido las versiones Euclideanas de las fun-
ciones A(ω) y B(ω), como

Ae(ω) ≡ iA(ω)|tb−ta=−ih̄β =
1

Mω

∫ h̄β

0
dτe−ωτ j(τ), (3.214)

Be(ω) ≡ iB(ω)|tb−ta=−ih̄β =
1

Mω

∫ h̄β

0
dτe−ω(h̄β−τ)j(τ) = −e−βh̄ωAe(−ω). (3.215)
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De la Ec. (3.204) calculamos ahora función de partición estad́ıstico–cuántica.
Haciendo xb = xa = x, el primer término en la acción (3.205) se convierte en

Ae =
Mω

sinh βh̄ω
2 sinh2(ωh̄β/2)x2. (3.216)

Si ignoramos el segundo y tercer términos en la expresión (3.205) e integramos la
Ec. (3.204) sobre x obtenemos, por supuesto, la función de partición de la part́ıcula
libre

Zω =
1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (3.217)

En presencia de j, y completando la cuadratura en x obtenemos una parte de la
acción (3.205) dependiente de la fuente:

Aj
e = Aj

fl,e +Aj
r,e, (3.218)

donde el término adicional Aj
r,e es el término remanente obtenido del proceso de

completar la cuadratura. Este término tiene la forma

Aj
r,e = − Mω

2 sinhωβ
eβh̄ω(Ae +Be)

2. (3.219)

Combinando esta expresión con la expresión (3.213) de Aj
fl,e tenemos

Aj
fl,e +Aj

r,e = − 1

4Mω

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′e−ω|τ−τ ′|j(τ)j(τ ′)− Mω

sinh(βh̄ω/2)
eβh̄ω/2AeBe.

(3.220)

Con esto, la acción total dependiente de la fuente puede reescribirse como

Aj
e = − 1

4Mω

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

coshω(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(βh̄ω/2)
j(τ)j(τ ′). (3.221)

Para demostrarlo reescribimos el integrando como

1

2 sinh(βh̄ω/2)

{[

eω(τ−τ ′)e−βh̄ω/2 + (ω → −ω)
]

Θ̄(τ − τ ′)

+
[

eω(τ
′−τ)e−βh̄ω/2 + (ω → −ω)

]

Θ̄(τ ′ − τ)
}

j(τ)j(τ ′).

En el segundo y cuarto términos reemplazamos eβh̄ω/2 por e−βh̄ω/2 + 2 sinh(βh̄ω/2)
e integramos sobre τ, τ ′, de donde encontramos el resultado (3.220).

En la Ec. (3.221), el prefactor del producto de las corrientes se reconoce como la
versión Euclideana de la función periódica de Green Gp

ω2(τ), ver la Ec. (3.99):

Gp
ω2,e(τ) ≡ iGp

ω2(−iτ)|tb−ta=−ih̄β

=
1

2ω

coshω(τ − h̄β/2)

sinh(βh̄ω/2)
, τ ∈ [0, h̄β]. (3.222)
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En términos de la Ec. (3.221), la función de partición de un oscilador en presencia
del término fuente es

Zω[j] = Zω exp
(

−1

h̄
Aj

e

)

. (3.223)

Por completes, calculemos también la función de partición de todas las trayec-
torias con extremos abiertos en presencia de la fuente j(t), generalizando aśı la
Ec. (2.413). Integrando la Ec. (3.204) sobre las posiciones iniciales y finales xa y xb
obtenemos

Zabierta
ω [j] =

√

2πh̄

Mω

1
√

sinh[ω(τb − τa)]
e−(Aj

2,e+Ãj
2,e)/h̄, (3.224)

donde

Ãj
2,e = − 1

M

∫ h̄β

0
dτ
∫ τ

0
dτ ′j(τ)G̃ω2(τ, τ ′)j(τ ′), (3.225)

con

G̃ω2(τ, τ ′)=
1

2ω sinh3 ωh̄β
{coshωh̄β[sinhω(h̄β−τ) sinh ω(h̄β−τ ′)+sinhωτ sinhωτ ′]

+ sinhω(h̄β−τ) sinhωτ ′ + sinhω(h̄β−τ ′) sinhωτ} .(3.226)

Por medio de algunas identidades trigonométricas, esto se puede simplificar a

G̃ω2(τ, τ ′) =
1

ω

coshω(h̄β − τ − τ ′)

sinhωh̄β
. (3.227)

El primer paso es reescribir los corchetes en (3.226) como

sinhωτ
[

coshωh̄β sinhωτ ′ + sinhω(h̄β−τ ′)
]

+ sinhω(h̄β−τ ′)
[

coshωh̄β sinhω(h̄β−τ) + sinhω(h̄β− ((h̄β−τ))
]

. (3.228)

El primer corchete es igual a sinh βh̄ω coshωτ , el segundo igual a
sinh βh̄ω coshω(h̄β − τ ′), y aśı obtenemos

sinhωh̄β
[

sinhωτ coshωτ ′ + sinhω(h̄β−τ) coshω(h̄β−τ ′)
]

. (3.229)

Los corchetes se reescriben ahora como

1

2

[

sinhω(τ + τ ′) + sinhω(τ − τ ′) + sinhω(2h̄β − τ − τ ′) + sinhω(τ ′ − τ)
]

, (3.230)

lo cual es igual a

1

2

[

sinhω(h̄β + τ + τ ′ − h̄β) + sinhω(h̄β + h̄β − τ − τ ′)
]

, (3.231)
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y de esta forma encontramos

1

2

[

2 sinhωh̄β coshω(h̄β − τ − τ ′)
]

, (3.232)

de tal manera que obtenemos la Ec. (3.227). El término fuente de la acción en el
exponente de la Ec. (3.224) es por lo tanto:

(Aj
2,e + Ãj

2,e) = − 1

M

∫ h̄β

0
dτ
∫ τ

0
dτ ′ j(τ)Gopen

ω2,e (τ, τ
′)j(τ ′), (3.233)

donde, de la expresión (3.208) tenemos

Gabierta
ω2,e (τ, τ ′) =

coshω(h̄β − |τ − τ ′|) + coshω(h̄β − τ − τ ′)

2ω sinhωh̄β

=
coshω(h̄β − τ>) coshωτ<

ω sinhωh̄β
. (3.234)

Usando la relación (3.211), encontramos que esta función de Green coincide con la
versión Euclideana de la función de Green GN

ω2(t, t′) de la Eq. (3.151). Es de esperar
esta coincidencia, sobre todo luego de haber visto en la Sección 2.12 que la función
de partición de todas las trayectorias con extremos abiertos se puede calcular, hasta
un factor trivial le(h̄β) en la Ec. (2.353), como una suma sobre todas las trayectorias
que satisfacen las condiciones de frontera de Neumann (2.451), la cual es calculada
usando la norma (2.454) para las componentes de Fourier.

En el ĺımite donde ω es pequeño, la función de Green (3.234) se reduce a

Gabierta
ω2,e (τ, τ ′) ≈

ω2≈0

1

βω2
+
β

3
− 1

2
|τ − τ ′| − 1

2
(τ + τ ′) +

1

2β

(

τ 2 + τ ′2
)

, (3.235)

la cual es la versión imaginaria de la Ec (3.157).

3.8.2 Cálculo para Tiempos Imaginarios

Veamos ahora como calcular directamente la función de partición con un término
fuente en la formulación de tiempo imaginario, donde la condición periódica de
frontera se usa desde el principio. Consideramos aśı

Zω[j] =
∫

Dx(τ) e−Ae[j]/h̄, (3.236)

con la acción Euclideana

Ae[j] =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(ẋ2 + ω2x2)− j(τ)x(τ)

]

. (3.237)

Ya que x(τ) satisface la condición de frontera periódica, podemos hacer una inte-
gración por partes del término cinético sin considerar el término de frontera xẋ|tbta .
La acción se convierte en

Ae[j] =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
x(τ)(−∂2τ + ω2)x(τ)− j(τ)x(τ)

]

. (3.238)
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Sea De(τ, τ
′) la matriz funcional

Dω2,e(τ, τ
′) ≡ (−∂2τ + ω2)δ(τ − τ ′), τ − τ ′ ∈ [0, h̄β]. (3.239)

Su funcional inversa es la función Euclideana de Green,

Gp
ω2,e(τ, τ

′) = Gp
ω2,e(τ − τ ′) = D−1

ω2,e(τ, τ
′) = (−∂2τ + ω2)−1δ(τ − τ ′), (3.240)

con condiciones de frontera periódicas.
A continuación completamos la cuadratura desplazando la trayectoria:

x→ x′ = x− 1

M
GP

ω2,e j. (3.241)

Esto nos permite escribir la acción Euclideana en la forma

Ae[j] =
∫ h̄β

0
dτ
M

2
x′(−∂2τ + ω2)x′ − 1

2M

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′j(τ)Gp

ω2,e(τ − τ ′)j(τ ′).

(3.242)

Para j(τ) ≡ 0, las fluctuaciones sobre las trayectorias x′(τ) se pueden integrar y
obtenemos

Zω = DetD
−1/2
ω2,e . (3.243)

Tal como en la Subsección 2.15.2, encontramos el determinante funcional al reescribir
el producto de los valores propios como

DetDω2,e =
∞
∏

m=−∞

(ω2
m + ω2) = exp

[

∞
∑

m=−∞

log(ω2
m + ω2)

]

, (3.244)

y evaluando la suma en el exponente de acuerdo a las reglas de la regularización
anaĺıtica. Esto nos permite obtener directamente la función de partición del oscilador
armónico, igual que en la Ec. (2.409):

Zω =
1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (3.245)

Por lo tanto, la funcional generatriz para j(τ) 6= 0 es

Z[j] = Zω exp
{

−1

h̄
Aj

e[j]
}

, (3.246)

con el término fuente:

Aj
e[j] = − 1

2M

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′j(τ)Gp

ω2,e(τ − τ ′)j(τ ′). (3.247)

La función de Green para tiempos imaginarios se calcula como sigue. Las fun-
ciones propias del operador diferencial −∂2τ son e−iωmτ , los valores propios ω2

m y la
condición de frontera periódica obliga que ωm sea igual a la frecuencia térmica de
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Matsubara ωm = 2πm/h̄β con m = 0,±1,±2, . . . . Aśı tenemos la representación
de Fourier

Gp
ω2,e(τ) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ω2
m + ω2

e−iωmτ . (3.248)

En el ĺımite de tempertura cero, la suma de Matsubara se convierte en una integral,
dando

Gp
ω2,e(τ) =

T=0

∫

dωm

2π

1

ω2
m + ω2

e−iωmτ =
1

2ω
e−ω|τ |. (3.249)

La suma sobre las frecuencias en la Ec. (3.248) se puede escribir como una integral
sobre ωm, siempre que el integrando contenga una suma de Poisson adicional de la
forma dada en la Ec. (3.81):

∞
∑

m̄=−∞

δ(m− m̄) =
∞
∑

n=−∞

ei2πnm =
∞
∑

n=−∞

einωmh̄β. (3.250)

Esto implica que la función de Green para temperaturas finitas (3.248) se obtiene
de la Ec. (3.249) por una repetición periódica:

Gp
ω2,e(τ) =

∞
∑

n=−∞

1

2ω
e−ω|τ+nh̄β|

=
1

2ω

coshω(τ − h̄β/2)

sinh(βh̄ω/2)
, τ ∈ [0, h̄β]. (3.251)

Una comparación con (3.97), (3.99) muestra que Gp
ω2,e(τ) coincide con Gp

ω2(t) para
tiempo imaginario, como es de esperar.

Nótese que para ω pequeño, la función de Green tiene la siguiente serie de po-
tencias

Gp
ω2,e(τ) =

1

h̄βω2
+

τ 2

2h̄β
− τ

2
+
h̄β

12
+ . . . . (3.252)

El primer término diverge en el ĺımite ω → 0. Una comparación con la representación
espectral (3.248) muestra que esta representación surge de la contribución de la
frecuencia cero de Matsubara a la suma. Si este término se omite, la función de
Green substraida resultante

Gp
ω2,e
′ (τ) ≡ Gp

ω2,e(τ)−
1

h̄βω2
(3.253)

estará bien definida en el ĺımite ω → 0

Gp
0,e
′ (τ) =

1

h̄β

∑

m=±1,±2,...

1

ω2
m

e−iωmτ =
τ 2

2h̄β
− τ

2
+
h̄β

12
, (3.254)

donde el lado derecho será correcto sólo para τ ∈ [0, h̄β]. Fuera de este intervalo
debe de continuarse periódicamente. La función de Green substraida Gp

ω2,e
′ (τ) se

ilustra para diferentes frecuencias ω en la Fig. 3.4.
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Figure 3.4 Función periódica de Green substraida Gp
ω2,e
′ (τ) ≡ Gp

ω2,e(τ) − 1/h̄βω2 y

función de Green antiperiódica Ga
ω2,e(τ) para frecuencias ω = (0, 5, 10)/h̄β (con longitud

de rayado en aumento). Comparar con la Fig. 3.2.

La expresión ĺımite (3.254) puede, eventualmente, deducirse usando los métodos
desarrollados en la Subseción 2.15.6. Reescribimos la suma como

1

h̄β

∑

m=±1,±2,...

(−1)m

ω2
m

e−iωm(τ−h̄β/2) (3.255)

y usamos la representación en serie de potencias de la exponencial

− 2

h̄β

(

h̄β

2π

)2
∑

n=0,2,4,...

1

n!

[

−i2π
h̄β

(τ − h̄β/2)

]n ∞
∑

m=1

(−1)m−1

ω2−n
m

. (3.256)

La suma sobre m en el lado derecho es la función η de Riemann1

η(z) ≡
∞
∑

m=1

(−1)m−1

mz
, (3.257)

la cual está relacionada con la función zeta (2.521) por la expresión

η(z) = (1− 21−z)ζ(z). (3.258)

Puesto que las funciones zeta de números enteros negativos son cero [ver la
Ec. (2.587)], entonces, en la Ec. (3.256) sólo los términos con n = 0 y 2 contribuyen
a la suma. Sustituyendo los valores

η(0) = −ζ(0) = 1/2, η(2) = ζ(2)/2 = π2/12, (3.259)

obtenemos

− 2

h̄β

(

h̄β

2π

)2




π2

12
− 1

4

(

2π

h̄β

)2

(τ − h̄β/2)2


 =
τ 2

2h̄β
− τ

2
+
h̄β

12
, (3.260)

1M. Abramowitz y I. Stegun, op. cit., ver la fórmula 23.2.19.
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en completo acuerdo con la Ec. (3.254).

Vale la pena comentar que la función de Green (3.254) es directamente propor-
cional al polinomio de Bernoulli B2(z):

Gp
0,e
′ (τ) =

h̄β

2
B2(τ/h̄β). (3.261)

Estos polinomios están definidos en términos de los números de Bernoulli Bk como2

Bn(x) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

Bkz
n−k. (3.262)

Los polinomios de Bernoulli aparecen en la representación de la función generatriz3

ezt

et − 1
=

∞
∑

n=0

Bn(z)
tn−1

n!
, (3.263)

y tienen la forma

B2n(z) = (−1)n−1 2(2n)!

(2π)2n

∞
∑

k=0

cos(2πkz)

k2n
, (3.264)

con los casos especiales

B1(z) = z − 1/2, B2(z) = z2 − z + 1/6, . . . . (3.265)

Por analoǵıa con la Ec. (3.251), la función de Green antiperiódica se puede
obtener de una repetición antiperiódica

Ga
ω2,e(τ) =

∞
∑

n=−∞

(−1)n

2ω
e−ω|τ+nh̄β|

=
1

2ω

sinhω(τ − h̄β/2)

cosh(βh̄ω/2)
, τ ∈ [0, h̄β], (3.266)

la cual es una continuación anaĺıtica de la Ec. (3.113) a tiempos imaginarios. A
diferencia de la Ec. (3.252), la función de Green antiperiódica tiene un ĺımite finito
en ω → 0

Ga
ω2,e(τ) =

τ

2
− h̄β

4
, τ ∈ [0, h̄β]. (3.267)

Una representación gráfica de la función de Green antiperiódica, para diferentes
valores de la frecuencia ω, puede verse en la Fig. 3.4.

2I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 9.620.
3ibid. ver la fórmula 9.621.
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La expresión ĺımite (3.267) puede obtenerse también usando una representación
similar a la utilizada en la Ec. (3.256). La representación espectral en términos de
las frecuencias impares de Matsubara (3.104)

Ga
ω2,e(τ) ≡ 1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ωf
m
2
e−iωf

mτ (3.268)

se reescribe como

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ωf
m
2
cos(ωf

mτ) =
1

h̄β

∞
∑

m=−∞

(−1)m

ωf
m
2

sin[ωf
m(τ − h̄β/2)]. (3.269)

Usando la representación en serie de potencias de la función seno, obtenemos

2

h̄β

(

h̄β

2π

)2
∑

n=1,3,5,...

(−1)(n−1)/2

n!

[

2π

h̄β
(τ − h̄β/2)

]n ∞
∑

m=0

(−1)m
(

m+ 1
2

)2−n . (3.270)

En el último término, la suma sobre m es igual al producto de 22−n por la función
beta de Riemann 4 β(2− n), la cual está definida como

β(z) ≡ 1

2z

∞
∑

m=0

(−1)m
(

m+ 1
2

)z , (3.271)

y está relacionada con la función zeta de Riemann mediante la expresión

ζ(z, q) ≡
∞
∑

m=0

1

(m+ q)z
. (3.272)

De donde obtenemos

∞
∑

m=0

(−1)m

(m+ q)z
= ζ(z, q)− 22−zζ(z, (q + 1)/2), (3.273)

por lo que

β(z) ≡ 1

2z

[

ζ(z, 1/2)− 22−zζ(z, 3/4)
]

. (3.274)

Alrededor de z = 1, la función ζ(z, q) se comporta como5

ζ(z, q) =
1

z − 1
− ψ(q) +O(z − 1), (3.275)

donde ψ(z) es la función Digama (2.573). Aśı, en el ĺımite z → 1, obtenemos:

β(1) = lim
z→1

1

2

[

ζ(z, 1/2)− 21−zζ(z, 3/4)
]

=
1

2
[−ψ(1/2) + ψ(3/4) + log 2] =

π

4
.

(3.276)

4M. Abramowitz y I. Stegun, op. cit., ver la fórmula 23.2.21.
5I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 9.533.2.
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El resultado anterior se sigue de usar los siguientes valores espećıficos [comparar con
la Ec. (2.575)]:

ψ(1/2) = −γ − 2 log 2, ψ(3/4) = −γ − 3 log 2 +
π

2
. (3.277)

Para argumentos impares negativos, la función beta (3.271) se anula, aśı que no hay
más contribuciones. Sustituyendo esta expresión en la Ec. (3.270) el único término
que prevalece es n = 1, de donde obtenemos una vez más la Ec. (3.267).

Nótese que la relación (3.276) podŕıa también haberse obtenido directamente de
la representación (2.574) de la función Digama, la cual es

β(1) =
1

4
[ψ(3/2)− ψ(1/4)] , (3.278)

y que resulta ser igual a la Ec. (3.276) debido a que ψ(1/4) = −γ − 3 log 2− π/2.
Para corrientes j(τ), las cuales son periódicas en h̄β, el término fuente (3.247)

se puede escribir de manera simple, como:

Aj
e[j] = − 1

4Mω

∫ h̄β

0
dτ
∫ ∞

−∞
dτ ′e−ω|τ−τ ′|j(τ)j(τ ′). (3.279)

Esto se sigue directamente de reescribir la Ec. (3.279), en anoloǵıa con la Ec. (3.149),
como una suma sobre todas las repeticiones periódicas de la función de Green de
temperatura cero (3.249):

Gp
ω2,e(τ) =

1

2ω

∞
∑

n=−∞

e−ω|τ+nh̄β|. (3.280)

Si sustituimos esta expresión en la Ec. (3.247), los factores e−nβh̄ω se pueden eliminar
por medio de un cambio periódico temporal irrelevante en la corriente j(τ ′) →
j(τ ′ − nh̄β), de donde obtenemos la Ec. (3.279).

Para un potencial dependiente del tiempo Ω(τ), periódico o antiperiódico, la
función de Green Gp,a

ω2,e(τ) solución de la ecuación diferencial

[∂2τ − Ω2(τ)]Gp,a
ω2,e(τ, τ

′) = δp,a(τ − τ ′), (3.281)

con la función δ periódica o antiperiódica

δp,a(τ − τ ′) =
∞
∑

n=−∞

δ(τ − τ ′ − nh̄β)

{

1
(−1)n

}

, (3.282)

se puede expresar6 en términos de dos soluciones arbitrarias ξ(τ) y η(τ) de la
ecuación diferencial homogénea, tal como se hizo con las funciones de Green de
tiempo real de la Sección 3.5:

Gp,a
ω2,e(τ, τ

′) = Gω2,e(τ, τ
′)∓ [∆(τ, τa)±∆(τb, τ)][∆(τ ′, τa)±∆(τb, τ

′)]

∆̄p,a(τa, τb)∆(τa, τb)
, (3.283)

6Ver H. Kleinert and A. Chervyakov, Phys. Lett. A 245 , 345 (1998) (quant-ph/9803016);
J. Math. Phys. B 40 , 6044 (1999) (physics/9712048).
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donde Gω2,e(τ, τ
′) es la función de Green para tiempos imaginarios con condiciones

de frontera de Dirichlet, similar a la Ec. (3.209):

Gω2,e(τ, τ
′) =

Θ̄(τ − τ ′)∆(τb, τ)∆(τ ′, τa) + Θ̄(τ − τ ′)∆(τb, τ
′)∆(τ, τa)

∆(τa, τb)
, (3.284)

con

∆(τ, τ ′) =
1

W
[ξ(τ)η(τ ′)− ξ(τ ′)η(τ)] , W = ξ(τ)η̇(τ)− ξ̇(τ)η(τ), (3.285)

y
∆̄p,a(τa, τb) = 2± ∂τ∆(τa, τb)± ∂τ∆(τb, τa). (3.286)

A continuación escribimos la versión para tiempos imaginarios de las funciones de
Green periódicas o antiperiódicas con frecuencias dependientes del tiempo. Recorde-
mos las expresiones de las funciones Gp

ω(t) y G
a
ω(t), ver las Ecs. (3.94) y (3.112), a

frecuencia constante en el intervalo τ ∈ (0, h̄β):

Gp
ω,e(τ) =

1

h̄β

∑

m

e−iωmτ −1

iωm − ω
= e−ω(τ−h̄β/2) 1

2 sinh(βh̄ω/2)

= (1 + nb
ω)e

−ωτ , (3.287)

y

Ga
ω,e(τ) =

1

h̄β

∑

m

e−iωf
mτ −1

iωf
m − ω

= e−ω(τ−h̄β/2) 1

2 cosh(βh̄ω/2)

= (1− nf
ω)e

−ωτ , (3.288)

la primera suma es sobre las frecuencias pares de Matsubara, y la segunda sobre las
impares. Las funciones de distribución de Bose y de Fermi nb,f

ω fueron definidas en
las Ecs. (3.93) y (3.111).

Para τ < 0, la periodicidad o antiperiodicidad determinan que

Gp,a
ω,e(τ) = ±Gp,a

ω,e(τ + h̄β). (3.289)

La generalización de estas expresiones a frecuencias periódicas o antiperiódicas
dependientes del tiempo Ω(τ) que satisfacen la ecuación diferencial

[−∂τ − Ω(τ)]Gp,a
Ω,e(τ, τ

′) = δp,a(τ − τ ′) (3.290)

para β → ∞, tiene la forma

Gp,a
Ω,e(τ, τ

′) = Θ̄(τ − τ ′)e−
∫ τ

0
dτ ′ Ω(τ ′). (3.291)

Una superposición periódica, para β finito, dará una suma análoga a la Ec. (3.280):

Gp,a
Ω,e(τ, τ

′) =
∞
∑

n=0

e−
∫ τ+nh̄β

0
dτ ′ Ω(τ ′)

{

1
(−1)n

}

, h̄β > τ > τ ′ > 0, (3.292)

misma que se reduce a las Ecs. (3.287), (3.288) para el caso de una frecuencia
constante Ω(τ) ≡ ω.
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3.9 Función de Green en el Algebra de Redes

Al igual que en el Caṕıtulo 2, es fácil calcular el resultado anterior sobre el eje temporal segmentado.
Esto es útil cuando se comparan resultados anaĺıticos con simulaciones de Monte Carlo. Aqúı,
consideramos sólo las versiones Euclideanas; la versión mecánico-cuántico se puede obtener por
continuación anaĺıtica a tiempos reales.

La función de Green Gω2(τ, τ ′) para una red de tiempos imaginarios, con un número infinito
de puntos de red espaciados por ǫ, será [en lugar de la versión Eucludiana de (3.147)]:

Gω2(τ, τ ′) =
ǫ

2 sinh ǫω̃e
e−ω̃e|τ−τ ′| =

1

2ω

1

cosh(ǫω̃e/2)
e−ω̃e|τ−τ ′|, (3.293)

donde ω̃e está dada, como en la Ec. (2.406), por

ω̃e =
2

ǫ
arsinh

ǫω

2
. (3.294)

Esto se obtiene de la representación espectral

Gω2(τ, τ ′) = Gω2(τ − τ ′) =

∫

dω′

2π
e−iω′(τ−τ ′) ǫ2

2(1 − cos ǫω′) + ǫ2ω2
(3.295)

al reescribirla como

Gω2(τ, τ ′) =

∫ ∞

0

ds

∫

dω′

2π
e−iω′ǫne−s[2(1−cos ǫω′)+ǫ2ω2]/ǫ2 , (3.296)

usando n ≡ (τ ′ − τ)/ǫ, calculando la integral sobre ω′, lo que produce una función Bessel
I(τ−τ ′)/ǫ(2s/ǫ

2), y subsecuentemente la integral sobre s con ayuda de la fórmula (2.475). La
función de Green (3.293) se define sólo para los valores discretos τn = nh̄β/(N + 1). Si se suma
sobre todas las repeticiones periódicas n → n + k(N + 1) con k = 0,±1,±2, . . . , se obtiene el
análogo en el álgebra de redes de la función periódica de Green (3.251):

Gp
e (τ) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

ǫ2

2(1 − cos ǫωm) + ǫ2ω2
e−iωmτ

=
1

2ω

1

cosh(ǫω̃/2)

cosh ω̃(τ − h̄β/2)

sinh(h̄ω̃β/2)
, τ ∈ [0, h̄β]. (3.297)

3.10 Funciones de Correlación, Funcional Generatriz
y Representación de Wick

Equipados con la integral de trayectoria del oscilador armónico en presencia de una
fuente externa es fácil calcular las funciones de correlación de un número arbitrario
de variables de posición x(τ). Aqúı sólo consideraremos un sistema en equilibrio
térmico y estudiaremos el comportamiento para tiempos imaginarios. Las funciones
de correlación para valores reales de la variable temporal pueden discutirse de forma
similar. La relación precisa entre estas funciones será estudiada en el Caṕıtulo 18.

En general, i.e., lo mismo que para una acción no armónica, las funciones de
correlación de n variables x(τ) se definen como el promedio de las funcionales

G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) ≡ 〈x(τ1)x(τ2) · · ·x(τn)〉 (3.298)

≡ Z−1
∫

Dxx(τ1)x(τ2) · · ·x(τn) exp
(

−1

h̄
Ae

)

.
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Estas funciones se conocen como funciones de punto n. En mecánica cuántica de
operadores, estas mismas cantidades se obtienen como el valor térmico esperado del
producto de los operadores de posición de Heisenberg x̂H(τ) ordenados temporal-
mente:

G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) = Z−1Tr

{

T̂τ
[

x̂H(τ1)x̂H(τ2) · · · x̂H(τn)e−Ĥ/kBT
]}

, (3.299)

donde Z es la función de partición

Z = e−F/kBT = Tr(e−Ĥ/kBT ) (3.300)

y T̂τ es el operador de orden temporal. De hecho, al hacer una partición del operador
de evolución temporal imaginario e−Ĥτ/h̄ en tiempos discretos, de manera tal que
entre ellos están los tiempos τi de los n operadores de posición x(τi), entonces, en-

contramos que G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) tiene una representación en integrales de trayectoria

como la expresada en la Ec. (3.298).
Por definición, la integral de trayectoria del producto de x(τi) en el integrando

se puede calcular como sigue. Primero arreglamos los tiempos τi de acuerdo a su
orden temporal, denotando a los tiempos reordenados por τt(i). También utilizamos
la relación τb ≡ τt(n+1) y τa ≡ τt(0). Suponiendo que los tiempos τt(i) son diferentes
uno de otro, segmentamos el eje temporal τ ∈ [τa, τb] en los intervalos [τb, τt(n)],
[τt(n), τt(n−1)], [τt(n−2), τt(n−3)],. . ., [τt(4), τt(3)], [τt(2), τt(1)], [τt(1), τa]. Para cada uno de
estos intervalos calculamos la amplitud de evolución temporal (xt(i+1)τt(i+1)|xt(i)τt(i))
en la forma usual. Finalmente, recombinamos las amplitudes realizando las integra-
ciones intermedias sobre x(τt(i)), con un factor extra x(τi) en cada τi, i.e.,

G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) =

n+1
∏

i=1

[
∫ ∞

−∞
dxτt(i)

]

(xt(n+1)τb)|xt(n)τt(n)) · x(τt(n)) · . . .

·(xt(i+1)τt(i+1)|xt(i)τt(i)) · x(τt(i)) · (xt(i)τt(i)|xt(i−1)τt(i−1)) · x(τt(i−1))

· . . . · (xt(2)τt(2)|xt(1)τt(1)) · x(τt(1)) · (xt(1)τt(1)|xt(0)τa). (3.301)

Hemos hecho xt(n+1) ≡ xb = xa ≡ xt(0), de acuerdo con la condición de frontera
periódica. Si dos o más de los tiempos τi son iguales, las integrales intermedias son
acompañadas por la potencia de x(τi) correspondiente.

Afortunadamente, esta expresión, de apariencia bastante complicada, se puede
reemplazar por una mucho más simple que involucra derivadas funcionales de la
función de partición térmica Z[j] en presencia de una corriente externa j. De la
definición de Z[j] en la Ec. (3.236) es fácil ver que todas las funciones de correlación
del sistema se obtienen por la fórmula funcional

G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) =

[

Z[j]−1h̄
δ

δj(τ1)
· · · h̄ δ

δj(τn)
Z[j]

]

j=0

. (3.302)

Esta es la razón por la cual, en esta teoŕıa, la función Z[j] es llamada la funcional

generatriz .
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En el caso presente, de una acción armónica, Z[j] tiene la forma sencilla dada
en las Ecs. (3.246), (3.247), y podemos escribir

G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) =

[

h̄
δ

δj(τ1)
· · · h̄ δ

δj(τn)
(3.303)

× exp

{

1

2h̄M

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′j(τ)Gp

ω2,e(τ − τ ′)j(τ ′)

}]

j=0

,

donde Gp
ω2,e(τ − τ ′) es la función Euclideana de Green (3.251). Representando el

exponencial en series de Taylor, las derivadas son fáciles de hacer. Obviamente,
cualquier derivada de orden impar se anula. Diferenciando la Ec. (3.246) dos veces,
se obtiene la función de dos puntos [ver la Ec. (3.251)]

G
(2)
ω2 (τ, τ

′) = 〈x(τ)x(τ ′)〉 = h̄

M
Gp

ω2,e(τ − τ ′). (3.304)

Aśı, hasta un prefactor constante, la función de dos puntos coincide con la función
Euclideana de Green (3.251). Sustituyendo la Ec. (3.304) en la Ec. (3.303), todas las
funciones de n-puntos se pueden expresar en términos de la función de dos puntos
G

(2)
ω2 (τ, τ ′). Usando la representación de la exponencial en series de potencias,

el término de orden n/2 tiene el prefactor númerico 1/(n/2)! · 1/2n/2 y consta del

producto de n/2 factores de la forma
∫ h̄β
0 dτ ′j(τ)G

(2)
ω2 (τ, τ ′)j(τ ′)/h̄

2. La función de n–
puntos se obtiene diferenciando funcionalmente n−veces este término. El resultado
es una suma del producto de n/2 factores G

(2)
ω2 (τ, τ ′) con n! permutaciones de los

n argumentos temporales. Por razones de simetŕıa, La mayoŕıa de estos productos
coinciden. Primero, G

(2)
ω2 (τ, τ ′) es simétrica en sus argumentos. Por tanto 2n/2 de

estas permutaciones corresponden a términos idénticos, su número cancela uno de
los prefactores. Segundo, el producto de n/2 funciones de Green G

(2)
ω2 (τ, τ ′) son

idénticas. De las n! permutaciones, un subconjunto de (n/2)! permutaciones produce
términos idénticos, su número cancela el otro prefactor. Solamente n!/[(n/2)!2n/2] =
(n−1) ·(n−3) · · ·1 = (n−1)!! términos son diferentes. Todos conllevan un prefactor
unitario y su suma está dada por la llamada regla de Wick o representación de Wick :

G
(n)
ω2 (τ1, . . . , τn) =

∑

pairs

G
(2)
ω2 (τp(1), τp(2)) · · ·G(2)

ω2 (τp(n−1), τp(n)). (3.305)

Cada término, en el argumento temporal de las funciones de Green, se caracteriza
por un par de configuraciones diferentes. Este par de configuraciones se encuentra en
forma sencilla por la siguiente regla. Escribimos todos los argumentos temporales
en la función de n-puntos τ1τ2τ3τ4 . . . τn. Para simbolizar una función de Green
G

(2)
ω2 (τp(i), τp(i+1)), indiquemos una pareja con un śımbolo común, digamos τ̇p(i)τ̇p(i+1),

y llamemosle una contracción par . Los (n − 1)!! pares de configuraciones en la
representación de Wick (3.305) se encuentran iterativamente formando las n − 1
contracciones individuales

τ̇1τ̇2τ3τ4 . . . τn + τ̇1τ2τ̇3τ4 . . . τn + τ̇1τ2τ3τ̇4 . . . τn + . . .+ τ̇1τ2τ3τ4 . . . τ̇n, (3.306)
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y tratando, en cada uno de estos términos, de igual forma las restantes n−2 variables
no contraidas y usando un śımbolo de contracción diferente. El procedimiento se
repite hasta que todas las variables quedan contraidas.

En la literatura algunas veces se usa otra fórmula más simple, bajo el nombre de
regla de Wick, que establece que una sola variable con fluctuación armónica satisface
la igualdad de los valores esperados:

〈

eKx
〉

= eK
2〈x2〉/2. (3.307)

Esto se sigue de la observación que la funcional generatriz (3.236) también puede
verse como el producto de Zω por el valor esperado del exponencial de la fuente

Zω[j] = Zω ×
〈

e
∫

dτj(τ)x(τ)/h̄
〉

. (3.308)

Aśı, también podemos expresar el resultado (3.246) como

〈

e
∫

dτj(τ)x(τ)/h̄
〉

= e
(1/2Mh̄)

∫

dτ
∫

dτ ′j(τ)Gp

ω2,e
(τ,τ ′)j(τ ′)

. (3.309)

Puesto que, por la Ec. (3.304), la cantidad (h̄/M)Gp
ω2,e(τ, τ

′) en el exponente es igual

a la función de correlación G
(2)
ω2 (τ, τ ′) = 〈x(τ)x(τ ′)〉, también podemos escribir

〈

e
∫

dτj(τ)x(τ)/h̄
〉

= e
∫

dτ
∫

dτ ′j(τ)〈x(τ)x(τ ′)〉j(τ ′)/2h̄2

. (3.310)

Considerando ahora un eje temporal discreto y segmentado en particiones t = tn, e
insertando, por ejemplo, la fuente especial de corriente j(τn) = Kδn,0, encontramos
directamente la Ec. (3.307).

En esta forma, el teorema de Wick tiene la siguiente importante aplicación f́ısica.
La intensidad del ancho de los picos de difracción observados en la Dispersión de

Bragg de rayos-X en los planos de un cristal, se reducen por las fluctuaciones
térmicas de los átomos en la red periódica. El factor de reducción se denota ge-
neralmente como e−2W y es llamado factor de Debye-Waller . En la aproximación
Gausssiana este factor está dado por

e−W ≡ 〈e−∇·u(x)〉 = e−Σk〈 |k·u(k)]
2〉/2, (3.311)

donde u(x) es el campo de desplazamiento de los atomos.
Si las fluctuaciones tienen lugar alrededor de 〈x(τ)〉 6= 0, entonces la Ec. (3.307)

será

〈ePx〉 = eP 〈x(τ)〉+P 2〈x−〈x(τ)〉〉2/2. (3.312)

3.10.1 Funciones de Correlación de Tiempo Real

El llevar estos resultados a tiempos reales es simple. Consideremos, por ejemplo,
las fluctuaciones armónicas δx(t) con condiciones de frontera de Dirichet, las cuales
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se anulan en tb y ta. Las funciones de correlación pueden encontrarse usando la
amplitud (3.23) como una funcional generatriz, si hacemos el reemplazo x(t) → δx(t)
y xb = xa → 0. Diferenciando dos veces con respecto a las corrientes externas j(t)
obtenemos

G
(2)
ω2 (t, t

′) = 〈x(t)x(t′)〉 = i
h̄

M
Gω2(t− t′), (3.313)

donde la función de Green Gω2(t − t′) está dada por la Ec. (3.36), la cual se anula
si t = tb o t = ta. La función de correlación de ẋ(t) es

〈ẋ(t)ẋ(t′)〉 = i
h̄

M

cosω(tb − t>) cosω(t< − ta)

ω sinω(tb − ta)
, (3.314)

y tiene el valor

〈ẋ(tb)ẋ(tb)〉 = i
h̄

M
cotω(tb − ta). (3.315)

Como una aplicación, usamos este resultado para calcular una vez más la ampli-
tud de evolución de temporal (xbtb|xata) en una forma estrechamente relacionada al
método de operadores de la Sección 2.23. Observamos que la derivada temporal de
esta amplitud tiene la siguiente representación en integrales de trayectoria [compar
con la Ec. (2.763)]

ih̄∂tb(xbtb|xata)=−
∫

DDxL(xb, ẋb)e
i
∫ tb

ta
dt L(x,ẋ)/h̄

=−〈L(xb, ẋb)〉 (xbtb|xata),

(3.316)
y calculemos el valor esperado 〈L(xb, ẋb)〉 como una suma de la Lagrangiana clásica
L(xcl(tb), ẋcl(tb)) y el valor esperado de la parte fluctuante de la Lagrangiana
〈Lfl(xb, ẋb)〉 ≡ 〈 [L(xb, ẋb)− L(xcl(tb), ẋcl(tb))] 〉. Si la Lagrangiana tiene la forma
estándar L = M ẋ2/2 − V (x), entonces sólo el término cinético contribuye a
〈Lfl(xb, ẋb)〉, aśı que

〈Lfl(xb, ẋb)〉 =
M

2
〈δẋ2

b〉. (3.317)

No hay contribución de 〈V (xb)−V (xcl(tb))〉, debido a las condiciones de frontera de
Dirichlet.

La integral temporal sobre − [L(xcl(tb), ẋcl(tb))− 〈Lfl(xb, ẋb)〉] concuerda con el
resultado de operadores de la Ec. (2.790), y obtenemos la amplitud de evolución
temporal de la fórmula

(xbtb|xata) = C(xb,xa)e
iA(xb,xa;tb−ta)/h̄ exp

(

i

h̄

∫ tb

ta
dtb′

M

2
〈δẋ2

b′〉
)

, (3.318)

donde A(xb,xa; tb− ta) es la acción clásica A[xcl] expresada como una función de los
puntos extremos [ver la Ec. (4.87)]. La constante de integración C(xb,xa) se fija, al
igual que en la Ec. (2.776), al resolver la ecuación diferencial

−ih̄∇b(xbtb|xata) = 〈pb〉(xbtb|xata) = pcl(tb)(xbtb|xata), (3.319)
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y una ecuación similar para xa [compare con la Ec. (2.777)]. Ya que en el término
del lado derecho, el prefactor pcl(tb) se obtiene de la derivada de la exponencial
eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄ de la Ec. (3.318), debido a la relación general (4.88), la constante de
integración C(xb,xa) es en realidad independiente de xb y xa. Aśı, obtenemos de la
Ec. (3.318), una vez más, el conocido resultado (3.318).

Como un ejemplo, veamos el caso del oscilador armónico. Los términos lineales
en δx(t) = x(t) − xcl(t) se anulan ya que estos son impares en δx(t), mientras que
el exponente en (3.316) es par. Sustituyendo en el lado derecho de la Ec. (3.317) la
función de correlación (3.314), en D dimensiones, obtenemos

〈Lfl(xb, ẋb)〉 =
M

2
〈δẋ2

b〉 = i
h̄ω

2
D cotω(tb − ta), (3.320)

expresión que es precisamente el segundo término de la Ec. (2.789), con el signo
opuesto apropiado.

3.11 Funciones de Correlación de Part́ıculas Cargadas en
un Campo Magnético y en un Potencial Armónico

Las funciones de correlación de una part́ıcula cargada en un campo magnético y un
potencial armónico extra, similar al caso discutido en la Sección 2.19, son fáciles de
hallar. Estas funciones se obtienen de invertir la matriz funcional (2.693):

G
(2)
ω2,B(τ, τ

′) =
h̄

M
D−1

ω2,B(τ, τ
′). (3.321)

De una inversión matricial ordinaria de la Ec. (2.696), obtenemos la representación
de Fourier

G
(2)
B (τ, τ ′) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

G̃ω2,B(ωm)e
−iωm(τ−τ ′), (3.322)

donde

G̃
(2)
ω2,B(ωm) =

h̄

M

1

(ω2
m + ω2

+)(ω2
m + ω2

−)

(

ω2
m + ω2 − ω2

B 2ωBωm

−2ωBωm ω2
m + ω2 − ω2

B,

)

. (3.323)

Ya que ω2
++ω

2
− = 2(ω2+ω2

B) y ω
2
+−ω2

− = 4ωωB, los elementos diagolanes se pueden
escribir como

1

2(ω2
m + ω2

+)(ω2
m + ω2

−)

[

(ω2
m + ω2

+) + (ω2
m + ω2

−)− 4ω2
B

]

=
1

2

{[

1

ω2
m + ω2

+

+
1

ω2
m + ω2

−

]

+
ωB

ω

[

1

ω2
m + ω2

+

− 1

ω2
m + ω2

−

]}

. (3.324)

Utilizando la representación de Fourier (3.248), obtenemos directamente la función
de correlación periódica

G
(2)
ω2,B,xx=

h̄

4Mω

[

coshω+(|τ−τ ′|−h̄β/2)
sinh(ω+h̄β/2)

+
coshω−(|τ−τ ′| − h̄β/2)

sinh(ω−h̄β/2)

]

, (3.325)
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misma que es igual a G
(2)
ω2,B,yy. Las funciones de correlación no diagonales tienen las

siguientes componentes de Fourier

2ωBωm

(ω2
m + ω2

+)(ω2
m + ω2

−)
=
ωm

2ω

[

1

ω2
m + ω2

+

− 1

ω2
m + ω2

−

]

. (3.326)

Ya que ωm son las componentes de Fourier de la derivada i∂τ , podemos escribir

G
(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′)=−G(2)
ω2,B,yx(τ, τ

′)=
h̄

2M
i∂τ

[

1

2ω+

coshω+(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(ω+h̄β/2)

− 1

2ω−

coshω−(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(ω−h̄β/2)

]

.(3.327)

Luego de hacer las derivadas, obtenemos

G
(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′)=G
(2)
ω2,B,yx(τ, τ

′)=
h̄ǫ(τ−τ ′)

2Mi

[

1

2ω+

sinhω+(|τ−τ ′| − h̄β/2)

sinh(ω+h̄β/2)

− 1

2ω−

sinhω−(|τ−τ ′| − h̄β/2)

sinh(ω−h̄β/2)

]

,(3.328)

donde ǫ(τ−τ ′) es la función de paso dada en la Ec. (1.315).
Para una part́ıcula cargada en un campo magnético sin un oscilador armónico

extra, necesitamos ir al ĺımite ω → ωB en estas ecuaciones. Debido a la invarianza
traslacional del sistema limitante, el ĺımite existe sólo si removemos los modos cero
de la suma de Matsubara. Estos modos se pueden eliminar fácilmente restando de
las expresiones finales los ĺımites de alta temperatura en τ = τ ′. De esto, obtenemos
que las funciones de correlación (3.325) serán

G
(2)
ω2,B,xx

′ (τ, τ ′) = G
(2)
ω2,B,yy

′ (τ, τ ′) = G
(2)
ω2,B,xx −

1

βMω+ω−

, (3.329)

donde la notación primada indica la substracción. Ahora, podemos fácilmente ir al
ĺımite ω → ωB, de donde obtenemos

G
(2)
ω2,B,xx

′ (τ, τ ′) = G
(2)
ω2,B,yy

′ (τ, τ ′)=
h̄

4Mω

[

cosh 2ω(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(βh̄ω)
− 1

ωh̄β

]

. (3.330)

Las funciones de correlación no diagonales substraidas (3.328), serán

G
(2)
ω2,B,xy

′ (τ, τ ′) = −G(2)
ω2,B,yx

′ (τ, τ ′) = G
(2)
ω2,B,xy +

h̄ωB

2Miω+ω−
ǫ(τ − τ ′). (3.331)

En la literatura pueden hallarse mayores detalles.7

7M. Bachmann, H. Kleinert, and A. Pelster, Phys. Rev. A 62 , 52509 (2000) (quant-ph/0005074);
Phys. Lett. A 279 , 23 (2001) (quant-ph/0005100).
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3.12 Funciones de Correlación e Integral de Trayectoria
Canónica

Algunas veces se desea conocer las funciones de correlación en términos de las variables de posición
y el momentum

G
(m,n)
ω2 (τ1, . . . , τm; τ1, . . . , τn) ≡ 〈x(τ1)x(τ2) · · ·x(τm)p(τ1)p(τ2) · · · p(τn)〉 (3.332)

≡ Z−1

∫

Dx(τ)
∫ Dp(τ)

2π
x(τ1)x(τ2) · · ·x(τm)p(τ) p(τ1)p(τ2) · · · p(τn) exp

(

− 1

h̄
Ae

)

.

Estas funciones pueden obtenerse de una extensión directa de la funcional generatriz (3.236) con
una fuente κ(τ) acoplada linealmente a la variable del momentum p(τ):

Z[j, k] =

∫

Dx(τ) e−Ae [j,k]/h̄. (3.333)

3.12.1 Funciones de Correlación Armónicas

La funcional generatriz (3.333) para el oscilador armónico se denota por Zω[j, k] y su acción
Euclideana es

Ae[j, k] =

∫ h̄β

0

dτ

[

−ip(τ)ẋ(τ) +
1

2M
p2 +

M

2
ω2x2 − j(τ)x(τ) − k(τ)p(τ)

]

, (3.334)

la función de partición se denota por Zω[j, k]. Introduciendo los vectores en el espacio fase V(τ) =
(p(τ), x(τ)) y J(τ) = (j(τ), k(τ)), la acción se puede escribir en forma matricial como

Ae[J] =

∫ h̄β

0

dτ

(

1

2
VT Dω2,eV − VTJ

)

, (3.335)

donde Dω2,e(τ, τ
′) es la matriz funcional

Dω2,e(τ, τ
′) ≡

(

Mω2 i∂τ

−i∂τ M−1

)

δ(τ − τ ′), τ − τ ′ ∈ [0, h̄β]. (3.336)

Su inversa funcional es la función Euclideana de Green,

Gp
ω2,e(τ, τ

′) = Gp
ω2,e(τ−τ ′) = D−1

ω2,e(τ, τ
′)

=

(

M−1 −i∂τ
i∂τ Mω2

)

(−∂2τ + ω2)−1δ(τ − τ ′), (3.337)

con la condición periódica de frontera. Después de completar la cuadratura, tal como en la
Ec. (3.241), por medio de un cambio en la trayectoria:

V → V′ = V + Gp
ω2,eJ, (3.338)

la acción Euclideana toma la forma

Ae[J] =

∫ h̄β

0

dτ
1

2
V′T Dω2,eV

′ − 1

2

∫ h̄β

0

dτ

∫ h̄β

0

dτ ′JT (τ ′)Gp
ω2,e(τ − τ ′)J(τ ′). (3.339)

Las fluctuaciones sobre las trayectorias periódicas V′(τ) ahora pueden integrarse y para J(τ) ≡ 0
obtenemos la función de partición del oscilador

Zω = Det D
−1/2
ω2,e . (3.340)
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Una descomposición de Fourier en frecuencias de Matsubara

Dω2,e(τ, τ
′) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞
Dp

ω2,e(ωm)e−iωm(τ−τ ′), (3.341)

tiene las componentes

Dp
ω2,e(ωm) =

(

M−1 ωm

−ωm Mω2

)

, (3.342)

con los determinantes
detDp

ω2,e(ωm) = ω2
m + ω2, (3.343)

y las inversas

Gp
e (ωm) = [Dp

ω2,e(ωm)]−1 =

(

Mω2 −ωm

ωm M−1

)

1

ω2
m + ω2

. (3.344)

El producto de los determinantes (3.343) para todo ωm requerido en el determinante funcional
de la Ec. (3.340) se calcula con las reglas de regularización anaĺıtica de la Sección 2.15, de donde
obtenemos el resultado hallado en la Ec. (3.244), y aśı la misma función de partición (3.245):

Zω =
1

∏∞
m=1

√

ω2
m + ω2

=
1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (3.345)

Por lo tanto, para las fuentes arbitrarias J(τ) = (j(τ), k(τ)) 6= 0 obtenemos la funcional generatriz

Z[J] = Zω exp

{

− 1

h̄
AJ

e [J]

}

, (3.346)

con el término fuente

AJ
e [J] = −1

2

∫ h̄β

0

dτ

∫ h̄β

0

dτ ′ JT (τ)Gp
ω2,e(τ, τ

′)J(τ ′). (3.347)

La función de Green Gp
ω2,e(τ, τ

′) se sigue inmediatamente de las Ecs. (3.337) y (3.240):

Gp
ω2,e(τ, τ

′) = Gp
ω2,e(τ−τ ′) = D−1

ω2,e(τ, τ
′) =

(

M−1 −i∂τ

i∂τ Mω2

)

Gp
ω2,e(τ − τ ′), (3.348)

donde Gp
ω2,e(τ − τ ′) es la función periódica simple de Green (3.251). Al igual que en (3.302), de

las derivadas con respecto a j(τ)/h̄ y k(τ)/h̄ de la funcional (3.346) encontramos las funciones de
correlación

G
(2)
ω2,e,xx(τ, τ

′) ≡ 〈x(τ)x(τ ′)〉 =
h̄

M
Gp

ω2,e(τ − τ ′), (3.349)

G
(2)
ω2,e,xp(τ, τ

′) ≡ 〈x(τ)p(τ ′)〉 = −ih̄Ġp
ω2,e(τ − τ ′), (3.350)

G
(2)
ω2,e,px(τ, τ

′) ≡ 〈p(τ)x(τ ′)〉 = ih̄Ġp
ω2,e(τ − τ ′), (3.351)

G
(2)
ω2,e,pp(τ, τ

′) ≡ 〈p(τ)p(τ ′)〉 = h̄Mω2Gp
ω2,e(τ − τ ′). (3.352)

La función de correlación 〈x(τ)x(τ ′)〉 es la misma que la usada en la formulación del espacio de
configuración puro (3.304). La función de correlación mixta 〈p(τ)x(τ ′)〉 puede entenderse inmedi-
atamente al reescribir la parte libre de corriente de la acción (3.334) como

Ae[0, 0] =

∫ h̄β

0

dτ

[

1

2M
(p− iMẋ)

2
+
M

2

(

ẋ2 + ω2x2
)

]

, (3.353)
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la cual muestra que p(τ) fluctua armónicamente alrededor del momento clásico para el tiempo imag-
inario iMẋ(τ). Por lo tanto, no es de sorprenderse que la función de correlación 〈p(τ)x(τ ′)〉 resulte
ser igual a iM〈ẋ(τ)x(τ ′)〉. Tal analoǵıa no es cierta para la función de correlación 〈p(τ)p(τ ′)〉. De
hecho, la función de correlación 〈ẋ(τ)ẋ(τ ′)〉 es igual a

〈ẋ(τ)ẋ(τ ′)〉 = −h̄M∂2τG
p
ω2,e(τ − τ ′). (3.354)

Una comparanción con la Ec. (3.352) proporciona la relación

〈p(τ)p(τ ′)〉 = 〈ẋ(τ)ẋ(τ ′)〉 +
h̄

M

(

−∂2τ + ω2
)

Gp
ω2,e(τ − τ ′)

= 〈ẋ(τ)ẋ(τ ′)〉 +
h̄

M
δ(τ − τ ′). (3.355)

La función δ adicional, en el lado derecho, es consecuencia del hecho de que p(τ) no es igual a iMẋ,
si no que fluctua armónicamente alrededor de este valor.

El problema de la integral de trayectoria canónica de una part́ıcula en un campo magnético
uniforme, resuelto en la Sección 2.18, tiene relaciones análogas. Para verlas escribimos a la acción
canónica (2.643) con un potencial vectorial (2.640) en la forma Euclideana

Ae[p,x] =

∫ h̄β

0

dτ

{

1

2M

[

p− e

c
B× x− iM ẋ

]2

+
M

2
ω2x2

}

, (3.356)

lo que muestra que p(τ) fluctua armónicamente alrededor del momento clásico pcl(τ) = (e/c)B×
x − iM ẋ. Para un campo magnético apuntando en la dirección z, con la frecuencia ωB = ωL/2
dada por la Ec. (2.648), obtenemos las siguientes relaciones entre las funciones de correlación de
los momenta y las funciones de correlación de las coordenadas dadas en las Ecs. (3.325) y (3.327):

G
(2)
ω2,B,xpx

(τ, τ ′) ≡ 〈x(τ)px(τ ′)〉 = iM∂τ ′G
(2)
ω2,B,xx(τ, τ

′) −MωBG
(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′), (3.357)

G
(2)
ω2,B,xpy

(τ, τ ′) ≡ 〈x(τ)py(τ ′)〉 = iM∂τ ′G
(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′) +MωBG
(2)
ω2,B,xx(τ, τ

′), (3.358)

G
(2)
ω2,B,zpz

(τ, τ ′) ≡ 〈z(τ)pz(τ ′)〉 = iM∂τ ′G
(2)
ω2,B,zz(τ, τ

′), (3.359)

G
(2)
ω2,B,pxpx

(τ, τ ′) ≡ 〈px(τ)px(τ ′)〉=−M2∂τ∂τ ′G
(2)
ω2,B,xx(τ, τ

′)−2iM2ωB∂τG
(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′)

+M2ω2
B G

(2)
ω2,B,xx(τ, τ

′) + h̄Mδ(τ − τ ′), (3.360)

G
(2)
ω2,B,pxpy

(τ, τ ′) ≡ 〈px(τ)py(τ
′)〉= −M2∂τ∂τ ′G

(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′) + iM2∂τG
(2)
ω2,B,xx(τ, τ

′)

+M2ω2
BG

(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′), (3.361)

G
(2)
ω2,B,pzpz

(τ, τ ′) ≡ 〈pz(τ)pz(τ ′)〉= −M2∂τ∂τ ′G
(2)
ω2,B,zz(τ, τ

′) + h̄Mδ(τ − τ ′). (3.362)

Sólo las funciones de correlación diagonales de los momenta contienen la función δ extra en

el lado derecho, tal como se establece en la regla (3.355). Nótese que ∂τ∂τ ′G
(2)
ω2,B,ab(τ, τ

′) =

−∂2τG
(2)
ω2,B,ab(τ, τ

′). Cada función de correlación es, por supuesto, invariante ante translaciones

temporales, dependiendo estas sólo de la diferencia temporal τ − τ ′.
Las funciones de correlación 〈x(τ)x(τ ′)〉 y 〈x(τ)y(τ ′)〉 son iguales a las anteriores funciones de

correlación dadas en las Ecs. (3.327) y (3.328).

3.12.2 Relaciones entre Varias Amplitudes

Una ligera generalización de la funcional generatriz (3.333) contiene trayectorias con extremos
fijos en lugar de trayectorias periódicas. Si los extremos se fijan en el espacio de configuraciones,
definimos

(xb h̄β|xa 0)[j, k] =

∫ x(h̄β)=xb

x(0)=xa

Dx
Dp

2πh̄
exp

{

− 1

h̄
Ae[j, k]

}

. (3.363)
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Si los extremos se fijan en el espacio de los momenta, definimos

(pb h̄β|pa 0)[j, k] =

∫ p(h̄β)=pb

p(0)=pa

Dx
Dp

2πh̄
exp

{

− 1

h̄
Ae[j, k]

}

. (3.364)

Ambas expresiones están relacionadas por la transformada de Fourier

(pb h̄β|pa 0)[j, k] =

∫ +∞

−∞
dxa

∫ +∞

−∞
dxbe

−i(pbxb−paxa)/h̄(xb h̄β|xa 0)[j, k] . (3.365)

Ahora, observemos que en la integral de trayectoria canónica, las amplitudes con extremos fijos
(3.363) y (3.364) se pueden reducir a aquellas amplitudes con extremos nulos con una fuente
modificada. La modificación consiste en cambiar la corriente k(τ) en la acción por el término
fuente ixbδ(τb − τ) − ixaδ(τ − τa) y observar que, en la Ec. (3.364), esto da como resultado un
factor de fase total en el ĺımite τb ↑ h̄β and τa ↓ 0:

lim
τb↑h̄β

lim
τa↓0

(pb h̄β|pa 0)[j(τ), k(τ) + ixbδ(τb − τ) − ixaδ(τ − τa)]

= exp

{

i

h̄
(pbxb − paxa)

}

(pb h̄β|pa 0)[j(τ), k(τ)] . (3.366)

Sustituyendo la Ec. (3.366) en la inversa de la transformada de Fourier (3.365),

(xb h̄β|xa 0)[j, k] =

∫ +∞

−∞

dpa
2πh̄

∫ +∞

−∞

dpb
2πh̄

ei(pbxb−paxa)/h̄(pb h̄β|pa 0)[j, k], (3.367)

obtenemos

(xb h̄β|xa 0)[j, k]= lim
τb↑h̄β

lim
τa↓0

(0 h̄β|0 0)[j(τ), k(τ) + ixbδ(τb−τ) − ixaδ(τ−τa)] . (3.368)

De este modo, la integral de trayectoria de extremos fijos (3.363) puede reducirse a una integral
de trayectoria con extremos que se anulan pero con términos adicionales δ en la corriente k(τ)
acoplada al momentum p(τ).

Hay también una relación simple entre las integrales de trayectoria con extremos fijos iguales
y las integrales de trayectoria periódicas. La norma de las integrales está relacionada por

∫ x(h̄β)=x

x(0)=x

DxDp
2πh̄

=

∮ DxDp
2πh̄

δ(x(0) − x) . (3.369)

Usando la descomposición de Forier de la función delta, reescrimos la Ec. (3.369) como

∫ x(h̄β)=x

x(0)=x

DxDp
2πh̄

= lim
τ ′
a↓0

∫ +∞

−∞

dpa
2πh̄

eipax/h̄

∮ DxDp
2πh̄

e
−i
∫

h̄β

0
dτ paδ(τ−τ ′

a)x(τ)/h̄. (3.370)

Ahora, sustituyendo la Ec. (3.370) en la Ec. (3.368) obtenemos la relación deseada

(xb h̄β|xa0)[k, j] = lim
τb↑h̄β

lim
τa↓0

lim
τ ′
a↓0

∫ +∞

−∞

dpa
2πh̄

×Z [j(τ) − ipaδ(τ − τ ′a), k(τ) + ixbδ(τb − τ) − ixaδ(τ − τa)] , (3.371)

donde Z[j, k] es la función termodinámica de partición (3.333) obtenida luego de sumar sobre todas
las trayectorias periódicas. Al usar la Ec. (3.371) debemos de ser cuidadosos al avaluar los tres
ĺımites. El ĺımite τ ′a ↓ 0 debe de evaluarse con antelación a los otros ĺımites τb ↑ h̄β y τa ↓ 0.
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3.12.3 Funcionales Generatrices Armónicas

Daremos aqúı, en forma expĺıcita, las funcionales generatrices armónicas con los términos fuente
modificados anteriormente:

k̃(τ) = k(τ) + ixbδ(τb − τ) − ixaδ(τ − τa) , j̃(τ) = j(τ) − ipδ(τ − τ ′a), (3.372)

lo que nos conduce a factorización de las funcionales generatrices

Zω[k̃, j̃] = Z(0)
ω [0, 0]Z(1)

ω [k, j]Zp
ω[k, j] . (3.373)

En detalle, los diferentes términos en el lado derecho de la Ec. (3.373) son

Z(0)
ω [0, 0] = Zω exp

(

1

2h̄2
{

−p2Gp
xx(τ ′a, τ

′
a) − 2p

[

xaG
p
xp(τ

′
a, τa) + xbG

p
xp(τ

′
a, τb)

]

−x2aGp
pp(τa, τa) − x2bG

p
pp(τb, τb) + 2xaxbG

p
pp(τa, τb)

})

, (3.374)

Z(1)
ω [k, j] = exp

(

1

h̄2

∫ h̄β

0

dτ
{

j(τ)[−ipGp
xx(τ, τ ′a) + ixbG

p
xp(τ, τb) − ixaG

p
xp(τ, τa)]

+k(τ)[−ipGp
xp(τ, τ

′
a) + ixbG

p
pp(τ, τb) − ixaG

p
pp(τ, τa)]

}

)

, (3.375)

Zp
ω[k, j] = exp

{

1

2h̄2

∫ h̄β

0

dτ1

∫ h̄β

0

dτ2 [(j(τ1), k(τ2))

×
(

Gp
xx(τ1, τ1) Gp

xp(τ1, τ2)
Gp

px(τ1, τ2) Gp
pp(τ1, τ2)

)(

j(τ2)
k(τ2)

)]}

, (3.376)

donde Zω está dada por la Ec. (3.345) y las diferentes funciones Gp
xp(τ1, τ2) son las funciones

periódicas Euclideanas de Green G
(2)
ω2,e,ab(τ1, τ2) definidas en las Ecs. (3.349)–(3.352) en una no-

tación abreviada. Sustituyendo la Ec. (3.373) en la Ec. (3.371) y llevando a cabo la integración

Gaussiana del momentum, en los exponenciales de Z
(0)
ω [0, 0] y Z

(1)
ω [k, j], el resultado es

(xb h̄β|xa 0)[k, j] = (xb h̄β|xa 0)[0, 0]× exp

{

1

h̄

∫ h̄β

0

dτ [xcl(τ)j(τ) + pcl(τ)k(τ)]

}

× exp

{

1

2h̄2

∫ h̄β

0

dτ1

∫ h̄β

0

dτ2 [(j(τ1), k(τ2))

(

G
(D)
xx (τ1, τ2) G

(D)
xp (τ1, τ2)

G
(D)
px (τ1, τ2) G

(D)
pp (τ1, τ2)

)

(

j(τ2)
k(τ2)

)

]}

,

(3.377)

donde las funciones de Green G
(D)
ab (τ1, τ2) tienen ahora condiciones de frontera de Dirichlet. En

particular, la función de Green G
(D)
ab (τ1, τ2) es igual a la función de la Ec. (3.36) continuada

a tiempos imaginarios. Las funciones de Green G
(D)
xp (τ1, τ2) y G

(D)
pp (τ1, τ2) son las versiones de

Dirichlet de las Ecs. (3.349)–(3.352) lo que surge de las anteriores integraciones Gaussianas en el
espacio de los momenta.

Después de hacer las integrales, el primer factor sin corrientes es

(xb h̄β|xa0)[0, 0] = lim
τb↑h̄β

lim
τa↓0

lim
τ ′
a↓0

Zω

2πh̄

√

2πh̄2

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

× exp

[

1

2h̄2

(

x2a

{

Gp
xp

2(τ ′a, τa)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

−Gp
pp(τa, τa)

}

+ x2b

{

Gp
xp

2(τ ′a, τb)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

−Gp
pp(τb, τb)

}

−2xaxb

{

Gp
xp(τ

′
a, τa)G

p
xp(τ

′
a, τb)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

−Gp
pp(τa, τb)

})]

. (3.378)
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Evaluamos los ĺımites usando

lim
τa↓0

lim
τ ′
a↓0

Gp
xp(τ

′
a, τa) = −i h̄

2
, (3.379)

donde el orden en los ĺımites respectivos resulta ser importante, obtenemos la amplitud (2.411):

(xb h̄β|xa0)[0, 0] =

√

Mω

2πh̄ sinh h̄βω

× exp

{

− Mω

2h̄ sinh h̄βω

[

(x2a + x2b) cosh h̄βω − 2xaxb
]

}

. (3.380)

Las primera exponencial en la Ec. (3.377) contiene una complicada representación de la trayectoria
clásica

xcl(τ) = lim
τb↑h̄β

lim
τa↓0

lim
τ ′
a↓0

i

h̄

{

xa

[

Gp
xp(τ

′
a, τa)G

p
xx(τ, τ ′a)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

+Gp
xp(τa, τ)

]

−xb
[

Gp
xp(τ

′
a, τb)G

p
xx(τ, τ ′a)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

+Gp
xp(τb, τ)

]}

, (3.381)

y de los momenta clásicos

pcl(τ) = lim
τb↑h̄β

lim
τa↓0

lim
τ ′
a↓0

i

h̄

{

xa

[

Gp
xp(τ

′
a, τa)G

p
xp(τ

′
a, τ)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

−Gp
pp(τa, τ)

]

−xb
[

Gp
xp(τ

′
a, τb)G

p
xp(τ

′
a, τ)

Gp
xx(τ ′a, τ

′
a)

−Gp
pp(τb, τ)

]}

. (3.382)

Sustituyendo las funciones periódicas de Green (3.349)–(3.352) y evaluando en los ĺımites obten-
emos

xcl(τ) =
xa sinhω(h̄β − τ) + xb sinhωτ

sinh h̄βω
(3.383)

y

pcl(τ) = iMω
−xa coshω(h̄β − τ) + xb coshωτ

sinh h̄βω
, (3.384)

donde el primer término es la versión de tiempo imaginario de la trayectoria clásica (3.6), el segundo
término está relacionado con esta trayectoria por la relación clásica pcl(τ) = iMdxcl(τ)/dτ .

La segunda exponencial en la Ec. (3.377), cuadrática en las corrientes, contiene las funciones
de Green con condiciones de frontera de Dirichlet

G(D)
xx (τ1, τ2) =Gp

xx(τ1, τ2) −
Gp

xx(τ1, 0)Gp
xx(τ2, 0)

Gp
xx(τ1, τ1)

, (3.385)

G(D)
xp (τ1, τ2) =Gp

xp(τ1, τ2) +
Gp

xx(τ1, 0)Gp
xp(τ2, 0)

Gp
xx(τ1, τ1)

, (3.386)

G(D)
px (τ1, τ2) =Gp

px(τ1, τ2) +
Gp

xp(τ1, 0)Gp
xx(τ2, 0)

Gp
xx(τ1, τ1)

, (3.387)

G(D)
pp (τ1, τ2) =Gp

pp(τ1, τ2) −
Gp

xp(τ1, 0)Gp
xp(τ2, 0)

Gp
xx(τ1, τ1)

. (3.388)

Después de aplicar algunas indentidades trigonométicas, tendremos

G(D)
xx (τ1, τ2) =

h̄

2Mω sinh h̄βω
[coshω(h̄β−|τ1−τ2|)−coshω(h̄β−τ1−τ2)], (3.389)
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G(D)
xp (τ1, τ2) =

ih̄

2 sinh h̄βω
{θ(τ1−τ2) sinhω(h̄β−|τ1−τ2|)

−θ(τ2−τ1) sinhω(h̄β − |τ2−τ1|)+sinhω(h̄β − τ1−τ2)}, (3.390)

G(D)
px (τ1, τ2) = − ih̄

2 sinh h̄βω
{θ(τ1−τ2) sinhω(h̄β − |τ1−τ2|)

−θ(τ2−τ1) sinhω(h̄β − |τ2−τ1|)−sinhω(h̄β − τ1−τ2)}, (3.391)

G(D)
pp (τ1, τ2) =

Mh̄ω

2 sinh h̄βω
[coshω(h̄β − |τ1−τ2|) + coshω(h̄β−τ1−τ2)]. (3.392)

La primera función de correlación es, por supuesto, la versión para tiempo imaginario de la función
de Green (3.209). Por otro lado, tenemos las siguientes propiedades de simetŕıa para el intercambio
del argumento temporal:

G(D)
xx (τ1, τ2) = G(D)

xx (τ2, τ1) , G(D)
xp (τ1, τ2) = −G(D)

xp (τ2, τ1) , (3.393)

G(D)
px (τ1, τ2) = −G(D)

px (τ2, τ1) , G(D)
pp (τ1, τ2) = G(D)

pp (τ2, τ1) , (3.394)

y la identidad

G(D)
xp (τ1, τ2) = G(D)

px (τ2, τ1). (3.395)

Además, tenemos las siguientes relaciones entre las derivadas de las funciones de Green con condi-
ciones de frontera de Dirichet:

G(D)
xp (τ1, τ2) = −iM ∂

∂τ1
G(D)

xx (τ1, τ2) = iM
∂

∂τ2
G(D)

xx (τ1, τ2) , (3.396)

G(D)
px (τ1, τ2) = iM

∂

∂τ1
G(D)

xx (τ1, τ2) = −iM ∂

∂τ2
G(D)

xx (τ1, τ2) , (3.397)

G(D)
pp (τ1, τ2) = h̄Mδ(τ1−τ2) −M2 ∂2

∂τ1∂τ2
G(D)

xx (τ1−τ2) . (3.398)

Notemos que la Ec. (3.385) es una descomposición no lineal alternativa a la representación
aditiva (3.142) de la función de Green con condiciones de frontera de Dirichlet, en términos de
funciones de Green con condiciones de frontera periódicas.

3.13 Part́ıcula en un Baño Térmico

Los resultados de la Sección 3.8 son la clave para entender el comportamiento de
una part́ıcula mecánico–cuántica moviendose a través de un medio disipativo a tem-
peratura fija T . Imaginemos que las coordenadas x(t) de una part́ıcula de masa M
están acopladas linealmente a un baño térmico, consistente en un gran número de
osciladores armónicos Xi(τ) (i = 1, 2, 3, . . .) con diferentes masas Mi y frecuencias
Ωi. La integral de trayectoria de tiempo imaginario en este baño térmico está dado
por

(xbh̄β|xa0) =
∏

i

∮

DXi(τ)
∫ x(h̄β)=xb

x(0)=xa

Dx(τ)

× exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
∑

i

[

Mi

2
(Ẋi

2
+ Ω2

iX
2
i )
]

}

(3.399)

× exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ

[

M

2
ẋ2 + V (x(τ))−

∑

i

ciXi(τ)x(τ)

]}

× 1
∏

i Zi

,
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donde tenemos un potencial arbitrario V (x). La función de partición de de los
osciladores individuales

Zi ≡
∮

DXi(τ) exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

Mi

2
(Ẋi

2
+ Ω2

iX
2
i )
]

}

=
1

2 sinh(h̄βΩi/2)
(3.400)

se ha dividido, ya que su comportamiento térmico es trivial y no será de interés en
lo que sigue. Las integrales de trayectoria sobre Xi(τ) se pueden calcular como se
hizo en la Sección 3.1, llevando cada oscilador i a una expresión fuente como la de
la Ec. (3.246), en la cual el término cix(τ) juega el papel de una corriente j(τ). El
resultado se puede escribir como

(xbh̄β|xa0) =
∫ x(h̄β)=xb

x(0)=xa

Dx(τ) exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + V (x(τ))

]

− 1

h̄
Abaño[x]

}

,

(3.401)

donde la acción no local Abaño[x], es la acción del movimiento de la part́ıcula gene-
rada por el baño térmico

Abaño[x] = −1

2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′x(τ)α(τ − τ ′)x(τ ′). (3.402)

La función α(τ − τ ′) es la función de correlación periódica ponderada (3.251):

α(τ − τ ′) =
∑

i

c2i
1

Mi
Gp

Ω2
i
,e
(τ − τ ′)

=
∑

i

c2i
2MiΩi

cosh Ωi(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(Ωih̄β/2)
. (3.403)

De la representación de Fourier de esta función de correlación, obtenemos las fre-
cuencias de Matsubara ωm = 2πkBT/h̄

α(τ − τ ′) =
1

h̄β

∞
∑

m=−∞

αme
−iωm(τ−τ ′), (3.404)

donde los coeficientes serán

αm =
∑

i

c2i
Mi

1

ω2
m + ω2

i

. (3.405)

Alternativamente, la acción del baño térmico se puede escribir en una forma
correspondiente a la Ec. (3.279), es decir

Abaño[x] = −1

2

∫ h̄β

0
dτ
∫ ∞

−∞
dτ ′x(τ)α0(τ − τ ′)x(τ ′), (3.406)
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donde usamos la función de correlación no periódica ponderada [ver la Ec. (3.280)]

α0(τ − τ ′) =
∑

i

c2i
2MiΩi

e−Ωi|τ−τ ′|. (3.407)

Las propiedades del baño térmico se resumen convenientemente en la densidad

espectral del baño

ρb(ω
′) ≡ 2π

∑

i

c2i
2MiΩi

δ(ω′ − Ωi). (3.408)

Por definición las frecuencias Ωi son números positivos. La densidad espectral nos
permite expresar α0(τ − τ ′) como una integral expectral

α0(τ − τ ′) =
∫ ∞

0

dω′

2π
ρb(ω

′)e−ω′|τ−τ ′|, (3.409)

y similarmente

α(τ − τ ′) =
∫ ∞

0

dω′

2π
ρb(ω

′)
coshω′(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(ω′h̄β/2)
. (3.410)

Los coeficientes de Fourier dados en la Ec. (3.405), pueden escribirse en términos de
la integral espectral en la forma

αm =
∫ ∞

0

dω′

2π
ρb(ω

′)
2ω′

ω2
m + ω′2

. (3.411)

Es útil substraer de estos coeficientes el primer término α0, e invertir el signo de los
restantes términos haciendolos positivos por definición. De donde obtenemos,

αm = 2
∫ ∞

0

dω′

2π

ρb(ω
′)

ω′

(

1− ω2
m

ω2
m + ω′2

)

= α0 − gm. (3.412)

Luego, la serie de Fourier (3.404) tiene la forma

α(τ − τ ′) = α0δ
p(τ − τ ′)− g(τ − τ ′), (3.413)

donde δp(τ − τ ′) es la función periódica dada en la Ec. (3.282):

δp(τ − τ ′) =
1

h̄β

∞
∑

m=−∞

e−iωm(τ−τ ′) =
∞
∑

n=−∞

δ(τ − τ ′ − nh̄β), (3.414)

y donde la suma del lado derecho se obtiene de la fórmula de suma de Poisson
(1.197). La función de correlación substraida

g(τ − τ ′) =
1

h̄β

∞
∑

m=−∞

g(ωm)e
−iωm(τ−τ ′), (3.415)
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tiene los siguientes coeficientes

gm =
∑

i

c2i
Mi

ω2
m

ω2
m + Ω2

i

=
∫ ∞

0

dω′

2π

ρb(ω
′)

ω′

2ω2
m

ω2
m + ω′2

. (3.416)

La descomposición correspondiente de la acción del baño térmico (3.402) es

Abaño[x] = Aloc +A′
baño[x], (3.417)

donde

A′
baño[x] =

1

2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′x(τ)g(τ − τ ′)x(τ ′), (3.418)

y

Aloc = −α0

2

∫ h̄β

0
dτ x2(τ), (3.419)

es una acción local que se puede agregar a la acción original dada en la Ec. (3.401),
cambiando simplemente la curvatura del potencial V (x). Para este efecto, es útil
introducir un cambio en la frequencia ∆ω2 definido por la relación

M∆ω2 ≡ −α0 = −2
∫ ∞

0

dω′

2π

ρb(ω
′)

ω′
= −

∑

i

c2i
MiΩ2

i

. (3.420)

Luego, la acción local (3.419) será

Aloc =
M

2
∆ω2

∫ h̄β

0
dτ x2(τ). (3.421)

Esta cantidad puede absorverse en el potencial de la integral de trayectoria (3.401),
de donde obtenemos el potencial renormalizado

Vren(x) = V (x) +
M

2
∆ω2 x2. (3.422)

Con la descomposición (3.417), la integral de trayectoria (3.401) tiene la forma

(xbh̄β|xa0) =
∫ x(h̄β)=xb

x(0)=xa

Dx(τ) exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + Vren(x(τ))

]

− 1

h̄
A′

baño[x]

}

.

(3.423)

La función de correlación substraida (3.415) tiene la propiedad

∫ h̄β

0
dτ g(τ − τ ′) = 0. (3.424)

Aśı, si reescribimos la Ec. (3.418) en la forma

x(τ)x(τ ′) =
1

2
{x2(τ) + x2(τ ′)− [x(τ)− x(τ ′)]2}, (3.425)
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encontramos que los dos primeros términos no contribuyen, de donde obtenemos

A′
baño[x] = −1

4

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′g(τ − τ ′)[x(τ)− x(τ ′)]2. (3.426)

Si las frecuencias Ωi de los osciladores están densamente distribuidas, la función
ρb(ω

′) es continua. Como será demostrado más adelante, en las Ecs. (18.208) y
(18.317), el baño térmico de un oscilador introduce en general una fuerza de fricción

en las ecuaciones clásicas de movimiento. En la forma usual −Mγẋ(t), la densidad
espectral del baño térmico tiene la aproximación

ρb(ω
′) ≈ 2Mγω′ (3.427)

[ver las Ecs. (18.208), (18.317)]. Esta aproximación es caracteŕıstica de una disi-

pación Óhmica . En general, una fuerza de fricción t́ıpica aumenta como función de
ω solamente para valores pequeños de la frecuencia; para valores grandes de la fre-
cuencia ω, la fuerza de fricción disminuye. Una aplicación fenomenológica frecuente
es la llamada forma de Drude

ρb(ω
′) ≈ 2Mγω′ ω2

D

ω2
D + ω′2

, (3.428)

donde 1/ωD ≡ τD es el tiempo de relajación de Drude. Para tiempos mucho más
cortos que los tiempos de Drude τD, no hay disipación. En el ĺımite de valores
grandes de la frecuencia ωD, la forma de Drude describe de nuevo la disipación
Óhmica.

Sustituyendo la Ec. (3.428) en la Ec. (3.416), obtenemos los coeficientes de
Fourier para la disipación de Drude

gm = 2Mγω2
D

∫ ∞

0

dω

2π

1

ω2
D + ω2

2ω2
m

ω2
m + ω2

=M |ωm|γ
ωD

|ωm|+ ωD
. (3.429)

Es costumbre utilizar la notación

gm ≡ M |ωm|γm, (3.430)

de tal forma que la disipación de Drude se corresponde con

γm = γ
ωD

|ωm|+ ωD
, (3.431)

y la disipación Óhmica con γm ≡ γ.
La densidad espectral de la forma de Drude tiene la siguiente expresión para el

incremento de la frecuencia (3.420)

∆ω2 = −γωD, (3.432)

la cual tiende a infinito en el ĺımite Óhmico ωD → ∞.
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3.14 Baño Térmico de Fotones

El baño térmico de la sección anterior fue una herramienta fenomenológica conve-
niente para reproducir la fricción Óhmica observada en varios sistemas f́ısicos. En la
naturaleza, suele haber diferentes fuentes de disipación. La más elemental de estas
fuentes es la emisión radiactiva de los átomos, la cual a temperatura cero da lugar a
las bandas de emisión de los átomos. Los fotones pueden formar un gas en equilibrio
térmico, siendo el ejemplo más famoso la radiación cósmica de cuerpo negro. La cual
es un gas de fotones, a una temperatura de 3 K, remanentes del big bang de hace
15 mil millones de años (los cuales forman una fracción medible en los destellos de
nuestros televisores).

La descripción teórica es bastante simple. Descomponemos el potencial vectorial
electromagnético A(x, t) en términos de sus componentes de Fourier, es decir como
función del vector de onda k

A(x, t) =
∑

k

ck(x)Xk(t), ck =
eikx√
2ΩkV

,
∑

k

=
∫

d3kV

(2π)3
. (3.433)

Las componentes de Fourier Xk(t) pueden considerarse como una suma de os-
ciladores armónicos con frecuencia Ωk = c|k|, donde c es la velocidad de la luz.
Un fotón de vector de onda k es un cuanto de Xk(t). Un número N de fotones con
el mismo vector de onda se puede describir como el N -ésimo estado excitado del
oscilador Xk(t). La suma estad́ıstica de estos osciladores armónicos condujeron a
Plack a su famosa fórmula para la enerǵıa de radiación del cuerpo negro de fotones
en una cavidad vaćıa, donde las paredes de la cavidad están a temperatura T . Estos
osciladores formaran el baño térmico, y estudiaremos ahora su efecto en la mecánica
cuántica de una part́ıcula puntual cargada. Su acoplamiento al potencial vectorial
está dado por la interacción (2.634). La comparación con el acoplamiento al baño
térmico dado en la Ec. (3.399) muestra que tenemos que reemplazar−∑i ciXi(τ)x(τ)
por −∑k ckXk(τ)ẋ(τ). La acción del baño térmico (3.402) tendrá la forma

Abaño[x] = −1

2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ẋi(τ)αij(x(τ), τ ;x(τ ′), τ ′)ẋj(τ ′), (3.434)

donde αij(x, τ ;x′, τ ′) es una matriz, de dimensión 3 × 3, que generaliza la función
de correlación (3.403):

αij(x, τ ;x′, τ ′) =
e2

h̄c2
∑

k

c−k(x)ck(x
′)〈X i

−k(τ)X
j
k(τ

′)〉. (3.435)

Ahora, debemos de tomar en cuenta el hecho de que hay dos estados de polarización
para cada fotón, los cuales son transversales a la dirección del momento. Como
ayuda introduciremos un śımbolo transversal de Kronecker

Tδijk ≡ (δij − kikj/k2) (3.436)
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y escribimos la función de correlación de un solo oscilador X i
−k(τ) como

Gij
−k′k

(τ − τ ′) = 〈X̂ i
−k′(τ)X̂j

k′(τ ′)〉 = h̄Tδijk δkk′ Gp
ω2,ek(τ − τ ′), (3.437)

con

Gp
ω2,ek(τ − τ ′) ≡ 1

2Ωk

coshΩk(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(Ωkh̄β/2)
. (3.438)

Aśı, encontramos

αij(x, τ ;x′, τ ′) =
e2

c2

∫ d3k

(2π)3
Tδijk

eik(x−x′)

2Ωk

coshΩk(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(Ωkh̄β/2)
. (3.439)

A temperatura cero, y expresando Ωk = c|k|, esto se simplifica a

αij(x, τ ;x′, τ ′) =
e2

c3

∫ d3k

(2π)3
Tδijk

eik(x−x′)−c|k||τ−τ ′|

2|k| . (3.440)

Olvidando de momento el śımbolo de Kronecker transversal y el prefactor e2/c2, la
integral es

GR
e (x, τ ;x

′, τ ′) =
1

4π2c2
1

(τ − τ ′)2 + (x− x′)2/c2
, (3.441)

la cual es la versión para tiempo imaginario de la conocida función retardada de
Green, usada en electromagnetismo. Si el sistema es pequeño comparado con la
logitud de onda promedio en el baño podemos despreciar el retardo y omitir el
término (x−x′)2/c2. En la Ec. (3.440), para temperatura finita, esto es equivalente
a despreciar la dependencia en x. El śımbolo de Kronecker transversal puede ahora
promediarse sobre todos las direcciones del vector de onda y obtenemos 2δij/3, y de
esto hallamos la función aproximada

αij(x, τ ;x′, τ ′) =
2e2

3c2
δij

1

2πc2

∫

dω

2π
ω
coshω(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(ωh̄β/2)
. (3.442)

Esta función tiene la forma genérica (3.410), donde la función espectral del baño de
fotones es

ρpb(ω
′) =

e2

3c2π
ω′. (3.443)

Esta expresión tiene precisamente la forma Óhmica (3.427), pero ahora hay una
diferencia importante: la acción del baño (3.434) contiene ahora las derivadas tem-
porales de las trayectorias x(τ). Esto da lugar a un factor extra ω′2 en la Ec. (3.427),
de tal manera que podemos definir una densidad espectral para el baño de fotones
como:

ρpb(ω
′) ≈ 2Mγω′3, γ =

e2

6c2πM
. (3.444)

En contraste con la constante usual de la fricción γ, de la sección previa, esta nueva
cantidad tiene dimensiones de 1/frecuencia.
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3.15 Oscilador Armónico en un Baño Térmico Óhmico

La función de partición para un oscilador armónico en un baño térmico, se puede
calcular de la siguiente manera. Hagamos

Vren(x) =
M

2
ω2x2, (3.445)

Luego, la descomposición de Fourier de la acción (3.423) será

Ae =
Mh̄

kBT

{

ω2

2
x20 +

∞
∑

m=1

[

ω2
m + ω2 + ωmγm

]

|xm|2
}

. (3.446)

El potencial armónico es el potencial renormalizado de la Ec. (3.422). Llevando
a cabo las integrales Gaussianas usando la norma (2.447), obtenemos la función
de partición del oscilador armónico amortiguado de frecuencia ω [comparar con la
Ec. (2.408)]

Zamort
ω =

kBT

h̄ω

{

∞
∏

m=1

[

ω2
m + ω2 + ωmγm

ω2
m

]}−1

. (3.447)

Para la disipación de Drude (3.429), esto se puede escribir como

Zamort
ω =

kBT

h̄ω

∞
∏

m=1

ω2
m(ωm + ωD)

ω3
m + ω2

mωD + ωm(ω2 + γωD) + ωDω2
. (3.448)

Sean w1, w2, w3 las ráıces de la ecuación cúbica

w3 − w2ωD + w(ω2 + γωD)− ω2ωD = 0. (3.449)

Entonces podemos reescribir la Ec. (3.448) como

Zdamp
ω =

kBT

h̄ω

∞
∏

m=1

ωm

ωm + w1

ωm

ωm + w2

ωm

ωm + w3

ωm + ωD

ωm
. (3.450)

Usando la representación producto de la función Gama8

Γ(z) = lim
n→∞

nz

z

n
∏

m=1

m

m+ z
(3.451)

y el hecho de que

w1 + w2 + w3 − ωD = 0, w1w2w3 = ω2ωD, (3.452)

la función de partición (3.450) será

Zamort
ω =

1

2π

ω

ω1

Γ(w1/ω1)Γ(w2/ω1)Γ(w3/ω1)

Γ(ωD/ω1)
, (3.453)

8I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.322.
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donde ω1 = 2πkBT/h̄ es la primera frecuencia de Matsubara, de tal menera que
wi/ω1 = wiβ/2π.

En el ĺımite Óhmico ωD → ∞, las ráıces w1, w2, w3 se reducen a

w1 = γ/2 + iδ, w1 = γ/2− iδ, w3 = ωD − γ, (3.454)

donde
δ ≡

√

ω2 − γ2/4, (3.455)

y la Ec. (3.453) se simplifica aún más

Zamort
ω =

1

2π

ω

ω1

Γ(w1/ω1)Γ(w2/ω1). (3.456)

Para una fricción nula, las ráıces w1 and w2 se convierten simplemente en w1 =
iω, w2 = −iω, y podemos usar la fórmula9

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin πz
(3.457)

para calcular

Γ(iω/ω1)Γ(−iω/ω1) =
ω1

ω

π

sinh(πω/ω1)
=
ω1

ω

π

sinh(ωh̄/2kBT )
, (3.458)

lo cual muestra que la Ec. (3.453) tiende apropiadamente hacia la función de par-
tición (3.217) del oscilador armónico amortiguado.

La enerǵıa libre del sistema es

F (T ) = −kBT [log(ω/2πω1)− log Γ(ωD/ω1)

+ log Γ(w1/ω1) + log Γ(w2/ω1) + log Γ(w3/ω1)] . (3.459)

Usando el comportamiento para valores grandes de z de log Γ(z)10,

log Γ(z) =
(

z − 1

2

)

log z − z +
1

2
log 2π +

1

12z
− 1

360z3
−O(1/z5), (3.460)

encontramos la enerǵıa libre para bajas temperaturas

F (T ) ∼ E0−
(

1

w1
+

1

w2
+

1

w1
− ω2

w1w2w3

)

π

6h̄
(kBT )

2 = E0−
γπ

6ω2h̄
(kBT )

2, (3.461)

donde

E0 = − h̄

2π
[w1 log(w1/ωD) + w2 log(w2/ωD) + w3 log(w3/ωD)] (3.462)

es la enerǵıa del estado base.

9ibid., ver la fórmula 8.334.3.
10ibid. ver la fórmula 8.327.
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Para valores pequeños de la fricción, esto se reduce a

E0 =
h̄ω

2
+

γ

2π
log

ωD

ω
− γ2

16ω

(

1 +
4ω

πωD

)

+O(γ3). (3.463)

El comportamiento T 2 de F (T ) en la Ec. (3.461) es t́ıpico de la disipación Óhmica.
A temperatura cero, las frecuencias de Matsubara ωm = 2πmkBT/h̄ estarán

arbitrariamente cercanas unas de otras, de manera tal que la suma de Matsubara se
convierte en un integral de acuerdo a la regla

1

h̄β

∑

m

−−−→
T→0

∫ ∞

0

dωm

2π
. (3.464)

Aplicando este procedimiento ĺımite al logaritmo de la fórmula (3.448), la enerǵıa
del estado base se puede escribir como una integral

E0 =
h̄

2π

∫ ∞

0
dωm log

[

ω3
m + ω2

mωD + ωm(ω
2 + γωD) + ωDω

2

ω2
m(ωm + ωD)

]

, (3.465)

que muestra que la enerǵıa E0 aumenta con el coeficiente de fricción γ.
Es instructivo calcular la densidad de estados definida en la Ec (1.583). Invir-

tiendo la transformada de Laplace (1.582), tenemos que evaluar

ρ(ε) =
1

2πi

∫ η+i∞

η−i∞
dβ eiεβ Zamort

ω (β), (3.466)

donde η es un número positivo infinitesimalmente pequeño. En ausencia de fricción,
la integral sobre Zω(β) =

∑∞
n=0 e

−βh̄ω(n+1/2) será

ρ(ε) =
∞
∑

n=0

δ(ε− (n+ 1/2)h̄ω). (3.467)

En presencia de fricción, esperamos que la función localizada δ adquiera un ancho
considerable. El cálculo se hace como sigue: La ĺınea vertical de integración en el
plano complejo β en la Ec. (3.466) se mueve hacia la izquierda, abarcando por tanto
los polos de la función Gama que se encuentran en los valores negativos de wiβ/2π.
De la representación de función Gama11

Γ(z) =
∫ ∞

1
dt tz−1e−t +

∞
∑

n=0

(−1)n

n!(z + n)
(3.468)

obtenemos los residuos. Aśı, encontramos la suma

ρ(ε) =
1

ω

∞
∑

n=1

3
∑

i=1

Rn,ie
−2πnε/wi , (3.469)

11ibid., ver la fórmula 8.314.



3.16 Oscilador Armónico en un Baño Térmico de Fotones 285

Figure 3.5 Polos en el plano complejo β de la integral de Fourier (3.466) obtenidos de

la funciones Gama, ver Ec. (3.453).

Rn,1 =
ω

w2
1

(−1)n−1

(n− 1)!

Γ(−nw2/w1)Γ(−nw3/w1)

Γ(−nωD/w1)
, (3.470)

con expresiones análogas para Rn,2 y Rn,3. La suma se puede hacer numéricamente,
de donde obtenemos las curvas mostradas en la Fig. 3.6, para situaciones t́ıpicas de
sub–amortiguamiento y sobre–amortiguamiento. Existe una función δ aislada en la
enerǵıa del estado base E0 de la Ec. (3.462) la cual no es ensanchada por la fricción.
Justo más alla de E0, la curva continua desde un valor finito ρ(E0 + 0) = γπ/6ω2

determinado por el primer término de la representación (3.461).

1 2 3 4 5 6 7 8
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ρ(ε)

δ(ε− E0) δ(ε− E0)

ε/ω ε/ω

Figure 3.6 Densidad de estados para amoriguamiento débil y fuerte en unidades

naturales. A la izquierda, los parámetros son γ/ω = 0.2, ωD/ω = 10, a la derecha

γ/ω = 5, ωD/ω = 10. Para más detalles ver Hanke y Zwerger en las Notas y Referencias.

3.16 Oscilador Armónico en un Baño Térmico de Fotones

Es directo extender el resultado anterior a un baño térmico de fotones donde la
densidad espectral está dada por la Ec. (3.444), de donde la Ec. (3.471) se convierte
en

Zamort
ω =

kBT

h̄ω

{

∞
∏

m=1

[

ω2
m + ω2 + ω3

mγ

ω2
m

]}−1

, (3.471)
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aqúı γ = e2/6c2πM . La potencia de ωm que acompaña a la constante de fricción se
incrementa en dos unidades. Agregando una corrección de Drude para el compor-
tamiento de frecuencias altas, reemplazamos γ por ωm/(ωm + ωD) y en lugar de la
Ec. (3.448) obtenemos

Zamort
ω =

kBT

h̄ω

∞
∏

m=1

ω2
m(ωm + ωD)(1 + γωD)

ω3
m(1 + γωD) + ω2

mωD + ωmω2 + ωDω2
. (3.472)

La función de partición resultante tiene de nuevo la forma (3.453), excepto que w123

son las soluciones de la ecuación cúbica

w3(1 + γωD)− w2ωD + wω2 − ω2ωD = 0. (3.473)

Ya que el acoplamiento electromagnético es pequeño, podemos resolver esta ecuación
a orden más bajo en γ. Si también, suponemos que ωD es grande comparado con ω,
encontramos las ráıces

w1 ≈ γefpb/2 + iω, w1 ≈ γefpb/2− iω, w3 ≈ ωD/(1 + γefpbωD/ω
2), (3.474)

donde hemos introducido una constante de fricción efectiva del baño de fotones

γefpb =
e2

6c2πM
ω2, (3.475)

la cual tiene dimensiones de frecuencia, al igual que la constante de fricción γ intro-
ducida en las Ecs. (3.454) del baño térmico.

3.17 Representación Perturbativa de Sistemas

Anarmónicos

Si un sistema armónico se perturba por medio de un potencial anarmónico V (x),
que será llamado interacción, la integral de trayectoria se puede resolver de forma
exacta sólo en casos excepcionales. Estos casos serán tratados en los Caṕıtulos 8, 13
y 14. Para un potencial V (x) lo suficientemente suave y pequeño, es posible repre-
sentar la función de partición en términos de una serie de potencias de la magnitud
de la intensidad de la interacción. El resultado es la llamada la serie perturvativa.
Desafortunadamente, esta serie sólo provee de resultados numéricamente confiables
para V (x) muy pequeño ya que, como probaremos en el Caṕıtulo 17, los coeficientes
de la representación crecen para ordenes grandes en k en la forma k!, haciendo que
la serie diverga. Esta serie puede usarse sólo para perturbaciones extremadamente
pequeñas. Tales representaciones se llaman asintóticas (en la Subsección 17.10.1
daremos un tratamiento mayor de este problema). Por esta razón en el Caṕıtulo 5
desarrollaremos una técnica más efectiva para estudiar los sistemas anarmónicos.
Tal técnica combina la serie perturvativa con el enfoque variacional y dará valores
energéticos muy exactos aún para interacciones arbitrariamente intensas. Por lo
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tanto vale la pena encontrar la representación formal a pesar del problema de la
divergencia.

Consideremos la amplitud mecánico–cuántica

(xbtb|xata)=
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt

[

M

2
ẋ2 −M

ω2

2
x2 − V (x)

]}

, (3.476)

y representemos el intengrando en una serie de potencias de V (x), de donde obte-
nemos

(xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx
[

1− i

h̄

∫ tb

ta
dtV (x(t))

− 1

2!h̄2

∫ tb

ta
dt2V (x(t2))

∫ tb

ta
dt1V (x(t1))

+
i

3!h̄3

∫ tb

ta
dt3V (x(t3))

∫ tb

ta
dt2V (x(t2))

∫ tb

ta
dt1V (x(t1)) + . . .

]

× exp
[

i

h̄

∫ tb

ta
dt
M

2

(

ẋ2 − ω2x2
)

]

. (3.477)

Si la integral de trayectoria del n-ésimo término se descompone en el producto
indicado en la Ec. (2.4), la representación puede reescirbirse como

(xbtb|xata) = (xbtb|xata)−
i

h̄

∫ tb

ta
dt1

∫

dx1(xbtb|x1t1)V (x1)(xbtb|xata) (3.478)

− 1

2!h̄2

∫ tb

ta
dt2

∫ tb

ta
dt1

∫

dx1dx2(xbtb|x2t2)V (x2)(x2t2|x1t1)V (x1)(x1t1|xata) + . . . .

Una representación similar puede hallarse para la integral Euclideana de trayec-
toria de la función de partición

Z =
∮

Dx exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(ẋ2 + ω2x2) + V (x)

]

}

, (3.479)

de donde obtenemos

Z =
∫

Dx
[

1− 1

h̄

∫ h̄β

0
dτV (x(τ)) +

1

2!h̄2

∫ h̄β

0
dτ2V (x(τ2))

∫ h̄β

0
dτ1V (x(τ1))

− 1

3!h̄3

∫ h̄β

0
dτ3V (x(τ3))

∫ h̄β

0
dτ2V (x(τ2))

∫ h̄β

0
dτ1V (x(τ1)) + . . .

]

× exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dt

[

M

2
ẋ2 +M

ω2

2
x2
]}

. (3.480)

Los términos individuales son obviamente los valores esperados de las potencias de
la interacción Euclideana

Aint,e ≡
∫ h̄β

0
dτV (x(τ)), (3.481)
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calculada dentro de la función de partición del oscilador armónico Zω. Los valores
esperados están definidos por

〈. . .〉ω ≡ Z−1
ω

∫

Dx . . . exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(ẋ2 + ω2x2)

]

}

. (3.482)

Con esta definición, la serie perturbativa puede escribirse en la forma

Z =
(

1− 1

h̄
〈Aint,e〉ω +

1

2!h̄2
〈A2

int,e〉ω − 1

3!h̄3
〈A3

int,e〉ω + . . .
)

Zω. (3.483)

Como veremos de inmediato, es preferible concentrar el término en corchetes en una
forma exponencial

1− 1

h̄
〈Aint,e〉ω +

1

2!h̄2
〈A2

int,e〉ω − 1

3!h̄3
〈A3

int,e〉ω + . . .

= exp
{

−1

h̄
〈Aint,e〉ω +

1

2!h̄2
〈A2

int,e〉ω,c −
1

3!h̄3
〈A3

int,e〉ω,c + . . .
}

. (3.484)

Los valores esperados 〈〉ω,c son llamados cumulantes . Estos valores están relaciona-
dos con los valores esperados originales por la serie de los cumulantes :12

〈A2
int,e〉ω,c ≡ 〈A2

int,e〉ω − 〈Aint,e〉2ω (3.485)

= 〈[Aint,e − 〈Aint,e〉ω]2〉ω,
〈A3

int,e〉ω,c ≡ 〈A3
int,e〉ω − 3〈A2

int,e〉ω〈Aint,e〉ω + 2〈Aint,e〉3ω (3.486)

= 〈[Aint,e − 〈Aint,e〉ω]3〉ω,
... .

Los cumulantes contribuyen directamente a la enerǵıa libre F = −(1/β) logZ. De
la Ecs. (3.484) y (3.483) concluimos que el potencial anarmónico V (x) cambia la
enerǵıa libre del oscilador armónico Fω = (1/β) log[2 sinh(h̄βω/2)] en la cantidad

∆F =
1

β

(

1

h̄
〈Aint,e〉ω − 1

2!h̄2
〈A2

int,e〉ω,c +
1

3!h̄3
〈A3

int,e〉ω,c + . . .
)

. (3.487)

Mientras que los valores esperados originales
〈

An
int,e

〉

ω
crecen para valores grandes de

β como la n-ésima potencia de β. Esto debido a las contribuciones de los n diagramas
desconectados de primer orden en g, los cuales se integran independientemente sobre
τ desde 0 hasta h̄β. Los cumulantes

〈

An
int,,e

〉

ω
son proporcionales a β, asegurando

aśı que la enerǵıa libre F tiene un ĺımite finito, la enerǵıa del estado base E0. En
comparación con la energá del estado base del oscilador armónico no perturbado, la
enerǵıa E0 cambia por

∆E0 = lim
β→∞

1

β

(

1

h̄
〈Aint,e〉ω − 1

2!h̄2
〈A2

int,e〉ω,c +
1

3!h̄3
〈A3

int,e〉ω,c + . . .
)

. (3.488)

12Notemos que las expresiones substraidas en las segundas ĺıneas de estas ecuaciones son parti-
cularmente simples sólo para el más bajo de los cumulantes dados aqúı.
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Existe una fórmula funcional simple para la representación perturbativa de
la función de partición en términos de la funcional generatriz Zω[j] del sistema
armónico no perturbado. Agregando un término fuente en la acción de la integral
de trayectoria (3.479), definimos la funcional generatriz de la teoŕıa de interacciones:

Z[j] =
∮

Dx exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2

(

ẋ2 + ω2x2
)

+ V (x)− jx
]

}

. (3.489)

La interacción se puede poner fuera de la integral de trayectoria en la forma

Z[j] = e−
1
h̄

∫ h̄β

0
dτV (δ/δj(τ)) Zω[j] . (3.490)

La función de partición de la teoŕıa de interacciones es obviamente

Z = Z[0]. (3.491)

De hecho, después de insertar en el lado derecho la expresión expĺıcita de la
integral de trayectoria para Z[j], Ec. (3.236):

Zω[j] =
∫

Dx exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(ẋ2 + ω2x2)− jx

]

}

, (3.492)

y representando en serie de potencias el exponencial en el prefactor

e−
1
h̄

∫ h̄β

0
dτV (δ/δj(τ)) = 1− 1

h̄

∫ h̄β

0
dτV (δ/δj(τ))

+
1

2!h̄2

∫ h̄β

0
dτ2V (δ/δj(τ2))

∫ h̄β

0
dτ1V (δ/δj(τ1)) (3.493)

− 1

3!h̄3

∫ h̄β

0
dτ3V (δ/δj(τ3))

∫ h̄β

0
dτ2V (δ/δ(τ2))

∫ h̄β

0
dτ1V (δ/δ(τ1)) + . . . ,

las derivadas de la funcional Z[j] con respecto a la fuente j(τ) genera dentro de la
integral de trayectoria precisamente la serie (3.483), cuyos cumulantes conducen a
la fórmula (3.487) del cambio de la enerǵıa libre.

Antes de continuar, mencionemos que la función de partición (3.479) puede, por
supuesto, verse como una funcional generatriz para el cálculo de los valores esperados
de la acción y sus potencias. Simplemente tenemos que hallar las derivadas con
respecto a h̄−1:

〈An〉 = Z−1 ∂n

∂h̄−1nZω[j]

∣

∣

∣

∣

h̄−1=0
. (3.494)

Para un oscilador armónico donde Z está dado por la Ec. (3.245), se tiene

〈A〉 = lim
h̄→∞

Z−1
ω h̄2

∂

∂h̄
Zω = lim

h̄→∞
h̄

h̄ωβ

2 sinh h̄ωβ/2
= 0. (3.495)

Incidentalmente, el mismo resultado, se obtiene calculando el valor esperado de la
acción con la regularización anaĺıtica:

〈

ẋ2(τ)
〉

ω
+ ω2

〈

x2(τ)
〉

ω
=
∫

dω′

2π

ω′2

ω′2 + ω2
+
∫

dω′

2π

ω2

ω′2 + ω2
=
∫

dω′

2π
= 0. (3.496)

La integral se anula de acuerdo a la regla de Veltman (2.508).
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3.18 Representación Perturbativa de Rayleigh-Schrödinger
y de Brillouin-Wigner

Los valores esperados hallados en la fórmula (3.487) pueden evaluarse por medio de
la llamada representación perturbativa de Rayleigh-Schrödinger , también llamada
representación perturbativa anticuada. Esta representación es particularmente
útil si el potencial V (x) no es un polinomio de x. Ejemplos de este potencial son
V (x) = δ(x) y V (x) = 1/x. En estos dos potenciales la representación perturbativa
se puede sumar a todos los ordenes, como se mostrará para los primeros ejemplos
en la Sección 9.5. Para un segundo ejemplo se remite al lector a la literatura.13 En
lo que sigue, demostraremos expĺıcitamente el procedimiento para el estado base y
las enerǵıas de excitación de un oscilador anarmónico. Después daremos expresiones
para amplitudes de dispersión.

Para calcular el cambio en la enerǵıa libre ∆F de la Ec. (3.487), a primer orden
en V (x), necesitamos el valor esperado

〈Aint,e〉ω ≡ Z−1
ω

∫ h̄β

0
dτ1

∫

dxdx1(x h̄β|x1 τ1)ωV (x1)(x1τ1|x 0)ω. (3.497)

La amplitud de evolución temporal del lado derecho describe el desarrollo temporal
del oscilador armónico localizado inicialmente en el punto x, para valores del tiempo
imaginario que van desde 0 hasta τ1. En el tiempo τ1, el estado está sujeto a la
interacción dependiendo de su posición x1 = x(τ1) con la amplitud V (x1). Después
de esto, el estado es llevado al estado final en el punto x por la otra amplitud de
evolución temporal.

A segundo orden tenemos que calcular el siguiente valor esperado de V (x):

1

2
〈A2

int,e〉ω ≡ Z−1
ω

∫ h̄β

0
dτ2

∫ h̄β

0
dτ1

∫

dxdx2dx1(x h̄β|x2τ2)ωV (x2)

×(x2τ2|x1τ1)ωV (x1)(x1τ1|x 0)ω. (3.498)

La integración sobre τ1 se calcula sólo hasta τ2, ya que la contribución para τ1 > τ2
contribuye con un factor de 2.

La evaluación expĺıcita de las integrales se facilita con el uso de la representación
espectral (2.300). La amplitud de evolución temporal, para tiempos imaginarios,
está dada en términos de los estados propios ψn(x) de los osciladores armónicos con
enerǵıa En = h̄ω(n+ 1/2):

(xbτb|xaτa)ω =
∞
∑

n=0

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)e

−En(τb−τa)/h̄. (3.499)

El mismo tipo de representación existe para la amplitud de evolución temporal de
tiempo real. Esto conduce a la representación perturbativa de Rayleigh-Schrödinger
de los cambios energéticos de los estados excitados, como mostraremos a continua-
ción.

13M.J. Goovaerts y J.T. Devreese, J. Math. Phys. 13, 1070 (1972).
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La amplitud se puede proyectar sobre los estados propios del oscilador armónico.
Para esto, multiplicamos ambos lados de la igualdad por las funciones de onda
armónicas ψ∗

n(xb) y ψn(xa), cuyo número cuántico es n, e integrados sobre xb y xa,
respectivamente, resultando la serie

∫

dxbdxaψ
∗
n(xb)(xbtb|xata)ψn(xa)=

∫

dxbdxaψ
∗
n(xb)(xbtb|xata)ωψn(xa)

×
(

1 +
i

h̄
〈n|Aint|n〉ω − 1

2!h̄2
〈n|A2

int|n〉ω − i

3!h̄3
〈n|A3

int|n〉ω + . . .
)

, (3.500)

donde tenemos que la interacción es

Aint ≡ −
∫ tb

ta
dt V (x(t)). (3.501)

Los valores esperados están definidos por

〈n| . . . |n〉ω ≡ Z−1
QM,ω,n

∫

dxbdxaψ
∗
n(xb)

(

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx . . . eiAω/h̄

)

ψn(xa), (3.502)

donde

ZQM,ω,n ≡ e−iω(n+1/2)(tb−ta) (3.503)

es la proyección de la función de partición mecánico–cuántica del oscilador armónico

ZQM,ω =
∞
∑

n=0

e−iω(n+1/2)(tb−ta)

[ver la Ec. (2.42)] sobre el enésimo estado excitado n.
Los valores esperados se calculan como se hizo en las Ecs. (3.497) y (3.498). A

primer orden en V (x), tenemos

〈n|Aint|n〉ω ≡ −Z−1
QM,ω,n

∫ tb

ta
dt1

∫

dxbdxadx1ψ
∗
n(xb)(xbtb|x1t1)ω

× V (x1)(x1t1|xata)ωψn(xa). (3.504)

La amplitud de la evolución temporal en el lado derecho describe el desarrollo tem-
poral del estado inicial ψn(xa) desde el tiempo ta hasta el tiempo t1, donde tiene
lugar la interacción, cuya amplitud es −V (x1). Después de eso, en el término del
lado izquierdo, la amplitud de evolución temporal lleva el estado a ψ∗

n(xb).
A segundo orden en V (x), el valor esperado está dado por la doble integral

1

2
〈n|A2

int|n〉ω ≡ Z−1
QM,ω,n

∫ tb

ta
dt2

∫ t2

ta
dt1

∫

dxbdxadx2dx1

×ψ∗
n(xb)(xbtb|x2t2)ωV (x2)(x2t2|x1t1)ωV (x1)(x1t1|xata)ωψn(xa). (3.505)

Como en la la Ec. (3.498), la integral sobre t1 termina en t2.
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Por analoǵıa con la Ec. (3.484), resumimos las correcciones de la Ec. (3.500) para
ponerlas en forma exponencial:

1 +
i

h̄
〈n|Aint|n〉ω − 1

2!h̄2
〈n|A2

int|n〉ω − i

3!h̄3
〈n|A3

int|n〉ω + . . . (3.506)

= exp
{

i

h̄
〈n|Aint|n〉ω − 1

2!h̄2
〈n|A2

int|n〉ω,c −
i

3!h̄3
〈n|A3

int|n〉ω,c + . . .
}

.

Los cumulantes en el exponente son

〈n|A2
int|n〉ω,c ≡ 〈n|A2

int|n〉ω − 〈n|Aint|n〉2ω
= 〈n|[Aint − 〈n|Aint|n〉ω]2|n〉ω, (3.507)

〈n|A3
int|n〉ω,c ≡ 〈n|A3

int|n〉ω − 3〈n|A2
int|n〉ω〈n|Aint|n〉ω + 2〈n|Aint|n〉3ω

= 〈n|[Aint − 〈n|Aint|n〉ω]3|n〉ω, (3.508)
...

.

De la Ec. (3.506), obtenemos el cambio de enerǵıa del n-ésimo oscilador

∆En = lim
tb−ta→∞

ih̄

tb − ta

{

i

h̄
〈n|Aint|n〉ω − 1

2!h̄2
〈n|A2

int|n〉ω,c

− i

3!h̄3
〈n|A3

int|n〉ω,c + . . .
}

, (3.509)

la cual es una generalización de la fórmula (3.488), misma que es válida solamente
para la enerǵıa del estado base. En n = 0, luego de la usual continuación anaĺıtica
de la variable temporal, la nueva fórmula se convierte en (3.488).

Además, los cumulantes se pueden evaluar con ayuda de la versión para tiempo
real de la representación espectral (3.499):

(xbtb|xata)ω =
∞
∑

n=0

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)e

−iEn(tb−ta)/h̄. (3.510)

A primer orden en V (x), obtenemos

〈n|Aint|n〉ω ≡ −
∫ tb

ta
dt
∫

dxψ∗
n(x)V (x)ψn(x) ≡ −(tb − ta)Vnn. (3.511)

A segundo orden en V (x), tendremos

1

2
〈n|A2

int|n〉ω ≡ Z−1
QM,ω,n

∫ tb

ta
dt2

∫ t2

ta
dt1 (3.512)

×
∑

k

e−iEn(tb−t2)/h̄−iEk(t2−t1)/h̄−iEn(t1−ta)/h̄VnkVkn.

El lado derecho también puede escribirse como
∫ tb

ta
dt2

∫ t2

ta
dt1

∑

k

ei(En−Ek)t2/h̄+i(Ek−En)t1/h̄VnkVkn (3.513)
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y después de las integraciones temporales, se convierte en

−
∑

k

VnkVkn
Ek −En

{

ih̄(tb − ta)−
h̄2

En − Ek

[

ei(En−Ek)(tb−ta)/h̄−1
]

}

.

(3.514)

En la forma actual, la sumatoria tiene significado sólo para para los términos donde
Ek 6= En. En este caso, el segundo término entre corchetes se puede despreciar en
el ĺımite de diferencias temporales tb − ta grandes. El término donde Ek = En debe
de tratarse separadamente haciendo directamente la integral en la Ec. (3.513). De
esto obtenemos

VnnVnn
(tb − ta)

2

2
, (3.515)

por tanto

1

2
〈n|A2

int|n〉ω = −
∑

m6=n

VnmVmn

Em − En
ih̄(tb − ta) + VnnVnn

(tb − ta)
2

2
. (3.516)

El mismo resultado podŕıa haberse obtenido sin el tratamiento especial del término
Ek = En, para esto introducimos artificialmente una diferencia infinitesimal de
enerǵıa Ek − En = ǫ en la Ec. (3.514), y usamos la serie de potencias de tb − ta del
término entre corchetes.

Al calcular los cumulantes 1
2
〈n|A2

int|n〉ω,c, de acuerdo a la Ec. (3.507), eliminamos
el término k = n y obtenemos

1

2
〈n|A2

int|n〉ω,c = −
∑

k 6=n

VnkVkn
Ek − En

ih̄(tb − ta). (3.517)

Con el cambio de enerǵıa a segundo orden en V (x), obtenemos a la sencilla fórmula

∆1En +∆2En = Vnn −
∑

k 6=n

VnkVkn
Ek − En

. (3.518)

Los coeficientes de la serie de mayor orden con cada vez más complicados. Por
ejemplo, la corrección a tercer orden es

∆3En =
∑

k 6=n

∑

l 6=n

VnkVklVln
(Ek − En)(El − En)

− Vnn
∑

k 6=n

VnkVkn
(Ek −En)2

. (3.519)

Por comparación, recordemos la conocida fórmula de la ecuación de Brillouin-

Wigner 14

∆En = R̄nn(En +∆En), (3.520)

14L. Brillouin and E.P. Wigner, J. Phys. Radium 4, 1 (1933); M.L. Goldberger and K.M. Watson,
Collision Theory, John Wiley & Sons, New York, 1964, pp. 425–430.
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donde R̄nn(E) son los elementos diagonales de la matriz 〈n| ˆ̄R(E)|n〉 del operador de
cambio de nivel ˆ̄R(E), el cual es solución de la ecuación integral

ˆ̄R(E) = V̂ + V̂
1− P̂n

E − Ĥω

ˆ̄R(E). (3.521)

El operador P̂n ≡ |n〉〈n| es el operador de proyección sobre el estado |n〉. Los
factores 1 − P̂n aseguran que las sumas sobre los estados intermedios excluyen el
estado cuántico n en consideración. La ecuación integral se resuelve por medio de
la representación en series de potencias del operador V̂ :

ˆ̄R(E) = V̂ + V̂
1− P̂n

E − Ĥω

V̂ + V̂
1− P̂n

E − Ĥω

V̂
1− P̂n

E − Ĥω

V̂ + . . . . (3.522)

Con la aproximación a tercer orden en V̂ , encontramos que la Ec. (3.520) conduce
a la representación perturbativa de Brillouin-Wigner

E − En = Rnn(E) = Vnn +
∑

k 6=n

VnkVkn
E − Ek

+
∑

k 6=n

∑

l 6=n

VnkVklVln
(E − Ek)(E −El)

+ . . . , (3.523)

la cual es una ecuación impĺıcita de la diferencia ∆En = E − En. La ecuación de
Brillouin-Wigner (3.520) puede transformarse en una ecuación expĺıcita para ∆En:

∆En = Rnn(En) +Rnn(En)R
′
nn(En)+[Rnn(En)R

′
nn(En)

2 + 1
2R

2
nn(En)R

′′
nn(En)]

+[Rnn(En)R
′
nn(En)

3+ 3
2R

2
nn(En)R

′
nn(En)R

′′
nn(En)+ 1

6R
3
nn(En)R

′′′
nn(En)]+ . . . .(3.524)

Sustituyendo la Ec. (3.523) en el lado derecho, recuperamos la forma estándar de la
representación perturbativa de Rayleigh-Schrödinger de la mecánica cuántica, misma
que coincide precisamente con la anterior representación perturbativa de la integral
de trayectoria cuyos primeros tres términos están dados en las Ecs. (3.518) y (3.519).
Nótese que el iniciar la representación a partir del tercer orden, la solución expĺıcita
(3.524) para el cambio energético introduce más y más términos desconectados con
respecto a simplicidad sistématica de la representación de Brillouin-Wigner (3.523).

Para potenciales arbitrarios, el cálculo de los elementos de matriz Vnk puede ser
muy tedioso. Una técnica sencilla para encontrarlos se presenta en el Apéndice 3A.

El cálculo del cambio de enerǵıa para la interacción particular V (x) = gx4/4 se
discute en el Apéndice 3B. El resultado se presenta a orden g3

∆En =
h̄ω

2
(2n + 1) +

g

4
3(2n2 + 2n+ 1)a4

−
(

g

4

)2

2(34n3 + 51n2 + 59n+ 21)a8
1

h̄ω
(3.525)

+
(

g

4

)3

4 · 3(125n4 + 250n3 + 472n2 + 347n+ 111)a12
1

h̄2ω2
.

La serie perturbativa para este potencial, aśı como para potenciales polinomiales
arbitrarios, puede hallarse a orden superior mediante relaciones de recurrencia para
los coeficientes de la serie, esto se hace en Apéndice 3C.
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3.19 Cambios Energéticos y Funciones de Onda

Perturbadas de la Ecuación de Schrödinger

Es instructivo rederivar la representación perturbativa a partir de la teoŕıa ordinaria de operadores
de Schrödinger. Esta derivación nos provee también con los estados propios perturbados a todos
los ordenes.

Separamos aqúı el operador Hamiltoniano Ĥ en una parte libre y otra de interacción

Ĥ = Ĥ0 + V̂ . (3.526)

Sean |n〉 los estados propios de Ĥ0 y |ψ(n)〉 los estados propios de Ĥ :

Ĥ0|n〉 = E
(n)
0 |n〉, Ĥ |ψ(n)〉 = E(n)|ψ(n)〉. (3.527)

Supondremos que ambos conjuntos de estados |n〉 y |ψ(n)〉 son ortogonales, el primero con norma
unitaria, y el segundo normalizado por medio del producto escalar

a(n)n ≡ 〈n|ψ(n)〉 = 1. (3.528)

Debido a la completes de los estados |n〉, los estados |ψ(n)〉 se puede representar como

|ψ(n)〉 = |n〉 +
∑

m 6=n

a(n)m |m〉, (3.529)

donde

a(n)m ≡ 〈m|ψ(n)〉 (3.530)

son las componentes de los estados de interacción en la base de los estados libres. Proyectando el
lado derecho de la ecuación de Schrödinger (3.527) sobre el estado 〈m| y usando la relación (3.530),
obtenemos

E
(m)
0 a(n)m + 〈m|V̂ |ψ(n)〉 = E(n)a(n)m . (3.531)

Insertando la Ec. (3.529), esto se convierte en

E
(m)
0 a(n)m + 〈m|V̂ |n〉 +

∑

k 6=n

a
(n)
k 〈m|V̂ |k〉 = E(n)a(n)m , (3.532)

y el caso para m = n, debido a la normalización especial (3.528),

E
(n)
0 + 〈n|V̂ |n〉 +

∑

k 6=n

a
(n)
k 〈n|V̂ |k〉 = E(n). (3.533)

Multiplicando esta ecuación por a
(n)
m y restando esto de la Ec. (3.532), eliminando aśı la enerǵıa

desconocida E(n), obtenemos un conjunto acoplado de ecuaciones algebraicas para a
(n)
m :

a(n)m =
1

E
(n)
0 − E

(m)
0



〈m− a(n)m n|V̂ |n〉 +
∑

k 6=n

a
(n)
k 〈m− a(n)m n|V̂ |k〉



 , (3.534)

donde por brevedad, hemos introducido la notación 〈m−a(n)m n| para la combinación de los estados

〈m| − a
(n)
m 〈n| .

Ahora, esta ecuación se puede resolver fácilmente en forma perturbativa al orden deseado en
términos de las potencias de la magnitud de la interacción. Para contabilizar el orden, reem-

plazamos V̂ by gV̂ y usamos la serie de potencias de g de los coeficientes a
(n)
m , aśı como la de las

enerǵıas E(n), en la forma:

a(n)m (g) =

∞
∑

l=1

a
(n)
m,l(−g)l (m 6= n), (3.535)
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y

E(n) = E
(n)
0 −

∞
∑

l=1

(−g)lE(n)
l . (3.536)

Insertando estas series en la Ec. (3.533), e igualando los coeficientes de g, encontramos inmediata-
mente la representación perturbativa del n−énsimo nivel de enerǵıa.

E
(n)
1 = 〈n|V̂ |n〉, (3.537)

E
(n)
l =

∑

k 6=n

a
(n)
k,l−1〈n|V̂ |k〉 l > 1. (3.538)

Los coeficientes a
(n)
m,l se determinan sustituyendo la relación (3.535) en la Ec. (3.534). De esto

obtenemos

a
(n)
m,1 =

〈m|V̂ |n〉
E

(m)
0 − E

(n)
0

, (3.539)

y para l > 1:

a
(n)
m,l=

1

E
(m)
0 −E(n)

0



−a(n)m,l−1〈n|V̂ |n〉+
∑

k 6=n

a
(n)
k,l−1〈m|V̂ |k〉−

l−2
∑

l′=1

a
(n)
m,l′

∑

k 6=n

a
(n)
k,l−1−l′ 〈n|V̂ |k〉



.

(3.540)
Usando las Ecs. (3.537) y (3.538), esto se puede simplificar a la forma

a
(n)
m,l =

1

E
(m)
0 −E(n)

0





∑

k 6=n

a
(n)
k,l−1〈m|V̂ |k〉 −

l−1
∑

l′=1

a
(n)
m,l′E

(n)
l−l′



 . (3.541)

Este conjunto, lo mismo que las Ecs. (3.537), (3.538), y (3.539), son el cojunto de relaciones de

recurrencia para los coeficientes a
(n)
m,l y E

(n)
l .

Las relaciones de recurrencia nos permiten recuperar la representación perturbativa de las
Ecs. (3.518) y (3.519) para el cambio de enerǵıa. El resultado de segundo orden (3.518), por
ejemplo, se sigue directamente de las Ecs. (3.540) y (3.541), donde de la última ecuación obtenemos

E
(n)
2 =

∑

k 6=n

a
(n)
k,1〈n|V̂ |k〉 =

∑

k 6=n

〈k|V̂ |n〉〈n|V̂ |k〉
E

(k)
0 − E

(n)
0

. (3.542)

Si el potencial V̂ = V (x̂) es un polinomio en x̂, sus elementos de matriz 〈n|V̂ |k〉 son diferentes de
cero sólo para n en una vecindad finita de k, y la relaciones de recurrencia consisten en las sumas
finitas que pueden resolverse de forma exacta.

3.20 Cálculo de la Serie Perturbativa via Diagramas
de Feynman

Los valores esperados de la fórmula (3.487) se pueden evaluar también de otra forma,
la cual puede aplicarse a todos los potenciales que sean polinomios simples de x.
Con esto, la función de partición se puede representar como una suma de integrales
asociadas con ciertos diagramas de Feynman.

El procedimiento se basa en la representación de Wick de las funciones de co-
rrelación visto en la Sección 3.10. Para ser espećıficos, suponemos que el potencial
anarmónico tiene la forma

V (x) =
g

4
x4. (3.543)
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La representación gráfica a ser hallada, será una de las llamadas teoŕıas ϕ4 de la
teoŕıa cuántica de campos.

Para calcular el cambio de la enerǵıa libre (3.487) a primer orden en g, tenemos
que evaluar el valor esperado armónico de Aint,e. Esto se escribe como

〈Aint,e〉ω =
g

4

∫ h̄β

0
dτ〈x4(τ)〉ω. (3.544)

El integrando contiene la función de correlación

〈x(τ1)x(τ2)x(τ3)x(τ4)〉ω = G
(4)
ω2 (τ1, τ2, τ3, τ4)

para un argumento temporal idéntico. De acuerdo a la regla de Wick (3.305), esto
se puede representar como una suma de los siguientes tres términos

G
(2)
ω2 (τ1, τ2)G

(2)
ω2 (τ3, τ4) +G

(2)
ω2 (τ1, τ3)G

(2)
ω2 (τ2, τ4) +G

(2)
ω2 (τ1, τ4)G

(2)
ω2 (τ2, τ3),

donde G
(2)
ω2 (τ, τ ′) son las funciones periódicas de Green del oscilador armónico [ver

las Ecs. (3.304) y (3.251)]. El valor esperado (3.544) es por lo tanto igual a la integral

〈Aint,e〉ω = 3
g

4

∫ h̄β

0
dτG

(2)
ω2 (τ, τ)

2. (3.545)

El lado derecho se puede representar gráficamente por el diagrama de Feynman

3

.

Debido a su forma este gráfico es llamado un diagrama de dos lazos. En general,
un diagrama de Feynman consiste en ĺıneas que se encuentran en puntos llama-
dos vértices . Una ĺınea conectando dos puntos representa a la función de Green
G

(2)
ω2 (τ1, τ2). Un vértice indica un factor g/4h̄ y una variable τ a integrarse sobre el

intervalo (0, h̄β). El diagrama presentado tiene sólo un punto, y los argumentos τ de
las funciones de Green coinciden. El número debajo del diagrama de Feynman da
cuenta de las veces que aparece la integral. Este número es llamado la multiplicidad

del diagrama.
A segundo orden en V (x), el armónico a ser avaluado es

〈A2
int,e〉ω =

(

g

4

)2 ∫ h̄β

0
dτ2

∫ h̄β

0
dτ1〈x4(τ2)x4(τ1)〉ω. (3.546)

La integral contiene ahora la función de correlación G
(8)
ω2 (τ1, . . . , τ8) con ocho

argumentos temporales. De acuerdo a la regla de Wick, la función de correlación se
descompone en una suma de 7!! = 105 productos de las cuatro funciones de Green
G

(2)
ω2 (τ, τ ′). Debido a la coincidencia de los argumentos temporales, sólo hay tres

tipos diferentes de contribuciones a la integral (3.546):

〈A2
int,e〉ω =

(

g

4

)2 ∫ h̄β

0
dτ2

∫ h̄β

0
dτ1

[

72G
(2)
ω2 (τ2, τ2)G

(2)
ω2 (τ2, τ1)

2G
(2)
ω2 (τ1, τ1)

+24G
(2)
ω2 (τ2, τ1)

4 + 9G
(2)
ω2 (τ2, τ2)

2G
(2)
ω2 (τ1, τ1)

2
]

. (3.547)

Las integrales están representadas con los siguientes diagramas de Feynman com-
puestos de tres lazos:
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.

72 24 9

Estos diagramas contienen tres vértices indicando dos variables de integración τ1, τ2.
Los dos primeros diagramas tienen la forma de tres burbujas en una cadena y de
una sand́ıa, respectivamente, son diagramas conectados , mientras que el tercer di-
agrama está desconectado. Cuando se calcula el cumulante 〈A2

int,e〉ω,c, el diagrama
desconectado se elimina.

A orden superior el conteo se vuelve cada vez más tedioso y, para el cálculo
de estos términos, vale la pena desarrollar técnicas algebraicas para su cálculo. La
figura 3.7 muestra los diagramas para el cambio de enerǵıa libre a cuatro lazos.
Los cumulantes eliminan todos los diagramas desconectados. Esta propiedad de
rearreglo del diagrama del logaritmo es muy general y ocurre a todo orden de g,
como se puede mostrar con ayuda de las ecuaciones diferenciales de la funcional.

βF = βFω +
3

− 1

2!

(

72

+

24

)

+
1

3!

(

2592

+

1728

+

3456

+

1728

)

+ . . .

Figure 3.7 Representación perturbativa de la enerǵıa libre a orden g3 (cuatro lazos).

El término de menor orden βFω, contiene la enerǵıa libre del oscilador armónico
[recordar las Ecs. (3.245) y (2.526)]

Fω =
1

β
log

(

2 sinh
βh̄ω

2

)

(3.548)

frecuentemente, este término se representa por el diagrama de un lazo

βFω = −1

2
Tr logG

(2)
ω2 = − 1

2h̄β

∫ h̄β

0
dτ
[

logG
(2)
ω2

]

(τ, τ) = −1

2
. (3.549)

Con esto, la representación gráfica en la Fig. 3.7 empieza sistemáticamente con un
lazo en lugar de dos. Sin embargo, lo sistemático no es perfecto ya que la ĺınea en el
diagrama de un lazo no muestra que el integrando contiene un logaritmo. Además,
la ĺınea no está conectada a ningún vértice.

Todas las variables τ en el diagrama se han integrado. Los diagramas no tienen
ĺıneas abiertas y se llaman diagramas de vaćıo.
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El cálculo de los diagramas de la Fig. 3.7 se simplifica con la ayuda de una
propiedad de factorización de los diagramas de Feynman: Si un diagrama consiste
de dos subdiagramas que se tocan sólo en un vértice, su integral de Feynman se
factoriza en las integrales correspondientes a las de los subdiagramas. Gracias a
esta propiedad, sólo tenemos que evaluar las siguientes integrales (omitiendo los
factores g/4h̄ para cada vértice)

=
∫ h̄β

0
dτG

(2)
ω2 (τ, τ) = h̄βa2,

=
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0
dτ1dτ2 G

(2)
ω2 (τ1, τ2)

2 ≡ h̄β
1

ω
a42,

=
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0
dτ1dτ2dτ3 G

(2)
ω2 (τ1, τ2)G

(2)
ω2 (τ2, τ3)G

(2)
ω2 (τ3, τ1)

≡ h̄β
(

1

ω

)2

a63,

=
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0
dτ1dτ2 G

(2)
ω2 (τ1, τ2)

4 ≡ h̄β
1

ω
a82,

=
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0
dτ1dτ2dτ3 G

(2)
ω2 (τ1, τ2)G

(2)
ω2 (τ2, τ3)G

(2)
ω2 (τ3, τ1)

3

≡ h̄β
(

1

ω

)2

a103 ,

=
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0
dτ1dτ2dτ3 G

(2)
ω2 (τ1, τ2)

2G
(2)
ω2 (τ2, τ3)

2G
(2)
ω2 (τ3, τ1)

2

≡ h̄β
(

1

ω

)2

a123 . (3.550)

Note que en cada expresión, la última integral en τ da un factor h̄β, debido a la
invariancia translacional a lo largo del eje τ . Por razones dimensionales, las otras
integrales dan lugar a un factor 1/ω. Las cantidades dependientes de la temperatura
a2LV están etiquetadas por el número de vértices V y de ĺıneas L de los diagramas
asociados. Su dimensión es de longitud a la n-ésima potencia [correspondiendo a
las dimensiones de las n x(τ) variables en el diagrama]. Para más de cuatro lazos,
puede haber más de un diagrama para cada V y L, de manera tal que necesitamos
una etiqueta adicional en a2LV para especificar de forma única el diagrama. Cada
a2LV puede escribirse como un producto de la escala de longitud básica (h̄/Mω)L

multiplicada por una función de la variable adimensional x ≡ βh̄ω:

a2LV =

(

h̄

Mω

)L

α2L
V (x). (3.551)

Las funciones α2L
V (x) se listan en el Apéndice 3D.

Como un ejemplo de la aplicación de la propiedad de factorización, veamos la
integral de Feynman del segundo diagrama de tercer orden en la Fig. 3.7 (llamado
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un diagrama “margarita” debido a su forma):

=
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0
dτ1dτ2dτ3G

(2)
ω2 (τ1, τ2)G

(2)
ω2 (τ2, τ3)G

(2)
ω2 (τ3, τ1)

×G
(2)
ω2 (τ1, τ1)G

(2)
ω2 (τ2, τ2)G

(2)
ω2 (τ3, τ3).

Este diagrama se descompone en el producto de la tercera integral en la Ec. (3.550)
y tres potencias de la primera integral:

→ ×
3
.

Aśı, podemos escribir de inmediato

= h̄β
(

1

ω

)2

a63(a
2)3.

En términos de a2LV , la enerǵıa libre se convierte en

F = Fω +
g

4
3a4 − 1

2!h̄ω

(

g

4

)2 (

72a2a42a
2 + 24a82

)

(3.552)

+
1

3!h̄2ω2

(

g

4

)3 [

2592a2(a42)
2a2 + 1728a63(a

2)3 + 3456a103 a
2 + 1728a123

]

+ . . . .

en el ĺımite T → 0, las integrales (3.550) se comportan como

a42 → a4, a63 → 3

2
a6,

a82 → 1

2
a8, a103 → 5

8
a10,

a123 → 3

8
a12,

(3.553)

y la enerǵıa libre se reduce a

F =
h̄ω

2
+
g

4
3a4 −

(

g

4

)2

42a8
1

h̄ω
+
(

g

4

)3

4 · 333a12
(

1

h̄ω

)2

+ . . . . (3.554)

En este ĺımite, es más simple calcular directamente las integrales (3.550) con la

función de Green (3.304) a tempertatura cero, la cual es G
(2)
ω2 (τ, τ ′) = a2e−ω|τ−τ ′|

donde a2 = h̄/2ωM [ver la Ec. (3.251)]. Sin embargo, los ĺımites de integración

deben de cambiarse por la mitad de un peŕıodo a
∫ h̄β/2
−h̄β/2 dτ antes de ir al ĺımite de

temperatura cero, aśı que evaluamos
∫∞
−∞ dτ en lugar de

∫∞
0 dτ (lo anterior daŕıa

un ĺımite incorrecto ya que falta el lado izquierdo del pico en τ = 0). Antes de la
integración, las integrales se separan convenientemente como en la Ec. (3D.1).
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3.21 Definición Perturbativa de Integrales de Trayectoria
Interactuantes

En la Sección 2.15 hemos visto que es posible definir una integral de trayectoria
armónica sin partición temporal por medio de la regularización dimensional. Con
las técnicas desarrolladas hasta ahora, esta definición puede extenderse trivialmente
a integrales de trayectoria con interacciones, si éstas pueden tratarse perturbativa-
mente. Recordemos que en la Ec. (3.483), la función de partición de un sistema inte-
ractuante se puede representar como una serie de potencias de los valores armónicos
esperados de la interacción. El procedimiento puede formularse convenientemente
en términos de la funcional generatriz (3.489), usando la fórmula (3.490) para la
funcional generatriz con interacciones y la Ec. (3.491) para la función de partición
asociada. La funcional generatriz armónica en el lado derecho de la Ec. (3.490),

Zω[j] =
∮

Dx exp
{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
(ẋ2 + ω2x2)− jx

]

}

, (3.555)

se puede evaluar con la regularización anaĺıtica descrita en la Sección (2.15) la cual,
después de completar la cuadratura [recordar las Ec. (3.246) y (3.247)], será:

Zω[j] =
1

2 sin(ωh̄β/2)
exp

{

1

2Mh̄

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ j(τ)Gp

ω2,e(τ − τ ′)j(τ ′)

}

, (3.556)

donde Gp
ω2,e(τ) es la función periódica de Green (3.251)

Gp
ω2,e(τ) =

1

2ω

coshω(τ − h̄β/2)

sinh(βh̄ω/2)
, τ ∈ [0, h̄β]. (3.557)

En consecuencia, la fórmula (3.490) para la funcional generatriz de la teoŕıa de
interacciones

Z[j] = e−
1
h̄

∫ h̄β

0
dτV (h̄δ/δj(τ)) Zω[j] , (3.558)

está completamente definida por la regularización anaĺıtica. Desarrollando en series
el prefactor exponencial tal como se hizo en la Ec. (3.493), la funcional genera-
triz completa se obtiene de las funcional armónica sin ninguna otra integración de
trayectoria. Sólo diferenciaciones funcionales se requieren para encontrar la fun-
cional generatriz de todas las funciones de correlación interactuantes Z[j] a partir
de las funcionales armónicas Zω[j].

Este procedimiento proporciona la definición perturbativa de integrales de trayec-
toria arbitrarias. Esta definición es ampliamente usada en la teoŕıa cuántica de
campos de la f́ısica de part́ıculas 15 y fenómenos cŕıticos.16 Es también la base para

15C. Itzykson and J.-B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill (1985).
16H. Kleinert and V. Schulte-Frohlinde, Critical Properties of φ4-Theories , World Scientific,

Singapore 2001, pp. 1–487 (www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/re.html#b8).
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una extensión importante de la teoŕıa de distribuciones, a ser discutida en detalle
en las Secciones 10.6–10.11.

Sin embargo, debemos de darnos cuenta que la definición perturbativa no es
una definición completa. Contribuciones importantes a la integral de trayectoria
pueden estar faltando, tales como las que no se pueden desarrollar en potencias de
la intensidad de la interacción g. Tales contribuciones son esenciales para entender
muchos fenómenos f́ısicos, por ejemplo, el tunelamiento, que será discutido en el
Caṕıtulo 17. Sin embargo, con técnicas apropiadas de simplificación a desarrollarse
en el Caṕıtulo 5, información sobre tales fenómenos puede extraerse del compor-
tamiento a orden superior de la representación perturbativa, como se mostrará en
la Subsección 17.10.4.

3.22 Funcional Generatriz de Funciones de Correlación
Conectadas

En la Sección 3.10 hemos visto que las funciones de correlación obtenidas de las
derivadas funcionales de Z[j], mediante la relación (3.298), contiene muchas partes
desconectadas. Por otra parte, una cantidad f́ısica importante, la enerǵıa libre
F [j] = −kBT logZ[j] está contenida sólo en las partes conectadas de Z[j]. De
hecho, de la mecánica estad́ıstica sabemos que una descripción significativa de un
sistema termodinámico muy grande sólo se puede dar en términos de la enerǵıa libre,
la cual es directamente proporcional al volumen total V . La función de partición
Z = e−F/kBT no tiene significado en el ĺımite de volumen infinito, también llamado
ĺımite termodinámico, ya que la función consiste de una serie de potencias en V .
Solamente la densidad de enerǵıa libre f ≡ F/V tiene un ĺımite definido a volumen
infinito. Por tanto la serie de Z[j] diverge para V → ∞. Esta es la razón por la
cual en termodinámica siempre calculamos la densidad de enerǵıa libre por medio
del logaritmo de la función de partición. Estas cantidades se calculan enteramente
de los diagramas conectados.

Debido a esta particularidad termodinámica esperamos que el logaritmo de Z[j]
nos provea de una funcional generatriz para todas las funciones de correlación conec-
tadas. Para evitar los factores kBT definimos la funcional como

W [j] = logZ[j], (3.559)

y ahora debemos probar que las derivadas funcionales deW [j] reproducen las partes
conectadas de los digramas de Feynman para cada función de correlación.

Consideremos las funciones de correlación conectadas G(n)
c (τ1, . . . , τn) definidas

por las derivadas funcionales

G(n)
c (τ1, . . . , τn) =

δ

δj(τ1)
· · · δ

δj(τn)
W [j] . (3.560)

Aqúı estamos interesados solamente en las funciones con corrriente externa nula,
a las cuales se reducen las funciones de correlación conectadas, mismas que son
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las f́ısicamente relevantes. Sin embargo, para el desarrollo general en esta sección
consideraremos las funcionales de j(τ), y al final haremos j = 0.

Por
supuesto, dadas todas las funciones de correlación conectadas G(n)

c (τ1, . . . , τn), la
función de correlación total G(n) (τ1, . . . , τn), Ec. (3.298), se puede recuperar de las
funciones de correlación conectadas mediante las leyes de composición. Para ver esto
con claridad, en la Sección 3.22.2 derivaremos la relación general entre los dos tipos
de funciones de correlación. Primero debemos probar la propiedad de conectividad
de las derivadas, Ec. (3.560).

3.22.1 Estructura de Conectividad de las Funciones de

Correlación

Probemos primero que la funcional generatriz W [j] contiene sólo diagramas conec-
tados en sus coeficientes de Taylor δnW/δj(τ1) . . . δj(τn). Después, según la
Ec. (3.588), veremos que estas derivadas funcionales concentran todos los diagra-
mas conectados en G(n)(τ1, . . . , τn).

Escribamos la integral de trayectoria para la funcional generatriz Z[j] como sigue
(usamos aqúı unidades naturales con h̄ = 1):

Z[j] =
∫

Dx e−Ae[x,j]/h̄, (3.561)

con la acción

Ae[x, j] =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2

(

ẋ2 + ω2x2
)

+ V (x)− j(τ)x(τ)
]

. (3.562)

En las siguientes consideraciones estructurales usaremos, por simplicidad, unidades
naturales en las que h̄ = 1. Por analoǵıa con la identidad integral

∫

dx
d

dx
e−F (x) = 0,

la cual es válida para cualquier función F (x) que tienda a infinito para x → ±∞,
la integral funcional satisface la identidad

∫

Dx δ

δx(τ)
e−Ae[x,j] = 0, (3.563)

Ya que la acción Ae[x, j] tiende a infinito para x→ ±∞. Llevando a cabo la derivada
funcional, obtenemos

∫

Dx δAe[x, j]

δx(τ)
e−Ae[x,j] = 0. (3.564)

Para ser espećıfico consideremos al oscilador anarmónico con potencial V (x) =
λx4/4!. Hemos escogido una constante de acoplamiento λ/4! en lugar de la an-
terior g de la Ec. (3.543), ya que esta elección nos conducirá a factores numéricos



304 3 Fuentes Externas, Correlación y Teoŕıa de Perturbación

más sistemáticos. La derivada funcional de la acción da la ecuación clásica de
movimiento

δAe[x, j]

δx(τ)
=M(−ẍ+ ω2x) +

λ

3!
x3 − j = 0, (3.565)

la cual escribiremos como

δAe[x, j]

δx(τ)
= G−1

0 x+
λ

3!
x3 − j = 0, (3.566)

donde hemos reescrito G0(τ, τ
′) ≡ G(2) para tener espacio suficiente para los su-

peŕındices. Con esta notación la Ec. (3.564) se convierte en

∫

Dx
{

G−1
0 x(τ) +

λ

3!
x3(τ)− j(τ)

}

e−Ae[x,j] = 0. (3.567)

Ahora, expresamos las trayectorias x(τ) como una derivada funcional con respecto a
la corriente fuente j(τ), de tal manera que podemos sacar el término entre corchetes
de la integral. Esto conduce a la ecuación diferencial funcional de la funcional
generatriz Z[j]:







G−1
0

δ

δj(τ)
+
λ

3!

[

δ

δj(τ)

]3

− j(τ)







Z[j] = 0. (3.568)

Con la notación abreviada

Zj(τ1)j(τ2)...j(τn)[j] ≡
δ

δj(τ1)

δ

δj(τ2)
· · · δ

δj(τn)
Z[j], (3.569)

suprimiendo el argumento de las corrientes, esto se puede escribir como

G−1
0 Zj(τ) +

λ

3!
Zj(τ)j(τ)j(τ) − j(τ) = 0. (3.570)

Sustituyendo aqúı la Ec. (3.559), obtenemos una ecuación diferencial funcional para
W [j]:

G−1
0 Wj +

λ

3!

(

Wjjj + 3WjjWj +W 3
j

)

− j = 0. (3.571)

Donde para la derivada funcional de W [j], hemos empleado la misma notación abre-
viada usada en la Ec. (3.569) para Z[j],

Wj(τ1)j(τ2)...j(τn)[j] ≡
δ

δj(τ1)

δ

δj(τ2)
· · · δ

δj(τn)
W [j], (3.572)

suprimiendo los argumentos τ1, . . . , τn de las corrientes. Multiplicando funcional-
mente la Ec. (3.571) por G0 obtenemos

Wj = − λ

3!
G0

(

Wjjj + 3WjjWj +W 3
j

)

+G0 j. (3.573)
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por brevedad, omitimos la integral sobre los τ intermedios. Más espećıficamente,
hemos escrito G0 j en lugar de

∫

dτ ′G0(τ, τ
′)j(τ ′). Expresiones similares abrevian

todos los productos funcionales. Esto corresponde a una versión funcional de la
convención de suma de Einstein.

Ahora, la Ec. (3.573) se puede expresar en términos de la función de correlación
de un punto

G(1)
c = Wj, (3.574)

definida en la Ec. (3.560), como

G(1)
c = − λ

3!
G0

{

G
(1)
c jj + 3G

(1)
c jG

(1)
c +

[

G(1)
c

]3
}

+G0 j. (3.575)

La solución de esta ecuación se encuentra convenientemente por medio del procedi-
miento esquemático mostrado en la Fig. 3.8. A orden más bajo en λ tenemos

Figure 3.8 Solución esquemática de la relación de recurrencia (3.573) para la funcional

generatriz W [j] de todas las funciones de correlación conectadas. La primera ĺınea repre-

senta la Ec. (3.575), la segunda la Ec. (3.578), la tercera la Ec. (3.579). Las ĺıneas restantes

definen los śımbolos esquemáticos.

G(1)
c = G0 j. (3.576)

De esto encontramos, por medio de una integración fucional, la funcional generatriz
de orden cero W0[j]

W0[j] =
∫

Dj G(1)
c =

1

2
jG0j, (3.577)
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valor hallado hasta una constante independiente de j. Los sub́ındices deW [j] indican
el orden en la intensidad de la interacción λ.

Reinsertando la Ec. (3.576) en el lado derecho de la Ec. (3.575), obtenemos la
expresión a primer orden

G(1)
c = −G0

λ

3!

[

3G0G0j + (G0j)
3
]

+G0j, (3.578)

representada esquemáticamente en la segunda ĺınea de la Fig. 3.8. La Ec. (3.578)
se puede integrar funcionalmente en j para obtener W [j] a primer orden en λ.
Esquemáticamente, este proceso es igual a multiplicar cada ĺınea abierta en un
diagrama por una corriente j, y dividir la jn resultante por n. Aśı llegamos a

W0[j] +W1[j] =
1

2
jG0j −

λ

4
G0 (G0j)

2 − λ

24
(G0j)

4 , (3.579)

como se ilustra en la tercera ĺınea de la Fig. 3.8. Este procedimiento puede continuar
a cualquier orden en λ.

El mismo procedimiento nos permite probar que la funcional generatriz
W [j] contiene sólo los diagramas conectados en sus coeficientes de Taylor
δnW/δj(x1) . . . δj(xn). Para los dos términos a menor orden podemos verificar la
conectividad inspeccionando la tercera ĺınea en la Fig. 3.8. La forma esquemática
de la relación de recurrencia muestra que esta propiedad topológica se mantiene
válida para todos los ordenes en λ, lo cual puede verse por inducción. En efecto, si
suponemos que esto es cierto para algún n, entonces todos los G(1)

c insertados en el
lado derecho están conectados, y aśı también lo estarán los diagramas construidos
de los anteriores diagramas cuando se forma G(1)

c al siguiente orden (n+ 1).
Nótese que este cálculo es incapaz de recobrar el valor de W [j] en j = 0, el cual

es una constante de integración desconocida de la ecuación diferencial funcional.
Para el propósito de generar funciones de correlación, esta constante es irrelevante.
Hemos visto en la Fig. 3.7 que W [0], la cual es igual a −F/kBT , consta de la suma
de todos los diagramas de vaćıo conectados contenidos en Z[0].

3.22.2 Funciones de Correlación versus Funciones de

Correlación Conectadas

Usando la relación logaŕıtmica (3.559) entre W [j] y Z[j] podemos derivar la relación
general entre las funciones de n-puntos y sus partes conectadas. Para la función de
un punto encontramos

G(1)(τ) = Z−1[j]
δ

δj(τ)
Z[j] =

δ

δj(τ)
W [j] = G(1)

c (τ). (3.580)

Esta ecuación implica que la función de un punto, que representa el valor esperado
del estado base de la trayectoria x(τ), siempre es conectada:

〈x(τ)〉 ≡ G(1)(τ) = G(1)
c (τ) = X. (3.581)
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Consideremos ahora la función de dos-puntos, la cual se escribe como sigue:

G(2)(τ1, τ2) = Z−1[j]
δ

δj(τ1)

δ

δj(τ2)
Z[j]

= Z−1[j]
δ

δj(τ1)

{(

δ

δj(τ2)
W [j]

)

Z[j]

}

= Z−1[j]
{

Wj(τ1)j(τ2) +Wj(τ1)Wj(τ2)

}

Z[j]

= G(2)
c (τ1, τ2) +G(1)

c (τ1)G
(1)
c (τ2) . (3.582)

Además de los diagramas conectados con dos extremos existen dos diagramas que
terminan en una sola ĺınea. Estas ĺıneas están ausentes en la teoŕıa x4 en j = 0
debido a la simetŕıa del potencial, lo que hace que todas las funciones de correlación
impares se anulen. En este caso, la función de dos-puntos es automáticamente
conectada.

Para la función de tres-puntos encontramos

G(3) (τ1, τ2, τ3) = Z−1[j]
δ

δj(τ1)

δ

δj(τ2)

δ

δj(τ3)
Z[j]

= Z−1[j]
δ

δj(τ1)

δ

δj(τ2)

{[

δ

δj(τ3)
W [j]

]

Z[j]

}

= Z−1[j]
δ

δj(τ1)

{[

Wj(τ3)j(τ2) +Wj(τ2)Wj(τ3)

]

Z[j]
}

(3.583)

= Z−1[j]
{

Wj(τ1)j(τ2)j(τ3) +
(

Wj(τ1)Wj(τ2)j(τ3) +Wj(τ2)Wj(τ1)j(τ3)

+Wj(τ3)Wj(τ1)j(τ2)

)

+Wj(τ1)Wj(τ2)Wj(τ3)

}

Z[j]

= G(3)
c (τ1, τ2, τ3) +

[

G(1)
c (τ1)G

(2)
c (τ2, τ3) + 2 perm

]

+G(1)
c (τ1)G

(1)
c (τ2)G

(1)
c (τ3),

y para la función de cuatro-puntos

G(4) (τ1, . . . , τ4) = G(4)
c (τ1, . . . , τ4) +

[

G(3)
c (τ1, τ2, τ3)G

(1)
c (τ4) + 3 perm

]

+
[

G(2)
c (τ1, τ2)G

(2)
c (τ3, τ4) + 2 perm

]

+
[

G(2)
c (τ1, τ2)G

(1)
c (τ3)G

(1)
c (τ4) + 5 perm

]

+ G(1)
c (τ1) · · ·G(1)

c (τ4). (3.584)

En la teoŕıa x4 pura no existen funciones de correlación impares, debido a la simetŕıa
del potencial.

Para la función de correlación general G(n), el número total de términos se re-
cobra fácilmente quitando todos los ı́ndices y diferenciando con respecto a j (los
argumentos τ1, . . . , τn de las corrientes se suprimen nuevamente):

G(1) = e−W
(

eW
)

j
=Wj = G(1)

c

G(2) = e−W
(

eW
)

jj
=Wjj +Wj

2 = G(2)
c +G(1)

c
2
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G(3) = e−W
(

eW
)

jjj
= Wjjj + 3WjjWj +Wj

3 = G(3)
c + 3G(2)

c G(1)
c +G(1)3

c

G(4) = e−W
(

eW
)

jjjj
= Wjjjj + 4WjjjWj + 3Wjj

2 + 6WjjWj
2 +Wj

4

= G(4)
c + 4G(3)

c G(1)
c + 3G(2)2

c + 6G(2)
c G(1)2

c +G(1)4
c . (3.585)

Todas las ecuaciones se siguen de la relación de recurrencia

G(n) = G
(n−1)
j +G(n−1)G(1)

c , n ≥ 2, (3.586)

si se usa G
(n−1)
j̧ = G(n)

c y la relación inicial G(1) = G(1)
c . Comparando las primeras

cuatro relaciones con las expresiones expĺıcitas (3.582)–(3.584), vemos que los fac-
tores numéricos en el lado derecho de la Ec. (3.585) se refieren a las permutaciones
de los argumentos τ1, τ2, τ3, . . . de expresiones que son iguales. Ya que no hay difi-
cultad en reconstruir las permutaciones expĺıcitas, escribiremos por tanto todas las
leyes de composición en la notación abreviada (3.585).

La fórmula (3.585) y su generalización se conoce comunmente como descom-

posición de cluster , o también como la representación de cumulantes , de la funciones
de correlación.

Ahora podemos demostrar que las funciones de correlación conectadas contienen
todos los diagramas conectados en las funciones de n-puntos. Para esto observemos
que las reglas de descomposición se pueden invertir por diferenciación funcional
repetida, con respecto a la corriente j, de ambos lados de la ecuaciónW [j] = logZ[j]:

G(1)
c = G(1)

G(2)
c = G(2) −G(1)G(1)

G(3)
c = G(3) − 3G(2)G(1) + 2G(1)3

G(4)
c = G(4) − 4G(3)G(1) + 12G(2)G(1)2 − 3G(2)2 − 6G(1)4. (3.587)

Cada ecuación se sigue de la anterior a través de una derivada más con respecto a
j, y reemplazando las derivadas en el lado derecho de acuerdo a la regla

G
(n)
j = G(n+1) −G(n)G(1). (3.588)

De nuevo los factores numéricos implican permutaciones diferentes de los argumen-
tos, y los sub́ındices j denotan deferenciación funcional con respecto a j.

Note que las Ecs. (3.587) para las funciones de correlación conectadas son válidas
para los potenciales V (x) simétricos aśı como también para los asimétricos. Para
los potenciales simétricos, las ecuaciones se simplifican, ya que todos los términos
que involucran a G(1) = X = 〈x〉 se anulan.

Es obvio que cualquier diagrama conectado contenido en G(n) también debe estar
contenido en G(n)

c , ya que todos los términos agregados y restados en la Ec. (3.587)

son productos de las funciones G
(n)
j , y aśı, necesariamente desconectados. Junto con

la prueba de la Sección 3.22.1 de que las funciones de correlación G(n)
c contienen

sólo las partes conectadas de G(n), podemos ahora estar seguros que G(n)
c contiene

precisamente a las partes conectadas de G(n).
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3.22.3 Generación Funcional de Diagramas de Vaćıo

La ecuación diferencial funcional (3.573) para W [j] contiene toda la información
sobre las funciones de correlación conectadas del sistema. Sin embargo, no nos dice
nada acerca de los diagramas de vaćıo de la teoŕıa. Estos están contenidos en W [0],
que permanece como una constante indeterminada de la integración funcional de
estas ecuaciones.

Para obtener información sobre los diagramas de vaćıo, consideremos una modifi-
cación de la funcional generatriz (3.561), en la cual igualamos la fuente externa j con
cero, pero generalizamos la fuente j(τ) de la Ec. (3.561) acopladandola linealmente
a x(τ) por una forma bilocal K(τ, τ ′) acoplada linealmente a x(τ)x(τ ′):

Z[K] =
∫

Dx(τ) e−Ae[x,K], (3.589)

donde Ae[x,K] es la acción Euclideana

Ae[x,K] ≡ A0[x] +Aint[x] +
1

2

∫

dτ
∫

dτ ′ x(τ)K(τ, τ ′)x(τ ′). (3.590)

cuando se calcula la derivada funcional con respecto a K(τ, τ ′) obtenemos la función
de correlación en la presencia de K(τ, τ ′):

G(2)(τ, τ ′) = −2Z−1[K]
δZ

δK(τ, τ ′)
. (3.591)

Al final usaremos el valor K(τ, τ ′) = 0, tal como hicimos anteriormente con la fuente
j. Cuando diferenciamos Z[K] dos veces, obtenemos la función de cuatro-puntos

G(4)(τ1, τ2, τ3, τ4) = 4Z−1[K]
δ2Z

δK(τ1, τ2)δK(τ3, τ4)
. (3.592)

Como antes, introducimos la funcional W [K] ≡ logZ[K]. Sustituyendo esta ex-
presión en las Ecs. (3.591) y (3.592), encontramos

G(2)(τ, τ ′) = 2
δW

δK(τ, τ ′)
, (3.593)

G(4)(τ1, τ2, τ3, τ4) = 4

[

δ2W

δK(τ1, τ2)δK(τ3, τ4)
+

δW

δK(τ1, τ2)

δW

δK(τ3, τ4)

]

. (3.594)

Con la misma notación abreviada que antes, usaremos de nuevo un sub́ındice K
para denotar diferenciación funcional con respecto a K, y escribimos

G(2) = 2WK , G(4) = 4 [WKK +WKWK ] = 4WKK +G(2)G(2). (3.595)

De la Ec. (3.585) sabemos que en ausencia de una fuente j y para un potencial
simétrico, G(4) tiene la estructura de conectividad

G(4) = G(4)
c + 3G(2)

c G(2)
c . (3.596)
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Esto muestra que en contraste con Wjjjj, las derivadas WKK no dan directamente
una función conectada de cuatro-puntos, sino dos partes desconectadas:

4WKK = G(4)
c + 2G(2)

c G(2)
c , (3.597)

estando las funciones de dos-puntos automáticamente conectadas para un potencial
simétrico. De manera expĺıcita, la Ec. (3.597) es

4δ2W

δK(τ1, τ2)δK(τ3, τ4)

= G(4)
c (τ1, τ2, τ3, τ4) +G(2)

c (τ1, τ3)G
(2)
c (τ2, τ4) +G(2)

c (τ1, τ4)G
(2)
c (τ2, τ3). (3.598)

Derivemos las ecuaciones diferenciales funcionales para Z[K] y W [K]. Por analoǵıa
con la Ec. (3.563) empezamos con la ecuación diferencial funcional trivial

∫

Dx x(τ) δ

δx(τ ′)
e−Ae[x,K] = −δ(τ − τ ′)Z[K], (3.599)

la cual se comprueba inmediatamente mediante una integración funcional por partes.
Realizando la derivada funcional obtenemos

∫

Dxx(τ)δAe[x,K]

δx(τ ′)
e−Ae[x,K] = δ(τ − τ ′)Z[K], (3.600)

o

∫

Dx
∫

dτ
∫

dτ ′
{

x(τ)G−1
0 (τ, τ ′)x(τ ′) +

λ

3!
x(τ)x3(τ ′)

}

e−Ae[x,K] = δ(τ − τ ′)Z[K].

(3.601)

Por brevedad, hemos absorvido la fuente en la función de correlación de campo libre
G0:

G0 → [G−1
0 −K]−1. (3.602)

El lado izquierdo de la Ec. (3.601) se puede expresar obviamente en términos de las
derivadas funcionales de Z[K], y obtenemos la ecuación diferencial funcional cuya
forma corta es

G−1
0 ZK +

λ

3
ZKK =

1

2
Z. (3.603)

Sustituyendo Z[K] = eW [K], obtenemos

G−1
0 WK +

λ

3
(WKK +WKWK) =

1

2
. (3.604)

Es útil reconsiderar la funcional W [K] como una funcional W [G0]. Entonces
δG0/δK = G2

0, y las derivadas de W [K] serán

WK = G2
0WG0 , WKK = 2G3

0WG0 +G4
0WG0G0 , (3.605)
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G0WG0 = 8
−1

4!

[

λG4
0WG0G0 + 2G0λG

2
0WG0 +WG0G

2
0λG

2
0WG0

]

+
1

2

Figure 3.9 Representación esquemática de la ecuación diferencial funcional (3.606). Con

el propósito de encontrar la multiplicidad de los diagramas, es conveniente representar aqúı

por medio de un vértice la intensidad de acoplamiento −λ/4!, en lugar del factor g/4 de

la Sección 3.20.

y la Ec. (3.604) tiene la forma

G0WG0 +
λ

3
(G4

0WG0G0 + 2G3
0WG0 +G4

0WG0WG0) =
1

2
. (3.606)

Esta ecuación está representada esquemáticamente en la Fig. 3.9. La solución a
orden cero de esta ecuación se obtiene fijando λ = 0:

W (0)[G0] =
1

2
Tr log(G0). (3.607)

Expĺıcitamente, el lado derecho es igual a la contribución de un lazo a la enerǵıa
libre hallado en la Ec. (3.549), además de un factor −β.

Las correcciones se encuentran por interación. Para ser sistemáticos, escribiremos
W [G0] como la suma de una parte libre y de una parte interactuante,

W [G0] = W (0)[G0] +W int[G0], (3.608)

sustituyendo esto en la Ec. (3.606), encontramos la ecuación diferencial para las
partes interactuantes:

G0W
int
G0

+
λ

3
(G4

0W
int
G0G0

+ 3G3
0W

int
G0

+G4
0W

int
G0
W int

G0
) = 6

−λ
4!
G2

0. (3.609)

Esta ecuación se resuelve de forma iteractiva. Fijando W int[G0] = 0 en todos
los términos proporcionales a λ, obtenemos la contribución a primer orden para
W int[G0]:

W int[G0] = 3
−λ
4!
G2

0. (3.610)

Esta es precisamente la contribución (3.545) del diagrama de Feynman de dos lazos
(salvo la diferencia en la normalización de g).

Para ver como la iteracción de la Ec. (3.609) puede resolverse sistemáticamente,
ignoremos por el momento la naturaleza funcional de la Ec. (3.609) y consideremos
a G0 como variable ordinaria real en lugar de una matriz funcional. Representamos
a W [G0] en una serie de Taylor:

W int[G0] =
∞
∑

p=1

1

p!
Wp

(

−λ
4!

)p

(G0)
2p, (3.611)
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donde encontramos la siguiente relación de recurrencia para los coeficientes de la
serie

Wp+1 = 4







[2p (2p− 1) + 3(2p)]Wp +
p−1
∑

q=1

(

p
q

)

2qWq × 2(p− q)Wp−q







. (3.612)

Resolviendo para el valor inicial W1 = 3, obtenemos las multiplicidades de los
diagramas de vaćıo conectados de orden p:

3, 96, 9504, 1880064, 616108032, 301093355520, 205062331760640,

185587468924354560, 215430701800551874560, 312052349085504377978880.(3.613)

Para checar estos valores, veamos la función Z[G] = eW [G0], y encontremos la serie:

Z[G0] = exp





1

2
Tr logG0 +

∞
∑

p=1

1

p!
Wp

(

−λ
4!

)p

(G0)
2p





= Det1/2[G0]



1 +
∞
∑

p=1

1

p!
zp

(

−λ
4!

)p

(G0)
2p



 . (3.614)

Los coeficientes de la serie zp cuentan el número total de diagramas de vaćıo de
orden p. La exponenciación (3.614) da el valor zp = (4p− 1)!!, el cual es el número
correcto de las contracciones de Wick de las p interacciones de x4.

De hecho, comparando coeficientes en las dos series de la Ec. (3.614), podemos
derivar otra relación de recurrencia para Wp:

Wp + 3

(

p−1
1

)

Wp−1+ 7·5 ·3
(

p−1
2

)

+ . . .+ (4p−5)!!

(

p−1
p−1

)

= (4p−1)!!, (3.615)

misma que es completamente satisfecha por las soluciones de la Ec. (3.612).
Para encontrar los diagramas de Feynman asociados, debemos llevar a cabo la

diferenciación funcional en la Ec. (3.609). Los números Wp se convierten entonces
en una suma de diagramas, para la cual la relación de recurrencia de la Ec. (3.612)
es

Wp+1= 4



G4
0

d2

d∩2
Wp+ 3 ·G3

0

d

d∩ Wp +
p−1
∑

q=1

(

p
q

)(

d

d∩Wq

)

G2
0 ·G2

0

(

d

d∩Wp−q

)



 ,

(3.616)

donde la diferenciación d/d∩ elimina un ĺınea que conecta dos vértices de todos los
posibles modos. Esta ecuación se resuelve esquemáticamente en la Fig. 3.10.

Empezando la iteración con W1 = 3 , tenemos dWp/d∩ = 6 y

d2Wp/d∩2 = 6 . Procediendo hasta un orden de cinco lazos y regresando a la no-
tación usual de vértices −λ, encontramos los diagramas de vaćıo con sus factores de
peso como se muestra en la Fig. 3.11. Para más de cinco lazos, el lector es remitido
al art́ıculo citado en las Notas y Referencias y a la dirección electrónica del autor
donde se pueden descargar programas en Mathematica con los cuales se resuelven
las relaciones de recurrencia y se pueden graficar aśı todos los diagramas de W [0],
y las resultantes funciones de dos y cuatro-puntos.
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Wp+1 = 4

[

G4
0

d2

d∩2
Wp + 3 ·G3

0

d

d∩ Wp +

p−1
∑

q=1

(

p
q

)(

d

d∩Wq

)

G2
0 ·G2

0

(

d

d∩Wp−q

)

]

Figure 3.10 Representación esquemática de la relación de recurrencia (3.612). Un

vértice representa la intensidad de acoplamieto −λ.

diagramas y multiplicidades

g1 3 ❣❣q

g2
1

2!

(

24 ❧✄✂ �✁q q + 72 ❣❣❣q q
)

g3
1

3!

(

1728 ♠
❚❚✔✔
q q
q + 3456 ❧✄✂ �✁

❣
q qq + 2592 ❣❣❣❣q q q + 1728 ❣

❣
❣ ❣
qq q

)

g4
1

4!

(

62208 ❧q
q
q
q

+ 66296 ❣
❣✞

✝
☎
✆q

q
q
q

+ 248832 ❣ ❣
✝ ✆
✞ ☎✞
✝q q q

q
+ 497664 ♠

✐

❚❚✔✔
q q
q
q

+ 165888 ❧
❣ ❣
✄✂ �✁q qq q

+ 248832 ❧
❣

❣
✄✂ �✁q q
q q

165888 ❧
❣
❣

✄✂ �✁q q
q
q + 124416 ❣❣❣❣❣q q q q + 248832 ❣❣❣

❣
❣

q q q
q

+ 62208 ❣
❣
❣
❣
❣q q

q q
)

Figure 3.11 Diagramas de vaćıo y sus multiplicidades hasta un orden de cinco lazos.

El número de orden para gn es 3, 96, 9504 y 1880064, respectivamente. En contraste con

la Fig. 3.10, y a la previa notación diagramática en la Fig. 3.7, por brevedad, aqúı un

vértice equivale a −λ/4!. Para más de cinco lazos ver tablas en la dirección electrónica

(http://users.physik.fu-berlin/~kleinert/b3/programs).

3.22.4 Funciones de Correlación a partir de
los Diagramas de Vaćıo

Los diagramas de vaćıo contienen información sobre todas las funciones de cor-
relación de la teoŕıa. Podemos decir, con razón, que el vaćıo es el universo de las
funciones de correlación. Las funciones de dos y cuatro-puntos están dadas por las
derivadas funcionales (3.595) de la funcional del vaćıo W [K]. Diagramáticamente
una derivada con respecto a K corresponde a cortar una ĺınea del diagrama de vaćıo
en todas las maneras posibles. Aśı, multiplicando por un factor de 2, todos los
diagramas de la función de dos-puntos G(2) se puede deducir de tales cortes. Como
un ejemplo, consideremos el diagrama de vaćıo de primer orden de W [K] de la
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Fig. 3.11. Cortando la ĺınea, lo que es posible de dos formas, y recordando que en la
Fig. 3.11 un vértice equivale a −λ/4! en lugar de −λ, como en los otros diagramas,
encontramos

W1[0] =
1

8
−−−→ G

(2)
1 (τ1, τ2) = 2× 1

8
2 . (3.617)

La segunda ecuación en la expresión (3.595) nos dice que todas las contribuciones
conectadas a la función de cuatro-puntos G(4) se pueden obtener cortando dos ĺıneas
en todas las combinaciones, y multiplicando el resultado por un factor de 4. Como
un ejemplo consideremos los diagramas de vaćıo de segundo orden de W [0] con la
translación apropiada de los vértices por un factor de 4!, las cuales son

W2[0] =
1

16
+

1

48
. (3.618)

Cortando dos ĺıneas en todas las maneras posibles obtenemos las siguientes con-
tribuciones a los diagramas conectados de la función de dos-puntos:

G(4) = 4×
(

2 · 1 · 1

16
+ 4 · 3 · 1

48

)

. (3.619)

También es posible encontrar todos los diagramas de la función de cuatro puntos
a partir de los diagramas de vaćıo calculando la derivada de W [0] con respecto a
la constante de acoplamiento −λ, y multiplicando el resultado por un factor de 4!.
Esto se sigue directamente del hecho de que esta diferenciación aplicada a Z[0] da la
función de correlación

∫

dτ〈x4〉. Como un ejemplo, sea el primer diagrama de orden
g3 en la Tabla 3.11 (con el misma convención de vértice que en la Fig. 3.11):

W2[0] =
1

48
. (3.620)

Quitando un vértice de las tres formas posibles y multiplicandolo por un factor de
4! resulta

G(4) = 4!× 1

48
3 . (3.621)

3.22.5 Funcional Generatriz de las Funciones Vértice.
Acción Efectiva

Además de la estructura de conectividad, el paso más importante para economizar
en el cálculo de los diagramas de Feynman consiste en la descomposición de las
funciones de correlación de orden superior en funciones vértice irreducibles de una
part́ıcula y funciones de correlación de una part́ıcula irreducibles a dos part́ıculas, de
las cuales las amplitudes completas se pueden reconstruir fácilmente. Un diagrama
se llama de una part́ıcula irreducible si no se puede descomponer en dos piezas
desconectadas cortando una sola ĺınea.
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Hay de hecho un algoritmo sencillo, que en general, nos provee con tal descom-
posición. Para verlo introduzcamos un nueva funcional generatriz Γ[X ], que será
llamada la acción efectiva de la teoŕıa. Esta funcional se define por medio de una
transformada de Legendre de W [j]:

−Γ[X ] ≡W [j]−Wj j. (3.622)

De aqúı en adelante usaremos la notación abreviada para la multiplicación funcional,
Wj j =

∫

dτ Wj(τ)j(τ), la cual considera a los campos como vectores con ı́ndices τ
continuos. La nueva variable X es la derivada funcional de W [j] con respecto a j(τ)
[recordemos la Ec. (3.572)]:

X(τ) ≡ δW [j]

δj(τ)
≡ Wj(τ) = 〈x〉j(τ), (3.623)

y aśı, nos da el valor esperado del estado base de operador de campo en la presencia
de la corriente j. Reescribiendo la Ec. (3.622) como

−Γ[X ] ≡W [j]−X j, (3.624)

y derivando funcionalmente con respecto a X , obtenemos la ecuación

ΓX [X ] = j. (3.625)

Esta ecuación muestra que el valor esperado de la trayectoria X(τ) = 〈x(τ)〉, donde
la corriente externa es cero, es un extremum de la acción efectiva:

ΓX [X ] = 0. (3.626)

Aqúı sólo estudiaremos sistemas f́ısicos para los cuales los valores esperados de la
trayectoria son una constante X(τ) ≡ X0. Por lo tanto, no consideraremos sistemas
que tengan dependencia temporal de la forma X0(τ), a pesar de que tales sistemas
también pueden describirse mediante teoŕıas x4 admitiendo términos gradiente del
tipo más general, por ejemplo x(∂2−k20)2x. La consecuente dependencia τ de X0(τ)
puede ser oscilatoria.17 Aśı, supondremos una constante

X0 = 〈x〉|j=0, (3.627)

la cual puede ser o no cero, dependiendo de la fase del sistema.
Demostremos ahora que la acción efectiva contiene toda la información sobre

las funciones de vértice propio de la teoŕıa. Estas funciones se pueden encontrar
directamente de las derivadas funcionales:

Γ(n) (τ1, . . . , τn) ≡
δ

δX(τ1)
. . .

δ

δX(τn)
Γ[X ] . (3.628)

17En dimensiones superiores puede haber modulaciones de cristales o de cuasi-cristales. Ver por
ejemplo, H. Kleinert and K. Maki, Fortschr. Phys. 29, 1 (1981) (http://www.physik.fu-ber-
lin.de/~kleinert/75). Este art́ıculo fue el primer estudio en detalle de la estructura cuasi-
cristalina icosaedral descubierta más tarde en el aluminio.
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Veremos que las funciones de vértice propio se obtienen de estas funciones por
medio de una transformada de Fourier y por remoción simple de un factor prome-
dio (2π)Dδ (

∑n
i=1 ωi), para asegurar la conservación de momentum. Las funciones

Γ(n) (τ1, . . . , τn) serán, por lo tanto, llamadas funciones vértice, sin el adjetivo pro-

pio el cual indica la ausencia de la función δ. En particular, las transformadas de
Fourier de las funciones vértice Γ(2) (τ1, τ2) y Γ(4) (τ1, τ2, τ3, τ4) están relacionadas a
sus versiones propias por

Γ(2)(ω1, ω2) = 2πδ (ω1 + ω2) Γ̄
(2)(ω1), (3.629)

Γ(4)(ω1, ω2, ω3, ω4) = 2πδ

(

4
∑

i=1

ωi

)

Γ̄(4)(ω1, ω2, ω3, ω4). (3.630)

Para las derivadas funcionales (3.628) usaremos la misma notación abreviada que
para las derivadas funcionales (3.572) de W [j], es decir, escribimos

ΓX(τ1)...X(τn) ≡
δ

δX(τ1)
. . .

δ

δX(τn)
Γ[X ] . (3.631)

Los argumentos τ1, . . . , τn serán generalmente suprimidos.
Con la intención de obtener relaciones entre las derivadas de la acción efectiva y

las funciones de correlación conectadas, observemos primero que la función conec-
tada de un punto G(1)

c para una fuente j no nula es simplemente el valor esperado
de la trayectoria X [recordemos la Ec. (3.581)]:

G(1)
c = X. (3.632)

Segundo, veamos que la función conectada de dos-puntos con fuente no nula j está
dada por

G(2)
c = G

(1)
j = Wjj =

δX

δj
=

(

δj

δX

)−1

= Γ−1
XX . (3.633)

Los śımbolos inversos en el lado derecho se deben de entender en sentido funcional,
i.e., Γ−1

XX denota la matriz funcional:

Γ −1
X(τ)X(y) ≡

[

δ2Γ

δX(τ)δX(τ ′)

]−1

, (3.634)

la cual satisface
∫

dτ ′ Γ −1
X(τ)X(τ ′)ΓX(τ ′)X(τ ′′ = δ(τ − τ ′′). (3.635)

La relación (3.633) establece que la segunda derivada de la acción efectiva determina
directamente la función de correlación conectada G(2)

c (ω) de la teoŕıa de interac-
ciones, en presencia de una fuente externa j. Ya que j es una cantidad auxiliar, que
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eventualmente se puede hacer igual a cero tal que X sea igual a X0, el propagador
f́ısico está dado por

G(2)
c

∣

∣

∣

j=0
= Γ −1

XX

∣

∣

∣

X=X0

. (3.636)

Aplicando la transformada de Fourier a esta relación y retirando a la función-δ para
la conservación del momentum, el propagador completo Gω2(ω) está relacionado con
la función vértice Γ(2)(ω), definida en la Ec. (3.629), por

Gω2(ω) ≡ Ḡ(2)(k) =
1

Γ̄(2)(ω)
. (3.637)

La tercera derivada de la funcional generatriz W [j] se obtiene por una diferen-
ciación funcional más, con respecto a j, de Wjj dada en la Ec. (3.633), y aplicando
la regla de la cadena:

Wjjj = −Γ−2
XXΓXXX

δX

δj
= −Γ−3

XXΓXXX = −G(2)
c

3
ΓXXX . (3.638)

Esta ecuación tiene un significado f́ısico simple. La tercera derivada de W [j] en el
lado izquierdo es la función de tres-puntos completa para una fuente j no nula, aśı
que

G(3)
c =Wjjj = −G(2)

c

3
ΓXXX . (3.639)

Esta ecuación, además del signo menos, establece que la función total de tres-puntos
proviene de una tercera derivada de Γ[X ] adscribiendo a cada derivación un propa-
gador completo.

Expresaremos la Ec. (3.639) diagramáticamente como sigue:

donde

denota la función conectada de n-puntos, y

denota la función vértice negativa de n-puntos.
Para el análisis general del contenido esquemático de la acción efectiva, observe-

mos que de acuerdo a la Ec. (3.638), la derivada funcional, con respecto a la corriente
j, de la función de correlación G satisface

G(2)
c j =Wjjj = G(3)

c = −G(2)
c

3
ΓXXX . (3.640)
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Esto está ilustrado esquemáticamente a continuación:

(3.641)

Esta ecuación puede diferenciarse aún más con respecto j en un sentido esquemático.
De la definición (3.560) deducimos la relación trivial de recurrencia

G(n)
c (τ1, . . . , τn) =

δ

δj(τn)
G(n−1)

c (τ1, . . . , τn−1) , (3.642)

la cual se representa esquemáticamente como

Aplicando repetidamente δ/δj al lado izquierdo de la Ec. (3.640), generamos todas
las funciones de correlación conectadas de orden mayor. En el lado derecho de la
Ec. (3.640), la regla de la cadena conduce a la derivada de todas las funciones de
correlación G = G(2)

c con respecto a j, cambiando por consiguiente una ĺınea por otra
ĺınea con un vértice extra de tres-puntos como se indica en la ecuación esquemática
(3.641). Por otra parte, la función vértice ΓXXX debe de diferenciarse con respecto
a j. Usando la regla de la cadena, obtenemos para cualquier función vértice de
n-puntos:

ΓX...Xj = ΓX...XX
δX

δj
= ΓX...XXG

(2)
c , (3.643)

que puede representarse esquemáticamente como

Con estas reglas diagramáticas, podemos diferenciar la Ec. (3.638) cualquier número
de veces, y deducir la estructura diagramática de las funciones de correlación conec-
tadas con un número arbitrario de extremidades. El resultado hasta n = 5 se
muestra en la Fig. 3.12.

Los diagramas generados de esta manera tienen una estructura tipo árbol, y por
esta razón son nombrados diagramas de árbol . La descomposición del árbol reduce
todos los diagramas a su contenido irreducible de una-part́ıcula.

La acción efectiva Γ[X ] puede usarse para probar un importante teorema de
composición: El propagador total G se puede expresar como una serie geométrica
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Figure 3.12 Diferenciaciones esquemáticas para deducir tres composiciones de funciones

de correlación conectadas. El último término de cada descomposición da, después de cortar

y quitar una función-δ de la conservación del momentum, todos los diagramas irreducibles

de una-part́ıcula .

que involucra los llamados términos de auto-enerǵıa. Descompongamos a la función
vértice como

Γ̄(2) = G−1
0 + Γ̄int

XX , (3.644)

tal que el progador total (3.636) se puede escribir como

G =
(

1 +G0Γ̄
int
XX

)−1
G0. (3.645)

Usando la representación en serie del denominador, esto también se puede expresar
en la forma de una ecuación integral:

G = G0 −G0Γ̄
int
XXG0 +G0Γ̄

int
XXG0Γ̄

int
XXG0 − . . . . (3.646)
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La cantidad −Γ̄int
XX es llamada la auto-enerǵıa, comúnmente denotada por Σ:

Σ ≡ −Γ̄int
XX , (3.647)

i.e., la auto-enerǵıa está dada por la parte interactuante de la segunda derivada
funcional de la acción efectiva, con la excepción del cambio de signo.

De acuerdo a la Ec. (3.646), todos los diagramas en G se pueden obtener de la
repetición de diagramas de auto-enerǵıa conectados por una solo ĺınea. En términos
de Σ, el propagador completo será, de acuerdo a la Ec. (3.645):

G ≡ [G−1
0 − Σ]−1. (3.648)

Incidentalmente, esta ecuación se puede reescribir en la forma de una ecuación in-
tegral para la función de correlación G:

G = G0 +G0ΣG. (3.649)

3.22.6 Aproximación de Ginzburg-Landau para la Generatriz

Funcional

Ya que las funciones de vértice son funcionales derivativas de la acción efectiva [ver
la Ec. (3.628)], podemos representar la acción efectiva en una serie funcional de
Taylor

Γ[X ] =
∞
∑

n=0

1

n!

∫

dτ1 . . . dτnΓ
(n)(τ1, . . . , τn)X(τ1) . . .X(τn). (3.650)

La representación en el número de lazos de la generatriz funcional Γ[X ] seleciona
sistemáticamente las contribuciones de las fluctuaciones. A orden cero, todas las
fluctuaciones pueden ignorarse, y la acción efectiva se reduce a la acción inicial, la
cual es la aproximación de campo medio a la acción efectiva. De hecho, en ausencia
de diagramas de lazos, las funciones de vértice contienen sólo los términos de menor
orden en Γ(2) y Γ(4):

Γ
(2)
0 (τ1, τ2) = M

(

−∂2τ1 + ω2
)

δ(τ1−τ2), (3.651)

Γ
(4)
0 (τ1, τ2, τ3, τ4) = λ δ(τ1−τ2)δ(τ1 − τ3)δ(τ1 − τ4). (3.652)

Sustituyendo en la Ec. (3.650) obtenemos la aproximación de lazo-cero para Γ[X ]:

Γ0[X ] =
M

2!

∫

dτ [(∂τX)2 + ω2X2] +
λ

4!

∫

dτ X4. (3.653)

Esta expresión es la original acción funcional (3.562). Generalizando X(τ) para
que sea un vector de magnetización X(τ) → M(x), el cual depende de las tres
dimensiones espaciales x y no necesariamente del tiempo Euclideano, la funcional
(3.653) coincide con la enerǵıa fenomenológica funcional establecida por Ginzburg
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y Landau para describir el comportamiento de los materiales magnéticos cerca del
punto de Curie, misma que ellos escribieron en la forma18

Γ[M] =
∫

d3x

[

1

2

3
∑

i=1

(∂iM)2 +
m2

2!
M2 +

λ

4!
M4

]

. (3.654)

El uso de esta funcional es referida como teoŕıa de campo medio o aproximación de

campo medio de la teoŕıa completa.

3.22.7 Campos Compuestos

Algunas veces es interesante estudiar también funciones de correlación las cuales
coinciden en un punto, por ejemplo

G(1,n)(τ, τ1, . . . , τn) =
1

2
〈x2(τ)x(τ1) · · ·x(τn)〉. (3.655)

Si multiplicamos por el factor Mω2, el operador compuesto Mω2x2(τ)/2 es precisa-
mente el término de frecuencia en la funcional de la acción de la enerǵıa (3.562).
Por esta razón hablamos de una inserción de frecuencia, o, ya que en la acción
de Ginzburg-Landau (3.654) la frecuencia ω se denota por el śımbolo de masa m,
hablamos de una inserción de masa en la función de correlación G(n)(τ1, . . . , τn).

En realidad, nunca usaremos la función completa de correlación (3.655), si no
que sólo la integral sobre τ en la Ec. (3.655). Esta puede obtenerse directamente de
la funcional generatriz de todas las funciones de correlación Z[j], por diferenciación
con respecto al cuadrado de la masa además de con respecto a los términos fuente

∫

dτ G(1,n)(τ, τ1, . . . , τn) = − Z−1 ∂

M∂ω2

δ

δj(τ1)
· · · δ

δj(τn)
Z[j]

∣

∣

∣

∣

∣

j=0

. (3.656)

De la funcional generatrizW [j], obtenemos de manera similar las partes conectadas:

∫

dτ G(1,n)
c (τ, τ1, . . . , τn) = − ∂

M∂ω2

δ

δj(τ1)
· · · δ

δj(τn)
W [j]

∣

∣

∣

∣

∣

j=0

. (3.657)

El lado derecho puede reescribirse como
∫

dτ G(1,n)
c (τ, τ1, . . . , τn) = − ∂

M∂ω2
G(n)

c (τ1, . . . , τn). (3.658)

La funciones correlacionadas conectadas G(1,n)
c (τ, τ1, . . . , τn) pueden descomponerse

en diagramas árbol consistentes de ĺıneas y funciones vértice irreducibles de una-
part́ıcula Γ(1,n)(τ, τ1, . . . , τn). Si se integra sobre τ , estas funciones están definidas por
la transformada de Legendre (3.622) más una posterior diferenciación con respecto
a Mω2:

∫

dτ Γ(1,n)(τ, τ1, . . . , τn) = − ∂

M∂ω2

δ

δX(τ1)
· · · δ

δX(τn)
Γ[X ]

∣

∣

∣

∣

∣

X0

, (3.659)

18L.D. Landau, J.E.T.P. 7 , 627 (1937).
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implicando la relación

∫

dτ Γ(1,n)(τ, τ1, . . . , τn) = − ∂

M∂ω2
Γ(n)(τ1, . . . , τn). (3.660)

3.23 Cálculo de la Integral de Trayectoria de la Acción
Efectiva Mediante la Representación de Lazos

Las integrales de trayectoria dan un acceso directo a la acción efectiva de la teoŕıa evi-
tando las complicaciones halladas en la transformada de Legendre. A continuación
mostraremos una derivación esquemática lazo por lazo, de donde obtendremos una
representación en términos de potencias de la constante de Planck h̄, la cual quedará
expĺıcita en todas las fórmulas. Para futuras aplicaciones a la mecánica cuántica,
trabajaremos con tiempos reales.

3.23.1 Formalismo General

Consideremos la funcional generatriz de las funciones de Green

Z[j] = eiW [j]/h̄, (3.661)

donde W [j] es la funcional generatriz de las funciones de Green conectedas . El valor
esperado del campo en el vaćıo, el promedio

X(t) ≡ 〈x(t)〉, (3.662)

está dado por la primera derivada funcional

X(t) = δW [j]/δj(t). (3.663)

Esta expresión puede invertirse para obtener j(t) como una funcional de X(t):

j(t) = j[X ](t), (3.664)

la cual conduce a la transformada de Legendre de W [j]:

Γ[X ] ≡W [j]−
∫

dt j(t)X(t), (3.665)

donde el lado derecho es reemplazado por la Ec. (3.664). Esta expresión es la acción

efectiva de la teoŕıa. La acción efectiva independiente del tiempo X(t) ≡ X define
el potencial efectivo

V eff(X) ≡ − 1

tb − ta
Γ[X ]. (3.666)

La primera derivada funcional de la acción efectiva reproduce la corriente

δΓ[X ]

δX(t)
= −j(t). (3.667)
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La funcional generatriz de las funciones de Green conectadas se puede recuperar de
la acción efectiva por medio de la transformada inversa de Legendre

W [j] = Γ[X ] +
∫

dt j(t)X(t). (3.668)

Ahora, calculamos estas cantidades de la fórmula de la integral de trayectoria (3.561)
para la funcional generatriz Z[j]:

Z[j] =
∫

Dx(t)e(i/h̄){A[x]+
∫

dt j(t)x(t)}. (3.669)

Con ayuda de la Ec. (3.661), lo anterior se convierte en la integral de trayectoria
para Γ[X ]:

e
i
h̄{Γ[X]+

∫

dt j(t)X(t)} =
∫

Dx(t)e(i/h̄){A[x]+
∫

dt j(t)x(t)}. (3.670)

El cuanto de acción h̄ es una medida de la magnitud de las fluctuaciones cuánticas.
Bajo muchas de las circunstancias f́ısicas, las fluctuaciones cuánticas son pequeñas,
por lo que es deseable desarrollar un método para evaluar la Ec. (3.670) como una
serie de potencias de h̄.

3.23.2 Aproximación de Campo Medio

En el ĺımite h̄→ 0, la integral de trayectoria sobre la trayectoria x(t) de la Ec. (3.669)
está acotada por la solución clásica xcl(t), la cual extremiza al exponente

δA[x]

δx(t)

∣

∣

∣

∣

∣

x=xcl(t)

= −j(t), (3.671)

y es una funcional de j(t) que puede escribirse, expĺıcitamente, como xcl(t)[j]. En
este nivel podemos identificar

W [j] = Γ[X ] +
∫

dt j(t)X(t) ≈ A[xcl[j]] +
∫

dt j(t)xcl(t)[j]. (3.672)

Diferenciando W [j] con respecto a j, de la primera parte general de la Ec. (3.662),
tenemos:

X =
δW

δj
=

δΓ

δX

δX

δj
+X + j

δX

δj
. (3.673)

Sustituyendo la ecuación clásica de movimiento (3.671), esta expresión se convierte
en

X =
δA
δxcl

δxcl
δj

+ xcl + j
δxcl
δj

= xcl. (3.674)

Aśı, para esta aproximación, X(t) coincide con la trayectoria clásica xcl(t). Reem-
plazando xcl(t) → X(t) en el lado derecho de la Ec. (3.672) obtenemos, el resultado
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a orden menor, misma que es de orden cero en h̄, la aproximación clásica a la acción
efectiva:

Γ0[X ] = A[X ]. (3.675)

Para un oscilador anarmónico en N dimensiones, de masa unitaria y una in-
teracción x4, donde x = (x1, . . . , xN), el cual es simétrico bajo rotaciones N -
dimensionales O(N), la acción efectiva de orden menor es

Γ0[X] =
∫

dt
[

1

2

(

Ẋ2
a − ω2X2

a

)

− g

4!

(

X2
a

)2
]

, (3.676)

donde los ı́ndices repetidos a, b, . . . se suman desde 1 hasta N , siguiendo la notación
de suma de Einstein. El potencial efectivo (3.666) es simplemente el potencial inicial

V eff
0 (X) = V (X) =

ω2

2
X2

a +
g

4!

(

X2
a

)2
. (3.677)

Para ω2 > 0, este potencial tiene un mı́nimo en X ≡ 0, y sólo hay dos funciones
vértice no nulas Γ(n)(t1, . . . , tn):

Para n = 2:

Γ(2)(t1, t2)ab ≡ δ2Γ

δXa(t1)δXb(t2)

∣

∣

∣

∣

∣

Xa=0

=
δ2A

xa(t1)xb(t2)

∣

∣

∣

∣

∣

xa=Xa=0

= (−∂2t − ω2)δabδ(t1 − t2). (3.678)

Tenemos el inverso del propagador:

Γ(2)(t1, t2)ab = [ih̄G−1]ab(t1, t2). (3.679)

Aśı, encontramos para esta aproximación, a orden cero, que Gab(t1, t2) es igual al
propagador libre:

Gab(t1, t2) = G0ab(t1, t2). (3.680)

Para n = 4:

Γ(4)(t1, t2, t3, t4)abcd ≡
δ4Γ

δXa(t1)δXb(t2)δXc(t3)δXd(t4)
= gTabcd, (3.681)

con

Tabcd =
1

3
(δabδcd + δacδbd + δadδbc). (3.682)

De acuerdo a la definición de acción efectiva, todos los diagramas de la teoŕıa se
pueden componer a partir del propagador Gab(t1, t2) y este vértice via los diagramas
de árbol. Aśı, vemos que en la aproximación de menor orden, recuperamos el sub-
conjunto de todos los diagramas de Feynman originales con una topoloǵıa de árbol.
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Estos son todos los diagramas que no involucran lazos. Ya que el ĺımite h̄ → 0
corresponde a las ecuaciones clásicas de movimiento sin fluctuaciones cuánticas con-
cluimos que : la teoŕıa clásica se corresponde con los diagramas de árbol.

Para ω2 < 0 la discusión es más complicada ya que el mı́nimo del potencial
(3.677) ya no se encuentra en X = 0, sino en el vector no nulo X0 de dirección
arbitraria y magnitud

|X0| =
√

−6ω2/g. (3.683)

La segunda derivada funcional (3.678) en X es anisotrópica y establece que

V eff(X)

X1

X2

ω2 > 0 ω2 < 0 V eff(X)

X2

X1

Figure 3.13 Potencial efectivo para ω2 > 0 y ω2 < 0 en la aproximación de campo

medio, bosquejado para el caso de dos componentes X1,X2. La figura de la derecha se

asemeja a un sombrero mexicano o el fondo de una botella de champaña.

Γ(2)(t1, t2)ab ≡ δ2Γ

δXa(t1)δXb(t2)

∣

∣

∣

∣

∣

Xa 6=0

=
δ2A

xa(t1)xb(t2)

∣

∣

∣

∣

∣

xa=Xa 6=0

=
[

−∂2t − ω2 − g

6

(

δabX
2
c + 2XaXb

)

]

δ(t1 − t2). (3.684)

Es convenientemente separar esta cantidad en derivadas longitudinales y transver-
sales con respecto a la dirección X̂ = X/|X|. Para esto introducimos las siguientes
matrices de proyeción asociadas:

PLab(X̂) = X̂aX̂b, PTab(X̂) = δab − X̂aX̂b, (3.685)

y reescribimos

Γ(2)(t1, t2)ab = Γ
(2)
L (t1, t2)abPLab(X̂) + Γ

(2)
T (t1, t2)abPTab(X̂), (3.686)

donde

Γ
(2)
T (t1, t2)ab =

[

−∂2t −
(

ω2 +
g

6
X2
)]

δ(t1 − t2), (3.687)
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y

Γ
(2)
T (t1, t2)ab =

[

−∂2t −
(

ω2 + 3
g

6
X2
)]

δ(t1 − t2). (3.688)

Esto se puede invertir fácilmente para encontrar el propagador

G(t1, t2)ab= ih̄
[

Γ(2)(t1, t2)
]−1

ab
=GL(t1, t2)abPLab(X̂)+GT (t1, t2)abPTab(X̂), (3.689)

donde

GL(t1, t2)ab =
ih̄

ΓL(t1, t2)
=

ih̄

−∂2t − ω2
L(X)

, (3.690)

GT (t1, t2)ab =
ih̄

Γ
(2)
T (t1, t2)

=
ih̄

−∂2t − ω2
T (X)

(3.691)

son las partes longitudinal y transversal de la función de Green. Por convenien-
cia hemos introducido las frecuencias dependientes en X de la función de Green
longitudinal y transversal:

ω2
L(X) ≡ ω2 + 3

g

6
X2, ω2

T (X) ≡ ω2 +
g

6
X2. (3.692)

Para enfatizar el hecho de que este propagador es una funcional de X, lo represen-
tamos por letra caligráfica G. Para ω2 > 0, usamos el desarrollo de la fluctuación
alrededor del mı́nimo del potencial (3.666) en X = 0, donde las dos funciones de
Green coinciden y donde ambas tienen la misma frecuencia ω:

GL(t1, t2)ab |X=0 = GT (t1, t2)ab |X=0 = G(t1, t2)ab |X=0 =
ih̄

−∂2t − ω2
, (3.693)

Sin embargo, para ω2 < 0 donde el mı́nimo se encuentra en el vectorX0, de magnitud
(3.683), las funciones son diferentes:

GL(t1, t2)ab |X=X0
=

ih̄

−∂2t + 2ω2
, GT (t1, t2)ab |X=X0

=
ih̄

−∂2t
. (3.694)

Ya que en el mı́nimo del potencial X , la curvatura en la dirección radial es positiva,
la parte longitudinal tiene ahora la frecuencia −2ω2. Por otra parte, el movimiento
a lo largo del valle del mı́nimo no incrementa la enerǵıa. Por esta razón, la parte
transversal tiene frecuencia cero. Esta caracteŕıstica, observada aqúı a orden menor
en el desarrollo de las fluctuaciones, es bastante general, y puede encontrarse en
la acción efectiva a cualquier orden del lazo. En teoŕıa cuántica de campos, ex-
iste un teorema que confirma esta hecho, llamado teorema de Nambu-Goldstone.
Este teorema afirma que para toda teoŕıa cuántica de campos sin interacciones de
largo alcance que posee una simetŕıa continua, la cual se rompe por la existencia
de un campo X con valor esperado no nulo, como el usado al usado aqúı [recordar
la Ec. (3.662)], entonces las fluctuaciones transversales a este campo tienen masa
cero. Estas masas son nombradas modos de Nambu-Goldstone o, debido a su nat-
uraleza bosónica, bosones de Nambu-Goldstone. La exclusión de interacciones de
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largo alcance es necesaria, ya que éstas se pueden mezclar con modos de masa-cero
y hacerlos masivos. Esto pasa, por ejemplo, en un superconductor donde estos
modos hacen que el campo magnético sea masivo, dandole una profundidad de pen-
etración finita, el famoso efecto Meissner . Esto se expresa coloquialmente diciendo
que los modos de largo alcance pueden absorver a los modos de Nambu-Goldstone y
volverse masivos. El mismo mecanismo se usa en la f́ısica de part́ıculas elementales
para explicar la masa de los bonones vectoriales W± y Z0, como consecuencia de
haber absorvido lo que seŕıa un bosón de Nambu-Goldstone de la teoŕıa de campo
auxiliar de Higgs.

Sin embargo, un valor esperado diferente de cero asociado con el modo de fre-
cuencia cero en la dirección transversal, para sistemas mecánico-cuánticos de interés
se encuentra sólo como un artificio de la teoŕıa de perturbaciones. Si todas las
correcciones a las fluctuaciones se suman, el mı́nimo del potencial efectivo queda
siempre en el origen. Por ejemplo, como bien sabemos, la función de onda del es-
tado base de una part́ıcula en un pozo doble de potencial es simétrica, lo que implica
un valor esperado nulo para la posición de la part́ıcula. Esta simetŕıa es causada
por el tunelamiento mecánico-cuántico, un fenómeno que será discutido en detalle
en el Chapter 17. Este fenómeno es de una naturaleza no perturbativa, el cual no
puede describirse por un potencial efectivo calculado en un desarrollo de las fluc-
tuaciones. En general, este potencial posee un mı́nimo diferente de cero para un X0

localizado en la vecindad del mı́nimo de orden cero (3.683). Debido a este incon-
veniente, es posible deducir el teorema de Nambu-Goldstone de la acción efectiva
mecánico-cuántica hallada en el desarrollo de lazos, aún cuando el valor esperado
no nulo X0, utilizado en la deducción del modo de frecuencia cero, no exista en la
mecánica cuántica. La deducción se hará en la Sección 3.24.

El uso de una acción inicial para aproximar la acción efectiva, despreciando las
correcciones provenientes de las fluctuaciones, se denomina aproximación de campo

medio.

3.23.3 Correcciones de las Fluctuaciones Cuadráticas

A fin de encontrar la corrección a primer orden en h̄, en la aproximación de campo
medio, desarrollamos la acción en términos de las potencias de las fluctuaciones de
las trayectorias alredededor de la solución clásica

δx(t) ≡ x(t)− xcl(t), (3.695)

y hacemos un tratamiento perturbativo. El término cuadrático en δx(t) se considera
como la acción de part́ıcula libre, las potencias de orden superior en δx(t) son las
interacciones. A segundo orden en las fluctuaciones δx(t), la acción se representa
como:

A[xcl + δx] +
∫

dt j(t) [xcl(t) + δx(t)]

= A[xcl] +
∫

dt j(t) xcl(t) +
∫

dt

{

j(t) +
δA
δx(t)

∣

∣

∣

∣

∣

x=xcl







δx(t)



328 3 Fuentes Externas, Correlación y Teoŕıa de Perturbación

+
1

2

∫

dt dt′ δx(t)
δ2A

δx(t)δx(t′)

∣

∣

∣

∣

∣

x=xcl

δx(t′) +O
(

(δx)3
)

. (3.696)

El término entre corchetes, que multiplica a los términos lineales en la variación
δx(t), se anula debido a la propiedad extremal de la trayectoria clásica xcl, expresada
por la ecuación de movimiento (3.671). Sustituyendo esta expresión en la Ec. (3.670),
obtenemos la expresión aproximada

Z[j] ≈ e(i/h̄){A[xcl]+
∫

dt j(t)xcl(t)}
∫

Dδx exp






i

h̄

∫

dt dt′ δx(t)
δ2A

δx(t)δx(t′)

∣

∣

∣

∣

∣

x=xcl

δx(t′)







.

(3.697)
Observamos que las fluctuaciones δx(t) serán en promedio igual a

√
h̄, debido

al denominador h̄ en el exponente de Fresnel. Aśı las fluctuaciones (δx)n son en
promedio igual a

√
h̄

n
. La integral de trayectoria aproximada (3.697) es tipo Fresnel,

e integrando obtenemos

e(i/h̄){A[xcl]+
∫

dt j(t)xcl(t)}
[

det
δ2A

δx(t)δx(t′)

]−1/2

x=xcl

(3.698)

= e(i/h̄){A[xcl]+
∫

dt j(t)xcl(t)+i(h̄/2)Tr log[δ2A/δx(t)δx(t′)|x=xcl}.

Comparando esta expresión con el lado derecho de la Ec. (3.670) encontramos que,
a primer orden en h̄, recobramos la acción efectiva haciendo la identificación

Γ[X ] +
∫

dt j(t)X(t)=A[xcl[j]] +
∫

dt j(t) xcl(t)[j] +
ih̄

2
Tr log

δ2A [xcl[j]]

δx(t)δx(t′)
. (3.699)

En el ĺımite h̄ → 0, la tracelog desaparece y la Ec. (3.699) se reduce a la expresión
clásica (3.672).

Para incluir la corrección-h̄ en Γ[X ], desarrollamos W [j] como

W [j] = W0[j] + h̄W1[j] +O(h̄2). (3.700)

Como consecuencia de esto, hallamos que la corrección, a primer orden en h̄, de la
trayectoria X es:

X = xcl + h̄ X1 +O(h̄2). (3.701)

Sustituyendo esto en la Ec. (3.699), encontramos

Γ[X ] +
∫

dt jX = A [X−h̄X1] +
∫

dt jX − h̄
∫

dt jX1

+
i

2
h̄Tr log

δ2A
δxaδxb

∣

∣

∣

∣

∣

x=X−h̄X1

+O
(

h̄2
)

. (3.702)

Desarrollando la acción hasta el mismo orden en h̄ obtenemos

Γ[X ] = A[X ]− h̄
∫

dt

{

δA[X ]

δX
+ j

}

X1 +
i

2
h̄Tr log

δ2A
δxaδxb

∣

∣

∣

∣

∣

x=X

+O
(

h̄2
)

. (3.703)
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Debido a la Ec. (3.671), el término entre corchetes es de orden h̄2, de donde hallamos
la forma a un lazo de la acción efectiva

Γ[X ] = Γ0[X ] + h̄Γ1[X ] =
∫

dt

[

1

2
Ẋ2 − ω2

2
X2

a −
g

4!

(

X2
a

)2
]

+
i

2
h̄Tr log

[

−∂2t − ω2 − g

6

(

δabX
2
c + 2XaXb

)

]

. (3.704)

Usando la descomposión (3.686), la tracelog se puede escribir como la suma de una
parte longitudinal y una transversal

h̄Γ1[X ] =
i

2
h̄Tr log Γ

(2)
L (t1, t2)ab +

i

2
(N − 1)h̄Tr log Γ

(2)
T (t1, t2)ab (3.705)

=
i

2
h̄Tr log

(

−∂2t − ω2
L(X)

)

+
i

2
(N − 1)h̄Tr log

(

−∂2t − ω2
T (X)

)

.

Para saber cuál es el significado gráfico de las funciones de Green en esta aproxi-
mación, supongamos ω2 > 0, encontramos entonces que para j = 0 hay un mı́nimo
en X̄ = 0, tal como en la aproximación de campo medio. Alrededor de este mı́nimo,
desarrollamos la tracelog en potencias de X. Para el caso más simple de una sola
variable X , obtenemos

i

2
h̄Tr log

(

−∂2t −ω2− g

2
X2
)

=
i

2
h̄Tr log

(

−∂2t −ω2
)

+
i

2
h̄Tr log

(

1+
i

−∂2t −ω2
ig
X2

2

)

= i
h̄

2
Tr log

(

−∂2t − ω2
)

− i
h̄

2

∞
∑

n=1

(

−ig
2

)n 1

n
Tr

(

i

−∂2t − ω2
X2

)n

. (3.706)

Si sustituimos

G0 =
i

−∂2t − ω2
, (3.707)

esto se puede escribir como

i
h̄

2
Tr log

(

−∂2t − ω2
)

− i
h̄

2

∞
∑

n=1

(

−ig
2

)n 1

n
Tr

(

G0X
2
)n
. (3.708)

De forma más expĺıcita, los términos con n = 1 y n = 2 son:

− h̄
4
g
∫

dt dt′ δ(t− t′)G0(t, t
′)X2(t′)

+ih̄
g2

16

∫

dt dt′ dt′′ δ4(t− t′′)G0(t, t
′)X2(t′)G0(t

′, t′′)X2(t′′) + . . . . (3.709)

Para n ≥ 1 los términos en la expresión (3.708), corresponden obviamente a los
siguientes diagramas de Feynman (omitiendo los factores de multiplicidad)

A[xcl] = (3.710)
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Por lo tanto la serie (3.708) es la suma de todos los diagramas de un lazo con un
número arbitrario de vértices fundamentales X4.

En resumen, en la serie (3.708) el término de la tracelog se representa como un
diagrama de un lazo [comparar con la Ec. (3.549)]

i
h̄

2
Tr log

(

−∂2t − ω2
)

=
1

2
. (3.711)

Los primeros dos diagramas en la expresión (3.710) contribuyen con correcciones
a los vértices Γ(2) y Γ(4). El resto de los diagramas producen funciones vértice de
orden superior y llevan a diagramas de árbol más complicados. En el espacio de
Fourier encontramos de (3.709)

Γ(2)(q) = q2 − ω2 − h̄
g

2

∫

dk

2π

i

k2 − ω2 + iη
(3.712)

Γ(4)(qi) = g − i
g2

2

[

∫

dk

2π

i

k2 − ω2 + iη

i

(q1 + q2 − k)2 − ω2 + iη
+ 2 perm

]

.

(3.713)

Podemos escribir la Ec. (3.712) en forma Euclideana como

Γ(2)(q) = −q2 − ω2 − h̄
g

2

∫ dk

2π

1

k2 + ω2

= −
(

q2 + ω2 + h̄
g

2

1

2ω

)

, (3.714)

Γ(4)(qi) = g − h̄
g2

2
[I (q1 + q2) + 2 perm] , (3.715)

donde la integral Euclideana de dos lazos

I(q1 + q2) =
∫

dk

2π

1

k2 + ω2

i

(q1 + q2 − k)2 + ω2
, (3.716)

misma que será calculada expĺıcitamente en el Caṕıtuo 10, es igual a J((q1+q2)
2)/2π,

y las funciones J(z) están dadas por la Ec. (10.259).
Para ω2 < 0 donde el mı́nimo de la acción efectiva se encuentra en X̄ 6= 0, en

el desarrollo en serie de la tracelog, Ec. (3.704), distinguimos la parte logitudinal y
transversal.

3.23.4 Acción Efectiva a Orden -h2

Encontremos ahora la corrección siguiente a la acción efectiva.19 En lugar de truncar
la serie (3.696), mantengamos todos los términos, reorganizando sólo los términos
lineal y cuadrático como en la Ec. (3.697). De esto obtenemos

e(i/h̄){Γ[X]+jX} = ei(h̄/2)W [j] = e(i/h̄){(A[xcl]+jxcl)+(ih̄/2)Tr logAxx[xcl]} e(i/h̄)h̄
2W2[xcl].

(3.717)

19R. Jackiw, Phys. Rev. D 9 , 1687 (1976)
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La funcionalW2[xcl] está definida por la integral de trayectoria sobre las fluctuaciones

e(i/h̄)h̄
2W2[xcl] =

∫ Dx exp i
h̄

{

1
2
δxD[xcl]δx+R[xcl, δx]

}

∫ Dδx exp i
h̄

{

1
2
δxAxx[xcl]δx

} , (3.718)

donde D[xcl] ≡ Axx[xcl] es la segunda derivada funcional de la acción en x = xcl. Los
sub́ındices x de Axx denotan diferenciación funcional. Para el oscilador anarmónico:

D[xcl] ≡ Axx[xcl] = −∂2t − ω2 − g

2
x2cl. (3.719)

La funcional R contiene todos los términos anarmónicos:

R [xcl, δx] = A [xcl + δx]−A[xcl]−
∫

dtAx[xcl](t)δx(t)

− 1

2

∫

dtdt′ δx(t)Axx[xcl](t, t
′)δx(t′). (3.720)

En una notación vectorial funcional abreviada, expresiones como la anterior serán
escritas en la forma

1

2

∫

dtdt′ δx(t)Axx[xcl](t, t
′)δx(t′) → 1

2
δxAxx[xcl]δx. (3.721)

Por construcción, R es al menos cúbica en δx. La integral de trayectoria (3.718)
puede considerarse aśı como la funcional generatriz Zfl, de la variable fluctuante
δx(τ), cuyo propagador es

G[xcl] = ih̄{Axx[xcl]}−1 ≡ ih̄D−1[xcl],

y una interacción R[xcl, ẋ], donde ambas funcionales dependen de j via xcl. Sabemos
de las secciones precedentes, e inmediatamente veremos esto expĺıcitamente, que
h̄2W2[xcl] es de orden h̄2. Escribamos la funcional generatriz completa W [j] en la
forma

W [j] = A[xcl] + xclj + h̄∆1[xcl], (3.722)

donde el último término contiene correcciones de uno y dos lazos (por supuesto, a
mayor orden el cálculo, mayor el orden de lazos):

∆1[xcl] =
i

2
Tr logD[xcl] + h̄W2[xcl]. (3.723)

De la Ec. (3.722) encontramos que el valor esperado de vaćıo X = 〈x〉 es la derivada
funcional

X =
δW [j]

δj
= xcl + h̄∆1xcl

[xcl]
δxcl
δj

, (3.724)
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donde encontramos el término correctivo X1:

X1 = ∆1xcl
[xcl]

δxcl
δj

. (3.725)

La única dependencia expĺıcita de W [j] en j se obtiene del segundo término de la
Ec. (3.722). En los demás términos, la dependencia en j se obtiene de xcl[j]. Pode-
mos usar este hecho para expresar j como función de xcl. Para esto consideremos
por un momento a W [j] como una funcional de xcl:

W [xcl] = A[xcl] + xcl j[xcl] + h̄∆1[xcl]. (3.726)

La combinación W [xcl] − jX nos da la acción efectiva Γ[X ] [recordemos la
Ec. (3.665)]. Por lo que de la Ec. (3.701), expresamos xcl dado en la Ec. (3.726)
como X − h̄X1 − O(h̄2), y desarrollamps todo alrededor de X en lugar de xcl, de
esto obtenemos

Γ[X ] = A[X ]− h̄AX [X ]X1 − h̄X1 j[X ] + h̄2X1 jX [X ]X1 +
1

2
h̄2X1D[X ]X1

+ h̄∆1[X ]− h̄2∆1X [X ]X1 +O(h̄3). (3.727)

Ya que la acción tiene un extremum en xcl, tenemos

AX [X − h̄X1] = −j[X ] +O(h̄2), (3.728)

y aśı

AX [X ] = −j[X ] + h̄AXX [X ]X1 +O(h̄2) = −j[X ] + h̄D[X ]X1 +O(h̄2), (3.729)

por lo tanto:

Γ[X ] = A[X ] + h̄∆1[X ] + h̄2
{

−1

2
X1D[X ]X1 +X1jX [X ]X1 −∆1XX1

}

. (3.730)

De de la Ec. (3.725) vemos que

δj

δxcl
X1 = ∆1xcl

[xcl]. (3.731)

Reemplazando xcl → X , con un error del orden de h̄, obtenemos

δj

δX
X = ∆1X [X ] +O(h̄). (3.732)

Sustituyendo esto en la Ec. (3.730), los dos últimos términos entre corchetes se
cancelan, y los únicos términos a orden h̄2 restantes son

− h̄
2

2
X1D[X ]X1 + h̄2W2[X ] +O(h̄3). (3.733)
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De la ecuación de movimiento clásica (3.671) se tiene una ecuación adicional para
δj/δxcl:

δj

δxcl
= −Axx[xcl] = −D[xcl]. (3.734)

Sustituyendo esto en la Ec. (3.725) y reeplazando otra vez xcl → X , encontramos

X1 = −D−1[X ]∆1X [X ] +O(h̄). (3.735)

Ahora expresamos ∆1X [X ] via la Ec. (3.723). De donde obtenemos

∆1X [X ] =
i

2
Tr

(

D−1[X ]
δ

δX
D[X ]

)

+ h̄W2X [X ] +O(h̄2). (3.736)

Sustituyendo esto en la Ec. (3.735) y después en la Ec. (3.730), encontramos que el
desarrollo de la acción efectiva a orden h̄2 es:

Γ[X ] = A[X ] + h̄Γ1[X ] + h̄2Γ2[X ]

= A[X ] + i
h̄

2
Tr logD[X ] + h̄2W2[X ]

+
h̄2

2

1

2
Tr

(

D−1[X ]
δ

δX
D[X ]

)

D−1[X ]
1

2
Tr

(

D−1[X ]
δ

δX
D[X ]

)

. (3.737)

Calculamos ahora W2[X ] a orden menor en h̄. El factor restante R[X ; x], en la
Ec. (3.720), tiene la representación

R[X ; δx] =
1

3!
AXXX [X ]δx δx δx+

1

4!
AXXXX [X ]δx δx δx δx+ . . . . (3.738)

Interesados solamente en las correcciones a orden h̄2, simplemente tenemos que reem-
plazar xcl por X . Para obtener W2[X ], tenemos que calcular todos los diagramas
conectados de vaćıo para los términos de interacción contenidos en R[X ; δx] con un
propagador δx(t)

G[X ] = ih̄{AXX [X ]}−1 ≡ ih̄D−1[X ].

Ya que cada contracción conlleva un factor h̄, podemos truncar la serie (3.738)
después de δx4. Aśı, la única contribucioón a ih̄W2[X ] proviene de los diagramas
conectados de vaćıo

1
8 + 1

12 + 1
8 ,

(3.739)

donde una ĺınea es para G[X ], un vértice-cuatro para

(i/h̄)AXXXX [X ] = (i/h̄)DXX [X ], (3.740)
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y un vértice-tres para

(i/h̄)AXXX [X ] = (i/h̄)DX [X ]. (3.741)

Sólo los primeros dos diagramas son irreducibles de una part́ıcula. Como resultado,
el tercer diagrama, el cual es reducible de una part́ıcula, se cancela con el último
término de la Ec. (3.737). Para ver esto escribimos ese término expĺıcitamente en la
forma

h̄2

8
D−1

X1X2
AX1X2X3D−1

X3X3′
AX3′X1′X2′

D−1
X1′X2′

, (3.742)

el cual corresponde precisamente al tercer diagrama en la expresión de Γ2[X ], con
la excepción de un signo opuesto. Nótese que el diagrama tiene multiplicidad 9.

Aśı, al final, sólo los diagramas de vaćıo irreducibles de una part́ıcula contribuyen
a la correción h̄2 de Γ[X ]:

iΓ2[X ]= i
3

4!
D−1

12 AX1X2X3X4D−1
34 + i

1

4!2
AX1X2X3D−1

X1X1′
D−1

X2X2′
D−1

X3X3′
AX1X2X3.

(3.743)

Su representación esquemática es

1
8 + 1

12
i
h̄
h̄2Γ2[X ] = . (3.744)

La naturaleza irreducible de una part́ıcula del diagrama se encuentra para todos los
ordenes en h̄.

3.23.5 Acción Efectiva de Dos Lazos a Temperatura Finita

A temperatura finita, y en D dimensiones, la representación en serie de la enerǵıa libre puede
hacerse con ayuda de la versión de tiempo imaginario de las funciones de Green dependientes de
X, Ecs. (3.690) y (3.691),

GL(τ1, τ2) =
h̄

2MωL

cosh(ωL|τ1 − τ2| − h̄βωL/2)

sinh(h̄βωL/2)
, (3.745)

y

GT (τ1, τ2) =
h̄

2MωT

cosh(ωT |τ1 − τ2| − h̄βωT /2)

sinh(h̄βωT /2)
, (3.746)

donde hemos omitido el argumento X en ωL(X) y ωT (X). Para un potencial rotacionalmente

simétrico V (x) = v(x), x =
√
x2, tenemos las frecuencias

ω2
L(X) ≡ 1

M
v′′(X), ω2

T (X) ≡ 1

MX
v′(X). (3.747)

Las funciones vértice pueden también descomponerse en la parte longitudinal y transversal. El
vértice de tres puntos es la suma de

∂3v(X)

∂Xi∂Xj∂Xk
= PL

ijkv
′′′(X) + PT

ijk

[

v′′(X)

X
− v′(X)

X2

]

, (3.748)
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con los tensores simétricos

PL
ijk ≡ XiXjXk

X3
y PT

ijk ≡ δij
Xk

X
+ δik

Xj

X
+ δjk

Xi

X
− 3PL

ijk . (3.749)

El vértice de cuatro puntos es

∂4v(X)

∂Xi∂Xj∂Xk∂Xl
= PL

ijklv
(4)(X) + PT

ijkl

v′′′(X)

X
+ PS

ijkl

[

v′′(X)

X2
− v′(X)

X3

]

, (3.750)

con los tensores simétricos

PL
ijkl =

XiXjXkXl

X4
, (3.751)

PT
ijkl = δij

XkXl

X2
+δik

XjXl

X2
+δil

XjXk

X2
+δjk

XiXl

X2
+δjl

XiXk

X2
+δkl

XiXk

X2
−6PL

ijkl, (3.752)

PS
ijkl = δijδkl + δikδjl + δilδjk − 3PL

ijkl − 3PT
ijkl. (3.753)

Los tensores obedecen las siguientes relaciones:

Xi

X
PL
ijk = PL

jk ,
Xi

X
PT
ijk = PT

jk , (3.754)

PL
ijP

L
ikl = PL

jkl, P
T
ijP

T
ikl =

Xk

X
PT
jl +

Xl

X
PT
jk, P

L
ijP

T
ikl =

Xj

X
PT
kl , P

T
ijP

L
ikl = 0, (3.755)

PL
hijP

L
hkl = PL

ijkl , PT
hijP

T
hkl = PT

ijP
T
kl + PL

ikP
T
jl + PL

il P
T
jk + PL

jkP
T
il + PL

jlP
T
ik, (3.756)

PL
hijP

T
hkl = PL

ijP
T
kl , P

T
hijP

L
hkl = PT

ijP
L
kl, P

L
ijP

L
ijkl = PL

kl, P
T
ijP

T
ijkl = (D−1)PL

kl, (3.757)

PL
ijP

T
ijkl = PT

kl , PT
ijP

L
ijkl = 0 , (3.758)

PL
ijP

S
ijkl = −2PT

kl, PT
ijP

S
ijkl = (D + 1)PT

kl − 2(D − 1)PL
kl. (3.759)

Tal como para la acción efectiva, la representación esquemática (3.744) muestra que la enerǵıa
libre es

(i/h̄)Γ[X] → −βF (X). (3.760)

Usando las fórmulas anteriores obtenemos inmediatamente la contribución de campo medio a la
enerǵıa libre

−βFMF = −
∫ h̄β

0

dτ

[

M

2
Ẋ2 + v(X)

]

, (3.761)

y la contribución de un lazo [que se obtiene del término de la tracelog en la Ec. (3.737)]:

−βF1−lazo = − log [2 sinh(h̄βωL/2)] − (D − 1) log [2 sinh(h̄βωT /2)] . (3.762)

El primero de los diagramas de dos lazos en la expresión (3.744) nos da la siguiente contribución
a la enerǵıa libre

−β∆1F2−lazo = −β
{

G2
L(τ, τ)v(4)(X) + (D2 − 1)G2

T (τ, τ)

[

v′′(X)

X2
− v′(X)

X3

]

+ 2(D−1)GL(τ, τ)GT (τ, τ)

[

v′′′(X)

X
− 2v′′(X)

X2
+

2v′(X)

X3

]}

. (3.763)
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Del segundo diagrama obtenemos la contribución

−β∆2F2−lazo =
1

h̄2

∫ h̄β

0

dτ1

∫ h̄β

0

dτ2

{

G3
L(τ1, τ2) [v′′′(X)]

2

+ 3(D − 1)GL(τ1, τ2)G2
T (τ1, τ2)

[

v′′(X)

X
− v′(X)

X2

]2}

. (3.764)

La evaluación expĺıcita da

−β∆1F2−lazo = − h̄2β

(2M)2

{

1

ω2
L

coth2(h̄βωL/2)v(4)(X) (3.765)

+
D2 − 1

ω2
T

coth2(h̄βωT /2)

[

v′′(X)

X2
− v′(X)

X3

]

+
2(D − 1)

ωLωT
coth(h̄βωL/2) coth(h̄βωT /2)

[

v′′′(X)

X
− 2v′′(X)

X2
+

2v′(X)

X3

]}

.

y

−β∆2F2−lazo =
2h̄2β

ωL

1

(2MωL)3
[v′′′(X)]2

[

1

3
+

1

sinh2(h̄βωL/2)

]

+
6h̄2β(D − 1)

2ωT + ωL

1

2MωL

1

(2MωT )2

[

v′′(X)

X
− v′(X)

X2

]2

(3.766)

×
[

coth2(h̄βωT /2) +
ωT

ωL

1

sinh2(h̄βωT /2)
+

ωT

2ωT−ωL

sinh[h̄β(2ωT −ωL)/2]

sinh(h̄βωL/2) sinh2(h̄βωT /2)

]

.

En el ĺımite de temperatura cero, el potencial efectivo de la enerǵıa libre se convierte en

Veff(X) =
T→0

v(X) +
h̄ωL

2
+ (D − 1)

h̄ωT

2
+

h̄2

8(2M)2

{

1

ω2
L

v(4)(X)

+
D2 − 1

ω2
T

[

v′′(X)

X2
− v′(X)

X3

]

+
2(D − 1)

ωLωT

[

v′′′(X)

X
− 2v′′(X)

X2
+

2v′(X)

X3

]

}

− h̄2

6(2M)3

{

1

3ω4
L

[v′′′(X)]2 +
3(D − 1)

2ωT + ωL

1

ωLω2
T

[

v′′(X)

X
− v′(X)

X2

]2
}

+ O(h̄3). (3.767)

Para el potencial en una dimensión

V (x) =
M

2
ω2x2 +

g3
3!
x3 +

g4
4!
x4 , (3.768)

el potencial efectivo a dos lazos es,

Veff(X) =
M

2
ω2X2+g3X

3+g4X
4+

1

β
log (2 sinh h̄βω/2)+h̄2

g4
8(2Mω)2

1

tanh2(h̄βω/2)

− h̄2

6ω

(g3 + g4X)2

(2Mω)3

[

1

3
+

1

sinh2(h̄βω/2)

]

+ O(h̄3) , (3.769)

mientras que el ĺımite T → 0 es

Veff(X) =
T→0

M

2
ω2X2 +

g3
3!
X3 +

g4
4!
X4 +

h̄ω

2
+ h̄2

g4
8(2Mω)2

− h̄2

18ω

(g3 + g4X)2

(2Mω)3
+ O(h̄3) . (3.770)

Si el potencial es un polinomio en X el potencial efectivo, a tempertatura cero, se puede
resolver de forma más eficiente que lo hecho aqúı, y a orden superior en los lazos, con ayuda de las
relaciones de recurrencia. Esto se mostrará en el Apéndice 3C.5.
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3.23.6 Método del Campo de Fondo para la Acción Efectiva

Para encontrar las reglas de la representación de la acción efectiva en lazos a
cualquier orden separemos la acción efectiva total en una suma de la acción clásica
A[X] y un término Γfl[X], el cual contiene las contribuciones de todas las fluctua-
ciones cuánticas:

Γ[X] = A[X] + Γfl[X]. (3.771)

Para calcular la parte fluctuante Γfl[X], desarrollamos las trayectorias x(t) alrededor
de alguna trayectoria de fondo arbitraria X(t): 20

x(t) = X(t) + δx(t), (3.772)

y calculamos la funcional generatriz W [j] haciendo la integral de trayectoria sobre
las fluctuaciones:

exp
{

i

h̄
W [j]

}

=
∫

Dδx exp
{

i

h̄

(

A [X+ δx] + j[X](X+ δx)
)

}

. (3.773)

De W [j] encontramos el valor esperado dependiente en j Xj = 〈x〉j, el cual es igual
a Xj = δW [j]/δj, y la transformada de Legendre Γ[X] = W [j] − jXj. En términos
de Xj, la Ec. (3.773) se puede reescribir como

exp
{

i

h̄

(

Γ[Xj] + j[Xj]Xj
)

}

=
∫

Dδx exp
{

i

h̄

(

A [X+ δx] + j[X](X+ δx)
)

}

. (3.774)

El valor esperado Xj tiene la propiedad de ser un extremum de Γ[X], i.e., satisface
la ecuación

j = −δΓ[X]

∂X

∣

∣

∣

∣

∣

X=Xj

= −ΓX[X
j]. (3.775)

Ahora, escogemos a j de tal manera que Xj sea igual al valor seleccionado ini-
cialmente de X, y encontramos

exp
{

i

h̄
Γ[X]

}

=
∫

Dδx exp
(

i

h̄

{

A [X+δx]− ΓX[X]δx
}

)

. (3.776)

Esta expresión es una ecuación integro–diferencial funcional para la acción efectiva
Γ[X], la cual se puede resolver de manera perturbativa y a difetente orden en h̄.
Esto se hace diagramáticamente, donde los elementos diagramáticos son ĺıneas que
representan al propagador (3.689)

= Gab[X] ≡ ih̄

[

δ2A[X]

δXaδXb

]−1

ab

, (3.777)

20En la teoŕıa de campos fluctuantes, esta sustitución se reemplaza por un campo de fondo más
general, lo cual explica el nombre del método.
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y los vértices

1 5

2

n

4

6

3

=
δnA[X]

δXa1δXa2 . . . δXan

. (3.778)

De los cálculos expĺıcitos de las dos últimas subsecciones esperamos que la acción
efectiva sea la suma de todos los diagramas de vaćıo irreducibles de una part́ıcula
formada con estos propagadores y vértices. A continuación demostraremos esta
afirmación a todo orden en teoŕıa de perturbación.

Introducimos una funcional generatriz auxiliar W̃
[

X, j̃
]

, la cual gobierna las
funciones de correlación de las fluctuaciones δx alrededor del anterior campo de
fondo fijo X:

exp
{

iW̃
[

X, j̃
]

/h̄
}

≡
∫

Dδx exp
(

i

h̄

{

Ã [X, δx] +
∫

dt j̃(t) δx(t)
})

, (3.779)

con la acción de las fluctuaciones

Ã[X, δx] = A[X+ δx]−A[X]−AX[X]δx, (3.780)

cuya representación en una serie de potencias de δx(t) tiene como primer término
uno cuadrático. La fuente j̃(t) se acopla a las fluctuaciones δx(t). Comparando la
Ec. (3.779) con la Ec. (3.776) vemos que con la elección especial de la corriente

j̃ = −ΓX[X] +AX[X] = −Γ̃X[X], (3.781)

los términos del lado derecho coiciden, de tal manera que la funcional auxiliar
W̃ [X, j̃] contiene los diagramas en Γfl[X] que queremos calcular. Ahora formamos
la transformada de Legendre de W̃ [X, j̃], la cual es una acción efectiva auxiliar con
dos argumentos:

Γ̃
[

X, X̃
]

≡ W̃ [X, j̃]−
∫

dt j̃ X̃, (3.782)

con la variable conjugada auxiliar

X̃ =
δW̃ [X, j̃]

δj̃
= X̃[X, j̃]. (3.783)

Este es el valor esperado de las fluctuaciones 〈δx〉 en la integral de trayectoria
(3.779). Si j̃ tiene el valor dado en la Ec. (3.781), entonces el valor esperado (3.783)
se anula, i.e. X̃ = 0. La acción auxiliar Γ̃ [X, 0] coincide con la parte fluctuante
Γfl[X] de la acción efectiva que queremos calcular.
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Las derivadas funcionales de W̃ [X, j̃] con respecto a j̃ dan todas las funciones de
correlación conectadas de las variables fluctuantes δx(t). Las derivadas funcionales

de Γ̃
[

X, X̃
]

con respecto a X̃ seleccionan de estas funciones las funciones de cor-

relación irreducibles de una part́ıcula. Para X̃ = 0, sólo los diagramas de vaćıo
sobreviven.

Aśı hemos probado que la acción efectiva total se obtiene de la suma de la acción
clásica Γ0[X] = A[X], la contribución a un lazo Γ1[X] dada por la traza del logarit-
mo en la Ec. (3.705), la contribución a dos lazos Γ2[X] de la Ec. (3.744) y la suma
de todos los diagramas de vaćıo conectados de una part́ıcula con más de dos lazos

i

h̄

∑

n≥3

ih̄nΓn[X] =

(3.784)

Observese que en la representación de Γ[X ]/h̄, cada ĺınea porta un factor h̄, mien-
tras que cada vértice de punto n contribuye con un factor h̄−1. Por lo tanto, la
contribución a Γ[X ] por un diagrama de n-lazos es de orden h̄n. Los diagramas de
lazos de orden superior son más fácilmente generados por el tratamiento recursivo
desarrollado en la Subsección 3.22.3.

Para un oscilador armónico, la representación termina después de la traza del
logaritmo (3.705) y en una dimensión es:

Γ[X ] = A[X ] +
i

2
h̄Tr log Γ(2)(tb, ta)

=
∫ tb

ta
dt

[

M

2
Ẋ2 − Mω2

2
X2

]

+
i

2
h̄Tr log

(

−∂2t − ω2
)

. (3.785)

Evaluando la traza del logaritmo, para un X constante, encontramos el potencial
efectivo (3.666):

V eff(X) = V (X)− i

2(tb − ta)
log{2πi sin[ω(tb − ta)] /Mω}. (3.786)

Si las condiciones de frontera son periódicas, de manera tal que se puede usar la
continuación anaĺıtica del resultado en de mecánica estad́ıstica, el resultado es

V eff(X) = V (X)− i

(tb − ta)
log{2i sin[ω(tb − ta)/2]}. (3.787)

Es importante tener en cuenta que en los anteriores diagramas una ĺınea contiene
una serie infinita de diagramas fundamentales de Feynman de la representación
perturnativa original, como puede verse de la representación en potencias de X2 de
los denominadores del propagador Gab en las Ecs. (3.689)–(3.691). Este desarrollo
produce una suma de diagramas que podŕıan obtenerse de los diagramas de lazos
en el desarrollo de la traza del logaritmo en la Ec. (3.710) cortando el lazo.
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Si el potencial es un polinomio en X, el potencial efectivo a temperatura cero
se puede hallar a orden superior en los lazos más eficientemente con la ayuda de
relaciones de recurrencia. Esto se muestra en detalle en el Apéndice 3C.5.

3.24 Teorema de Nambu-Goldstone

La existencia de un modo de frecuencia cero, como consecuencia de hallar un valor
esperado de X no nulo, se puede probar fácilmente para toda simetŕıa continua y a
todo orden en teoŕıa de perturbación usando la acción efectiva completa. Para ser
más espećıfico, consideremos como antes el caso de la simetŕıa O(N), y llevemos a
cabo transformaciones infinitesimales de simetŕıa en las corrientes j de la funcional
generatriz W [j]:

ja → ja − iǫcd (Lcd)ab jb, (3.788)

donde Lcd son los N(N−1)/2 generadores de las rotaciones O(N), con los elementos
de matriz

(Lcd)ab = i (δcaδdb − δdaδcb) , (3.789)

y ǫab son los ángulos infinitesinales de la rotación. Se supone que bajo estas rota-
ciones, la funcional generatriz es invariante:

δW [j] = 0 =
∫

dt
δW [j]

δja(x)
i (Lcd)ab jbǫcd = 0. (3.790)

Expresando el integrando en términos de cantidades transformadas de Legendre, via
las Ecs. (3.623) y (3.625), obtenemos

∫

dtXa(t)i (Lcd)ab
δΓ[X]

δXb(t)
ǫcd = 0. (3.791)

Esta relación expresa la invariancia infinitesimal de la acción efectiva Γ[X] bajo
rotaciones infinitesimales

Xa → Xa − iǫcd (Lcd)abXb.

La propiedad de invariancia (3.791) es llamada la identidad de Ward-Takakashi de la
funcional Γ[X]. Esta identidad se puede usar para encontrar un conjunto infinito de
identidades, llamadas igualmente, para todas las funciones vértice formando todas
las derivadas funcionales Γ[X] de Γ[X] y fijando X igual al valor esperado en el
mı́nimo de Γ[X]. En forma directa, de la Ec. (3.791) la primera derivada de Γ[X] es
(eliminando el parámetro infinitesimal ǫcd)

(Lcd)ab jb(t) = (Lcd)ab
δΓ[X]

δX(t)b

= −
∫

dt′Xa′(t
′) (Lcd)a′b

δ2Γ[X]

δXb(t′)δXn(t)
. (3.792)
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Denotando al valor esperado en el mı́nimo del potencial efectivo como X̄, se obtiene
∫

dt′X̄a′(t
′) (Lcd)a′b

δ2Γ[X]

δXb(t′)δXa(t)

∣

∣

∣

∣

∣

X(t)=X̄

= 0. (3.793)

Ahora la segunda derivada es simplemente la función vértice Γ(2)(t′, t), la cual es
la inversa funcional de las función de correlación G(2)(t′, t). La integral sobre t
selecciona la componente de frecuencia cero de la transformada de Fourier

Γ̃(2)(ω′) ≡
∫

dt′ eiω
′tΓ(2)(t′, t). (3.794)

Si, de acuerdo con esto, definimos las componentes de Fourier de Γ(2)(t′, t), podemos
escribir la Ec. (3.793) en el espacio de Fourier como

X0
a′ (Lcd)a′b G̃

−1
ba (ω

′ = 0) = 0. (3.795)

Sustituyendo los elementos de matriz (3.789) de los generadores de las rotaciones,
esta ecuación muestra que para X̄ 6= 0 el propagador transversal total de interacción
debe de poseer una singularidad en ω′ = 0. En teoŕıa cuántica de campos, esto
implica la existencia de N−1 part́ıculas sin masa, los bosones de Nambu-Goldstone.
Esta conclusión será cierta, sólo si no hay part́ıculas sin masa en la teoŕıa, las
cuales podŕıan ser absorvidas por los bosones de Nambu-Goldstone, como se explicó
previamente en el contexto de la Ec. (3.691).

Como se mencionó antes, al final de la Subsección 3.23.1, el teorema de Nambu-
Goldstone no tiene ninguna consecuencia para la mecánica cuántica debido a que
las fluctuaciones son tales que no permiten la existencia de valores esperados X

no nulos. Sin embargo, la acción efectiva calculada a orden finito en teoŕıa de
perturbaciones es incapaz de reproducir esta propiedad f́ısica y tiene un extremum
no nulo permitiendo aśı modos de frecuencia transversal cero.

3.25 Potencial Efectivo Clásico

La representación perturbativa de la acción efectiva Γ[X ] (3.771), la cual cons-
ta de la traza del logaritmo (3.705), los diagramas irreducibles de una part́ıcula
(3.744), (3.784) y el potencial efectivo asociado V (X) (3.666), puede continuarse
anaĺıticamente al tiempo imaginario tb − ta → −ih̄β y con ello podemos cons-
truir el potencial efectivo Euclideo Γe[X ]. El caso del oscilador armónico, donde
la representación temina luego de la traza del logaritmo y el potencial efectivo se
reduce a la expresión (3.785), tiene la siguiente forma para tiempos imaginarios

V eff(X) = V (X) +
1

β
log

(

2 sinh
βh̄ω

2

)

. (3.796)

Dado que la acción efectiva contiene el efecto de todas las fluctuaciones, el mı́nimo
del potencial efectivo V (X) será la función de partición estad́ıstico–cuántica total
del sistema:

Z = exp[−βV (X)
∣

∣

∣

min
]. (3.797)
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Sustituyendo la Ec. (3.796) del oscilador armónico, encontramos el resultado hallado
en la Ec. (2.407).

Para sistemas anarmónicos, esperamos que la representación de rizos nos permita
aproximar apropiadamente el potencial V (X), tal que la función de partición aśı
obtenida sea aceptable. Sin embargo, es fácil ver que esto no es del todo cierto.
Mostramos ya en la Sección 2.9 que, en el ĺımite de altas temperaturas, la función
de partición será la integral [ver la Ec. (2.353)]

Zcl =
∫ ∞

−∞

dx

le(h̄β)
e−V (x)/kBT . (3.798)

En principio, esta integral puede estudiarse con el mismo método utilizado en el es-
tudio de la integral de trayectoria, aunque en un forma más sencilla. Podemos hacer
el reemplazo x = X + δx y buscar la representación de rizos del potencial efectivo.
Sólo en el caso en el cual el potencial es cercano a uno armónico, encontraremos que
esta representación, en el extremum del potencial, dará una aproximación aceptable
a la integral (3.798). Para otras formas más complicadas del potencial, y para valo-
res donde β es pequeña será necesario calcular la integral en todo el intervalo en x, lo
cual podrá hacerse sólo numéricamente. Por lo tanto, partiendo de la Ec. (3.797) y
en el ĺımite de altas temperaturas no es posible esperar hallar un resultado correcto
para la función de partición de sistemas anarmónicos.

Es simple hallar la razón de nuesto problema. Para un sistema unidimensional,
las funciones de correlación de las fluctuaciones alrededor de X están dadas por la
función de correlación [comparemos con las Ecs. (3.304), (3.251) y (3.690)]

〈δx(τ)δx(τ ′)〉 = G
(2)
Ω2(X)(τ, τ

′)=
h̄

M
Gp

Ω2(X),e(τ − τ ′)

=
h̄

M

1

2Ω(X)

cosh Ω(X)(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh[Ω(X)h̄β/2]
, |τ − τ ′| ∈ [0, h̄β], (3.799)

donde la frecuencia dependerá expĺıcitamente de la variable X en la forma

Ω2(X) = ω2 + 3
g

6
X2. (3.800)

Para el caso donde el tiempo es tal que τ = τ ′, tenemos que la amplitud del cuadrado
de las fluctuaciones δx(τ) es:

〈

[δx(τ)]2
〉

=
h̄

M

1

2Ω(X)
coth

Ω(X)h̄β

2
. (3.801)

Sin embargo, para altas temperaturas este término crece linealmente con la tempe-
ratura T

〈

[δx(τ)]2
〉 T→∞−−−→ kBT

MΩ2
. (3.802)
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Este comportamiento ĺıneal sigue la conocida ley de Dulong–Petit de la fluctuación
clásica del oscilador armónico [compar con la ley de Dulong-Petit (2.603) de canti-
dades termodinámicas]. Esta ley es una consecuencia directa del teorema de equipar-

tición de las fluctuaciones térmicas, de acuerdo a la cual la enerǵıa potencial tiene
el valor promedio kBT/2:

MΩ2

2

〈

x2
〉

=
kBT

2
. (3.803)

Considerando la representación espectral (3.248) de la función de correlación,

Gp
Ω2,e(τ − τ ′) =

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ω2
m + Ω2

e−iωm(τ−τ ′), (3.804)

observamos que el comportamiento ĺıneal se obtiene del término con frecuencia cero
de Matsubara.

Ahora, otra observación importante es que si eliminamos este término de fre-
cuencia cero de la función de correlación y construimos la función de correlación

substraida[ver la Ec. (3.253)]

Gp
Ω2,e
′ (τ)≡Gp

Ω2,e(τ)−
1

h̄βΩ2
=

1

2Ω

coshΩ(|τ |−h̄β/2)
sinh[Ωh̄β/2]

− 1

h̄βΩ2
, (3.805)

observamos que el ancho cuadrado substraido

a2Ω ≡ Gp
Ω2,e
′ (0) =

1

2Ω
coth

Ωh̄β

2
− 1

h̄βΩ2
(3.806)

disminuye para valores grandes de T . En la Fig. 3.14 puede verse este compor-
tamiento. Debido a esta disminución, introduciremos un método que mejora de
manera importante la representación perturbativa, el llamado potencial efectivo
clásico.

Figure 3.14 Ancho de la fluctuación local del oscilador armónico, comparado con la

fluctuación no restringida y la aproximación ĺıneal de Dulong–Petit. Las unidades del eje

vertical son h̄/MΩ, una cantidad con dimensiones de longitud2.



344 3 Fuentes Externas, Correlación y Teoŕıa de Perturbación

3.25.1 Factor Efectivo Clásico de Boltzmann

Las consideraciones anteriores nos llevan a la conclusión de que podemos obtener
una aproximación útil de la función de partición mediante la representación en una
serie de potencias, en términos de las fluctuaciones δ′x(τ) que tienen frecuencia de
Matsubara diferente de cero, de la integral de trayectoria. En la Ec. (3.666), la can-
tidad relacionada con el potencial efectivo V ef(X) y que permite el cálculo deseado
de la función de partición es el potencial efectivo clásico V ef cl(x0). Lo mismo que
V ef(X), este potencial contiene el efecto de todas fluctuaciones cuánticas, mientras
que, otro lado, incorpora separadamente las fluctuaciones térmicas lo cual lo con-
vierte en una herramienta apropiada para el tratamiento numérico de la función de
partición. Lo mismo que en la Eq. (3.772), de la Subsección 3.23.6, procedemos con
la siguiente aproximación. Separemos las trayectorias en una cantidad constante in-
dependiente del tiempo x0 y una fluctuación η(τ) que posee un promedio temporal
igual a cero η = 0, tal como se hizo en la Ec. (2.443):

x(τ) = x0 + η(τ) ≡ x0 +
∞
∑

m=1

(

xme
iωmτ + c.c.

)

, x0 = real, x−m ≡ x∗m, (3.807)

y, utilizando la norma (2.448), escribamos la función de partición como

Z =
∮

Dx e−Ae/h̄ =
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

∮

D′x e−Ae/h̄, (3.808)

donde

∮

D′x e−Ae/h̄ =
∞
∏

m=1

[

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dRexm d Imxm
πkBT/Mω2

m

]

e−Ae/h̄. (3.809)

En la función de partición clásica Zcl, la comparación de la Ec. (2.447) con la ex-
presión integral (2.352) suguiere que podemos escribir la integral de trayectoria,
sobre las componentes con frecuencias de Matsuraba son distintas de cero, como el
siguiente factor de Boltzmann

B(x0) ≡ e−V ef cl(x0)/kBT (3.810)

donde definimos la cantidad V ef cl(x0) como el potencial efectivo clásico. Luego, la
función de partición total estará dada por la integral

Z =
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−V ef cl(x0)/kBT , (3.811)

donde el factor efectivo clásico de Boltzmann B(x0) contiene toda la información
sobre las fluctuaciones cuánticas del sistema, y nos permite calcular la función de
partición total a apartir de una integral. En el ĺımite de altas temperaturas, la
función de partición (3.811) tiende al ĺımite clásico dado en la Ec. (2.462). De esta
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forma, y por construcción, en este ĺımite el potencial efectivo clásico V ef cl(x0) se
aproximará al potencial inicial V (x0):

V ef cl(x0)
T→∞
−−−→ V (x0). (3.812)

Esto es una consecuencia de la contracción de la fluctuación (3.806) como función
de la temperatura.

La representación del factor efectivo clásico de Boltzmann como una integral de
trayectoria

B(x0) ≡
∮

D′x e−Ae/h̄ (3.813)

puede escribirse también como la integral de trayectoria, en la cual utilizamos una
función δ para que nos aseguremos que contenga la trayectoria promedio

x̄ ≡ 1

h̄β

∫ h̄β

0
dτ x(τ). (3.814)

Introduzcamos, ahora, la siguiente función δ ligeramente modificada [ver la
Ec. (2.353)]

δ̃(x̄− x0) ≡ le(h̄β)δ(x̄− x0) =

√

2πh̄2β

M
δ(x̄− x0). (3.815)

De donde tendremos

B(x0) ≡ e−V ef cl(x0)/kBT =
∮

D′x e−Ae/h̄ =
∮

Dx δ̃(x̄− x0) e
−Ae/h̄

=
∮

Dη δ̃(η̄) e−Ae/h̄. (3.816)

Para comprobar nuestros cambios, evaluemos el factor efectivo clásico de Boltz-
mann para la acción harmónica, Ec. (2.445). Utilizando la expresión (3.807), ten-
dremos

Ae[x0 + η] = h̄β
Mω2

2
x20 +

M

2

∫ h̄β

0
dτ

[

η̇2(τ) + ω2η2(τ)
]

. (3.817)

Si utilizamos la siguiente representación integral de Fourier de la función δ

δ̃(η̄) = le(h̄β)
∫ i∞

−i∞

dλ

2πi
exp

(

λ
1

h̄β

∫

dτ η(τ)

)

, (3.818)

encontraremos la siguiente expresión para la integral de trayectoria

Bω(x0) =
∮

Dη δ̃(η̄) e−Ae/h̄ = e−βMω2x2
0/2le(h̄β)

∫ i∞

−i∞

dλ

2πi

×
∮

Dη exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ

[

M

2
η̇2(τ)− λ

β
η(τ)

]}

. (3.819)
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En la segunda ĺınea, con ayuda de las Ecs. (3.555), (3.556) y utilizando j(τ) = λ/β,
la integral de trayectoria para η(τ) puede ser evaluada sin necesidad de la restricción
h̄β = 0 y obtenemos

1

2 sinh(βh̄ω/2)
exp

{

λ2

2Mh̄β2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′Gp

ω2,e(τ − τ ′)

}

. (3.820)

Las integrales en las variables τ, τ ′ pueden evaluarse fácilmente utilizando la repre-
sentación espectral (3.248) de la función de correlación:

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′Gp

ω2,e(τ − τ ′)=
∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

1

h̄β

∞
∑

m=−∞

1

ω2
m + ω2

e−iωm(τ−τ ′) =
h̄β

ω2
.

(3.821)

Luego de integrar la expresión (3.820) en la variable λ obtenemos

1

2 sinh(βh̄ω/2)

∫ i∞

−i∞

dλ

2πi
exp

(

λ2

2Mω2β

)

=
1

2 sinh(βh̄ω/2)

1

le(h̄β)
ωh̄β. (3.822)

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (3.819) obtenemos el factor local de Boltzmann

Bω(x0) ≡ e−V ef cl
ω (x0)/kBT =

∮

Dη δ̃(η̄) e−Ae/h̄ =
βh̄ω/2

sinh(βh̄ω/2)
e−βMω2x2

0. (3.823)

La integral final sobre x0 reproduce la función de partición correcta del oscilador
armónico Ec. (3.808).

3.25.2 Hamiltoniano Efectivo Clásico

Ahora, generalizaremos la expresión (3.816) al espacio fase. En este espacio defini-
mos el Hamiltoniano efectivo clásico Hef cl(p0, x0) y el factor asociado de Boltzmann
B(p0, x0) mediante la integral de trayectoria

B(p0, x0) ≡ exp
[

−βHef cl(p0, x0)
]

≡
∮

Dx
∮ Dp

2πh̄
δ(x0 − x)2πh̄δ(p0 − p) e−Ae[p,x]/h̄,

(3.824)
donde x =

∫ h̄β
0 dτ x(τ)/h̄β y p =

∫ h̄β
0 dτ p(τ)/h̄β son los promedios temporales de la

posición y el momentum, y Ae[p, x] es la acción Euclidea en el espacio fase

Ae[p, x] =
∫ h̄β

0
dτ [−ip(τ)ẋ(τ) +H(p(τ), x(τ))]. (3.825)

La función de partición mecánico–cuántica total se obtiene de la expresión clásica
[ver la Ec. (2.346)]

Z =
∫ ∞

−∞
dx0

∫ ∞

−∞

dp0
2πh̄

e−βHef cl(p0,x0). (3.826)
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La definición es tal que en el ĺımite clásico, Hef cl(p0, x0)) se reduce al Hamiltoniano
ordinario H(p0, x0).

Para el oscilador armónico, el Hamiltoniano efectivo clásico puede deducirse de
la Ec. (3.823) al “deshacer” la integración en p0:

Bω(p0, x0) ≡ e−Hef cl
ω (p0,x0)/kBT = le(h̄β)

βh̄ω/2

sinh(βh̄ω/2)
e−β(p20/2M+Mω2x2

0). (3.827)

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (3.826), recobramos la función de partición
armónica (2.409).

Consideremos una part́ıcula en tres dimensiones moviendose en un campo
magnético constante B orientado a lo largo del eje z. Por generalidad, incluimos
adicionalmente un oscilador armónico centrado en el origen con frecuencias ω‖ en la
dirección z y ω⊥ en el plano xy (ver la Sección 2.19). Luego, resulta sencillo calcular
el factor efectivo clásico de Boltzmann para el Hamiltoniano [ver la Ec. (2.689)]

H(p,x) =
1

2M
p2 +

M

2
ω2
⊥x

2
⊥(τ) +

M

2
ω2
‖z

2(τ) + ωBlz(p(τ),x(τ)), (3.828)

donde lz(p,x) es la componente z del momentum angular, Ec. (2.647). Por conve-
niencia futura (ver la Subsección 5.11.2), hemos cambiado el centro del momentum
de integración a p0. El vector x⊥ = (x, y) representa la parte ortogonal del vector
general x. Tal como en el caso de la acción generalizada para el campo magnético
Ec. (2.689), y por generalidad, utilizamos diferentes frecuencias para el oscilador
armónico y el término proporcional a lz. Con esto, el factor efectivo clásico de
Boltzmann se sigue inmediatamente de la Ec. (2.703) al “deshacer” las integrales
en el momentum para px, py y utilizando la Ec. (3.827) para el movimiento en la
dirección z:

B(p0,x0)=e
−βHeff cl(p0,x0)= l3e(h̄β)

h̄βω+/2

sinh h̄βω+/2

h̄βω−/2

sinh h̄βω−/2

h̄βω‖/2

sinh h̄βω‖/2
e−βH(p0,x0),

(3.829)
donde ω± ≡ ωB ± ω⊥, lo mismo que en la Ec. (2.699). Aqúı, de igual forma que en
la Ec. (3.823), al restrigir en las integrales de trayectoria los valores de x y p a los
valores promedios x0 = x y p0 = p hemos obtenido factores extra en el numerador,
a diferencia a lo obtenido en la Ec. (2.703).

3.25.3 Comportamiento en el Ĺımite de Alta y Baja
Temperatura

Hemos hecho notar anteriormente, en la Ec. (3.812), que en el ĺımite T → ∞, el
potencial efectivo clásico V ef cl(x0) converge, por construcción, al potencial inicial
V (x0). De hecho, tenemos un desarrollo en una serie de potencias de h̄ω/kBT que
describe esta aproximación. A continuación estudiaremos expĺıcitamente este ĺımite
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para el potencial efectivo clásico del oscilador armónico calculado en la Ec. (3.823),
para ello reescribimos

V ef cl
ω (x0) = kBT log

sinh(h̄ω/2kBT )

h̄ω/2kBT
+
M

2
ω2x20 (3.830)

=
M

2
ω2x20 +

h̄ω

2
+ kBT

[

log(1− e−h̄ω/kBT )− log
h̄ω

kBT

]

.

En virtud del término logaŕıtmico de ω en el paréntesis, el potencial efectivo clásico
tiene la siguiente serie de potencias

V ef cl
ω (x0) =

M

2
ω2x20 + h̄ω





1

24

h̄ω

kBT
− 1

2880

(

h̄ω

kBT

)3

+ . . .



 . (3.831)

Este desarrollo para alta temperatura difiere del desarrollo para el potencial efectivo
del oscilador armónico, el cual tiene la siguiente expresión

V ef
ω (x0) = kBT log [2 sinh(h̄ω/2kBT )] +

M

2
ω2x20

=
M

2
ω2x20 +

h̄ω

2
+ kBT log(1− e−h̄ω/kBT ), (3.832)

como puede verse de la Ec. (3.796). El logaritmo de ω cancela esta forma al tener
una serie de potencias en h̄ω/kBT , reflejando la importancia de las fluctuaciones no
eliminadas.

Consideremos ahora el ĺımite opuesto, T → 0, donde veremos que la integral del
factor de Boltzmann B(x0) puede evaluarse en forma exacta utilizando el método
del punto de inflexión. En este ĺımite, el potencial efectivo clásico V ef cl(x0) coincide
con el potencial efectivo Euclideo:

V ef cl(x0) →
T→0

V ef(x0) ≡ Γe[X ]/β
∣

∣

∣

X=x0

, (3.833)

cuya definición para el caso de tiempo real fue dada en la Ec. (3.666).
Estudiemos una vez más este ĺımite para el caso del oscilador armónico, donde

tenemos

V ef cl
ω (x0)

T→0
−−−→ h̄ω

2
+
M

2
ω2x20 − kBT log

h̄ω

kBT
, (3.834)

i.e., encontramos que la constante tiende a h̄ω/2. Que resulta ser la enerǵıa
mecánico–cuántica del punto cero, la cual garantiza que tenemos el ĺımite correcto
de baja temperatura

Zω

T→0
−−−→ e−h̄ω/2kBT h̄ω

kBT

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−Mω2x2
0/2kBT

= e−h̄ω/2kBT . (3.835)

La función de partición, en este ĺımite, es igual al factor de Boltzmann con la enerǵıa
del punto cero h̄ω/2.
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3.25.4 Candidato Alternativo para el Potencial Efectivo Clásico

Resulta instructivo comparar este potencial con una expresión relacionada, la cual
está definida en términos de la densidad de la función de partición Ec. (2.332):

Ṽ ef cl
ω (x) ≡ kBT log [le(h̄β) z(x)] . (3.836)

Esta cantidad comparte con V ef cl
ω (x0) la propiedad de construir la función de par-

tición mediante la relación integral [ver la Ec. (2.331)]:

Z =
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−Ṽ ef cl(x0)/kBT . (3.837)

Por lo tanto, podemos considerar a este potencial como un candidato alternativo
del potencial efectivo clásico.

Para el oscilador armónico, de la Ec. (2.333) tendremos

Ṽ ef cl
ω (x)=−kBT

2
log

2h̄ω

kBT
+
h̄ω

2
+kBT

[

log
(

1−e−2h̄ω/kBT
)

+
Mω

h̄
tanh

h̄ω

kBT
x2
]

.(3.838)

Sin embargo, al igual que el potencial efectivo de la Ec. (2.333) este potencial no
posee una representación en serie de potencias f́ısicamente aceptable en el ĺımite de
alta temperatura.

El ĺımite de baja temperatura de Ṽ eff cl
ω (x), en primera aproximación, es similar

al ĺımite hallado en la Ec. (3.834):

Ṽ ef cl(x0)
T→0
−−−→ h̄ω

2
+ kBT

Mω

h̄
x2 − kBT

2
log

2h̄ω

kBT
, (3.839)

la integral de este potencial nos lleva al mismo resultado hallado en la Ec. (3.835):

Zω

T→0
−−−→ e−h̄ω/2kBT

√

2h̄ω

kBT

∫ ∞

−∞

dx

le(h̄β)
e−Mωx2/h̄

= e−h̄ω/2kBT . (3.840)

Sin embargo, hay una diferencia importante entre las expresiones (3.839) y (3.834).
El ancho del factor local de Boltzmann hallado de la densidad de la función de
partición, Ec. (2.332):

B̃(x) ≡ le(h̄β) z(x) = e−Ṽ ef cl(x)/kBT (3.841)

es mucho mayor que el ancho del potencial efectivo clásico del factor de Boltzmann
B(x0) = e−V ef cl(x0)/kBT . Aqúı, B(x0) tiene un ĺımite finito para T → 0, mientras
que el factor de Boltzmann B̃(x) tiende a infinito en este ĺımite. De esta forma
la integral en x de la Ec. (3.840) converge más lento que la integral en x0 de la
Ec. (3.835). Esta es la razón principal de haber introducido el término V eff cl(x0)
como un potencial efectivo en lugar del potencial Ṽ eff cl(x0).
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3.25.5 Función de Correlación Armónica sin Modo Cero

Por construcción, las funciones de correlación de η(τ) tienen la forma hallada en la
Ec. (3.805):

〈η(τ)η(τ ′)〉ω=
h̄

M
Gp

ω2,e
′ (τ−τ ′)= h̄

2Mω

coshω(|τ − τ ′|−h̄β/2)
sinh(βh̄ω/2)

− 1

h̄βω2
, (3.842)

donde el cuadrado de la anchura, Ec. (3.806), es:

〈η2(τ)〉ω ≡ a2ω = Gp
ω2,e
′ (0) =

1

2ω
coth

βh̄ω

2
− 1

h̄βω2
, (3.843)

el cual decrece al aumentar la temperatura. Esto puede verse expĺıcitamente al
sumar el término de corriente − ∫ dτ j(τ)η(τ) a la acción dada en la ec. (3.817) el
cual cambia el exponente de la Ec. (3.819), reemplazando λ/β por j(τ) + λ/β lo
cual multiplica la exponencial de la Ec. (3.820) por el factor

1

2Mh̄β2

{

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

[

λ2 + λβj(τ) + λβj(τ ′)
]

Gp
ω2,e(τ − τ ′)

}

× exp

{

1

2Mh̄

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ j(τ)Gp

ω2,e(τ − τ ′)j(τ ′)

}

. (3.844)

En el argumento de la primera exponencial, una de las integrales en la variable τ de
Gp

ω2,e(τ − τ ′), por ejemplo τ ′, produce un factor 1/ω2 como sucede en la Ec. (3.821),
de tal forma que el primer exponente será

1

2Mh̄β2

{

λ2
h̄β

ω2
+ 2

λβ

ω2

∫ h̄β

0
dτ j(τ)

}

. (3.845)

Si ahora hacemos la integral sobre λ, luego de completar la cuadratura, del término
lineal en λ obtenemos el factor

exp

{

− 1

2Mβh̄2ω2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′j(τ)j(τ ′)

}

. (3.846)

Combinado con la segunda exponencial de la Ec. (3.844), obtenemos un funcional
generatriz para las funciones de correlación, Ec. (3.842):

Zx0
ω [j] =

βh̄ω/2

sin(βh̄ω/2)
e−βMω2x2

0/2 exp

{

1

2Mh̄

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ j(τ)Gp

ω2,e
′ (τ−τ ′)j(τ ′)

}

.

(3.847)

Para j(τ) ≡ 0, obtenemos el factor local de Boltzmann Ec. (3.823).
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3.25.6 Representación Perturbativa

Apliquemos ahora la representación perturbativa (3.483) a la integral de trayectoria,
utilizando para ello el factor η(τ) de la Ec. (3.816) con el cual definimos el factor
efectivo clásico de Boltzmann B(x0). Para ello usemos la acción

Ae[x] =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + V (x)

]

, (3.848)

y reescribamosla como

Ae = h̄βV (x0) +A(0)
e [η] +Aint,e[x0; η], (3.849)

donde la acción no perturbada es

A(0)
e [η] =

∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
η̇2(τ) +

M

2
Ω2(x0)η

2(τ)
]

, Ω2(x0) ≡ V ′′(x0)/M, (3.850)

y la interacción es

Aint,e[x0; η] =
∫ h̄β

0
dτ V int(x0; η(τ)), (3.851)

misma que contiene el potencial

V int(x0; η(τ)) = V (x0 + η(τ))− V (x0)− V ′(x0)η(τ)−
1

2
V ′′(x0)η

2(τ). (3.852)

Este potencial tiene la siguiente serie de Taylor, la cual inicia con un término cúbico,

V int(x0; η) =
1

3!
V ′′′(x0)η

3 +
1

4!
V (4)(x0)η

4 + . . . . (3.853)

Dado que η(τ) tiene promedio temporal igual a cero, el término lineal
∫ h̄β
0 dτ V ′(x0)η(τ) no aparece en la Ec. (3.850). El factor efectivo clásico de Boltz-
mann B(x0) de la Ec. (3.816) tendrá entonces la siguiente representación perturba-
tiva [ver la Ec. (3.483)]

B(x0) =
(

1− 1

h̄
〈Aint,e〉x0

Ω +
1

2!h̄2

〈

A2
int,e

〉x0

Ω
− 1

3!h̄3

〈

A3
int,e

〉x0

Ω
+ . . .

)

BΩ(x0). (3.854)

Los valores esperados armónicos se definen con respecto a la integral de trayectoria

BΩ(x0) =
∫

Dη δ̃(η̄) e−A
(0)
e [η]//h̄. (3.855)

Para un funcional arbitrario la cantidad a calcular es

〈F [x]〉x0
Ω = B−1

Ω (x0)
∫

Dη δ̃(η̄)F [x] e−A
(0)
e [η]/h̄. (3.856)

Los valores esperados locales pueden hallarse convenientemente utilizando
expĺıcitamente las componentes de Fourier de la integral de trayectoria. Utilizando
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la Ec. (3.809) y la representación de la acción (3.817) en su serie de Fourier (3.807),
obtenemos que el valor esperado estará dado por el siguiente producto de integrales

〈F [x]〉x0

Ω = [Zx0
Ω ]−1

∞
∏

m=1

[

∫

dxremdx
im
m

πkBT/Mω2
m

]

e
− M

kBT
Σ∞

m=1[ω
2
m+Ω2(x0)]|xm|2

F [x]. (3.857)

Donde tenemos las funciones de correlación de las componentes de Fourier

〈

xmx
∗
m′

〉x0

Ω
= δmm′

kBT

M

1

ω2
m + Ω2(x0)

. (3.858)

De estos términos podemos calcular las funciones de correlación de las fluctuaciones
η(τ) en la siguiente forma:

〈η(τ)η(τ ′)〉x0

Ω =

〈

∞
∑

m,m′ 6=0

xmx
∗
m′e−i(ωm−ωm′ )τ

〉x0

Ω

= 2
1

Mβ

∑

m=1

1

ω2
m + Ω2(x0)

. (3.859)

Al hacer la suma obtenemos de nueva cuenta la función de correlación Ec. (3.842),
cuya función generatriz ha sido calculada en la Ec. (3.847).

El cálculo de los promedios armónicos incluidos en la Ec. (3.854), nos lleva a
una representación de lazos similar a la usada para el potencial efectivo en la Sub-
sección 3.23.6, donde hemos utilizado el método de campo de fondo. La trayectoria
promedio x0 tiene el papel de X y las frecuencias no cero de Matsubara de las trayec-
torias η(τ) se corresponden con las fluctuaciones. La única diferencia con respecto a
cálculos previos es que las funciones de correlación η(τ) contienen una contribución
de frecuencias distintas de cero. De esta forma, estas funciones de correlación se
obtienen de las funciones de Green Gp

Ω2(x0),e
′ (τ) definidas en la Ec. (3.805).

Todos los diagramas de Feynman de la representación de lazos son representa-
ciones irreducibles de una part́ıcula, al igual que en la representación de lazos del
potencial efectivo. Los diagramas reducibles no aparecen en esta representación ya
que no hay términos lineales en la interacción (3.853). Este resultado es una ventaja
con respecto a la demostración necesaria para la acción efectiva en la Subsección
3.23.6. Los diagramas en las dos representaciones son los mismos, como puede verse
de las Ecs. (3.744) y (3.784). La única diferencia está en el reemplazo X → x0 en
las expresiones anaĺıticas de las ĺıneas y vértices. Adicionalmente, hay una integral
sobre x0 de donde obtenemos la función de partición Z de la Ec. (3.811). Esto difiere
de la función de partición hallada en términos del potencial efectivo V ef(X), donde
sólo hemos utilizado el extremum.

3.25.7 Potencial Efectivo y Curvas de Magnetización

El potencial efectivo clásico V ef cl(x0) del factor de Boltzmann (3.810) nos permite
hallar una estimación del potencial efectivo definido en la Ec. (3.666). Esto puede
deducirse de la función generatriz Z[j] restringida a la fuente externa independiente
del tiempo j(τ) ≡ j, en cuyo caso Z[j] se reduce a una función simple de j:

Z(j) =
∫

Dx(τ) exp
{

−
∫ β

0
dτ
[

1

2
ẋ2 + V (x(τ))

]

+ βjx̄

}

, (3.860)
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donde x̄ es la trayectoria promedio de x(τ). La función Z(j) se obtiene del potencial
efectivo clásico mediante una integral simple sobre x0:

Z(j) =
∫ ∞

−∞

dx0√
2πβ

e−β[V eff cl(x0)−jx0]. (3.861)

El potencial efectivo V ef(X) es la transformada de Legendre de W (j) = logZ(j):

V eff(X) = − 1

β
W (j) +Xj, (3.862)

donde el término del lado derecho puede expresarse en términos de X mediante la
sustitución

X = X(j) =
1

β

d

d j
W (j). (3.863)

Para gráficar el potencial efectivo, calcularemos el valor promedio de x(τ) mediante
la integral

X = Z(j)−1
∫ ∞

−∞

dx0√
2πβ

x0 exp
{

−β[V eff cl(x0)− jx0]
}

(3.864)

y gráficaremos X = X(j). Intecambiando los ejes mostramos la inversa j = j(X)
que es la pendiente del potencial efectivo:

j(X) =
dV eff(X)

dX
. (3.865)

Las curvas j(X) para un pozo de potencial doble con una constante de acoplamiento
g = 0.4 y varias temperaturas se muestran en la Fig. 3.15.

Note que la integral en x0 obliga a que j(X) sea una función monótona de X .
El potencial efectivo es siempre una función convexa de X , sin importar el tipo
de potencial. Esto es contrario a j(X) antes que las fluctuaciones sean tomadas en
cuenta, la aproximación de campo medio a la Ec. (3.865) [ver la discusión en la
Subsección 3.23.1], está dada por

j = dV (X)/dX. (3.866)

Para el potencial doble, tenemos

j = −X + gX3. (3.867)

De esta forma, el potencial efectivo de campo medio coincide con el potencial clásico
V (X), el cual obviamente no es convexo.

En sistemas magnéticos, j es un campo magnético constante y X es su mag-
netización asociada. Por esta razón, las gráficas de j(X) son llamadas curvas de

magnetización.
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Figure 3.15 Curvas de magnetización en un pozo de potencial doble V (x) = −x2/2 +

gx4/4 donde g = 0.4, para varios valores del inverso de la temperatura β. De la inte-

gral sobre estas curvas obtenemos nuevamente el potencial efectivo V eff(X). Las curvas

obtenidas del potencial efectivo aproximado W1(x0) están etiquetadas por β1 (- - -) y

las curvas exactas (halladas de la solución numérica de la ecuación de Schrödinger) por

βex (—–). Para comparación, también hemos graficado las curvas clásicas (· · ·) obtenidas

usando el potencial V (x0) en las Ecs. (3.864) y (3.861) en lugar de W1(x0), y las etiqueta-

mos por βV . Puede verse que nuestra aproximación W1(x0) reproduce muy bien las curvas

de magnetización para temperaturas por arriba de T = 1/β ∼ 1/10. La etiqueta β tiene

varios sub́ındices a fin de distinguir las curvas correspondientes en el gráfico. Notemos que

todas la aproximaciones son monótonas, tal como debe ser el caso (con la excepción, por

supuesto, del campo medio).

3.25.8 Resultados Perturbativos a Primer Orden

A primer orden en la interacción V int(x0; η), la representación perturbativa (3.854)
será

B(x0) =
(

1− 1

h̄
〈Aint,e〉x0

Ω + . . .
)

BΩ(x0), (3.868)

y tenemos que calcular el valor esperado armónico de Aint,e. Supongamos que el
potencial de interacción tiene una transformada de Fourier de la forma

V int(x0; η(τ)) =
∫ ∞

−∞

dk

2π
eik(x0+η(τ))Ṽ int(k). (3.869)
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Entonces, el valor esperado (3.851) puede ser escrito como

〈Aint,e[x0; η]〉x0

Ω =
∫ h̄β

0
dτ

∫ ∞

−∞

dk

2π
Ṽ int(k)eikx0

〈

eikη(τ)
〉x0

Ω
. (3.870)

Ahora, podemos usar la regla de Wick en la forma dada por la Ec. (3.307) para
calcular

〈

eikη(τ)
〉x0

Ω
= e−k2〈η2(τ)〉x0

Ω
/2. (3.871)

Luego, usando la Ec. (3.843) nuestra expresión puede ser escrita como
〈

eikη(τ)
〉x0

Ω
= e

−k2a2
Ω(x0)

/2
. (3.872)

De tal forma que el valor esperado de la expresión (3.870) será:

〈Aint,e[x0; η]〉x0

Ω =
∫ h̄β

0
dτ

∫ ∞

−∞

dk

2π
Ṽ int(k)e

ikx0−k2a2
Ω(x0)

/2
. (3.873)

De la condiciones de frontera impuestas a la función de correlación y la invarianza
asociada a las traslaciones temporales, nuestro resultado es independiente de τ , de
tal forma que podemos hacer de manera muy simple la integral en τ , y obtenemos
el factor h̄β. Si ahora, reinsertamos los coeficientes de Fourier del potencial

Ṽ int(k) =
∫ ∞

−∞
dx V int(x0; η) e

−ik(x0+η), (3.874)

y completando la cuadratura para la variable de integración k, obtendremos

〈

V int(x(τ))
〉x0

Ω
≡ V

int

a2
Ω
(x0) =

∫ ∞

−∞

dx′0
√

2πa2Ω(x0)

e
−η2/2a2

Ω(x0) V int(x0; η). (3.875)

El valor esperado del potencial
〈

V int(x(τ))
〉x0

Ω
≡ V

int

a2Ω
(x0) se obtiene, entonces, de la

convolución del potencial original mediante una distribución Gaussiana que posee
una anchura cuadrada dada por a2Ω(x0)

. La convolución suaviza el potencial de intera-

cción original V
int

a2
Ω
(x0) en la longitud aΩ(x0). De esta forma, en nuestra aproximación

se están considerando las fluctuaciones estad́ıstico-cuánticas de la trayectoria de la
part́ıcula.

Como resultado, la aproximación a primer orden del factor de Boltzmann
Ec. (3.868) tendrá la siguiente forma:

B(x0)≈
Ω(x0)h̄β

2 sin[Ω(x0)h̄β/2]
exp

{

−βMΩ(x0)
2x20/2− βV

int

a2
Ω
(x0)

}

. (3.876)

La expresión armónica del potencial efectivo clásico, Ec. (3.834), puede ser escrita
como un factor de Boltzmann asociado más el término a primer orden del potencial
efectivo clásico

V ef cl(x0) ≈ V ef cl
Ω(x0)

(x0) + V
int

a2
Ω
(x0). (3.877)
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De la Ec. (3.853) para la representación en serie de potencias del potencial de
interacción

V int(x0; η) =
∞
∑

k=3

1

k!
V (k)(x0)h̄

k, (3.878)

y usando la fórmula integral

∫ ∞

−∞

dη√
2πa2

e−η2/2a2ηk=

{

(k − 1)!! ak

0

}

si k=

{

es par
es impar

}

, (3.879)

encontramos la expresión suavizada del potencial de interacción

V int
a2 (x0) =

∞
∑

k=4,6,...

(k − 1)!!

k!
V (k)(x0)a

k(x0). (3.880)

3.26 Aproximación Perturbativa de la Amplitud de
Dispersión

En la Ec. (2.747) hemos hallado una representación en términos de la integral de trayectoria de
la amplitud de dispersión. Esta representación involucra el cálculo de la integral de trayectoria
general

∫

d3ya

∫

d3za

∫

D3y

∫

D3z exp

[

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2

(

ẏ2 − ż2
)

]

F [y(t) − z(0)], (3.881)

donde las trayectorias y(t) y z(t) se anulan para el tiempo final t = tb, mientras que las posiciones
iniciales se han integrado. En una aproximación a menor orden, podemos ignorar las fluctuaciones
de y(t) y z(0), de donde obtenemos la aproximación eikonal, Ec. (2.750). Para hallar las correc-
ciones de orden superior a las integrales de trayectoria (3.881), calcularemos la funcional generatriz
de las funciones de correlación de y(t) − z(0).

3.26.1 Funcional Generatriz

Por generalidad calcularemos la integral de trayectoria armónica para y:

Z[jy] ≡
∫

d3ya

∫

D3y exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2

(

ẏ2 − ω2y2
)

− jyy

]}

. (3.882)

Esta expresión difiere de la amplitud calculada en la Ec. (3.168) sólo por la integral extra de Fresnel
para los puntos iniciales y la extensión trivial a tres dimensiones. Simplificando, tendremos

Z[jy] =

∫

d3ya(ybtb|yata)
jy
ω

= exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt
1

sinω(tb − ta)

[

yb (sin [ω(t− ta)] + sin [ω(tb − t)]) jy
]

}

× exp

{

− i

h̄2
h̄

M

∫ tb

ta

dt

∫ t

ta

dt′ jy(t)Ḡω2(t, t′)jy(t′)

}

, (3.883)

donde Ḡω2(t, t′) es la función de Green (3.36), obtenida luego de utilizar las condiciones de frontera
de Dirichlet, y luego de completar la cuadratura en la variable yb − ya para realizar la integral en
d3ya:

Ḡω2(t, t′) =
1

ω sinω(tb − ta)
sinω(tb − t>) [sinω(t< − ta) + sinω(tb − t<)] . (3.884)
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Por otro lado, el caso especial ω = 0, que necesitaremos más adelante, será

Ḡω2(t, t′) = tb − t>. (3.885)

A diferencia de Gω2(t, t′) de la Ec. (3.36), esta función de Green se anula sólo para el tiempo final.
Esto refleja el hecho que la integral de trayectoria (3.881) se evalúa para las trayectorias y(t) que
se anulan en el tiempo t = tb.

Un funcional generatriz similar para z(t) dará el mismo resultado con signo opuesto en el
exponente. Dado que la variable z(t) aparece sólo para el argumento temporal cero en la Ec. (3.881),
la funcional generatriz será

Z[j] ≡
∫

d3ya

∫

d3za

∫

D3y

∫

D3z

× exp

(

i

h̄

∫ tb

ta

dt

{

M

2

[

ẏ2 − ż2 − ω2
(

y2 − z2
)

− j yz
]

})

, (3.886)

donde yb = zb = 0, y además, por brevedad, hemos introducido la variable

yz(t) ≡ y(t) − z(0), (3.887)

De los resultados anteriores obtenemos

Z[j] =
1

Dω
exp

{

− i

h̄2
h̄

2M

∫ tb

ta

dt

∫ tb

ta

dt′ j(t)Ḡ′
ω2(t, t′)j(t′)

}

, (3.888)

donde Dω es el determinante funcional asociado a la función de Green (3.884), obtenida luego de
integrar la Ec. (3.884) para t ∈ (tb, ta) y ω2:

Dω =
1

cos2[ω(tb − ta)]
exp

[
∫ tb−ta

0

dt

t
(cosωt− 1)

]

, (3.889)

y Ḡ′
ω2(t, t′) es la función de Green substraida (3.884):

Ḡ′
ω2(t, t′) ≡ Ḡω2(t, t′) − Ḡω2(0, 0). (3.890)

Para el caso donde ω = 0 y Dω = 1, obtenemos

Ḡ′
0(t, t

′) ≡ −t>, (3.891)

aqúı t> representa tiempos t mayores que t′. Es importante notar que gracias a la restricción
(3.885), en la función de Green para las fluctuaciones z(0), podemos evaluar los ĺımites ta → −∞
y tb → ∞ en la Ec. (3.888) sin problemas extras.

3.26.2 Aplicación a la Amplitud de Dispersión

Ahora, podemos aplicar este resultado a la integral de trayectoria de la Ec. (2.747). Utilizando la
notación (3.887) tendremos

fpbpa
=

p

2πih̄

∫

d2b e−iqb/h̄

×
∫

D3yz exp

{

i

h̄

∫ ∞

−∞
dt
M

2
yz[Ḡ

′
0(t, t

′)]−1yz

}

[

eiχb,p[yz] − 1
]

, (3.892)

donde [Ḡ′
0(t, t

′)]−1 es la inversa del funcional de la función de Green substraida (3.891), y χb,p[yz]
la integral para el potencial de interacción V (x):

χb,p[yz] ≡ − 1

h̄

∫ ∞

−∞
dt V

(

b +
p

M
t+ yz(t)

)

. (3.893)
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3.26.3 Primera Corrección a la Aproximación Eikonal

La primera corrección a la aproximación eikonal (2.750) se obtiene de la representación a primer
orden de yz(t). De esto obtenemos

χb,p[y]=χei
b,p − 1

h̄

∫ ∞

−∞
dt∇V

(

b +
p

M
t
)

yz(t). (3.894)

Los términos adicionales pueden ser considerados como una interacción

− 1

h̄

∫ ∞

−∞
dtyz(t) j(t), (3.895)

con el término de corriente

j(t) = ∇V
(

b +
p

M
t
)

. (3.896)

Utilizando la funcional generatriz (3.888), obtenemos la fase de la dispersión adicional

∆1χ
ei
b,p =

1

2Mh̄

∫ ∞

−∞
dt1

∫ ∞

−∞
dt2 ∇V

(

b +
p

M
t1

)

∇V
(

b +
p

M
t2

)

t>. (3.897)

Al igual que en la Ec. (2.752), para evaluar esta integral haremos el cambio de las variables
temporales t1,2 a las variables longitudinales z1,2 ≡ p1,2t/M en la dirección de p.

Para potenciales esféricamente simétricos V (r), donde r ≡ |x| =
√
b2 + z2, las derivadas

paralelas y ortogonales al momentum p de la part́ıcula incidente pueden expresarse como sigue:

∇‖V = z V ′/r, ∇⊥V = bV ′/r. (3.898)

Luego la Ec. (3.897) se reduce a

∆1χ
ei
b,p =

M2

2h̄p3

∫ ∞

−∞
dz1

∫ ∞

−∞
dz2

V ′(r1)

r1

V ′(r2)

r2

(

b2 + z1z2
)

z1. (3.899)

El término del integrando que precede al paréntesis es simétrico para z → −z y para el intercambio
z1 ↔ z2. Por esta razón podemos reescribir integral en la forma:

∆1χ
ei
b,p =

M2

h̄p3

∫ ∞

−∞
dz1 z1

V ′(r1)

r1

∫ ∞

−∞
dz2

V ′(r2)

r2

(

b2 − z22
)

. (3.900)

Ahora, usando las expresiones (3.898) en la forma

zV ′/r = ∂zV, bV ′/r = ∂bV, (3.901)

y luego de evaluar la derivada parcial en z1 tendremos21

∆1χ
ei
b,p = −M

2

h̄p3
(1 + b∂b)

∫ ∞

−∞
dz V 2

(

√

b2 + z2
)

. (3.902)

Comparando con la fase principal de la eikonal (2.753), observamos que hemos obtenido una fase
menor por el factor V (0)M/p2.

Notemos que para el potencial de Coulomb, donde V 2(
√
b2 + z2) ∝ 1/(b2 + z2), la integral es

proporcional a 1/b mismo que se cancela con el factor 1 + b∂b. Por lo que encontramos que no hay
corrección a primer orden en la aproximación a la eikonal (1.506).

21Esto concuerda con los resultados para la teoŕıa de Schrödinger mostrados por S.J. Wallace,
Ann. Phys. 78 , 190 (1973); S. Sarkar, Phys. Rev. D 21 , 3437 (1980). Sin embargo, difiere de
los resultados de R. Rosenfelder (ver nota 37 al pie de la página 204) quién deduce un prefactor
p cos(θ/2) en lugar del momentum incidente p.
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3.26.4 Representación de Rayleigh–Schrödinger de la

Amplitud de Dispersión

En la Sección 1.16 definimos la amplitud de dispersión como el ĺımite del elemento
de matriz [ver la Ec. (1.516)]

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄(pb0|pata)e
−iEata/h̄. (3.903)

Una representación perturbativa de estas cantidades puede hallarse de la transfor-
mada de Fourier de la serie (3.477). Lo único que tenemos que hacer es igualar a
cero la frecuencia del oscilador de la parte armónica de la acción, esto es cierto dado
que en un proceso de dispersión las part́ıculas son libres lejos del centro dispersor.
El proceso de dispersión, generalmente, tiene lugar en un espacio tri–dimensional,
por esa razón todas las fórmulas serán escritas en tal espacio.

Consideraremos, entonces, la representación perturbativa de la amplitud

(pb0|pata) =
∫

d3xbd
3xae

−ipbxb(xb0|xata)e
ipaxa , (3.904)

donde (xb0|xata) ha de ser representado como en la Ec. (3.477). El resultado
obtenido se parace al hallado en la Ec. (3.500), si reemplazamos las funciones de
onda del oscilador ψn(xb) y ψa(xb) por las ondas planas de una part́ıcula libre e−ipbxb

y eipaxa , obtenemos:

(pb0|pata) = (pb0|pata)0

+
i

h̄
〈pb|Aint|pa〉0 −

1

2!h̄2
〈pb|A2

int|pa〉0 −
i

3!h̄3
〈pb|A3

int|pa〉0 + . . . . (3.905)

Aqúı
(pb0|pata)0 = (2πh̄)3δ(3)(pb − pa)e

ip2
b
ta/2Mh̄ (3.906)

es la amplitud de evolución temporal de la part́ıcula libre en el espacio del momentum
[ver la Ec. (2.73)] y los elementos de matriz estarán definidos por

〈pb| . . . |pa〉0 ≡
∫

d3xbd
3xae

−ipbxb

(
∫

D3x . . . eiA0/h̄
)

eipaxa . (3.907)

Contrario a la Ec. (3.500) no hemos divido la amplitud de la part́ıcula libre (3.906)
debido a lo singular de esta definición. Calculemos ahora los términos sucesivos de
la serie (3.905). Primero

〈pb|Aint|pa〉0 = −
∫ 0

ta
dt1

∫

d3xbd
3xad

3x1e
−ipbxb(xb0|x1t1)0

× V (x1)(x1t1|xata)0e
ipaxa . (3.908)

De las relaciones
∫

d3xbe
−ipbxb(xbtb|x1t1)0 = e−ipbx1e−ip2

b
(tb−t1)/2Mh̄,

∫

d3xa(x1t1|xata)0e
−ipbxb = e−ipax1eip

2
a(t1−ta)/2Mh̄, (3.909)
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obtenemos

〈pb|Aint|pa〉0 = −
∫ 0

ta
dt1e

i(p2
b
−p2

a)t1/2Mh̄Vpbpa
eip

2
ata/2Mh̄, (3.910)

donde

Vpbpa
≡ 〈pb|V̂ |pa〉 =

∫

d3xei(pb−pa)x/h̄V (x) = Ṽ (pb − pa) (3.911)

[ver la Ec, (1.494)]. Introduciendo el factor de amortiguamiento eηt1 en la integral
temporal, y reemplazando p2/2M por la enerǵıa correspondiente, obtenemos

i

h̄
〈pb|Aint|pa〉0 = − 1

Eb −Ea − iη
Vpbpa

eiEata . (3.912)

Sustituyendo este resultado y el hallado en la Ec. (3.906) en la serie (3.905), la
aproximación a primer orden para la amplitud de dispersión (3.903) será

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄

[

(2πh̄)3δ(3)(pb − pa)−
1

Eb −Ea − iη
Vpbpa

]

(3.913)

mismo que se corresponde con la aproximación a primer orden del operador (1.519),
o aproximación de Born.

En la evaluación de los siguientes términos de la serie (3.905), encontramos que
el término Vpbpa

de la Ec. (3.913) puede ser reemplazado por la matriz T [ver la
Ec. (1.477)]

Tpbpa
= Vpbpa

−
∫

d3pc
(2πh̄)3

Vpbpc

1

Ec −Ea − iη
Vpcpa

(3.914)

+
∫

d3pc
(2πh̄)3

∫

d3pd
(2πh̄)3

Vpbpc

1

Ec − Ea − iη
Vpcpd

1

Ed − Ea − iη
Vpdpa

+ . . . .

Mismo que nos lleva a la siguiente ecuación integral

Tpbpa
= Vpbpa

−
∫

d3pc
(2πh̄)3

Vpbpc

1

Ec − Ea − iη
Tpcpa

, (3.915)

la cual se conoce como la ecuación de Lippmann-Schwinger (1.525) para la matriz
T .

3.27 Determinante Funcional de las Funciones de Green

En la Subsección 3.2.1 vimos el método de Wronski para construir la funciones de
Green de la ecuación diferencial (3.27),

O(t)Gω2(t, t′) ≡ [−∂2t − Ω2(t)]Gω2(t, t′) = δ(t− t′), (3.916)
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utilizando condiciones de frontera de Dirichlet. Este método no requiere
conocimiento previo del espectro o los estados propios del operador diferencial O(t),
salvo la condición que los modos cero no son considerados. Sin embargo, aqúı aparece
la pregunta ¿ Es este método útil para calcular un determinante funcional?22 La
respuesta a esta pregunta es afirmativa. A continuación veremos que el problema de
valores iniciales de Gelfand–Yaglom, ver Ecs. (2.213), (2.214) y (2.215), junto con la
construcción de Wronski Ec. (2.225), representa la fórmula más concisa para hallar
el determinante funcional del operador O(t). El punto de partida es la observación
que el determinante funcional de un operador O(t) puede escribirse como

DetO = eTr logO, (3.917)

y que la función de Green de un oscilador armónico, con frecuencia arbitraria de-
pendiente del tiempo, tiene la forma integral

Tr
{
∫ 1

0
dgΩ2(t)[−∂2t − gΩ2(t)]−1δ(t− t′)

}

= −Tr {log[−∂2t − Ω2(t)]δ(t− t′)}

+Tr {log[−∂2t ]δ(t− t′)}. (3.918)

Si introducimos el parámetro de longitud g ∈ [0, 1] y una función auxiliar de Green
Gg(t, t

′) que cumple la ecuación diferencial

Og(t)Gg(t, t
′) ≡ [−∂2t − gΩ2(t)]Gg(t, t

′) = δ(t− t′), (3.919)

podemos expresar la razón de los determinantes funcionales DetO1/DetO0 en la
forma

Det (O−1
0 O1) = e−

∫ 1

0
dgTr [Ω2(t)Gg(t,t′)]. (3.920)

Sabiendo de la existencia del elegante método de Gelfand-Yaglom, de la Sección 2.4,
para el cálculo del determinante funcional, intentaremos relacionar el término del
lado derecho de la Ec. (3.920) con la soluciones de las ecuaciones de Gelfand-Yaglom,
Ecs. (2.215), (2.213) y (2.214):

Og(t)Dg(t) = 0; Dg(ta) = 0, Ḋg(ta) = 1. (3.921)

Diferenciando estas ecuaciones con respecto al parámetro g, obtenemos paraD′
g(t) ≡

∂gDg(t) el problema inhomogéneo de valores iniciales

Og(t)D
′
g(t) = Ω2(t)Dg(t); D′

g(ta) = 0, Ḋ′
g(ta) = 0. (3.922)

La solución única de las ecuaciones (3.921) puede expresarse en términos de un
conjunto arbitrario de soluciones ηg(t) y ξg(t), tal como se hizo en la Ec. (2.221), en
la siguiente forma

Dg(t) =
ξg(ta)ηg(t)− ξg(t)ηg(ta)

Wg
= ∆g(t, ta), (3.923)

22Ver la referencia 6 en el pie de la página 260.
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donde Wg es el determinante Wronskiano constante

Wg = ξg(t)η̇g(t)− ηg(t)ξ̇g(t). (3.924)

También podemos escribir esto como

Dg(tb) =
DetΛg

Wg

= ∆g(tb, ta), (3.925)

donde Λg es la matriz constante, de dimensión 2× 2,

Λg =

(

ξg(ta) ηg(ta)
ξg(tb) ηg(tb)

)

. (3.926)

Con la ayuda de la solución ∆g(t, t
′) del problema de valores iniciales (3.921) es

fácil construir por superposición una solución a la ecuación inhomogénea de valores
iniciales, Ec. (3.922):

D′
g(t) =

∫ t

ta
dt′Ω2(t′)∆g(t, t

′)∆g(t
′, ta). (3.927)

Una comparación con la Ec. (3.59), muestra que en el punto final t = tb

D′
g(tb) = ∆g(tb, ta)

∫ tb

ta
dt′ Ω2(t′)Gg(t

′, t′). (3.928)

Este resultado en conjunto con la Ec. (3.925), nos permite hallar la siguiente solución
de la Ec. (3.916):

Tr [Ω2(t)Gg(t, t
′)] = −∂g log

(

det Λg

Wg

)

= −∂g logDg(tb). (3.929)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (3.918), encontramos la siguiente forma sencilla
para la razón del determinante funcional

Det (O−1
0 Og) = C(tb, ta)Dg(tb). (3.930)

La constante de la integral en g, la cual aún dependerá de los tiempos inicial y final,
quedará fija una vez que apliquemos a la Ec. (3.930) el caso trivial g = 0, donde
O0 = −∂2t y la solución al problema de valores iniciales (3.921) será

D0(t) = t− ta. (3.931)

Para g = 0, el lado izquierdo de la Ec. (3.930) es la unidad, de lo que obtenemos
C(tb, ta) = (tb − ta)

−1 y el resultado final para g = 1:

Det (O−1
0 O1) =

det Λ1

W1

/

DetΛ0

W0
=
D1(tb)

tb − ta
, (3.932)
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en completo acuerdo con el resultado hallado en la Sección 2.7.
El mismo método nos permite hallar la función de Green Gω2(τ, τ ′) de las fluc-

tuaciones mecánico–cuánticas que cumple con la ecuación diferencial

Og(τ)G
p,a
g (τ, τ ′) ≡ [∂2τ − gΩ2(τ)]Gp,a

g (τ, τ ′) = δp,a(τ − τ ′), (3.933)

con condiciones de frontera periódicas y no periódicas, frecuencia Ω(τ), y función δ.
La razón del determinante funcional para el caso análogo a la Ec. (3.918), donde se
consideran tiempos imaginarios, será

Det (O−1
0 O1) = e−

∫ 1

0
dgTr [Ω2(τ)Gg(τ,τ ′)]. (3.934)

Las condiciones de frontera para la función de Green Gp,a
g (τ, τ ′) son

Gp,a
g (τb, τ

′) = ±Gp,a
g (τa, τ

′),

Ġp,a
g (τb, τ

′) = ±Ġp,a
g (τa, τ

′). (3.935)

De acuerdo a la Ec. (3.166), las funciones de Green serán

Gp,a
g (τ, τ ′) = Gg(τ, τ

′)∓ [∆g(τ, τa)±∆g(τb, τ)][∆g(τ
′, τa)±∆g(τb, τ

′)]

∆̄p,a
g (τa, τb) ·∆g(τa, τb)

, (3.936)

donde [ver la Ec. (3.49)]

∆(τ, τ ′) =
1

W
[ξ(τ)η(τ ′)− ξ(τ ′)η(τ)] , (3.937)

y donde el determinante de Wronski es W = ξ(τ)η̇(τ) − ξ̇(τ)η(τ), de donde [ver la
Ec. (3.165)]

∆̄p,a
g (τa, τb) = 2± ∂τ∆g(τa, τb)± ∂τ∆g(τb, τa). (3.938)

Nuestra solución será única siempre que es cumpla la condición

det Λ̄p,a
g =Wg ∆̄

p,a
g (τa, τb) 6= 0. (3.939)

El lado derecho estará bien definido a menos que el operador Og(t) tenga un cero
para el cual ηg(tb) = ±ηg(ta), η̇g(tb) = ±η̇g(ta), en cuyo caso el determinante de la
matriz Λ̄p,a

g se anula.
Estamos ahora en posición de volver a deducir en una forma más elegante, com-

parado con lo hecho en la Sección 2.11, el determinante funcional del operador
O(τ) = ∂2τ − Ω2(τ) con condiciones de frontera periódicas o no periódicas. Para
esto reformulamos nuevamente el problema homogéneo de valores iniciales, pero
incluimos condiciones de frontera duales a la Ec. (3.921) de Gelfand y Yaglom:

Og(τ)D̄g(τ) = 0; D̄g(τa) = 1, ˙̄Dg(τa) = 0. (3.940)
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En términos del anterior conjunto arbitrario de soluciones ηg(t) y ξg(t) de la ecuación
diferencial homogénea, la solución única de la Ec. (3.940) será

D̄g(τ) =
ξg(τ)η̇g(τa)− ξ̇g(τa)ηg(τ)

Wg
. (3.941)

Combinando este resultado con la derivada temporal de la Ec. (3.923) para τ = τb
obtenemos

Ḋg(τb) + D̄g(τb) = ±[2 − ∆̄p,a
g (τa, τb)]. (3.942)

Diferenciando las Ecs. (3.940) con respecto a g, obtenemos el siguiente problema
inhomogéneo de valores iniciales para D̄′

g(τ) = ∂gD̄g(τ):

Og(τ)D̄
′
g(τ) = Ω2(τ)D̄′

g(τ); D̄′
g(τa) = 1, ˙̄D′

g(τa) = 0, (3.943)

cuya solución general, en analoǵıa con la Ec. (3.927), será

D̄′
g(τ) = −

∫ τ

τa
dτ ′ Ω2(τ ′)∆g(τ, τ

′)∆̇g(τa, τ
′), (3.944)

donde la derivada temporal en ∆̇g(τa, τ
′) es sobre el primer agumento temporal–

imaginario. Con ayuda de las identidades (3.942) y (3.943), la combinación Ḋ′(τ)+
D̄′

g(τ) en τ = τb puede ser expresada en términos de las funciones de Green periódicas
y antiperiódicas (3.166), en analoǵıa con la Ec. (3.928),

Ḋ′
g(τb) + D̄′

g(τb) = ±∆̄p,a
g (τa, τb)

∫ τb

τa
dτ Ω2(τ)Gp,a

g (τ, τ). (3.945)

Junto con la Ec. (3.942), la integral temporal del lado derecho de la Ec. (3.920) tiene
una expresión análoga a la hallada para la Ec. (3.929)

Tr [Ω2(τ)Gp,a
g (τ, τ ′)] = −∂g log

(

det Λ̄p,a
g

Wg

)

= −∂g log
[

2∓ Ḋg(τb)∓ D̄g(τb)
]

, (3.946)

aśı, obtenemos la siguiente expresión para la razón del determinante funcional, con
condiciones de frontera periódicas y antiperiódicas,

Det (Õ−1Og) = C(tb, ta)
[

2∓ Ḋg(τb)∓ D̄g(τb)
]

, (3.947)

donde Õ = O0−ω2 = ∂2τ −ω2. La constantes de integración C(tb, ta) puede hallarse
siguiendo lo dicho en la Ec. (3.918). Usando el caso g = 1 tenemos Ω2(τ) ≡ ω2.
Para el operador Oω

1 ≡ −∂2τ −ω2, el problema de valores iniciales de Gelfand-Yaglom
(3.921) lo mismo que el problema dual (3.940), tendrá la solución

Dω
1 (τ) =

1

ω
sinω(τ − τa), D̄ω

1 (τ) = cosω(τ − τa), (3.948)



3.27 Determinante Funcional de las Funciones de Green 365

mientras que con ayuda de la Ec. (3.947) podemos hallar C(tb, ta)

1=C(tb, ta)

{

4 sin2[ω(τb − τa)/2] caso periódico,
4cos2[ω(τb − τa)/2] caso antiperiódico.

(3.949)

Finalmente hallamos el siguiente resultado para el caso de condiciones de frontera
periódicas

Det (Õ−1O1) =
det Λ̄p

1

W1

/

DetΛ̄ω p
1

W ω
1

=
2− Ḋ1(τb)− D̄1(τb)

4 sin2[ω(τb − τa)/2]
, (3.950)

mientras que, para condiciones de frontera antiperiódicas tendremos

Det (Õ−1O1) =
det Λ̄a

1

W1

/

DetΛ̄ω a
1

W ω
1

=
2 + Ḋ1(τb) + D̄1(τb)

4 cos2[ω(τb − τa)/2]
. (3.951)

Las expresiones intermedias en las Ecs. (3.932), (3.950) y (3.951) muestran que la
razón del determinante funcional es un determinante ordinario de las dos soluciones
arbitrarias e independientes ξ y η de la ecuación diferencial homogénea O1(t)y(t) = 0
o O1(τ)y(τ) = 0. Por esto, el resultado es invariante ante una transformación lineal
de las funciones (ξ, η) → (ξ′, η′).

Es de utilidad expresar las fórmulas para la razón de los determinantes fun-
cionales (3.932), (3.950) y (3.951) en otra forma. Reescribimos las dos soluciones
independientes de la ecuación diferencial homogénea [−∂2t − Ω2(t)]y(t) = 0 en la
siguiente forma:

ξ(t) = q(t) cosφ(t), η(t) = q(t) sinφ(t). (3.952)

Las dos funciones q(t) y φ(t) que parametrizan a ξ(t) y η(t) cumplen con la restricción

φ̇(t)q2(t) = W, (3.953)

donde W es el Wronskiano, el cual es constante. La función q(t) es una solución de
la ecuación de Ermankov–Pinney23

q̈ + Ω2(t)q −W 2q−3 = 0. (3.954)

Para condiciones de frontera de Dirichlet sustituimos la Ec. (3.952) en la Ec. (3.932),
y obtenemos la razón de los determinantes de la fluctuación en la forma

Det (O−1
0 O1) =

1

W

q(ta)q(tb) sin[φ(tb)− φ(ta)]

tb − ta
. (3.955)

Para condiciones de frontera periódicas o anti–periódicas con una frecuencia Ω(t),
las funciones q(t) y φ(t) de la Ec. (3.952) tienen la misma periodicidad. El valor
inicial φ(ta) siempre puede suponerse igual a cero, de otra forma podemos usar una

23Para mayores detalles ver J. Rezende, J. Math. Phys. 25, 3264 (1984).
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combinación ĺıneal de ξ(t) y η(t) tal que se cumpla esta condición. Sustituyendo
la Ec. (3.952) en la Ecs. (3.950) y (3.951), cancelamos la función q(t), y obtenemos
la siguiente expresión para la razón del determinante funcional para condiciones de
frontera periódicas

Det (Õ−1O1) = 4 sin2 φ(tb)

2

/

4 sin2 ω(tb − ta)

2
, (3.956)

mientras que para el caso de condiciones de frontera anti–periódicas obtenemos

Det (Õ−1O1) = 4 cos2
φ(tb)

2

/

4 cos2
ω(tb − ta)

2
. (3.957)

Para un oscilador armónico, donde Ω(t) ≡ ω, la Ec. (3.954) tendrá la siguiente
solución

q(t) ≡
√

W

ω
, (3.958)

y de la Ec. (3.953) obtenemos

φ(t) = ω(t− ta). (3.959)

Sustituyendo en las Ecs. (3.955), (3.956) y (3.957) obtenemos resultados ya conoci-
dos:

Det (O−1
0 O1) =

sinω(tb − ta)

ω(tb − ta)
, Det (Õ−1O1) = 1.

Apéndice 3A Elementos de Matriz para un Potencial
General

Los elementos de matriz 〈n|V̂ |m〉 para el potencial arbitrario V̂ = V (x̂) pueden calcularse en
la siguiente forma: Representemos la integral de Fourier de V (x̂) como una superposición de
exponenciales

V (x̂) =

∫ i∞

−i∞

dk

2πi
V (k) exp(kx̂), (3A.1)

y expresemos exp(kx̂) en términos de los operadores de creación y aniquilación en la forma
exp(kx̂) = exp[k(â+ â†)/

√
2], donde k ≡

√
2ǫ, y escribamos la siguiente ecuación

〈n|eǫ
√
2x̂|m〉 =

1√
n!m!

∂n

∂αn

∂m

∂βm
〈0|eαâeǫ(â+â†)eβâ

† |0〉
∣

∣

∣

∣

∣

α=β=0

. (3A.2)

Ahora, utilizamos la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (2A.1) junto con la Ec. (2A.6), y rees-
cribamos

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂]+ 1

12 ([Â,[Â,B̂]]+[B̂,[B̂,Â]])+..... (3A.3)

Si identificamos Â y B̂ con â y â†, entonces de la propiedad [â, â†] = 1 obtenemos:

eǫ(â+â†) = eǫâeǫâ
†

e−ǫ2/2, (3A.4)
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luego, los elementos de matriz (3A.2) serán

〈0|eαâeǫ(â+â†)eβâ
† |0〉 = 〈0|e(α+ǫ)âe(β+ǫ)â† |0〉e−ǫ2/2. (3A.5)

Los estados bra y ket en el lado derecho son estados propios del operador de aniquilación â cuyos
valores propios son α+ǫ y β+ǫ, respectivamente. Tales estados son llamados estados coherentes .24

Una vez más, utilizando la Ec. (3A.3), obtenemos

〈0|e(α+ǫ)âe(β+ǫ)â† |0〉 = e(ǫ+α)(ǫ+β), (3A.6)

de donde la Ec. (3A.2) será

〈n|eǫ
√
2x̂|m〉 =

1√
n!m!

∂n

∂αn

∂m

∂βm
e(α+ǫ)(β+ǫ)e−ǫ2/2

∣

∣

∣

∣

∣

α=β=0

. (3A.7)

Ahora, calculamos las derivadas

∂n

∂αn

∂m

∂βm
e(ǫ+α)(ǫ+β)

∣

∣

∣

∣

∣

α=β=0

=
∂n

∂αn
(ǫ+ α)meǫ(ǫ+α)

∣

∣

∣

∣

∣

α=0

. (3A.8)

Utilizando la regla de la cadena de la diferenciación para producto f(x) = g(x)h(x):

f (n)(x) =
n
∑

l=0

(

n

l

)

g(l)(x)h(n−l)(x), (3A.9)

el término del lado derecho será

∂n

∂αn
(ǫ+ α)meǫ(ǫ+α)

∣

∣

∣

∣

∣

α=0

=
n
∑

l=0

(

n

l

)

∂l

∂αl
(ǫ+ α)m

∂n−l

∂αn−l
eǫ(ǫ+α)

∣

∣

∣

∣

∣

α=0

=

n
∑

l=0

(

n

l

)

m(m− 1) · · · (m− l + 1)ǫn+m−2leǫ
2

. (3A.10)

Aśı, hallamos

〈n|eǫ
√
2x̂|m〉 =

1√
n!m!

n
∑

l=0

(

n

l

)(

m

l

)

l!ǫn+m−2leǫ
2/2. (3A.11)

De esto, y con ayuda de la Ec. (3A.9) y (∂q/∂ǫq)eǫ
2/2|ǫ=0 = q!!, podemos obtener los elementos de

matriz del operador x̂

∂p

∂ǫp
ǫn+m−2leǫ

2/2

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

=

(

p

n+m−2l

)

[2l− (n+m− p)]!! =
p!

2l−(n+m−p)/2[l − p− (n+m−p)/2]!
.

(3A.12)

El resultado es

〈n|x̂p|m〉 =
1√
n!m!

min(n,m)
∑

l=(n+m−p)/2

(

n

l

)(

m

l

)

l!
p!

2l+p−(n+m)/2[l − (n+m− p)/2]!
. (3A.13)

24El uso de los estados coherentes fue anticipado por R.J. Glauber, Phys. Rev. 131, 2766 (1963).
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Para el caso especial de una interacción de orden cuarto, tendremos

〈n|x̂4|n− 4〉 = 1
4

√
n− 3

√
n− 2

√
n− 1

√
n,

〈n|x̂4|n− 2〉 = 1
4 (4n− 2)

√
n− 1

√
n,

〈n|x̂4|n〉 = 1
4 (6n2 + 6n+ 3), (3A.14)

〈n|x̂4|n+ 2〉 = 1
4 (4n+ 6)

√
n+ 1

√
n+ 2,

〈n|x̂4|n+ 4〉 = 1
4

√
n+ 1

√
n+ 2

√
n+ 3

√
n+ 4.

Para un potencial general, tenemos

〈n|V (x̂)|m〉 =
1√
n!m!

n
∑

l=0

(

n

l

)(

m

l

)

l!
1

2l−(n+m)/2

∫ i∞

−i∞

dk

2πi
V (k)kn+m−2lek

2/4. (3A.15)

Apéndice 3B Cambios en la Enerǵıa para una Interacción
gx4/4

Para el caso particular de una interacción polinomial del tipo V (x) = gx4/4, el cambio en la enerǵıa
a cualquier orden deseado puede calcularse en forma simple. Consideremos el valor esperado de las
potencias x̂4(z1)x̂

4(z2) · · · x̂4(zn) del operador x̂(z) = (â†z + âz−1) para los estados excitados del
oscilador 〈n| y |n〉. Aqúı â y â† son los operadores usuales de creación y aniquilación del oscilador
armónico, mientras que |n〉 = (a†)n|0〉/

√
n! . Para evaluar estos valores esperados, utilizamos

repetidamente las reglas de conmutación [â, â†] = 1, y la propiedad del estado base â|0〉 = 0. Para
el caso n = 0 tenemos

〈x4(z)〉ω = 3,

〈x4(z1)x4(z2)〉ω = 72z−2
1 z22 + 24z−4

1 z42 + 9, (3B.1)

〈x4(z1)x4(z2)x4(z3)〉ω = 27 · 8z−2
1 z22 + 63 · 32z−2

1 z−2
2 z43

+ 351 · 8z−2
1 z23 + 9 · 8z−4

1 z42 + 63 · 32z−4
1 z22z

2
3 + 369 · 8z−4

1 z43

+ 27 · 8z−2
2 z23 + 9 · 8z−4

2 z43 + 27.

Los cumulantes son

〈x4(z1)x4(z2)〉ω,c = 72z−2
1 z22 + 24z−4

1 z42 , (3B.2)

〈x4(z1)x4(z2)x4(z3)〉ω,c = 288(7z−2
1 z−2

2 z43 + 9z−2
1 z23 + 7z−4

1 z22z
2
3 + 10z−4

1 z43).

Las diferentes potencias de z muestran como se han excitado los estados intermedios. Estos
términos fijan los denominadores en las fórmulas (3.518) y (3.519). Además de los factores (g/4)n

y 1/(2ω)2n que mantiene la escala de x(z), los cambios a la enerǵıa ∆E = ∆1E0 + ∆2E0 + ∆3E0

serán

∆1E0 = 3,

∆2E0 = −
(

72 · 1

2
+ 24 · 1

4

)

, (3B.3)

∆3E0 = 288

(

7 · 1

2
· 1

4
+ 9 · 1

2
· 1

2
+ 7 · 1

4
· 1

2
+ 10 · 1

4
· 1

4

)

= 333 · 4.

Para los estados excitados, aunque el cálculo es un poco más tedioso, tendremos

〈x4(z)〉ω = 6n2 + 6n+ 3, (3B.4)

〈x4(z1)x4(z2)〉ω,c = (16n4 + 96n3 + 212n2 + 204n+ 72)z−2
1 z22

+ (n4 + 10n3 + 35n2 + 50n+ 24)z−4
1 z42
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+ (n4 − 6n3 + 11n2 − 6n)z41z
−4
2

+ (16n4 − 32n3 + 20n2 − 4n)z21z
−2
2 , (3B.5)

〈x4(z1)x4(z2)x4(z3)〉ω,c = [(16n6 + 240n5 + 1444n4 + 4440n3 + 7324n2 + 6120n+ 2016)

× (z−2
1 z−2

2 z43+z−4
1 z22z

2
3)

+ (384n5 + 2880n4 + 8544n3 + 12528n2 + 9072n+ 2592)z−2
1 z23

+ (48n5 + 600n4 + 2880n3 + 6600n2 + 7152n+ 2880)z−4
1 z43

+ (16n6 − 144n5 + 484n4 − 744n3 + 508n2 − 120n)z41z
−2
2 z−2

3

+ (−48n5 + 360n4 − 960n3 + 1080n2 − 432n)z41z
−4
3

+ (16n6 + 48n5 + 4n4 − 72n3 − 20n2 + 24n)z21z
−4
2 z23

+ (−384n5 + 960n4 − 864n3 + 336n2 − 48n)z21z
−2
3

+ (16n6 − 144n5 + 484n4 − 744n3 + 508n2 − 120n)z21z
2
2z

−4
3

+ (16n6 + 48n5 + 4n4 − 72n3 − 20n2 + 24n)z−2
1 z42z

−2
3 ]. (3B.6)

De donde obtenemos los cambios a la enerǵıa:

∆1E0 = 6n2 + 6n+ 3, (3B.7)

∆2E0 = −(16n4 + 96n3 + 212n2 + 204n+ 72) · 1
2

−(n4 + 10n3 + 35n2 + 50n+ 24) · 1
4

−(n4 − 6n3 + 11n2 − 6n) · −1
4

−(16n4 − 32n3 + 20n2 − 4n) · −1
2

= 2 · (34n3 + 51n2 + 59n+ 21), (3B.8)

∆3E0 = [(16n6 + 240n5 + 1444n4 + 4440n3 + 7324n2 + 6120n+ 2016) · ( 1
2 · 1

4 + 1
4 · 1

2 )

+(384n5 + 2880n4 + 8544n3 + 12528n2 + 9072n+ 2592) · 1
2 · 1

2

+(48n5 + 600n4 + 2880n3 + 6600n2 + 7152n+ 2880) · 1
4 · 1

4

+(16n6 − 144n5 + 484n4 − 744n3 + 508n2 − 120n) · 1
4 · 1

2

+(−48n5 + 360n4 − 960n3 + 1080n2 − 432n) · 1
4 · 1

4

+(16n6 + 48n5 + 4n4 − 72n3 − 20n2 + 24n) · 1
2 · 1

4

+(−384n5 + 960n4 − 864n3 + 336n2 − 48n) · 1
2 · 1

2

+(16n6 − 144n5 + 484n4 − 744n3 + 508n2 − 120n) · 1
2 · 1

4

+(16n6 + 48n5 + 4n4 − 72n3 − 20n2 + 24n) · 1
2 · −1

2 ]

= 4 · 3 · (125n4 + 250n3 + 472n2 + 347n+ 111). (3B.9)

Apéndice 3C Relaciones de Recursión para los Coeficientes
Perturbativos de un Oscilador Anarmónico

Bender y Wu25 fueron los primeros en resolver a orden superior las relaciones de recursión de los
coeficientes perturbativos de la enerǵıa del estado base del oscilador anarmónico incluyendo un
potencial de la forma x2/2+gx4/4. Sus relaciones halladas son similares a las Ecs. (3.537), (3.538)
y (3.539), aunque no las mismas. Utilizando el método propuesto por estos autores, a continuación
deducimos una relación de recursión para los coeficientes pertubativos para las enerǵıas de un
oscilador anarmónico en un cualquier dimensión D. Aqúı el potencial radial es de la forma l(l +
D−2)/2r2+r2/2+(g/2)(a4r

4+a6r
6+ . . .+a2qx

2q), donde el primer término representa la barrera
centŕıfuga del momentum angular l en el espacio D−dimensional. El método será desarrollado en
varios pasos.

25C.M. Bender and T.T. Wu, Phys. Rev. 184 , 1231 (1969); Phys. Rev. D 7 , 1620 (1973).
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3C.1 Interacción Unidimensional x4

En unidades naturales, donde h̄ = 1, ω = 1,M = 1, la ecuación de Schrödinger a ser resuelta será

(

−1

2

d2

dx2
+

1

2
x2 + gx4

)

ψ(n)(x) = E(n)ψ(n)(x). (3C.1)

Si g = 0, tenemos el caso del oscilador armónico simple, cuyas funciones de onda son

ψ(n)(x, g = 0) = Nne−x2/2Hn(x), (3C.2)

donde Nn es una constante de normalización, y H(x) son los polinomios de Hermite de grado n

Hn(x) =
n
∑

p=0

hpnx
p. (3C.3)

Generalizando al caso anarmónico, la solución de la ecuación de Schrödinger, Ec. (3C.1), puede
hallarse utilizando la siguiente propuesta

ψ(n)(x) = e−x2/2
∞
∑

k=0

(−g)k Φ
(n)
k (x), (3C.4)

E(n) =

∞
∑

k=0

gkE
(n)
k . (3C.5)

A fin de incluir los śımbolos de la derivadas, de ahora en adelante eliminaremos los supeŕındices de

la función Φ
(n)
k (x). Sustituyendo las Ecs. (3C.4) y (3C.5) en la Ec. (3C.1) e igualando coeficientes

de potencias iguales de g, obtenemos las siguientes relaciones

xΦ′
k(x) − nΦk(x) =

1

2
Φ′′

k(x) − x4Φk−1(x) +

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ Φk−k′(x), (3C.6)

donde hemos introducido las enerǵıas no pertubadas

E
(n)
0 = n+ 1/2, (3C.7)

y definimos Φk(x) ≡ 0 para k < 0. Las funciones Φk(x) son la versión anarmónica de los polinomios
de Hermite. Las cuales son polinomios de orden (4k + n):

Φk(x) =

4k+n
∑

p=0

Ap
kx

p. (3C.8)

En forma expĺıcita, los coeficientes Ap
k debeŕıan tener los ı́ndices omitidos de Φ

(n)
k . Los coeficientes

de orden superior se anulan:

Ap
k ≡ 0 for p ≥ 4k + n+ 1. (3C.9)

De las funciones de onda armónicas Ec. (3C.2),

Φ0(x) = NnHn(x) = Nn
n
∑

p=0

hpnx
p, (3C.10)

vemos que la relación de recursión inicia con

Ap
0 = hpnN

n. (3C.11)
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Los niveles cuánticos con número principal par n, tienen funciones de onda Φk(x) simétricas. Aqúı
es conveniente elegir la normalización tal que ψ(n)(0) = 1, de tal forma que Nn = 1/h0n, de donde

A0
k = δ0k. (3C.12)

Para valores impares de n, las funciones de onda Φk(x) son antisimétricas. En este caso, la
condición de normalización elegida es ψ(n)′(0) = 3, de tal forma que Nn = 3/h1n, por lo que

A1
k = 3δ0k. (3C.13)

Si definimos

Ap
k ≡ 0 para p < 0 o k < 0, (3C.14)

de la Ec. (3C.6) y comparando coeficientes de xp, encontramos la relación

(p− n)Ap
k =

1

2
(p+ 2)(p+ 1)Ap+2

k +Ap−4
k−1 +

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ A

p
k−k′ . (3C.15)

El último término de la derecha se ha obtenido luego de intercambiar el orden de la sumatoria en
la siguiente forma:

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′

4(k−k′)+n
∑

p=0

Ap
k−k′x

p =

4k+n
∑

p=0

xp
k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ A

p
k−k′ . (3C.16)

Para n par, con p = 0 y k > 0 [donde utilizamos las Ecs. (3C.14) y (3C.12)], de la Ec. (3C.15)
obtenemos los coeficientes buscados para las enerǵıas

E
(n)
k = −(−1)kA2

k. (3C.17)

Mientras que para n impar, donde p = 1 y para k > 0 impar [y utilizando las Ecs. (3C.13) y
(3C.14)], encontramos que las enerǵıas tendrán los siguientes coeficientes:

E
(n)
k = −(−1)kA3

k. (3C.18)

Dado que para n par, las relaciones de recursión (3C.15) relacionan sólo coeficientes con ı́ndices
par, entonces, resulta útil definir

n = 2n′ , p = 2p′ , A2p′

k = Cp′

k , (3C.19)

de donde

2(p′ − n′)Cp′

k = (2p′ + 1)(p′ + 1)Cp′+1
k + Cp′−2

k−1 −
k
∑

k′=1

C1
k′C

p′

k−k′ . (3C.20)

Para n impar, por otro lado, con la sustitución

n = 2n′ + 1 , p = 2p′ + 1 , A2p′+1
k = Cp′

k , (3C.21)

obtenemos

2(p′ − n′)Cp′

k = (2p′ + 3)(p′ + 1)Cp′+1
k + Cp′−2

k−1 −
k
∑

k′=1

C1
k′C

p′

k−k′ . (3C.22)
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Observemos que la relaciones de recursión (3C.20) y (3C.22), con la excepción del prefactor

Cp′+1
k , serán las mismas para n par o impar. Luego, los ı́ndices comúnes serán

Cp′

0 =

{

h2p
′

n /h0n for 0 ≤ p′ ≤ n′,
0 en otro caso.

(3C.23)

En cualquier caso, los coeficientes para las enerǵıas serán

E
(n)
k = −(−1)kC1

k . (3C.24)

La solución de las relaciones de recursión puede hallarse siguiendo los siguientes tres pasos.

Supongase que hemos calculado todos los coeficientes Cp′

k−1 para algún valor de k y el ı́ndice superior
en el rango 1 ≤ p′ ≤ 2(k − 1) + n′.

Como primer paso hallamos Cp′

k para 1 ≤ p′ ≤ 2k+n′, resolviendo las Ecs. (3C.20) o (3C.22),
para ello iniciamos p′ = 2k+n′ y reducimos p′ hasta p′ = n′+1. Nótese que no necesitamos conocer
los coeficientes C1

k para el caso p′ > n′ (los cuales determinan las aún desconocidas enerǵıas y que
aparecen en el último término de las relaciones de recursión), ya que estos coeficientes se anularán

debido a que están acompañados por los factores Cp′

0 , los cuales, de acuerdo a la Ec. (3C.23), son
cero.

A continuación, para hallar las ecuaciones de los coeficientes C1
k que aparecen en el último

término, utilizamos la relación de recursión para p′ = n′. Para k par, el resultado será

C1
k =

[

(2n′ + 1)(n′ + 1)Cn′+1
k + Cn′−2

k−1 −
k−1
∑

k′=1

C1
k′Cn′

k−k′

]

1

Cn′

0

. (3C.25)

Para k impar, el factor (2n′+1) se reemplaza por (2n′+3). Donde se encuentra que estas ecuaciones
contienen de nueva cuenta los coeficientes Cn′

k .
Finalmente, utilizando las relaciones de recursión para p′ < n′, podemos hallar una relación

entre los coeficientes Cn′−1
k , . . . , C1

k y Cn′

k . Luego, de la Ec. (3C.24), y combinando los resultados

hallados, tendremos los coeficientes E
(n)
k .

Nuestros resultados pueden extenderse fácilmente a una interacción arbitraria que puede re-
presentarse como una combinación lineal de la forma

V (x) =

∞
∑

n=2

a2nǫ
nx2n. (3C.26)

Una rutina escrita en Mathematica, utilizada por el autor para hallar una solución de las relaciones
dadas arriba, puede obtenerse del sitio electrónico del autor.26

Los coeficientes de la representación tienen la propiedad de que, para un k de orden superior,
crecen en la forma

E
(n)
k −−−→ − 1

π

√

6

π

12

n!
(−3)kΓ(k + n+ 1/2). (3C.27)

Esta particularidad será demostrada en la Ec. (17.323). El comportamiento factorial de los co-
eficientes de la serie implica que el radio de convergencia de la serie es cero. La razón de este
resultado será explicada en la Sección 17.10. En el punto g = 0, las enerǵıas poseen una singulari-
dad esencial. Con el fin de hallar una serie de Taylor con significado alrededor de la singularidad,
será necesario buscar un método que nos proporcione una serie convergente. Este método será
obtenido utilizando teoŕıa de pertubación variacional, la cual será desarrollada en la Sección 5.14.

26Ver el sitio http://www.physik.fu-berlin/~kleinert/b3/programs.
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3C.2 Interacción General Unidimensional

Consideremos una interacción arbitraria que tiene una serie de potencial de la forma

v(x) =

∞
∑

k=1

gkvk+2x
k+2. (3C.28)

Nótese que la constante de acoplamiento es la ráız cuadrada del caso anterior, los términos de
menor orden de la interacción son gv3x

3 + g2v4x
4 + . . . Las potencias g dan el orden del número

de rizos (ciclos) de los diagramas asociados de Feynman. Ahora, las Ecs. (3C.6) y (3C.15) serán

xΦ′
k(x) − nΦk(x) =

1

2
Φ′′

k(x) −
k
∑

k′=1

(−1)k
′

vk′+2x
k′+2Φk−k′ +

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ Φk−k′ (x), (3C.29)

y

(p− n)Ap
k =

1

2
(p+ 2)(p+ 1)Ap+2

k −
k
∑

k′=1

(−1)k
′

vk′+2A
p−j−2
k−k′ +

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ A

p
k−k′ . (3C.30)

Los coeficientes de la representación de las enerǵıas, para n par e impar, estarán dados por las
Ecs. (3C.17) y (3C.18), respectivamente. La relación de recursión, Ec. (3C.30), será resuelta a
continuación.

3C.3 Tratamiento Sucesivo de las Interacciones x4 y x3

A continuación veremos un tratamiento recursivo para introducir el potencial de interacción más
simple, ligeramente diferente al visto anteriormente,

V (x) =
M

2
ω2x2 + gv3x

3 + g2v4x
4 . (3C.31)

En lugar de la hipótesis hecha en la Ec. (3C.4) factorizaremos la función de onda del estado base
como sigue:

ψ(n)(x) =

(

Mω

πh̄

)1/4

exp

[

−Mω

2h̄
x2 + φ(n)(x)

]

, (3C.32)

i.e., introducimos una serie de potencias en la exponencial:

φ(n)(x) =

∞
∑

k=1

gk φ
(n)
k (x) . (3C.33)

A continuación veremos que esta representación contiene menos términos que la serie de Bender–
Wu para el factor de corrección de la Ec. (3C.4). Por completes, mantendremos expĺıcitamente las
constantes f́ısicas h̄, ω,M .

Sustituyendo la Ec. (3C.32) en la ecuación de Schrödinger

[

− h̄2

2M

d2

dx2
+

(

M

2
ω2x2 + gv3x

3 + g2v4x
4

)

− E(n)

]

ψ(n)(x) = 0, (3C.34)

y omitiendo el supeŕındice n, obtendremos la ecuación diferencial para φ(n)(x):

− h̄2

2M
φ′′(x) + h̄ω xφ′(x) − h̄2

2M
[φ′(x)]

2
+ gv3x

3 + g2v4x
4 = nh̄ω + ǫ, (3C.35)
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donde ǫ es la corrección a la enerǵıa armónica

E = h̄ω

(

n+
1

2

)

+ ǫ . (3C.36)

Ahora, calculamos ǫ como una serie de potencias en términos de g:

ǫ =

∞
∑

k=1

gk ǫk . (3C.37)

De ahora en adelante consideraremos sólo el caso del estado base n = 0. Sustituyendo la serie
(3C.33) en la Ec. (3C.35), y comparando coeficientes, obtenemos un conjunto infinito de ecuaciones
diferenciales para φk(x):

− h̄2

2M
φ′′k(x) + h̄ω xφ′k(x) −

h̄2

2M

k−1
∑

l=1

φ′k−l(x)φ
′
l(x) + δk,1v3x

3+ δk,2v4x
4 = ǫk. (3C.38)

Suponiendo que φk(x) es un polinomio, utilizando inducción matemática, mostraremos que su
grado no puede ser mayor que k + 2, i.e.,

φk(x) =
∞
∑

m=1

c(k)m xm , donde c(k)m ≡ 0 para m > k + 2 , (3C.39)

Aqúı, los términos de menor orden c
(k)
0 se han omitido, ya que serán determinados al final mediante

la normalización de la función de onda ψ(x). Sustituyendo la serie (3C.39) en la Ec. (3C.38) para
el caso k = 1, encontramos

c
(1)
1 = − v3

Mω2
, c

(1)
2 = 0, c

(1)
3 = − v3

3h̄ω
, ǫ1 = 0 . (3C.40)

Para k = 2, obtenemos

c
(2)
1 = 0, c

(2)
2 =

7v23
8M2ω4

− 3v4
4Mω2

, c
(2)
3 = 0, c

(2)
4 =

v23
8Mh̄ω3

− v4
4h̄ω

, (3C.41)

ǫ2 = − 11v23h̄
2

8M3ω4
+

3v4h̄
2

4M2ω2
. (3C.42)

Para hallar los términos de orden superior, debemos resolver las relaciones de recursión

c(k)m =
(m+ 2)(m+ 1)h̄

2mMω
c
(k)
m+2 +

h̄

2mMω

k−1
∑

l=1

m+1
∑

n=1

n(m+ 2 − n) c(l)n c
(k−l)
m+2−n, (3C.43)

ǫk = − h̄
2

M
c
(k)
2 − h̄2

2M

k−1
∑

l=1

c
(l)
1 c

(k−l)
1 . (3C.44)

Para el caso k = 3, tenemos

c
(3)
1 = − 5v33h̄

M4ω7
+

6v3v4h̄

M3ω5
, c

(3)
2 = 0, c

(3)
3 = − 13v33

12M3ω6
+

3v3v4
2M2ω4

,

c
(3)
4 = 0, c

(3)
5 = − v33

10M2h̄ω5
+

v3v4
5Mh̄ω3

, ǫ3 = 0, (3C.45)

mientras que para k = 4, tenemos:

c
(4)
1 = 0, c

(4)
2 =

305v43h̄

32M5ω9
− 123v23v4h̄

8M4ω7
+

21v24h̄

8M3ω5
, c

(4)
3 =0, c

(4)
4 =

99v43
64M4ω8

− 47v23v4
16Mω6

+
11v24

16M2ω4
,

c
(4)
5 = 0, c

(4)
6 =

5v43
48M3h̄ω7

− v23v4
4M2h̄ω5

+
v24

12Mh̄ω3
, (3C.46)

ǫ4 = − 465v43h̄
3

32M6ω9
+

171v23v4h̄
3

8M5ω7
− 21v24h̄

3

8M4ω5
. (3C.47)
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Ahora, en unidades naturales h̄ = 1, M = 1, la forma general de los coeficientes es:

c(k)m =

⌊k/2⌋
∑

λ=0

vk−2λ
3 vλ4

ω5k/2−m/2−2λ
c
(k)
m,λ, with c

(k)
m,λ ≡ 0 for m > k + 2, or λ >

⌊

k

2

⌋

, (3C.48)

ǫk =

⌊k/2⌋
∑

λ=0

vk−2λ
3 vλ4

ω5k/2−1−2λ
ǫk,λ. (3C.49)

De aqúı obtenemos que las relaciones de recursión serán:

c
(k)
m,λ=

(m+2)(m+1)

2m
c
(k)
m+2,λ +

1

2m

k−1
∑

l=1

m+1
∑

n=1

λ
∑

λ′=0

n(m+ 2 − n)c
(l)
n,λ−λ′c

(k−l)
m+2−n,λ′ , (3C.50)

donde, c
(k)
m,λ ≡ 0 si m > k + 2 o λ > ⌊k/2⌋. Los valores iniciales se obtienen de la comparación de

las Ecs. (3C.40) y (3C.41) con la Ec. (3C.48):

c
(1)
1,0 = −1, c

(1)
2,0 = 0, c

(1)
3,0 = −1

3
, (3C.51)

c
(2)
1,0 = 0, c

(2)
1,1 = 0, c

(2)
2,0 =

7

8
, c

(2)
2,1 = −3

4
,

c
(2)
3,0 = 0, c

(2)
3,1 = 0, c

(2)
4,0 =

1

8
, c

(2)
4,1 = −1

4
. (3C.52)

Los coeficientes de la serie ǫk,λ, de las correcciones a la enerǵıa ǫk, se obtienen sustituyendo las
Ecs. (3C.49) y (3C.48) en la Ec. (3C.44) y utilizando unidades naturales:

ǫk,λ = −c(k)2,λ − 1

2

k−1
∑

l=1

λ
∑

λ′=0

c
(l)
1,λ−λ′c

(k−l)
1,λ′ . (3C.53)

La Tabla 3.1 muestra las correcciones energéticas ǫk, para ı́ndices par distintos de cero, a orden
décimo.

3C.4 Enerǵıa del Estado Base incluyendo una Corriente Externa

En presencia de una corriente externa constante j, la ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo será

− h̄2

2M
ψ′′(x) +

(

M

2
ω2x2 + gv3x

3 + g2v4x
4 − jx

)

ψ(x) = Eψ(x). (3C.54)

Si la constante de acoplamiento es cero, g = 0, podemos hacer el siguiente cambio de variable para
x′ y E′:

x′ = x− j

Mω2
and E′ = E +

j2

2Mω2
, (3C.55)

y tendremos de nueva cuenta el oscilador armónico para x′ con enerǵıa E′ = h̄ω/2. Para el caso
general, g 6= 0, utilizamos la hipótesis que la función de onda es de la forma

ψ(x) ∝ eφ(x), with φ(x) =
j

h̄ω
x− Mω

2h̄
x2 +

∞
∑

k=1

gkφk(x), (3C.56)

mientras que la enerǵıa será

E(j) =
h̄ω

2
− j2

2Mω2
+

∞
∑

k=1

gkǫk. (3C.57)
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k ǫk

2
−11v23 + 6v4ω

2

8ω4

4 −465v43 − 684v23v4ω
2 + 84v24ω

4

32ω9

6
−39709v63 + 91014v43v4ω

2 − 47308v23v
2
4ω

4 + 2664v34ω
6

128ω14

8 −3(6416935v83 − 19945048v63v4ω
2 + 18373480v43v

2
4ω

4

+4962400v23v
3
4ω

6164720v44ω
8)/(2048ω19)

10 (−2944491879v103 + 11565716526v83v4ω
2 − 15341262168v63v

2
4ω

4

+7905514480v43v
3
4ω

6 − 1320414512v23v
4
4ω

8 + 29335392v54ω
10)/(8192ω24)

Table 3.1 Coeficientes de la corrección de la enerǵıa del estado base del oscilador

armónico, Ec. (3C.31) , a orden décimo.

Luego, las ecuaciones (3C.38) serán

− h̄2

2M
φ′′k(x)− h̄2

2M

k−1
∑

l=1

φ′k−l(x)φ
′
l(x) +

(

h̄ωx− jh̄

Mω

)

φ′k(x) + δk,1v3x
3 + δk,2v4x

4=ǫk.

(3C.58)

Ahora, el resultado para k = 1 será

c
(1)
1 = − v3

Mω2
− j2v3
M2h̄ω5

, c
(1)
2 = − jv3

2Mh̄ω3
, c

(1)
3 = − v3

3h̄ω
, ǫ1 =

3h̄jv3
2Mω3

+
j3v3
M3ω6

,

(3C.59)

mientras que para k = 2, tendremos:

c
(2)
1 =

17jv23
4M3ω6

+
4j3v23
M4h̄ω9

− 5jv4
2M2ω4

− j3v4
M3h̄ω7

,

c
(2)
2 =

7v23
8M2ω4

+
3j2v23

2M3h̄ω7
− 3v4

4Mω2
− j2v4

2M2h̄ω5
,

c
(2)
3 =

jv23
2M2h̄ω5

− jv4
3Mh̄ω3

, c
(2)
4 =

v23
8Mh̄ω3

− v4
4h̄ω

,

ǫ2 = − 11h̄2v23
8M3ω4

− 27h̄j2v23
4M4ω7

− 9j4v23
2M5ω10

+
3h̄2v4

4M2ω2
+

3h̄j2v4
M3ω5

+
j4v4
M4ω8

. (3C.60)

Las relaciones de recursión (3C.43) y (3C.44) serán

c(k)m =
(m+ 2)(m+ 1)h̄

2mMω
c
(k)
m+2 +

h̄

2mMω

k−1
∑

l=1

m+1
∑

n=1

n(m+ 2 − n)c(l)n c
(k−l)
m+2−n

+
j(m+ 1)

Mmω2
c
(k)
m+1, (3C.61)
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ǫk = − jh̄

Mω
c
(k)
1 − h̄2

M
c
(k)
2 − h̄2

2M

k−1
∑

l=1

c
(l)
1 c

(k−l)
1 . (3C.62)

La Tabla 3.2 muestra las correcciones energéticas ǫk para el caso de una fuente externa constante
a orden sexto, donde hemos utilizado unidades naturales h̄ = 1, M = 1.

k ǫk

1
v3j(2j

2 + 3ω3)

2ω6

2
2v4ω

2(4j4 + 12j2ω3 + 3ω6) − v23(36j4 + 54j2ω3 + 11ω6)

8ω10

3
v3j[3v

2
3(36j4 + 63j2ω3 + 22ω6) − 2v4ω

2(24j4 + 66j2ω3 + 31ω6)]

4ω14

4 [36v23v4ω
2(112j6 + 324j4ω3 + 212j2ω6 + 19ω9)

−4v24ω
4(64j6 + 264j4ω3 + 248j2ω6 + 21ω9)

−3v43(2016j6 + 4158j4ω3 + 2112j2ω6 + 155ω9)]/(32ω10)

5 v3j[27v43(1728j6 + 4158j4ω3 + 2816j2ω6 + 465ω9)
+4v24ω

4(1536j6 + 6408j4ω3 + 7072j2ω6 + 1683ω9)
−12v23v4ω

2(3456j6 + 10908j4ω3 + 9176j2ω6 + 1817ω9)]/(32ω22)

6 [8v34ω
6(1536j8 + 8544j6ω3 + 14144j4ω6 + 6732j2ω9 + 333ω12)

−4v23v
2
4ω

4(103680j8 + 454032j6ω3 + 584928j4ω6 + 221706j2ω9 + 11827ω12)
+6v43v4ω

2(285120j8 + 991224j6ω3 + 1024224j4ω6 + 323544j2ω9 + 15169ω12)
−v63(1539648j8 + 4266108j6ω3 + 3649536j4ω6 + 979290j2ω9 + 39709ω12)]/(128ω26)

Table 3.2 Coeficientes de la corrección a la enerǵıa del estado base del oscilador an-

armónico (3C.31) en presencia de una corriente externa, a orden sexto.

3C.5 Relación de Recursión para un Potencial Efectivo

A continuación hallaremos una relación de recursión para el potencial efectivo a temperatura cero
de la Ec. (5.259). Para ello, observemos que de acuerdo a la Ec. (3.774), la fluctuación del potencial
efectivo está dada por la integral de trayectoria Euclidea

e−βV fl
eff (X)=

∫

Dδx exp

(

− 1

h̄

{

A [X+δx]−A [X ]−AX [X ]δx−V fl
effX(X)δx

}

)

. (3C.63)

Esto puede reescribirse como [ver la Ec. (3.771)]

e−β[Veff(X)−V (X)] =

∮

Dδx exp

{

− 1

h̄

∫ h̄β

0

dτ

×
[

M

2
δẋ2(τ) + V (X + δx) − V (X) − V ′

eff(X)δx

]}

. (3C.64)
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Usando el cambio de variable de integración x = X + δx, y dejando los términos que dependen
sólo de X en el lado izquierdo de la expresión, tendremos

e−β[Veff(X)−V ′
eff (X)X] =

∮

Dx exp

{

− 1

h̄

∫ h̄β

0

dτ

[

M

2
ẋ2(τ) + V (x) − V ′

eff(X)x

]}

. (3C.65)

En el ĺımite de temperatura cero, el lado derecho de la expresión será e−βE(0)(X), donde E(0)(X)
es la enerǵıa del estado base de la ecuación de Schrödinger asociada con la integral de trayectoria.
Con esto, tenemos

− h̄2

2M
ψ′′(x) + [V (x) − V ′

eff(X)x]ψ(x) = [Veff(X) − V ′
eff(X)X ]ψ(x). (3C.66)

De la sección previa tenemos que para una interacción mixta la ecuación tiene la forma

− h̄2

2M
ψ′′(x) +

[

M

2
ω2x2 + gv3x

3 + g2v4x
4 − V ′

eff(X)x

]

ψ(x)

= [Veff(X) − V ′
eff(X)X ]ψ(x), (3C.67)

la cual pude ser resuelta de manera recursiva. Representemos el potencial efectivo como una serie
de potencias de la constante de acoplamiento g:

Veff(X) =

∞
∑

k=0

gkVk(X) , (3C.68)

y supongamos que Vk(X) es un polinomio de X :

Vk(X) =
k+2
∑

m=0

C(k)
m Xm . (3C.69)

Una comparación con la Ec. (3C.54) muestra que podemos identificar j = V ′
eff(X) y calcular

Veff(X)−V ′
eff(X)X en analoǵıa con la enerǵıa de la Ec. (3C.57). Utilizando el potencial propuesto

en las Ecs. (3C.68) y (3C.69) en la Ec. (3C.67), hallaremos las ecuaciones para Vk(X) comparando
los coeficientes de gk y Xm. Se sigue que para k par o impar, los coeficientes Vk(X) también son
una función par o impar de X , respectivamente. La Tabla 3.3 muestra los términos a orden sexto
del potencial efectivo, obtenidos de esta forma.

Las ecuaciones para Vk(X) se obtienen de la siguiente forma. Sustituimos en la Ec. (3C.67) la
función propuesta para la función de onda ψ(x) ∝ eφ(x) donde

φ(x) =
MωX

h̄
x− Mω

2h̄
x2 +

∞
∑

k=1

gkφk(x), (3C.70)

y usamos la representación

Veff(X) =
h̄ω

2
+
M

2
ω2X2 +

∞
∑

k=1

gkVk(X), (3C.71)

de donde obtenemos el conjunto de ecuaciones

− h̄2

2M
φ′′k(x) − h̄2

2M

k−1
∑

l=1

φ′k−l(x)φ
′
l(x) + h̄ω(x−X)φ′k(x)−xV ′

k(X) + δk,1v3x
3 + δk,2v4x

4

= Vk(X) − V ′
k(X)X. (3C.72)
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k Vk(X)

0
ω

2
+
ω2

2
X2

1 v3X
3 +

3v3
2ω

X

2 v4X
4 − v23(1 + 9ωX2) + v4ω

2(3 + 12ωX2)

4ω4

3
v3X [3v23(4 + 9ωX2) − 2v4ω

2(13 + 18ωX2)]

4ω6

4 −[4v24ω
4(21 + 104ωX2 + 72ω2X4) − 12v23v4ω

2(13 + 152ωX2 + 108ω2X4)
+v43(51 + 864ωX2 + 810ω2X4)]/(32ω9)

5 3v3X [9v43(51 + 256ωX2 + 126ω2X4) + 4v24ω
4(209 + 544ωX2 + 216ω2X4)

−4v23v4ω
2(341 + 1296ωX2 + 540ω2X4)]/(32ω11)

6 [24v34ω
6(111 + 836ωX2 + 1088ω2X4 + 288ω3X6)

−36v23v
2
4ω

4(365 + 5654ωX2 + 8448ω2X4 + 2160ω3X6)
+6v43v4ω

2(2129 + 46008ωX2 + 85248ω2X4 + 22680ω3X6)
−v63(3331 + 90882ωX2 + 207360ω2X4 + 61236ω3X6)]/(128ω14)

Table 3.3 Potencial efectivo del oscilador anarmónico (3C.31) a orden sexto, en términos

de la serie de potencias de la constante de acoplamiento g (aqúı se han usado unidades

naturales h̄ = 1, y M = 1). Los términos a menor orden se corresponden uno a uno con

el resultado a dos rizos de la Ec. (3.770).

Para el caso k = 1 encontramos

c
(1)
1 =

v3
2Mω2

+
2v3X

2

h̄ω
, c

(1)
2 =−v3X

2h̄ω
, c

(1)
3 =− v3

3h̄ω
, V1(X)=

3v3h̄

2Mω
+ v3X

3, (3C.73)

mientras que para k = 2, tendremos:

c
(2)
1 = − 13v23X

4M2ω4
− 2v23X

3

Mh̄ω3
+

7v4X

2Mω2
+

3v4X
3

h̄ω
, c

(2)
2 =

v23
8M2ω4

− 3v4
4Mω2

− v4X
2

2h̄ω
,

c
(2)
3 =

v23X

2Mh̄ω3
− v4X

3h̄ω
,c
(2)
4 =

v23
8Mh̄ω3

− v4
4h̄ω

, (3C.74)

V2(X) = − h̄2v23
4M3ω4

− 9h̄v23X
2

4M2ω3
+

3h̄2v4
4M2ω2

+
3h̄v4X

2

Mω
+ v4X

4. (3C.75)

Para el caso k ≥ 3, la solución se encuentra de manera recursiva

c(k)m =
(m+ 2)(m+ 1)h̄

2mMω
c
(k)
m+2 +

h̄

2mMω

k−1
∑

l=1

m+1
∑

n=1

n(m+ 2 − n)c(l)n c
(k−l)
m+2−n
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+
X(m+ 1)

m
c
(k)
m+1 for m ≥ 2 and with c(k)m ≡ 0 for m > k + 2, (3C.76)

c
(k)
1 =

3h̄

Mω
c
(k)
3 + 2Xc

(k)
2 +

h̄

Mω

k−1
∑

l=1

(

c
(k−l)
2 c

(l)
1 + c

(k−l)
1 c

(l)
2

)

+
1

h̄ω
V ′
k(X), (3C.77)

Vk(X) = − h̄
2

M
c
(k)
2 − 3h̄2

M
Xc

(k)
3 − 2h̄ωX2c

(k)
2 − h̄2

M
X

k−1
∑

l=1

(

c
(k−l)
2 c

(l)
1 + c

(k−l)
1 c

(l)
2

)

− h̄2

2M

k−1
∑

l=1

c
(l)
1 c

(k−l)
1 . (3C.78)

Los resultados se muestran en la Tabla 3.3.

3C.6 Interacción de orden r4 del Oscilador Radial
en D –Dimensiones

Es fácil generalizar las relaciones anteriores y encontrar la corrección perturbativa a los valores
propios de la ecuación radial de Schrödinger del oscilador anarmónico en el espacio D−dimensional

[

−1

2

d2

dr2
− 1

2

D − 1

r

d

dr
+
l(l+D − 2)

2r2
+

1

2
r2 +

g

4
r4
]

Rn(r) = E(n)Rn(r). (3C.79)

El caso g = 0 sera resuelto en la Sección 9.2, donde las enerǵıas propias son

E(n) = 2n′ + l +D/2 = n+D/2, n = 0, 1, 2, 3, . . . , l = 0, 1, 2, 3, . . . . (3C.80)

Para un número cuántico principal fijado por la relación n = 2nr + l, el momentum angular acepta
los valores l = 0, 2, . . . , n para n par, y l = 1, 3, . . . , n para n impar. La degeneración de los niveles
energéticos es (n+ 1)(n+ 2)/2 . Eliminando el factor rl de Rn(r), y definiendo Rn(r) = rlwn(r),
la ecuación de Schrödinger será

(

−1

2

d2

dr2
− 1

2

2l +D − 1

r

d

dr
+

1

2
r2 +

g

4
r4
)

wn(r) = E(n)wn(r). (3C.81)

El segundo término modifica la ecuación diferencial (3C.6) a la forma

rΦ′
k(r)−2n′Φk(r)=

1

2
Φ′′

k(r)+
(2l +D − 1)

2r
Φ′

k(r)+r
4Φk−1(r)+

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ Φk−k′ (r). (3C.82)

Los términos extras cambian la relación de recursión (3C.15) a la forma

(p− 2n′)Ap
k =

1

2
[(p+ 2)(p+ 1) + (p+ 2)(2l+D−1)]Ap+2

k +Ap−4
k−1 +

k
∑

k′=1

(−1)k
′

E
(n)
k′ A

p
k−k′ .(3C.83)

Para el caso donde n = 2n′ + l es par, es decir l = 0, 2, 4, . . . , n, normalizamos las funciones de
onda utilizando

C0
k = (2l+D)δ0k, (3C.84)

en lugar de la expresión (3C.12), de donde obtenemos

2(p′−n′)Cp′

k =[(2p′+1)(p′+1)+(p′+1)(l+D/2−1/2)]Cp′+1
k + Cp′−2

k−1 −
k
∑

k′=1

C1
k′ C

p′

k−k′ , (3C.85)

esta expresión para el coeficiente Cp′

k es diferente de la Ec. (3C.20).
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Para n = 2n′ + l impar, donde l = 1, 3, 5, . . . , n, las ecuaciones análogas a la Ecs. (3C.13) y
(3C.22) son

C1
k = 3(2l +D)δ0k (3C.86)

y

2(p′−n′)Cp′

k =[(2p′+3)(p′+1)+(p′+3/2)(l+D/2−1/2)]Cp′+1
k + Cp′−2

k−1 −
k
∑

k′=1

C1
k′ C

p′

k−k′ . (3C.87)

Para cualquier caso, los coeficientes perturbativos de la enerǵıa están dados por

E
(n)
k = − (−1)k

2

2l+D + 1

2l +D
C1

k . (3C.88)

3C.7 La interacción r2q en D –Dimensiones

Una posterior extensión a la relación de recursión puede aplicarse a una interacción de la forma
gx2q/4. En este caso el segundo término del lado derecho de las Ecs. (3C.20) y (3C.22) será ahora

de la forma Cp′−q
k . Luego, las ecuaciones se resuelven para Cp′

k con 1 ≤ p ≤ qk + n, iniciando con
p′ = qk + n′ y disminuyendo p′ a p′ = n′ + 1. Como ya vimos anteriormente, para p′ > n′, no es
necesario conocer los coeficientes C1

k (los cuales determinan la enerǵıas desconocidas, y aparecen
en el último término de las relaciones de recursión). Los siguientes dos pasos, son análogos al caso
q = 2.

El mismo proceso de generalización se utiliza en el caso del espacio de D dimensiones.

3C.8 Interacción Polinomial en D –Dimensiones

Si la Schrödinger equation tiene la siguiente forma general
[

−1

2

d2

dr2
− 1

2

D − 1

r

d

dr
+
l(l+D − 2)

2r2
+

1

2
r2

+
g

4
(a4r

4 + a6r
6 + . . .+ a2qx

2q)
]

Rn(r) = E(n)Rn(r), (3C.89)

simplemente tenemos que reemplazar en las relaciones de recursión (3C.85) y (3C.87) el segundo
término del lado derecho con un término de la forma

Cp′−2
k−1 → a4C

p′−2
k−1 + a6C

p′−3
k−1 + . . .+ a2qC

p′−q
k−1 , (3C.90)

y continuar con el mismo procedimiento hecho para el caso del potencal gr2q/4.

Apéndice 3D Integrales de Feynman para T=/ 0

El cálculo de las integrales de Feynman presentadas en la Ec. (3.550), puede hacerse directamente
con ayuda de las rutinas implementadas en el programa Mathematica. La primera de las integrales
es trivial. La segunda y cuarta son sencillas, ya que por la invarianza traslacional del integrando
en el eje τ , la integral sobre τ2 dará el factor h̄β. La triple integral puede divirse en la forma

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

dτ1dτ2dτ3 f(|τ1 − τ2|, |τ2 − τ3|, |τ3 − τ1|)

= h̄β

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

dτ1dτ2 f(|τ1 − τ2|, |τ2|, |τ1|) (3D.1)

= h̄β

(

∫ h̄β

0

dτ2

∫ τ2

0

dτ1f(τ2 − τ1, τ2, τ1) +

∫ h̄β

0

dτ2

∫ h̄β

τ2

dτ1f(τ1 − τ2, τ2, τ1)

)

,
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tal que los argumentos de la función de Green tengan el mismo signo en cada término. Las ĺıneas
representan la función de correlación térmica

G(2)(τ, τ ′) =
h̄

2Mω

coshω[|τ − τ ′| − h̄β/2]

sinh(ωh̄β/2)
. (3D.2)

Introduciendo la variable sin dimensiones x ≡ ωh̄β, las cantidades α2L
V definidas en las Ecs. (3.550)

de los diagramas de Feynman para L ĺıneas y V vértices serán

a2 =
1

2
coth

x

2
, (3D.3)

α4
2 =

1

8

1

sinh2 x
2

(x+ sinhx) , (3D.4)

α6
3 =

1

64

1

sinh3 x
2

(

−3 cosh
x

2
+ 2 x2 cosh

x

2
+ 3 cosh

3x

2
+ 6 x sinh

x

2

)

, (3D.5)

α8
2 =

1

256

1

sinh4 x
2

(6 x+ 8 sinhx+ sinh 2x) , (3D.6)

α10
3 =

1

4096

1

sinh5 x
2

(

−40 cosh
x

2
+ 24 x2 cosh

x

2
+ 35 cosh

3x

2

+ 5 cosh
5x

2
+ 72 x sinh

x

2
+ 12 x sinh

3x

2

)

, (3D.7)

α12
3 =

1

16384

1

sinh6 x
2

(

− 48 + 32 x2 − 3 coshx+ 8 x2 coshx

+ 48 cosh 2 x+ 3 cosh 3 x+ 108 x sinhx
)

, (3D.8)

α6
2 =

1

24

1

sinh2 x
2

(5 +24 coshx) , (3D.9)

α8
3 =

1

72

1

sinh3 x
2

(

3 x cosh
x

2
+ 9 sinh

x

2
+ sinh

3x

2

)

, (3D.10)

α10
3′ =

1

2304

1

sinh4 x
2

(30 x+ 104 sinhx+ 5 sinh2x) . (3D.11)

Por completes, hemos enlistado las integrales α6
2, α

8
3 y α10

3′ , correspondientes a los siguientes tres
diagramas

, , , (3D.12)

respectivamente, los cuales aparecen en representaciones perturbativas con un potencial de in-
teracción cúbico x3. Estos diagramas aparecerán, nuevamente, en una versión modificada en el
Caṕıtulo 5.

En ĺımite de baja temperatura donde x = ωh̄β → ∞, los factores α2L
V de las Ecs. (3D.3)–

(3D.11) convergen las constantes

1/2, 1/4, 3/16, 1/32, 5/(8 · 25), 3/(8 · 26), 1/12, 1/18, 5/(9 · 25), (3D.13)

respectivamente. De estos valores se han deducido las relaciones (3.553), y adicionalmente tenemos

a62 → 2

3
a6, a83 → 8

9
a8, a103′ → 5

9
a10. (3D.14)

En el ĺımite de alta temperatura x→ 0, las integrales de Feynman h̄β(1/ω)V−1a2LV con L ĺıneas y
V vértices divergen en la forma βV (1/β)L. Los primeros V factores provienen de las V−integrales
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sobre τ , los segundos factores son una consecuencia del producto de los n/2 factores 2. De esta
forma, cuando x→ 0, a2LV se comporta como

a2LV ∝
(

h̄

Mω

)L

xV −1−L. (3D.15)

En general, los factors α2L
V , de las Ecs. (3D.3)–(3D.11), tienen la siguiente dependencia en x

α2 ≈ 1/x+ x/12 + . . . ,

α4
2 ≈ 1/x+ x3/720,

α6
3 ≈ 1/x+ x5/30240 + . . . ,

α8
2 ≈ 1/x3 + x/120 − x3/3780 + x5/80640 + . . . ,

α10
3 ≈ 1/x3 + x/240 − x3/15120 + x7/6652800 + . . . ,

α12
3 ≈ 1/x4 + 1/240 + x2/15120− x6/4989600 + 701 x8/34871316480+ . . . ,

α6
2 ≈ 1/x2 + x2/240− x4/6048 + . . . ,

α8
3 ≈ 1/x2 + x2/720− x6/518400 + . . . ,

α10
3′ ≈ 1/x3 + x/360 − x5/1209600 + 629 x9/261534873600+ . . . . (3D.16)

El comportamiento de estas integrales de Feynman, como función de la temperatura, puede verse
en la Fig. 3.16. En la figura se han gráficado las integrales reducidas de Feynman â2LV (x), en las
cuales se ha eliminado el comportamiento a baja temperatura de las Ecs. (3.553) y (3D.14).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

L/x

â2LV

a2

Figure 3.16 Representación gráfica de las integrales reducidas de Feynman â2LV (x) en

función de L/x = LkBT/h̄ω. Las integrales (3D.4)–(3D.11) se indican con diferentes

anchos de ĺınea.

Las integrales (3D.4) y (3D.5) en función de a42 y a63 pueden obtenerse de la integral (3D.3)
mediante la siguiente operación

h̄n

n!Mn

(

− ∂

∂ω2

)n

=
h̄n

n!Mn

(

− 1

2ω

∂

∂ω

)n

, (3D.17)

para n = 1 y n = 2, respectivamente. Esto se sigue de manera inmediata del hecho de que, si en
la función de Green

G(2)
ω (τ, τ ′) =

1

h̄Mβ

∞
∑

m=−∞
e−iωm(τ−τ ′) h̄

ω2
m + ω2

, (3D.18)

cambiamos ω2 por ω2 + δω2, entonces, tenemos la siguiente representación de una serie geométrica

G
(2)√
ω2+δω2

(τ, τ ′) =
1

h̄Mβ

∞
∑

m=−∞
e−iωm(τ−τ ′)

[

h̄

ω2
m + ω2

− δω2

h̄

h̄2

(ω2
m + ω2)2
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+

(

δω2

h̄

)2
h̄3

(ω2
m + ω2)3

+. . .

]

, (3D.19)

que corresponde a una serie de τ−integrales inversas

G
(2)√
ω2+δω2

(τ, τ ′) = G(2)
ω (τ, τ ′) − Mδω2

h̄

∫ h̄β

0

dτ1G
(2)
ω (τ, τ1)G

(2)
ω (τ1, τ

′) (3D.20)

+

(

Mδω2

h̄

)2 ∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

dτ1dτ2G
(2)
ω (τ, τ1)G

(2)
ω (τ1, τ2)G

(2)
ω (τ2, τ

′) + . . . .

En la representación diagramática, las derivadas (3D.17) introducen n puntos en una ĺınea. En
la teoŕıa cuántica de campo, esta operación se conoce como inserción de masa. De igual forma,
la integral de Feynman (3D.7) se obtiene de la Ec. (3D.6) mediante la derivación (3D.17) usando
n = 1 [ver los diagramas correspondientes en la Ec. (3.550)]. Además debemos eliminar un factor
4, ya que la derivada introduce un punto en cada una de las cuatro ĺıneas indistinguibles. Usando
estas reglas, obtenemos directamente las relaciones 1, 2 y 4 de la Ec. (3.553).

Notemos que el mismo tipo de representación nos permite deducir las tres integrales para el
diagrama de un rizo de la Ec. (3.549). Sustituyendo la Ec. (3D.20) en la Ec. (3.549) y de la serie
del logaritmo hallamos la serie de integrales de Feynman

ω2+δω2

−−−→ +
Mδω2

h̄
−
(

Mδω2

h̄

)2
1

2
+

(

Mδω2

h̄

)3
1

3
− . . . ,

de donde obtenemos las integrales (3D.3)–(3D.5). Como un ejemplo, consideremos la integral

= h̄β
1

ω
a42.

Luego, del segundo término de la serie de Taylor de la tracelog obtenemos

−1

2
h̄β

1

ω
a41 =

h̄2

2!M2

(

∂

∂ω2

)2

[−2βVω]. (3D.21)

El cálculo directo de esta cantidad dará el resultado a42 de la Ec. (3D.5).
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S.F. Brandt, H. Kleinert, and A. Pelster, J. Math. Phys. 46, 032101 (2005) (quant-ph/0406206) .
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Amplitud de Evolución Temporal Semiclásica

La aproximación de la integral de trayectoria nos permite dar una explicación
clara e intuitiva de los efectos cuánticos en términos de las fluctuaciones cuánticas,
mostrando en forma precisa como las leyes de la mecánica clásica se modifican por
estas fluctuaciones. En algunas situaciones ĺımite, los cambios pueden ser pequeños,
como un ejemplo, veamos el caso de un electrón excitado en un átomo. Este caso
puede verse como el de un paquete de onda de un electrón que rodea el núcleo, como
lo haŕıa una part́ıcula puntual en mecánica clásica. Por lo cual es posible calcular
con presición, en el entorno de las expresiones clásicas, las amplitudes mecánico–
cuánticas en términos de un desarrollo en serie de potencias del ancho de las fluc-
tuaciones.

4.1 Aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)

Un aspecto importante para entender la relación entre la mecánica clásica y la
mecánica cuántica, en la teoŕıa de Schrödinger, consiste en probar que el centro
de un paquete de ondas de Schrödinger se comporta como una part́ıcula clásica.
Luego, el ĺımite clásico estará descrito por la aproximación eikonal , o aproximación

Wentzel-Kramers-Brillouin (brevemente: aproximación WKB), la cual consiste en
lo siguiente:

Primero, escribimos la ecuación de Schrödinger, de una part́ıcula puntual, inde-
pendiente del tiempo

{

− h̄2

2M
∇

2 − [E − V (x)]

}

ψ(x) = 0 (4.1)

en la forma
[

−h̄2∇2 − p2(x)
]

ψ(x) = 0, (4.2)

donde
p(x) ≡

√

2M [E − V (x)] (4.3)

es el momentum local clásico de la part́ıcula.
En un siguiente paso, expresemos la función de onda como una exponencial

ψ(x) = eiS(x)/h̄. (4.4)
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4.1 Aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) 387

Donde, luego de aplicar la ecuación de Schrödinger a esta función de onda, encon-
tramos que la cantidad en el exponente S(x), llamada el eikonal , cumple con la
ecuación diferencial :

−ih̄∇2S(x) + [∇S(x)]2 − p2(x) = 0. (4.5)

Una solución aproximada a esta ecuación, parte del hecho de suponer que la
función p(x) cambia muy poco para distancias del orden de la longitud de onda de
de Broglie

λ ≡ 2π

k(x)
≡ 2πh̄

p(x)
, (4.6)

i.e.,

ε ≡ 2πh̄

p(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∇p(x)

p(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≪ 1. (4.7)

Esta es la llamada condición WKB. En el caso donde p(x) es una constante, la
condición WKB se satisface y la ecuación de Riccati tiene como solución la eikonal
trivial

S = px + const , (4.8)

de donde obtenemos que la Ec. (4.4) representa una onda plana. Para el caso de
variaciones pequeñas, el primer término en la ecuación de Riccati es mucho menor
que los otros términos y puede ser tratado en un “desarrollo suave”. Dado que la
razón (4.7) tiene en el prefactor la constante h̄, entonces la constante de Planck
puede utilizarse para medir el tamaño del paramétro ε, i. e., puede ser considerado
con el paramétro del desarrollo.

El ĺımite h̄→ 0 determina la aproximación a menor orden de la ecuación eikonal,
S0(x),

[∇S0(x)]
2 − p2(x) = 0. (4.9)

Al ser independiente de h̄, esta expresión representa una ecuación clásica. De hecho
es equivalente a la ecuación diferencial de Hamilton-Jacobi de la mecánica clásica.
Para sistemas independientes del tiempo, la acción es

A(x, t) = S0(x)− tE, (4.10)

donde S0(x) está definida por

S0(x) ≡
∫

dtp(t)ẋ(t), (4.11)

y E representa la enerǵıa constante de la órbita en consideración. La acción es
solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi (1.64). En tres dimensiones A(x, t) ref(1.64)

lab(x1.62)
est(1.61)

es una función de los puntos extremos de la órbita. De acuerdo a la Ec. (1.62),

ref(1.62)
lab(impu)
est(1.60)

la derivada de A(x, t) es igual al momentum p. Puesto que E es una constante,
también se cumple que

p ≡∇A(x) = ∇S0(x). (4.12)
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388 4 Amplitud de Evolución Temporal Semiclásica

En términos de la acción A, la ecuación de Hamilton-Jacobi será

1

2M
(∇A)2 + V (x) = −∂tA. (4.13)

Sustituyendo aqúı las Ecs (4.10) y (4.12), recobramos la Ec. (4.9). Esta es la razón
por la cual a S0(x) se le llama la eikonal clásica.

La correcciones a la eikonal clásica se calculan usando el hecho de que al ser
h̄ ( 6= 0) una cantidad pequeña, podemos desarrollar la eikonal en una serie de
potencias de h̄ alrededor de S0(x):

S = S0 − ih̄S1 + (−ih̄)2S2 + (−ih̄)3S3 + . . . . (4.14)

Con esto tenemos el llamado desarrollo semiclásico de la eikonal. Sustituyendo este
desarrollo en la ecuación de Riccati, hallamos la sucesión de ecuaciones WKB

(∇S0)
2 − p2 = 0,

∇
2S0 + 2∇S0 ·∇S1 = 0,

∇
2S1 + (∇S1)

2 + 2∇S0 ·∇S2 = 0,

∇
2S2 + 2∇S1 ·∇S2 + 2∇S0 ·∇S3 = 0,

...

∇
2Sn +

n+1
∑

m=0

∇Sm ·∇Sn+1−m = 0, (4.15)

... .

Notemos que estas ecuaciones necesitan de los vectores

qn = ∇Sn (4.16)

y nos permiten determinar sucesivamente S0, S1, S2, . . . , obteniendo de esta manera
correcciones de orden superior a la eikonal S(x).

En una dimensión, si identificamos x con τ
√
2M , y v(τ) con E−V (τ), entonces,

la expresión (4.5) será la ecuación diferencial de Riccati (2.547) para ∂τS(x), es decir

−ih̄∂τ [∂τS(τ)] + [∂τS(τ)]
2 = p2(τ) = v(τ). (4.17)

Si reescribimos el desarrollo (2.552) en términos de w(τ) =
√

v(τ), podemos reem-

plazar w(τ), w′(τ), . . . por p(x), p′(x), . . . , y encontramos

q0(x) = ±p(x), q1(x) = −
1

2

p′(x)

p(x)
=

V ′

4(E − V )
,

q2(x) = ±
[

1

4

p′′(x)

p2(x)
− 3

8

p′2(x)

p3(x)

]

= ∓4V
′′(E − V ) + 5V ′2

32
√
2M(E − V )5/2

≡ ∓p(x)g(x),

q3(x) =
1

2
g′(x) =

15V ′3 + 18V ′V ′′(E − V ) + 4V ′′′(E − V )2
128M(E − V )4

. (4.18)
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4.1 Aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) 389

Nótese también que q2(x) puede reescribirse como

q2(x) =
1

4S ′(x)
{S ′, x},

donde {h, x} representa la llamada derivada de Schwartz [1]

{h, x} ≡ h′′′

h′
− 3

2

(

h′′

h′

)2

(4.19)

de la función h(x). La ecuación para q2(x) también define la cantidad g(x) ≡
q2(x)/p(x) que aparece en la ecuación para q3(x).

Resulta también útil introducir el desarrollo

q(x) ≡ S ′(x) = q0(x) + h̄q1(x) + h̄2q2(x) + . . . . (4.20)

De donde la eikonal tendrá el siguiente desarrollo

S(x) =
∫

dx q(x) = ±
∫

dx p(x)[1 + h̄2g(x)] + h̄
i

2
[log p(x) + h̄2g(x)]± . . . . (4.21)

Conservando sólo términos a orden h̄, lo cual es correcto sólo śı h̄2|ǫ(x)| ≪ 1,
entonces, encontramos la función de onda WKB (aunque esta función aún no está
normalizada)

ψWKB(x) = e(i/h̄)
∫ x

dx′q(x′) =
1

√

p(x)
e±(i/h̄)

∫ x
dx′p(x′). (4.22)

En el régimen clásico V (x) ≤ E, esta expresión representa una función oscila-
toria; en el régimen no accesible V (x) ≥ E, la función decae o crece exponencial-
mente. La transición de un régimen a otro no es trivial, ya que para V (x) ≈ E,
la aproximación WKB no puede ser usada. Sin embargo, luego de un poco de
trabajo anaĺıtico1, es posible deducir reglas de conexión entre las soluciones lineal-
mente independientes. Para verlo, sea que k(x) ≡ p(x)/h̄ en el régimen oscilatorio y
κ(x) ≡ |p(x)|/h̄ en el régimen exponencial. Supongamos, ahora, que hay un cruce en
x = a que conecta un régimen inaccesible por la izquierda de x = a con un régimen
accesible por la derecha. Entonces, las reglas de conexión son

V (x) > E V (x) < E
1√
κ
e−
∫ a

x
dx′κ −−−→−−−→←− 2√

k
cos

(∫ x

a
dx′k − π

4

)

, (4.23)

1√
κ
e
∫ a

x
dx′κ ←−←−−−−→ − 1√

k
sin

(∫ x

a
dx′k − π

4

)

. (4.24)

1R.E. Langer, Phys. Rev. 51 , 669 (1937). Ver también el trabajo de W.H. Furry, Phys. Rev. 71 ,
360 (1947), y los textos S. Flügge, Practical Quantum Mechanics , Springer, Berlin, 1974; L.I. Schiff,
Quantum Mechanics , McGraw-Hill, New York, 1955; N. Fröman and P.O. Fröman, JWKB-

Approximation, North-Holland, Amsterdam, 1965.
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390 4 Amplitud de Evolución Temporal Semiclásica

En una situación opuesta, en el punto x = b, las relaciones son

V (x) < E V (x) > E

2√
k
cos

(

∫ b

x
dx′k − π

4

)

←−←−−−−→ 1√
κ
e−
∫ x

b
dx′κ, (4.25)

− 1√
k
sin

(

∫ b

x
dx′k − π

4

)

−−−→−−−→←− 2√
κ
e
∫ x

b
dx′κ. (4.26)

La reglas de conexión pueden usarse con seguridad sólo en la dirección de la doble
flecha.

Para obtener las reglas de conexión es necesario resolver la ecuación de
Schrödinger en forma exacta en la vecindad de los puntos de retorno donde el poten-
cial crece o decae aproximadamente en forma lineal. Estas soluciones están conec-
tadas con las funciones de onda WKB. Las fórmulas de conexión pueden hallarse
también mediante el siguiente truco: al acercarse a los puntos singulares, usamos
una continuación anaĺıtica al plano complejo x de tal forma que podamos evitar
las sigularidades en una distancia finita. Esta distancia tiene que ser lo suficiente-
mente grande para garantizar la condición WKB, Ec. (4.7), pero lo suficientemente
pequeña para permitir la aproximación lineal al potencial en el punto de retorno.
Por ejemplo, usemos la regla de conexión para x = b. Si nos aproximamos al punto
x = b por la derecha, la función κ(x) es aproximadamente proporcional a

√
x− b.

Para una trayectoria en el semi–plano complejo superior alrededor de este polo, κ(x)

tendrá el valor ik(x) y la función de onda
√
κ

−1
e−
∫ x

b
dx′κ será e−iπ/4

√
k

−1
e−i

∫ x

b
dx′k.

Para la trayectoria alrededor de la singularidad en el semi–plano inferior, el valor

de la función de onda será eiπ/4
√
k

−1
ei
∫ x

b
dx′k. Luego, la suma de los dos términos

será 2
√
k
−1

cos(
∫ b
x dx

′k−π/4). Este argumento no muestra por qué debemos usar la
suma en lugar del promedio. Sin embargo, esto puede entenderse luego de hacer una
revisión en libros de texto de mecánica cuántica. 2 La deducción más simple de las
fórmulas de conexión tiene su fundamento en el comportamiento a grandes distan-
cias, expresiones (2.625) y (2.630), de la función de onda a la derecha e izquierda de
un potencial lineal y aplicandolo al intervalo lineal del potencial general en el punto
de retorno.

En un pozo de potencial simple, la función p(x) tiene dos ceros, sean estos, por
ejemplo, uno en x = a y otro en x = b. Las funciones de onda del estado ligado
deben satisfacer la condición de frontera de anularse exponencialmente en x = ±∞.
Con esta restricción, de las fórmulas de conexión, tenemos la regla de cuantización

semiclásica o regla de cuantización de Bohr-Sommerfeld

∫ b

a
dx k(x) = (n+ 1/2)π, n = 0,±1,±2, . . . . (4.27)

2Ver por ejemplo E. Merzbacher, Quantum Theory, John Wiley & Sons, New York, 1970,
p. 122; M.L. Goldberger and K.M. Watson, Collision Theory, John Wiley & Sons, New York,
1964, p. 324. El argumento anaĺıtico está dado en L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum

Mechanics , Pergamon, London, 1965, p. 158.
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4.1 Aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) 391

Ha sido puntualizado por Dunham3 que, debido a la naturaleza de la ráız cuadrada
del corte entre a y b, esta condición implica que la integral de contorno, recorrida
contra–reloj alrededor del corte en el desarrollo eikonal (4.21) utilizando la aproxi-
mación a orden h̄, donde q(x) ≈ ±p(x) + i(h̄/2) log p(x), es un entero múltiplo de
h̄:

∮

dx q(x) = 2πnh̄. (4.28)

El contorno contiene los puntos clásicos de retorno y ninguna otra singularidad de
q(x). Esta propiedad asegura el carácter univaluado de la función de onda ψ(x) =
exp[iS(x)/h̄] = exp[i

∫

dx q(x)/h̄] a nivel semiclásico.
Por otro lado, el carácter univaluado de la función de onda es una propiedad

necesaria a todo orden en el desarrollo (4.21). Por lo que la expresión (4.28) es una
regla de cuantización exacta.4 En la Subsección 4.9.6 obtendremos la condición de
cuantización (4.28) desde un punto de vista diferente, y calcularemos de manera muy
precisa los niveles de enerǵıa para el potencial de orden cuarto gx4/4, evaluando la
expresión (4.28) a orden superior en h̄.

Del teorema del residuo de Cauchy, la contribución a la integral de contorno
(4.28) del primer término, −ih̄q1(x), en el desarrollo semiclásico (4.20) de q(x) =
S ′(x) será −πh̄. Por lo tanto, este término puede cambiarse al lado derecho de la
expresión (4.28) y reescribimos 2π(n + 1

2)h̄ en lugar de 2πnh̄. Este resultado es
el origen de la diferencia entre la condición de cuantización de Bohr-Sommerfeld
Ec. (4.27) y la anterior condición de cuantización de Bohr, donde de la expresión
(4.27) se obtiene el valor nπ. El siguiente término impar del desarrollo, q3(x), es
una derivada pura que no contribuye a la integral de contorno (4.28) , por lo cual se
puede eliminar. Luego, a orden q4(x), y utilizando integración parcial, la condición
de cuantización (4.28) puede ser reescrita como

∮

{

(E−V )1/2− ˜̄h
2 V ′2

32(E−V )5/2
− ˜̄h

449V ′4−16(E−V )2V ′V ′′′′

2048(E−V )11/2 + . . .

}

=2π(n+ 1
2)˜̄h,

donde ˜̄h ≡ h̄/
√
2M . En términos de q̃2(x) ≡ 2Mq2(x) = E − V (x), tendremos

∮







q̃ −
˜̄h
2

32

(q̃2)′2

q̃5
−

˜̄h
4

2048

[

49(q̃2)′4

q̃11
−16(q̃2)′(q̃2)′′′

q̃7

]

+ . . .







=2π(n+ 1
2)˜̄h. (4.29)

Para el oscilador armónico, los niveles de enerǵıa se obtienen correctamente de la
regla de cuantización semiclásica (4.27). Por ejemplo, si E es la enerǵıa, los puntos
de retorno clásicos para V (xE) = E son

xc = ±
√

2E

Mω2
, (4.30)

3J.L. Dunham, Phys. Rev. 41, 21 (1932)
4J.R. Krieger and C. Rosenzweig, Phys. Rev. 164, 171 (1967).
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392 4 Amplitud de Evolución Temporal Semiclásica

los cuales habrán de ser identificados, en la expresión (4.27), con los puntos a y b,
respectivamente. Luego, si utilizamos

k(x) =
p(x)

h̄
=

√

2M

h̄2

(

E − 1

2
Mω2x2

)

, (4.31)

obtenemos la aproximación WKB para los niveles de enerǵıa

∫ xE

−xE

dx′k(x) =
E

h̄ω
π = (n+ 1

2)π, (4.32)

que, en este caso, coinciden con los valores exactos. De la misma forma encontramos
que, admitiendo sólo los valores no negativos n = 0, 1, 2, . . ., obtenemos ondas os-
cilatorias.

Como una aplicación, consideremos el potencial de orden cuarto V (x) = gx4/2,
para el cual la ecuación de Schrödinger no tiene solución exacta. Utilizando este
potencial en la ecuación (4.32), obtenemos

1

h̄

∫ xE

−xE

dx
√

2M(E − gx4/4) ≡ ν(E)π = (n+ 1
2)π, (4.33)

donde los puntos de retorno son ±xE = ±(4E/g)1/4. La integral se hace utilizando
la fórmula5

∫ 1

0
dt tµ−1(1− tλ)ν−1 =

1

λ
B(µ/λ, ν) (4.34)

la cual para µ = 1, λ = 4, y ν = 3/2 será (1/4)B(1/4, 3/2), de tal forma que
con ayuda de la expresión Γ(1/4) = 2π/Γ(3/4)

√
2, el término del lado izquierdo

de la Ec.(4.33) será ν(E)π ≡ E3/42M1/2π3/2/3h̄g1/4Γ2(3/4). De esta forma, con la
condición ν(E) = n + 1

2 , la expresión (4.33) nos permite mostrar que la enerǵıa, en
la aproximación de Bohr-Sommerfeld cuyo número cuántico principal es n, será

E
(n)
BS = h̄ωκ

(n)
BS

(

gh̄

4M2ω3

)1/3

, (4.35)

donde

κ
(n)
BS =

1

π2/3

(

3

2

)4/3

Γ8/3(3/4) (n+ 1
2)

4/3 ≈ 0.688 253 702× 2(n + 1
2)

4/3. (4.36)

Este resultado, para n, puede ser comparado con el valor más aceptado κ(0) =
0.667986 . . . , que será deducido en la Sección 5.19 (ver la Tabla 5.9).

Si el potencial contiene un término centŕıfugo Vcf(r) = l(l+1)h̄2/2Mr2, además
del potencial V (x), la singularidad en r = 0 es demasiado restrictiva como para
utilizar la aproximación WKB. De esto, utilizando (∇S0)

2 = p2 = 2M [E − V −
l(l + 1)h̄2/2Mr2], el factor h̄2 de este término destruye lo sistemático del desarrollo
(4.14). En este caso, el tratamiento semiclásico necesita de una modificación.

5I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 3.251.1.
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4.1 Aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) 393

Para un potencial rotacionalmente simétrico la función de onda, solución de la
ecuación de Schrödinger (4.1), puede factorizarse en una parte radial R(r)/r y una
parte angular Ylm(θ, φ) [ver la expresión (1.420)]. La función de onda radial cumple
la siguiente expresión de la ecuación de Schrödinger

{

− h̄2

2M
∂2r − [E − V (r)− Vcf(r)]

}

R(r) = 0. (4.37)

En esta ecuación, la singularidad en r = 0 puede cambiarse a ξ = −∞ por la
transformación de coordenadas r = eξ, de donde obtenemos la siguiente ecuación no
singular ξ(ξ) ≡ e−ξ/2R(eξ):

[

− h̄2

2M
∂2ξ − q2(ξ)

]

χ(ξ) = 0. (4.38)

donde

q̃2(ξ) ≡ e2ξ
[

E−V (eξ)−Vcf(eξ)−
h̄2e−2ξ

8M

]

= e2ξ
[

E − V (eξ)− (l + 1
2)

2h̄2e−2ξ

2M

]

.(4.39)

Sustituyendo esta expresión en la condición de cuantización (4.29), encontramos
que sólo el primer término contribuye, mientras que los términos de orden superior
se anulan, de esto obtenemos las enerǵıas exactas para el potencial de Coulomb
V (r) = −e2/r con una barrera centŕıfuga adicional Vcf(x). Estas enerǵıas son las
mismas a las obtenidas de la condición de cuantización inicial de Bohr-Sommerfeld
(4.27), si intercambiamos el factor l(l+1) en la barrera centŕıfuga por el factor (l+ 1

2)
2.

Este intercambio de factores es la llamada corrección de Langer . En el átomo de
hidrógeno en una dimensión, para evitar la singularidad del potencial de Coulomb
en r = 0, también es necesario hacer el cambio de variable de r a ξ. Utilizando el
cambio q̃2(ξ) = e2ξ

[

E + e2e−ξ − 1
8
e−2π

]

, en la condición de cuantización de Bohr-

Sommerfeld (4.27), obtenemos la siguiente expresión reescrita en términos de r,

∫ rb

ra
(dr/r)

√

2(−1/8 + e2r + Er2) =
π

2
+

π√
−2E = (n+ 1

2)π,

donde ra,b son los puntos de retorno, ra,b =
(

e2 ∓
√
2e2 + E

)

/(−4E). Aqúı, por
simplicidad utilizamos unidades naturales h̄ = 1, M = 1. De esto encontramos que
las enerǵıas semiclásicas son E = −e4/2n2 (n = 1, 2, 3, . . .), las cuales son exactas.
Sin el factor 1/8 del cambio de variable r = eξ, la integral debeŕıa ser igual a
π/
√
−2E, de donde obtenemos las enerǵıas aproximadas E = −e4/2(n + 1

2)
2. Esta

expresión será deducida, de nueva cuenta, en otra aproximación semiclásica al final
del Apéndice 4A.
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4.2 Aproximación del Punto de Inflexión

Veamos ahora la representación semiclásica en la aproximación de la integral de
trayectoria de la mecánica cuántica. Consideremos la amplitud de evolución tem-
poral

(xbtb|xata) =
∫

Dx eiA[x]/h̄, (4.40)

una vez más, imaginemos que la constante de Planck h̄ es un paramétro libre, el cual
es muy pequeño comparado con las fluctuaciones t́ıpicas de la acción. Del hecho que
la constante de Planck aparece en el demoninador del argumento de la exponencial,
obtenemos que en el ĺımite h̄→ 0 la integral de trayectoria será igual a la suma de
un conjunto de términos que oscilan rápidamente, los cuales se cancelarán unos con
otros, aproximadamente. Este fenómeno es conocido de las integrales ordinarias

∫

dx√
2πih̄

eia(x)/h̄, (4.41)

y se sabe que, de acuerdo al lema de Riemann-Lebesgue, converge a cero si h̄→ 0.
El comportamiento de esta expresión puede analizarse con ayuda de la aproximación
del punto de inflexión, aproximación que será presentada a continuación.

4.2.1 Integrales Ordinarias

Si el parámetro h̄ es pequeño, la evaluación de una integral de la forma (4.41)
puede hallarse con ayuda de la aproximación del punto de inflexión. En el ĺımite
h̄→ 0 la contribución importante a la integral se obtiene del extremum, el de menor
valor absoluto, de la función a(x). Llamemos a este extremo xcl (por simplicidad,
suponemos que es único), donde

a′(xcl) = 0. (4.42)

En la integral de trayectoria el punto xcl, de este ejemplo, corresponde a la órbita
clásica para la cual la derivada funcional se anula, esta es la razón por la cual usamos
el sub́ındice cl en nuestra notación. Para valores de x en la vecindad del extremum,
las oscilaciones del integrando son insignificantes. La parte importante de la integral
está dado por

∫ ∞

−∞

dx√
2πih̄

eia(x)/h̄
h̄→0
−−−→ const× eia(xcl)/h̄, (4.43)

donde el factor de proporcionalidad es independiente de h̄. Para calcular este factor
utilizamos la representación en serie de potencias, alrededor del extremum, de a(x)

a(x) = a(xcl) +
1

2
a′′(xcl)(δx)

2 +
1

3!
a(3)(xcl)(δx)

3 + . . . , (4.44)

donde δx ≡ x − xcl representa la diferencia de valores entre la variable x y el
extremum xcl. Esta expresión es el análogo de la fluctuación cuántica introducida
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en la Sección 2.2. Como consecuencia de la expresión (4.42), el término lineal no
aparece en la serie. Si podemos ignorar las derivadas de orden superior y además
a′′(xcl) 6= 0, entonces, la integral obtenida tiene la forma de una integral de Fresnel,
la cual puede hallarse inmediatamente y obtenemos

∫ ∞

−∞

dx√
2πih̄

eia(x)/h̄ → eia(xcl)/h̄
∫ ∞

−∞

dδx√
2πih̄

eia
′′(xcl)(δx)

2/2h̄ =
eia(xcl)/h̄

√

a′′(xcl)
. (4.45)

El término del lado derecho es la aproximación del punto de inflexión a la integral
(4.41).

La aproximación del punto de inflexión puede verse como el ĺımite clásico de la
exponencial:

eia(x)/h̄
h̄→0
−−−→

√
2πih̄

√

a′′(xcl)
δ(x− xcl) . (4.46)

Posteriores correcciones se calculan de manera perturbativa, utilizando la repre-
sentación en serie de potencias de la integral en términos de h̄, de donde obtenemos
la llamada representación o serie del punto de inflexión. Para obtenerla, represen-
tamos el argumento de la exponencial en una serie de potencias de δx:

exp
{

i

h̄

[

1

3!
a(3)(xcl)(δx)

3 +
1

4!
a(4)(xcl)(δx)

4 + . . .
]}

= 1 +
i

h̄

[

1

3!
a(3)(xcl)(δx)

3 +
1

4!
a(4)(xcl)(δx)

4 + . . .
]

− 1

h̄2

[

1

72
a(3)(xcl)

2(δx)6 + . . .
]

+ . . . (4.47)

y se calculan las integrales resultantes

∫ ∞

−∞

dδx√
2πih̄

eia
′′(xcl)(δx)

2/2h̄(δx)n =











(n− 1)!!

[a′′(xcl)](1+n)/2
(ih̄)n/2, n = par,

0, n = impar.
(4.48)

Cada término δx de la expresión in (4.47) introduce un factor
√

h̄/a′′(xcl). Que co-
rresponde al tamaño relativo promedio de las fluctuaciones cuánticas. El incremento
en el orden de las potencias de h̄ garantizan que los términos de orden superior
contribuyen insignificativamente a la serie. Por ejemplo, el término de cuarto orden
a(4)(xcl)(δx)

4/4! es factor de h̄, y la corrección a menor orden es de la forma

1− ia(4)(xcl)
3!!

4!

h̄

[a′′(xcl)]2
. (4.49)

El término cúbico a(3)(xcl)(δx)
3/3! tendrá la forma

1 + i[a(3)(xcl)]
25!!

72

h̄

[a′′(xcl)]3
. (4.50)
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De esta forma obtenemos que la serie, en el punto de inflexión, de la integral es

∫ ∞

−∞

dx√
2πih̄

eia(x)/h̄ =
eia(xcl)/h̄

√

a′′(xcl)

{

1− ih̄
[

1

8

a(4)(xcl)

[a′′(xcl)]2
− 5

24

[a(3)(xcl)]
2

[a′′(xcl)]3

]

+O(h̄2)
}

.

(4.51)
Los valores esperados también pueden hallarse en términos de la serie de poten-

cias de h̄, por ejemplo veamos el caso para 〈x〉 = xcl + 〈δx〉 donde

〈δx〉 = −ih̄1
2

a(3)(xcl)

[a′′(xcl)]2

− h̄2
[

2

3

a(3)(xcl)a
(4)(xcl)

[a′′(xcl)]4
− 5

8

[a(3)(xcl)]
3

[a′′(xcl)]5
− 1

8

a(5)(xcl)

[a′′(xcl)]3

]

+O(h̄3). (4.52)

Dado que la serie del punto de inflexión está representada en potencias de h̄, encon-
tramos que esta aproximación corresponde a la representación eikonal semiclásica,
presentada en la sección previa.

La representación del punto de inflexión puede usarse para calcular el valor de
una integral con mucha precisión. Sin embargo, es imposible obtener este valor con
precisión arbitraria ya que la serie resultante diverge para todo sistema f́ısico de
interés. Es decir, lo que tenemos es una serie asintótica cuya utilidad disminuye
a medida que aumentamos el valor del parámetro utilizado en el desarrollo. Para
obtener la convergencia debemos usar un desarrollo variacional. Para más detalles
ver las Secciones 5.15 y 17.9.

Una propiedad importante de la aproximación semiclásica es que, la transfor-
mada de Fourier adquiere una forma muy simple. Consideremos la integral de
Fourier

∫ ∞

−∞
dx e−ipx/h̄eia(x)/h̄. (4.53)

Para un h̄ pequeño podemos usar la aproximación del punto de inflexión utilizado
en la expresión (4.46), de donde obtenemos

∫ ∞

−∞
dx e−ipx/h̄eia(x)/h̄ →

√
2πih̄

ei[a(xcl)−pxcl]/h̄

√

a′′(xcl)
, (4.54)

donde xcl es el extremum de la acción, la cual tiene un término fuente p, i.e., tene-
mos que cumple la relación p = a′(xcl). Nótese que la fórmula es válida aún si la
exponencial tiene un prefactor dependiente en x, esto debido a que la dependencia
en x únicamente dará correcciones del orden de h̄ en el exponente:

∫ ∞

−∞
dx e−ipx/h̄c(x)eia(x)/h̄ →

√
2πih̄ c(xcl)

ei[a(xcl)−pxcl]/h̄

√

a′′(xcl)
. (4.55)

Si invertimos la ecuación p = a′(xcl) para hallar xcl, como la función xcl(p),
entonces, el exponente a(xcl)− pxcl puede ser considerado como una función de p:

b(p) = a(xcl)− pxcl, p = a′(xcl). (4.56)
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Es fácil reconocer en esta expresión la transformada de Legendre de la función a(x)
[recordemos (1.9)].

La función original a(x) puede obtenerse de b(x) usando la transformada inversa
de Legendre

a(x) = b(pcl) + xpcl, x = −b′(pcl). (4.57)

Esta formulación es la base de los cálculos termodinámicos. Para sistemas es-
tad́ısticos grandes las fluctuaciones de propiedades generales, tales como el volumen
y la enerǵıa interna total, son muy pequeñas de tal forma que las aproximación del
punto de inflexión resulta ser una aproximación aceptable. En el presente caṕıtulo
utilizaremos esta aproximación en repetidas ocasiones.

4.2.2 Integrales de Trayectoria

Para la integral (4.40), existe una representación de punto de inflexión similar a la
discutida arriba. Para un h̄ pequeño, las amplitudes eiA/h̄ de las diversas trayectorias
se cancelarán entre śı por inteferencia. La contribución importante viene del régimen
funcional, donde las oscilaciones son más débiles, es decir del extremum de la acción

δA[x] = 0. (4.58)

De aqúı obtenemos la ecuación de movimiento clásica de Euler–Lagrange. Para una
part́ıcula puntual, donde la acción es

A[x] =
∫ tb

ta
dt
[

M

2
ẋ2 − V (x)

]

, (4.59)

la ecuación de movimiento será

Mẍ = −V ′(x). (4.60)

Sea que xcl(t) expresa la órbita clásica. Si multiplicamos la expresión (4.60) por ẋ,
e integrando en t obtendremos la ley de conservación de la enerǵıa

E =
M

2
ẋ2cl + V (xcl) = const . (4.61)

De esto obtenemos que el momentum clásico

pcl(t) ≡Mẋcl(t) (4.62)

puede escribirse como

pcl(t) = p(xcl(t)), (4.63)

donde p(x) es el momentum clásico local definido en la expresión (4.3). De la
expresión (4.61), la dependencia temporal de la órbita clásica estará dada por

t− t0 =
∫ xcl

0
dx

M

p(x)
=
∫ xcl

0
dx

M
√

2M [E − V (x)]
. (4.64)
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Al resolver la integral del lado derecho encontramos, para el intervalo temporal
t = tb− ta, la enerǵıa para la cual los puntos xa, xb pueden estar conectados por una
órbita clásica:

E = E(xb, xa; tb − ta). (4.65)

La acción clásica estará dada por

A[xcl] =
∫ tb

ta
dt
[

M

2
ẋcl

2 − V (xcl)
]

=
∫ tb

ta
dt [pcl(t)ẋcl −H(pcl, xcl)]

=
∫ xb

xa

dxp(x)− (tb − ta)E. (4.66)

En la misma forma que la enerǵıa E, la acción clásica es una función de xb, xa y
tb − ta, lo cual será expresado como A(xb, xa; tb − ta), de donde en forma expĺıcita
la expresión para la Ec. (4.66) será

A(xb, xa; tb − ta) ≡
∫ xb

xa

dx p(x)− (tb − ta)E(xb, xa; tb − ta). (4.67)

Si recordamos la expresión (4.11), encontramos que el primer término del lado dere-
cho puede verse como la eikonal clásica

S(xb, xa;E) =
∫ xb

xa

dx p(x), (4.68)

donde E es la enerǵıa dada en la relación (4.65) y p(x) está dada por la expresión
(4.3).

La eikonal puede verse como el funcional SE[x] de las trayectorias x(t) con enerǵıa
fija, en cuyo caso este eikonal es el extremum de las órbitas clásicas. Esto último fue
observado por Maupertius en 1744 [2]. La demostración es muy simple: sustituyendo
la expresión (4.3) del momentum clásico en SE[x] obtenemos

SE [x] ≡
∫

p(x)dx =
∫

dt p(x)ẋ =
∫

dt LE(x, ẋ) =
∫

dt
√

2M [E − V (x)]ẋ, (4.69)

introduciendo de esta forma el Lagrangiano LE(x, ẋ) en el problema. Las ecuaciones
asociadas de Euler–Lagrange serán

d

dt

∂LE

∂ẋ
=
∂LE

∂x
. (4.70)

Utilizando la relación LE(x, ẋ) = p(x)ẋ encontramos la ecuación de movimiento
ṗ = −V ′(x).

Hay un aspecto geométrico interesante de este procedimiento variacional. Para
verlo, expresemos nuestras ecuaciones en el espacio D−dimensional, donde tenemos
que la expresión (4.69) de la eikonal será

SE[x] =
∫

dt LE(x, ẋ) =
∫

dt
√

gij(x)ẋi(t)ẋj(t), (4.71)
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y la métrica depende de la enerǵıa

gij(x) = p2E(x)δij. (4.72)

Luego, las ecuaciones de Euler–Lagrange para x(t) coinciden con la expresión de
una geodésica, Ec. (1.72), en un espacio de Riemann con métrica gij(x). De esta
forma, el problema dinámico se reduce a un problema geométrico. La métrica gij(x)
puede ser llamada métrica dinámica del espacio con respecto al potencial V (x). Este
tratamiento geométrico es aún más importante si notamos que la eikonal (4.69) es
independiente de la parametrización de la trayectoria. En lugar del tiempo t pudimos
haber utilizado cualquier otro parámetro τ para describir x(τ) y escribir la eikonal
(4.69) como

SE[x] =
∫

dτ
√

gij(x)ẋi(τ)ẋj(τ). (4.73)

Einstein utilizó esta descripción de una trayectoria clásica al darle un carácter
geométrico al movimiento relativista de Kepler y atribuirle una geometŕıa dinámica
de Riemann al espacio–tiempo.

Es importante llamar la atención sobre una sutileza de este principio variacional,
ya que en el Caṕıtulo 10 encontraremos una situación relacionada con este principio.
Aqúı hemos hecho la suposición de que las variaciones se hacen para una enerǵıa fija

E =
M

2
ẋ2 + V (x). (4.74)

Esta es una restricción no holonómica que destruye la independencia de la variación
δx(t) y δẋ. Las cuales están relacionadas por la expresión

ẋ δẋ = − 1

M
∇V (x)δx. (4.75)

Sin embargo, es posible recuperar tal independencia permitiendo una variación si-
multánea del argumento temporal en x(t) cuando se hace la variación de x(t). Como
consecuencia de ello, ya no podemos emplear la igualdad δẋ = dδx/dt que es in-
dispensable para obtener la ecuación de Euler–Lagrange (4.70). En lugar de eso,
calculamos

δẋ =
dx+ dδx

dt+ dδt
− ẋ =

d

dt
δx− ẋ

d

dt
δt, (4.76)

que muestra que la variación y derivada temporal ya no conmutan entre śı. Com-
binando esta expresión con la relación (4.75) encontramos que las variaciones de x

y ẋ serán independientes si hacemos la variación de t en la órbita de acuerdo a la
siguiente expresión

ẋ2 d

dt
δt = ẋ

d

dt
δx+

1

M
∇V (x)δx. (4.77)
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Usando la expresión (4.76), las variaciones de la eikonal (4.71) serán

δSE[x] =
∫

dt

(

∂LE

∂ẋ

d

dt
δx+

∂LE

∂x
δx

)

+
∫

dt

(

LE −
∂LE

∂ẋ
ẋ

)

d

dt
δt , (4.78)

donde obtenemos la conmutación usual de la variación y la derivada temporal del
tiempo. En la segunda integral, podemos reescribir

−LE +
∂LE

∂ẋ
ẋ ≡ HE . (4.79)

La función HE se obtiene de LE por la misma combinación existente entre LE(x, ẋ)
y ∂LE/∂ẋ(x, ẋ) como en una transformada de Legendre, la cual relaciona el La-
grangiano con el Hamiltoniano asociado [recordemos la expresión (1.13)]. Pero con-
trario al procedimiento usual, no sustituimos ẋ por el momento canónico ∂LE/∂ẋ
[recordemos (1.14)], i.e., HE es una función de HE(x, ẋ). Notemos, aśı mismo, que
esta función no representa más la enerǵıa.

La variación (4.78) muestra que la variación extra δt del tiempo, no cam-
bia las ecuaciones de Euler–Lagrange del Lagrangiano de la Ec. (4.71), LE =
√

2M [E − V (x)]ẋ2. Al ser lineal en ẋ, la función asociada HE se anula, de tal
forma que el segundo término desaparece y recobramos la ecuación ordinaria de
movimiento

d

dt

∂LE

∂ẋ
=
∂LE

∂x
. (4.80)

Sin embargo, en general debemos mantener el segundo término. Si expresamos
dδt/dt con ayuda de la expresión (4.77), encontramos

δSE [x] =
∫

dt

[

∂LE

∂ẋ
−HE

ẋ

ẋ2

]

d

dt
δx

+
∫

dt

[

∂LE

∂x
−HE

1

ẋ2

1

M
∇V (x)

]

δx, (4.81)

de donde la ecuación general de movimiento será

d

dt

[

∂LE

∂ẋ
−HE

ẋ

ẋ2

]

=
∂LE

∂x
−HE

1

ẋ2

1

M
∇V (x), (4.82)

en lugar de la ecuación de movimiento dada en la expresión (4.80). Como ejemplo,
reescribimos la eikonal como un funcional

SE[x] =
∫

dt L′
E(x, ẋ) =M

∫

dt ẋ2(t), (4.83)

que es la misma forma funcional de la expresión (4.69), siempre que la enerǵıa
se mantenga fija. Si utilizamos el nuevo Lagrangiano L′

E en la expresión (4.82),
obtenemos la ecuación de movimiento

M ẍ = −∇V (x). (4.84)
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En este caso, la ecuación de movimiento puede hallarse en forma directa. Para esto,
hallamos la variación de la eikonal (4.83) en la forma siguiente:

δSE [x] =M
∫

δdt ẋ2 +M
∫

dt ẋ δẋ+M
∫

dt ẋ δẋ. (4.85)

Donde en el último término sustituimos la expresión (4.76) y obtenemos

δSE [x] =M

[

∫

δdt ẋ2 +
∫

dt ẋ δẋ+
∫

dt ẋ
d

dt
δx−

∫

dt ẋ2 d

dt
δt

]

. (4.86)

Los dos términos que contienen el factor δt se cancelan mutuamente, de tal forma
que ya no necesitamos la relación (4.77). Si ahora utilizamos la expresión (4.75),
obtenemos la ecuación de movimiento (4.84).

Con ayuda de la eikonal (4.68), la acción clásica, Ec. (4.66), puede escribirse
como

A(xb, xa; tb − ta) ≡ S(xb, xa;E)− (tb − ta)E, (4.87)

donde E está dada por la expresión (4.65).
Una propiedad de la acción es que la derivada con respecto a los puntos extremos

xa, xb, para un tiempo fijo tb − ta, será igual a los momenta inicial y final:

∂

∂xb,a
A(xb, xa; tb − ta) = ±p(xb,a). (4.88)

De hecho, la derivada será

∂A

∂xb
= p(xb) +

[

∫ xb

xa

dx
∂p(x)

∂E
− (tb − ta)

]

∂E

∂xb
, (4.89)

si usamos la relación

∂p(x)

∂E
=

M

p(x)
=

1

ẋ
, (4.90)

encontramos que

∫ xb

xa

dx
∂p(x)

∂E
=
∫ tb

ta
dt = tb − ta, (4.91)

de tal forma que el término entre corchetes en la expresión (4.89) se anula, y se
cumple la expresión (4.88) [comparar también con la expresión (4.12)]. La expresión
(4.91) implica que la derivada con respecto a la enerǵıa de la eikonal (4.68), será

∂

∂E
S(xb, xa;E) = tb − ta. (4.92)
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Como una relación conjugada puede verse que, de la derivada de la acción con res-
pecto al tiempo tb, para xb fijo, obtenemos la enerǵıa con signo negativo [comparese
con la expresión (4.10)]:

∂

∂tb
A(xb, xa; tb − ta) = −E(xb, xa; tb − ta). (4.93)

Lo cual es fácil de comprobar:

∂

∂tb
A =

[

∫ xb

xa

dx
∂p

∂E
− (tb − ta)

]

∂E

∂tb
− E = −E. (4.94)

De esta forma obtenemos que, la acción clásica A(xb, xa; tb − ta) y la eikonal
S(xb, xa;E) son la transformada de Legendre una de la otra.

Al mismo tiempo, tenemos que la ecuación

1

2M
(∂xA)

2 + V (x) = ∂tA (4.95)

es la ecuación de Hamilton–Jacobi (4.13) de la mecánica clásica.
Por lo tanto, hemos encontrado el término principal en la aproximación

semiclásica a la amplitud [correspondiente a la aproximación (4.43)]:

(xbtb|xata)
h̄→0
−−−→ const× eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄. (4.96)

En general, este término estará multiplicado por un factor de fluctuación

(xbtb|xata) = eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄F (xb, xa; tb − ta). (4.97)

Aunque, contrario al caso armónico de la Ec. (2.153), este factor dependerá de las
coordenadas inicial y final, xa y xb, respectivamente.

El siguiente paso, en la aproximación del punto de inflexión de la integral de
trayectoria Ec. (4.40), es el cálculo de la contribución importante al factor de fluc-
tuación. Para calcularlo desarrollemos la acción Ec. (4.59), en la vecindad de la
órbita clásica, en una serie de potencias de la fluctuación

δx(t) = x(t)− xcl(t). (4.98)

De esto obtenemos el siguiente desarrollo

A[x, ẋ] = A[xcl] +
∫ tb

ta
dt

δA
δx(t)

δx(t)

+
1

2

∫ tb

ta
dtdt′

δ2A
δx(t)δx(t′)

δx(t)δx(t′) (4.99)

+
1

3!

∫ tb

ta
dtdt′dt′′

δ3A
δx(t)δx(t′)δx(t′′)

δx(t)δx(t′)δx(t′′) + . . . ,
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donde, todas las derivadas funcionales en el término del lado derecho estarán evalua-
das en la órbita clásica x(t) = xcl(t). El término lineal no contribuye ya que A[x, ẋ]
tiene un extremo en xcl(t). Para una part́ıcula libre, el término cuadrático será

1

2

∫ tb

ta
dtdt′

δ2A
δx(t)δx(t′)

δx(t)δx(t′) =
∫ tb

ta
dt
[

M

2
(δẋ)2 +

1

2
V ′′(xcl(t))(δx)

2
]

.

(4.100)

De tal forma que las fluctuaciones tienen un comportamiento parecido al caso del
oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo

Ω2(t) =
1

M
V ′′(xcl(t)). (4.101)

Por definición, las fluctuaciones serán cero en los puntos extremos:

δx(ta) = 0, δx(tb) = 0. (4.102)

Si sólo se incluyen los términos cuadráticos en el desarrollo de la fluctuación (4.99),
entonces podemos integrar las fluctuaciones de la integral de trayectoria (4.40).
Dado que x(t) y δx(t) difieren sólo en la función fija xcl(t), la norma de la integral
de trayectoria para x(t) se transforma en la norma sobre δx(t). De esta forma
concluimos que el ĺımite semiclásico de la amplitud estará dado por el producto

(xbtb|xata)sc = eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄Fsc(xb, xa; tb − ta), (4.103)

donde el factor de fluctuación semiclásico será [comparar con la expresión (2.200)] ref(2.200)
lab(2.153)
est(2.174)Fsc(xb, xa; tb − ta) =

∫

Dδx(t) exp
{

i

h̄

∫ ta

tb
dt
M

2
[δẋ2 − Ω2(t)δx2]

}

=
1

√

2πiǫh̄/M
det (−∇∇− Ω2(t))−1/2

=
1

√

2πih̄(tb − ta)/M

√

√

√

√

det (−∂2t )
det (−∂2t − Ω2(t))

. (4.104)

En principio, ahora tendŕıamos que resolver la ecuación diferencial

[−∂2t − Ω2(t)]yn(t) = [−∂2t − V ′′(xcl(t))/M ]yn(t) = λnyn(t), (4.105)

y hallar las enerǵıas y vectores propios yn(t) de las fluctuaciones. La razón de los
determinantes de la fluctuación

D0

D
=

det (−∂2t )
det (−∂2t − Ω2(t))

(4.106)

en la segunda ĺınea de la expresión (4.104), debeŕıa hallarse del producto de la
razón de los valores propios λn/λ

0
n, donde λ

0
n son los valores propios de la ecuación

diferencial

−∂2t yn(t) = λ0nyn(t). (4.107)
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Por fortuna, podemos evitar todo este trabajo utilizando el método de Gelfand-
Yaglom descrito en la Sección 2.4, el cual nos permite calcular de una manera simple
y directa el determinante de la fluctuación para el caso de una frecuencia dependiente
del tiempo, sin necesidad de conocer los valores propios λn.

4.3 Determinante de Van Vleck-Pauli-Morette

De acuerdo al método de Gelfand-Yaglom, discutido en la Sección 2.4, el determi-
nante funcional de la expresión

det (−∂2t − Ω2(t))

puede hallarse de la solución de la ecuación diferencial (4.105),

[−∂2t − Ω2(t)]Da(t) = 0,

donde utilizamos las siguientes condiciones iniciales

Da(ta) = 0, Ḋa(ta) = 1. (4.108)

Aqúı, Da(tb) es el determinante de la fluctuación. En la Ec. (2.240) hemos construido
la solución de estas ecuaciones en términos de una solución arbitraria ξ(t), la cual
es solución de la ecuación diferencial homogénea

[−∂2t − Ω2(t)]ξ(t) = 0 (4.109)

donde

Dren = ξ(t)ξ(ta)
∫ tb

ta

dt′

ξ2(t′)
. (4.110)

En general, es dif́ıcil hallar una solución anaĺıtica de la Ec. (4.109). Sin embargo, en
el presente problema la frecuencia, dependiente del tiempo, Ω(t) tiene la forma es-
pecial Ω2(t) = V ′′(xcl(t))/M de la expresión (4.101). A continuación demostraremos
que, tal como en el caso de la acción puramente armónica de la Sección 2.5, toda
la información sobre el determinante de la fluctuación está contenida en la órbita
clásica xcl(t), y finalmente en las derivadas espaciales mixtas ∂xb

∂xa
de la acción

clásica A(xb, xa; tb − ta). De hecho, la solución ξ(t) es igual a la velocidad

ξ(t) = ẋcl(t). (4.111)

Esto podemos verlo al diferenciar la ecuación de movimiento (4.60) con respecto a
t, de donde tenemos

∂t[Mẍcl + V ′(xcl(t))] = [M∂2t + V ′′(xcl(t))]ẋcl(t) = 0, (4.112)

que resulta ser la ecuación diferencial homogenéa (4.109) para ẋcl(t).
Un argumento de simetŕıa sencillo que ayuda a entender la expresión (4.111),

como una consecuencia general de la invarianza translacional temporal del sistema,
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es como sigue: la fluctuación δx(t) ∝ ẋcl(t) describe una traslación infinitesimal de
la solución temporal clásica xcl(t), xcl(t)→ xcl(t+ ǫ) = xcl+ ǫẋcl+ . . . . Interpretan-
dola como una fluctuación traslacional de la solución xcl(t) sobre el eje temporal,
encontramos que esta fluctuación no puede llevar ninguna enerǵıa λn y tenemos
también que y0(t) ∝ ẋcl(t) es una solución de la Ec. (4.105) con la condición λ0 = 0.

Con la solución especial (4.111), el determinante funcional (4.110) tiene la forma

Dren = ẋcl(tb)ẋcl(ta)
∫ tb

ta

dt

ẋ2cl(t)
. (4.113)

Nótese que la función de Green de las fluctuaciones cuadráticas, asociadas con la
Ec. (4.109), puede obtenerse expĺıcitamente en términos de la solución clásica xcl(t).
Para condiciones de frontera de Dirichlet, la función de Green está dada por la
relación (3.61), es decir una combinación de las soluciones de la ecuación diferencial
homógenea (4.109), Da(t) y Db(t), que satisfacen las condiciones de frontera (2.228)
y (2.229). Aśı la construcción de d’Alembert, Ec. (2.239), para estas soluciones será

Da(t) = ẋcl(t)ẋcl(ta)
∫ t

ta

dt

ẋ2cl(t)
, Db(t) = ẋcl(tb)ẋcl(t)

∫ tb

t

dt

ẋ2cl(t)
. (4.114)

En las Ecs. (2.252) y (2.269) hemos encontrado dos expresiones simples, en
términos de la acción clásica, para el determinante de la fluctuación

Dren = −
(

∂ẋb
∂xa

)−1

= −M
[

∂2

∂xb∂xa
Acl

]−1

. (4.115)

Estas expresiones fueron halladas para una acción puramente cuadrática, la cual
contiene una frecuencia Ω2(t) arbitraria con dependencia temporal. Pero en general,
son válidas para cualesquiera otra acción. Para verlo consideremos primero que, la
segunda igualdad es una consecuencia de la expresión general (4.88). Segundo,
suponemos ahora que la aproximación semiclásica, a la integral de trayectoria, es
una integral exacta asociada con la aproximación de menor orden, cuadrática, de la
acción dada por las expresiones (4.99) y (4.100):

Aqu[x, ẋ] = A[xcl] +
∫ tb

ta
dt
[

M

2
(δẋ)2 + Ω2(t)(δx)2

]

, (4.116)

donde Ω2(t) = V ′′(xcl(t))/M se obtiene de la expresión (4.101). Ahora, como la
órbita clásica que va de los puntos xa a xb cumple con la ecuación de movimiento
(4.112), entonces, también una órbita ligeramente diferente (xcl + δxcl)(t), donde
ahora los puntos serán x′a = xa + δxa y x′b = xa + δxb, cumple con la expresión
(4.112). Aunque el cambio en la órbita clásica da origen a una frecuencia ligera-
mente diferente, Ω2(t) = V ′′((xcl+δxcl)(t))/M , las correcciones debidas a este cambio
se manifiestan como correcciones a segundo orden en δxa y δxb. Como consecuen-
cia de esto, la derivada Da(t) = −∂ẋb(t)/∂xa cumple también con la Ec. (4.112).
De igual forma, las condiciones de frontera de Da(t) son las mismas condiciones de
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frontera dadas en las Ecs. (2.228). De esta forma la cantidad Da(tb) es el determi-
nante correcto de la fluctuación para la acción general estudiada en la aproximación
semiclásica.

Otra deducción de esta fórmula utiliza la relación general (4.88), de donde obte-
nemos

∂

∂xb

∂

∂xa
A(xb, xa; tb − ta) =

∂

∂xa
p(xb) =

M

p(xb)

∂E

∂xa
. (4.117)

En esta expresión hemos omitido el arguento de la función E(xb, xa; tb − ta). Luego
de reescribir

∂E

∂xa
= − ∂

∂xa

∂A

∂tb
= − ∂

∂tb

∂A

∂xa
(4.118)

=
∂

∂tb
p(xa) =

M

p(xa)

∂E

∂tb
,

podemos ver que

∂

∂xb

∂

∂xa
A(xb, xa; tb − ta) =

1

ẋ(tb)ẋ(ta)

∂E

∂tb
. (4.119)

De la expresión (4.64) encontramos que

∂E

∂tb
=

(

∂tb
∂E

)−1

=

[

−
∫ xb

xa

dx
M

p2
∂p

∂E

]−1

(4.120)

=

[

−
∫ xb

xa

dx
M2

p3

]−1

=

[

−M
∫ tb

ta

dt

p2

]−1

=

[

− 1

M

∫ tb

ta

dt

ẋ2cl(t)

]−1

.

Sustituyendo este resultado en la expresión(4.119) obtenemos, para el determinante
de la fluctuación, de nueva cuenta la fórmula (4.115).

Una relación que puede obtenerse de la expresión (4.92), es:

∂E

∂tb
=

(

∂2S

∂E2

)−1

, (4.121)

de donde obtenemos la siguiente expresión alternativa

Dren = −Mẋcl(tb)ẋcl(ta)
∂2S

∂E2
. (4.122)

Por lo tanto, el factor de fluctuación será [recordemos la normalización hallada
de las Ecs. (2.202), (2.204), y (2.212)]ref(2.202)

lab(2.155)
est(2.176)
ref(2.204)
lab(2.157)
est(2.178)
ref(2.212)
lab(2.dren)
est(2.186)

F (xb, ta; tb−ta) =
1

√

2πih̄/M

[

∂ẋb
∂xa

]1/2

=
1√
2πih̄

[−∂xb
∂xa

A(xb, xa; tb−ta)]1/2. (4.123)
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La generalización de la expresión (4.123) a D−dimensiones es

F (xb,xa; tb − ta) =
1

√
2πih̄

D

{

detD[−∂xi
b
∂xj

a
A(xb,xa; tb − ta)]

}1/2
, (4.124)

luego, la amplitud de evolución temporal semiclásica será

(xbtb|xata)=
1

√
2πih̄

D

{

detD[−∂xi
b
∂xj

a
A(xb,xa; tb − ta)]

}1/2
eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄. (4.125)

El determinante D ×D, el término entre corchetes, es el llamado determinante de

Van Vleck-Pauli-Morette.6 Este término es el análogo al determinante hallado en la
Ec. (2.270). Como se discute en la expresión (2.270), el resultado es válido siempre
que el determinante de la fluctuación sea regular. De otra forma, el determinante
debe ser reemplazado por su valor absoluto y debemos multiplicar el factor de fluc-
tuación por el factor de fase e−iν/2, donde ν es el ı́ndice de Maslov-Morse [ver la
Ec. (2.271)]. En D dimensiones, si utilizamos la relación (4.88)

∂xi
b
∂xj

a
A(xb,xa; tb − ta) =

∂pib
∂xja

, (4.126)

podremos escribir la relación (4.125) en la forma

(xbtb|xata)=
1

√
2πih̄

D

[

detD

(

−∂pb

∂xa

)]1/2

eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄, (4.127)

donde los sub́ındices a y b en el determinante pueden ser intercambiados, siempre
que el signo también sea cambiado [recordemos la expresión (2.252)]. Con esto
concluimos el cálculo, en la aproximación semiclásica, de la amplitud de evolución
temporal.

Como una aplicación simple, usemos esta fórmula para escribir la amplitud
semiclásica de una part́ıcula libre y del oscilador armónico. La acción clásica de
la part́ıcula libre es

A(xb, xa; tb − ta) =
M

2

(xb − xa)2
tb − ta

, (4.128)

de donde, como es de esperar, la Ec. (4.115) será

Dren = tb − ta, (4.129)

La acción del oscilador armónico es

A(xb, xa; tb − ta) =
Mω

2 sinω(tb − ta)
[

(x2b + x2a) cosω(tb − ta)− 2xbxa
]

, (4.130)

6J.H. Van Vleck, Proc. Nat. Acad. Sci. (USA) 14 , 178 (1928); W. Pauli, Selected Topics in

Field Quantization, MIT Press, Cambridge, Mass. (1973); C. DeWitt-Morette, Phys. Rev. 81 , 848
(1951).
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de la cual podemos hallar la siguiente expresión para la segunda derivada

−∂xb
∂xa

A =
Mω

sinω(tb − ta)
, (4.131)

de tal forma que la expresión (4.123) coincide con el factor de fluctuación de la
expresión (2.216).ref(2.216)

lab(2.166)
est(2.189)

4.4 Ley Fundamental de Composición de la
Amplitud de Evolución Temporal Semiclásica

Si las integrales intermedias en x se evaluan usando la aproximación del punto de
inflexión, entonces, en D dimensiones, el determinante de Van Vleck–Pauli–Morette
asegura que la aproximación semiclásica para la amplitud de evolución temporal
cumple con la ley fundamental de composición (2.4)

(xbtb|xata) =
N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dDxn

] N+1
∏

n=1

(xntn|xn−1tn−1). (4.132)

A primer orden en h̄ sólo serán importantes los valores intermedios de x que están
en la trayectoria clásica, determinada por los puntos extremos de la amplitud combi-
nada. A orden superior en h̄, la corrección cuadrática a las integrales intermedias dan
origen a un término que es el el inverso de la ráız cuadrada del factor de fluctuación.
Si dos de tales amplitudes están conectadas mediante una integración intermedia,
de acuerdo a la ley de composición (4.132), el producto de los dos factores de fluc-
tuación será el factor de fluctuación correcto del intervalo temporal combinado. Esto
puede verse luego de reescribir la matriz ∂xi

b
∂xj

a
A(xb,xa; tb − ta), con ayuda de la

expresión (4.12) escrita como ∂pb/∂xa. La integral intermedia en x, en el producto
de las dos amplitudes, recibe sólo la contribución de trayectorias continuas, en el
punto de inflexión, dado que los momenta adyacentes tienen que ser iguales:

∂

∂x
A(xb,x; tb − t) +

∂

∂x
A(x,xa; t− ta) = −p′(xb,x; tb − t) + p(x,xa; t− ta) = 0.

(4.133)

Para obtener la amplitud combinada, necesitamos la relación

detD



− ∂pb

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb















detD



− ∂p′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb

+
∂p

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xa





p′=p











−1

detD

(

− ∂p

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

x

)

= detD



− ∂pb

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

xb



 , (4.134)
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donde, al formar las derivadas parciales, hemos indicado expĺıcitamente las variables
que se mantienen fijas en p′(xb,x; tb−t) y p(x,xa; t−ta). Para demostrar la relación
(4.134), utilizamos la siguiente regla del producto de determinantes

det−1
D



− ∂pb

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb



 detD



− ∂pb

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

xb



 = detD





∂x

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

xb



 (4.135)

y reescribimos la relación (4.134) en la forma

detD

(

− ∂p

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

x

)

= detD



− ∂p′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb

+
∂p

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xa





p′=p

detD





∂x

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

xb



 . (4.136)

Utilizando la regla de la cadena de la derivada, aplicada al momentum p′(xb,x; tb−
t)= p(x,xa; t−ta), encontramos que esta ecuación es cierta. El escribir p(x,xa; t−ta)
expĺıcitamente en términos de las variables xb y xa como p(x(xb,xa; tb−ta),xa; t−ta),
nos permite mantener fija la variable xb en la segunda derivada parcial:

∂p′

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb

=
∂p

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb

=
∂p(x(xb,xa; tb − ta),xa; t− ta)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb

=
∂p

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x

∂xa

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xb

+
∂p

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

xa

.

(4.137)
Puede esperarse, y en realidad puede ser demostrado, que es posible ir en di-

rección opuesta y deducir las expresiones semiclásicas (4.125) y (4.127) a partir de
determinante de Van Vleck-Pauli-Morette utilizando la ley fundamental de com-
posición (4.132).7

En la aproximación semiclásica, la ley de composición (4.132) puede ser reescrita
(en D dimensiones) como una integral temporal

(xbtb|xata) =
∫

dt(xbtb|xcl(t)t) ẋcl(t) (xcl(t)t|xata) (4.138)

sobre una órbita clásica xcl(t), donde la integración en t puede hallarse en la apro-
ximación del punto de inflexión, suponiendo que el determinante de la fluctuación
no es degenerado.

Tal como en la representación en términos del punto de inflexión de las integrales
ordinarias, es posible calcular correcciones a orden superior en h̄. El resultado es el
desarrollo del punto de inflexión de la integral de trayectoria que resulta ser, una
vez más, una representación semiclásica. El orden de las potencias en h̄ es el mismo
de la integral. La aproximación a menor orden es la forma exponencial eiAcl/h̄. De
esta forma, en el exponente, el término importante es del orden 1/h̄.8 El factor de
la fluctuación F contribuye al desarrollo con el término aditivo logF , cuyo orden

7H. Kleinert and B. Van den Bossche, Berlin preprint 2000 (http://www.physik.fu-ber-
lin.de/~kleinert/301).

8Dado que h̄ tiene dimensiones de una acción, la cantidad sin dimensiones h̄/Acl debeŕıa ser
usada como el parámetro para la representación. Sin embargo, se acostumbra hacer el desarrollo
en términos de h̄.
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es h̄0. A primer orden en h̄, encontramos expresiones que contienen la tercera y
cuarta derivada funcional de la acción en la representación (4.99), correpondientes a
las expresiones (4.49) y (4.50) de la integral. Desafortunadamente, el caso funcional
ofrece pocas posibilidades de mayores correcciones anaĺıticas, de tal forma que no
trabajaremos más con este caso, que es puramente acádemico.

4.5 Amplitud Semiclásica de Enerǵıa Fija

Como se ha comentado al final de la Subsección 4.2.1, la aproximación semiclásica
nos permite calcular integrales de Fourier simples. Para mostrar la utilidad de
los resultados hallados hasta aqúı, evaluaremos la transformada de Fourier de la
amplitud de evolución temporal, es decir, la amplitud de enerǵıa fija, introducida
en la expresión (1.311). Esta expresión está dada por la integral temporalref(1.311)

lab(x1.331)
est(1.330) (xb|xa)E =

1√
2πih̄

∫ ∞

ta
dtb[−∂xb

∂xa
A(xb, xa; tb − ta)]1/2

× ei[A(xb,xa;tb−ta)+(tb−ta)E]/h̄, (4.139)

la cual puede ser evaluada en la misma aproximación del punto de inflexión que la
integral de trayectoria. El extremum está en

∂

∂t
A(xb, xa; tb − ta) = −E. (4.140)

De la expresión (4.93), sabemos que el lado izquerdo de esta relación está dado por
la función −E(xb, xa; tb−ta). En el extremum, el intervalo temporal tb−ta es función
de los puntos extremos y la enerǵıa E:

tb − ta = t(xb, xa;E). (4.141)

El exponente es igual a la función eikonal S(xb, xa;E) de la Ec. (4.87), de cuya
derivada con respecto a la enerǵıa obtenemos [recordemos la expresión (4.92)]

∂

∂E
S(xb, xa;E) = t(xb, xa;E). (4.142)

El desarrollo del exponente alrededor del extremum tiene el siguiente término
cuadrático

i

h̄

∂2A(xb, xa; tb − ta)
∂t2b

[tb − ta − t(xb, xa;E)]2. (4.143)

La integral temporal en tb da origen al factor

√
2πih̄

[

∂2A(xb, xa; tb − ta)
∂t2b

]−1/2

. (4.144)

Con esto, la amplitud de enerǵıa fija tendrá la forma de la expresión (4.55):

(xb|xa)E =
[

−∂xb
∂xa

A(xb, xa; t)/∂
2
tA(xb, xa; t)

]1/2
eiS(xb,xa;E)/h̄. (4.145)
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Dado que el factor de fluctuación tiene que ser evaluado para la enerǵıa fija E, resulta
útil representar esta enerǵıa en términos de S(xb, xa;E). De donde el término ∂2tA,
puede calcularse fácilmente y tenemos

∂2A

∂t2
= −∂E

∂t
= −

(

∂t

∂E

)−1

= −
(

∂2S

∂E2

)−1

. (4.146)

Luego, para el cálculo de las derivadas parciales ∂xb
∂xa

A observemos que las
derivadas espaciales de la acción deben hallarse para un tiempo fijo, de tal forma
que una variación con respecto a xb implicará un cambio en la enerǵıa E(xb, xa; t).
Esto puede hallarse de la condición

∂t

∂xb
= 0, (4.147)

donde, luego de usar la expresión (4.142), obtenemos

∂2S

∂E∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

t

=
∂2S

∂E∂xb
+
∂2S

∂E2

∂E

∂xb
= 0. (4.148)

Si ahora, usamos la relación

∂A

∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

t

=
∂S

∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

t

− ∂E

∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

t

t =
∂S

∂xb
+
∂S

∂E

∂E

∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

t

− ∂E

∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

t

t =
∂S

∂xb

∣

∣

∣

∣

∣

E

(4.149)

encontramos que

∂2A

∂xb∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

t

=
∂2S

∂xb∂xa
+

∂2S

∂xb∂E

∂E

∂xa
(4.150)

=
∂2S

∂xb∂xa
− ∂2S

∂xa∂E

∂2S

∂xb∂E

/

∂2S

∂E2
.

De esta forma, la amplitud de enerǵıa fija (4.139) tiene la siguiente forma simple

(xb|xa)E = D
1/2
S eiS(xb,xa;E)/h̄, (4.151)

donde el determinante DS, de dimensión 2× 2, será

DS =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2S

∂xb∂xa

∂2S

∂E∂xa

∂2S

∂xb∂E

∂2S

∂E2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.152)

Esta expresión del determinante puede simplificarse, para esto notemos que la
derivada con respecto a xa de la ecuación de Hamilton–Jacobi

H

(

∂S

∂xb
, xb

)

= E (4.153)
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nos lleva a la siguiente igualdad

∂H

∂pb

∂2S

∂xb∂xa
= ẋb

∂2S

∂xb∂xa
= 0. (4.154)

De donde, el determinante DS será

DS = − ∂2S

∂xb∂E

∂2S

∂xa∂E
. (4.155)

Luego, como ∂S/∂xb,a = ±pb,a y ∂p/∂E = 1/ẋ, obtenemos

DS =
1

ẋbẋa
. (4.156)

Ahora, para calcular la amplitud semiclásica de enerǵıa fija para una part́ıcula
libre procedemos como sigue. La acción clásica es

A(xb, xa; tb − ta) =
M

2

(xb − xa)2
tb − ta

, (4.157)

de tal forma que la función E(xb, xa; tb − ta) será

E(xb, xa; tb − ta) = −
∂

∂tb

M

2

(xb − xa)2
tb − ta

=
M

2

(xb − xa)2
(tb − ta)2

. (4.158)

Utilizando la transformación de Legendre, o de la expresión (4.68), encontramos

S(xb, xa;E) =
√
2ME|xb − xa|. (4.159)

De donde, el determinante hallado en la expresón (4.156) será

Ds =
M

2E
, (4.160)

por lo tanto, la amplitud de enerǵıa fija (4.151) será

(xb|xa)E =

√

M

2E
ei

√
2ME|xb−xa|/h̄. (4.161)

4.6 Amplitud Semiclásica en el Espacio del Momentum

La amplitud en el espacio del momentum puede hallarse utilizando la transformada
de Fourier de la anteriormente hallada amplitud semiclásica. Consideremos la ampli-
tud de evolución temporal (xbtb|xata)sc, el equivalente a esta expresión en el espacio
del momentum estará dada por la integral bidimensional de Fourier [recordemos la
expresión (2.37) donde utilizamos la Ec. (4.103)]

(pbtb|pata)sc =
∫

dxb dxa e
−i(pbxb−paxa)/h̄eiA(xb,xa;tb−ta)/h̄F (xb, xa; tb − ta). (4.162)
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De acuerdo a la regla general dada en la ecuación (4.55), la expresión semiclásica
será

(pbtb|pata)sc =
√
2πih̄√
detH

[−∂xb
∂xa

A(xb, xa; tb − ta)]1/2ei[A(xb,xa;tb−ta)−pbxb+paxa]/h̄,(4.163)

donde H será la matriz

H =





∂2xb
A(xb, xa; tb − ta) ∂xb

∂xa
A(xb, xa; tb − ta)

∂xa
∂xb
A(xb, xa; tb − ta) ∂2xa

A(xb, xa; tb − ta)



 . (4.164)

La exponencial debe ser evaluada en el extremum con respecto a xb y xa, es decir

pb = ∂xb
A(xb, xa; tb − ta), pa = −∂xb

A(xb, xa; tb − ta). (4.165)

El argumento de la exponencial contiene la transformada de Legendre de la acción
A(xb, xa; tb − ta), la cual depende naturalmente de pb y pa:

A(pb, pa; tb − ta) = A(xb, xa; tb − ta)− pbxb + paxa. (4.166)

La transformada inversa de Legendre de la expresión (4.165) será

xb = −∂pbA(xb, xa; tb − ta), xa = ∂xb
A(xb, xa; tb − ta). (4.167)

Una observación importante que simplifica el resultado es que, para una matrix 2×2
Hab (con a, b = 1, 2), el elemento de matriz −H12/detH es igual a H12. Luego, al
escribir la matriz H y su inversa como

H =











∂pb
∂xb

∂pb
∂xa

−∂pa
∂xb

−∂pa
∂xa











, H−1 =













∂xb
∂pb

−∂xb
∂pa

∂xa
∂pb

−∂xa
∂pa













, (4.168)

obtenemos que, tal como en las Ecs. (2.278) y (2.279):

H−1
12 =

∂xa
∂pb

=
∂2A(pb, pa; tb − ta)

∂pb∂pa
. (4.169)

De esto obtenemos que la amplitud de evolución temporal semiclásica (4.163) en el
espacio del momentum tiene la forma

(pbtb|pata)sc =
2πh̄√
2πih̄

[−∂pb∂paA(pb, pa; tb − ta)]1/2eiA(pb,pa;tb−ta)/h̄. (4.170)

En D dimensiones, tendremos

(pbtb|pata)=
1

√
2πih̄

D

{

detD[−∂pi
b
∂pjaA(pb,pa; tb − ta)]

}1/2
eiA(pb,pa;tb−ta)/h̄, (4.171)
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o también

(pbtb|ppta)=
1

√
2πih̄

D

{

detD

[

−∂pb

∂xa

]}1/2

eiA(pb,pa;tb−ta)/h̄, (4.172)

estas expresiones son completamente análogas a la expresiónes (4.125) y (4.127),
respectivamente, en el espacio x. Al igual que en el caso anterior, los sub́ındices a y
b pueden intercambiarse en el determinante.

Aplicando estas fórmulas al oscilador armónico con frecuencia dependiente del
tiempo, obtenemos la amplitud (2.285). De tal forma que, en este caso, la amplitud
de evolución temporal semiclásica (pbtb|pata)sc coincide con la forma exacta.

Para una part́ıcula libre, donde la acción es A(xb, xa; tb−ta) =M(xb−xa)2/2(tb−
ta), no podemos utilizar la fórmula (4.163) ya que el determinante de H se anula.
De tal forma que la aproximación del punto de inflexión no es aplicable en este caso.
La forma infinita que se obtiene al intentar aplicar la Ec. (4.163), es una reflexión de
la función δ en la expresión (2.73), la cual no tiene representación semiclásica. Sin
embargo, la transformada de Legendre de la acción puede calcularse correctamente y
con ayuda de las derivadas pb = ∂xb

A(xb, xa; tb− ta) = pa = −∂xa
A(xb, xa; tb− ta) =

M(xb − xa)/2(tb − ta) = p [recordemos la Ec. 4.88] obtenemos la expresión

A(pb, pa; tb − ta) = −
p2

2
(tb − ta), (4.173)

la cual coincide con el exponente de la expresión (2.73).

4.7 Función de Partición Mecánico–Cuántica Semiclásica

De la expresión (4.103) fácilmente podemos hallar la función de partición mecánico–
cuántica, Ec. (1.540), en la aproximación semiclásica:

Zsc
QM(tb − ta) =

∫

dxa(xatb|xata)sc =
∫

dxaF (xa, xa; tb − ta)eiA(xa,xa;tb−ta)/h̄. (4.174)

En la aproximación semiclásica la integral de trayectoria, lo mismo que la traza,
puede hallarse utilizando la aproximación del punto de inflexión. En el punto de
inflexión tenemos [tal como en la expresión (4.133)]

∂

∂xa
A(xa, xa; tb − ta) =

∂

∂xb
A(xb, xa; tb − ta)

∣

∣

∣

∣

∣

xb=xa

+
∂

∂xa
A(xb, xa; tb − ta)

∣

∣

∣

∣

∣

xb=xa

= pb − pa = 0, (4.175)

i.e., sólo las órbitas clásicas cuyos puntos extremos coinciden, contribuyen a la in-
tegral. Con esta restricción, las órbitas solución de las ecuaciones de movimiento
son sólo aquellas que son periódicas. El ĺımite semiclásico utiliza, de entre to-
das las trayectorias con xa = xb, las trayectorias que son solución de la ecuación
de movimiento, de esta forma tenemos la continuidad de los momenta internos en
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tales trayectorias. La integración en la expresión (4.174) asegura la igualdad de
los momenta inicial y final de estas trayectorias y permite una continuación de las
ecuaciones de movimiento más alla del tiempo final tb en una forma periódica, dando
origen a órbitas periódicas. En cada una de estas órbitas, la enerǵıa E(xa, xa, tb−ta)
y la acción A(xa, xa, tb − ta) no dependen de la elección del punto xa. Por lo tanto,
en la integral (4.174), el factor de fase eiA/h̄ es una constante. La integral debe
hallarse para un periodo completo entre los puntos de retorno de cada órbita. La
dependencia en xa de la integral aparece en el factor de fluctuación. De esta forma,
la expresión (4.174) será

Zsc
QM(tb − ta) =

[∫

dxaF (xa, xa; tb − ta)
]

eiA(xa,xa;tb−ta)/h̄. (4.176)

Para hallar la integración sobre el factor de fluctuación utilizamos la expresión
(4.123) y la ecuación

∂

∂xb

∂

∂xa
A(xb, xa; tb − ta) = −

1

ẋbẋa

∂2A

∂t2b
, (4.177)

obtenida de las expresiones (4.119) y (4.93), de donde obtenemos que

F (xb, xa; tb − ta) =
1√
2πih̄

[

1

ẋ(tb)ẋ(ta)

∂2A

∂t2b

]1/2

. (4.178)

Utilizando la sustitución xa = xb, encontramos

F (xa, xa; tb − ta) =
1√
2πih̄

1

ẋa

[

∂2A

∂t2b

]1/2

. (4.179)

La acción de una trayectoria periódica no depende del punto xa, de tal forma que en
la integral sobre xb de la expresión (4.174) sólo se necesita integrar 1/ẋa en ambas
direcciones de la trayectoria, de esto obtenemos el periodo total:

tb − ta = 2
∫ x+

x−

dxa
1

ẋa
= 2

∫ x+

x−

dx
M

√

2M [E − V (x)]
. (4.180)

Luego, de la expresión (4.174), obtenemos:

Zsc
QM(tb − ta) =

tb − ta√
2πih̄

∣

∣

∣

∣

∣

∂2A

∂t2b

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

eiA(tb−ta)/h̄−iπ. (4.181)

Hay un factor de fase e−iπ asociado con el ı́ndice de Maslov-Morse ν = 2, introducido
previamente en el factor de fluctuación (2.271). En el contexto actual, este factor
de fase es consecuencia de que al evaluar la integral (4.176), la órbita periódica pasa
por los puntos x− y x+ donde el integrando de la expresión (4.180) es singular, aún
cuando la integral es finita. En la vecindad de los puntos de retorno, la aproximación
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semiclásica falla, como se ha discutido en la aproximación WKB a la ecuación de
Schrödinger de la Sección 4.1. Este problema requiere de un tratamiento especial al
deducir la función de onda de cada lado de los puntos de retorno de la órbita. En la
Sección 4.1, este problema fue resuelto haciendo la continuación al plano complejo
x. En tal caso, al recorrer la singularidad en sentido de las manecillas del reloj, el

prefactor 1/p(x) = 1/
√

2M(E − V (x))
1/2

adquiere el factor de fase e−iπ/2. Para una
órbita periódica, ambos puntos de retorno tienen que ser bordeados produciendo dos
veces este factor de fase, de donde obtenemos la fase e−iπ de la expresión (4.181).

La expresión (4.181) tiene una forma muy simple luego de utilizar la transfor-
mada de Fourier:

Z̃sc
QM(E) =

∫ ∞

ta
dtbe

iE(tb−ta)/h̄Zsc
QM(tb − ta)

=
1√
2πih̄

∫ ∞

ta
dtb(tb − ta)

∣

∣

∣

∣

∣

∂2A

∂t2b

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

ei[A(tb−ta)+(tb−ta)E]/h̄−iπ. (4.182)

En la aproximación semiclásica, la principal contribución a la integral para una
enerǵıa fija E proviene del intervalo temporal tb − ta, el cual es igual al periodo de
la órbita de la part́ıcula con tal enerǵıa. Tal como se hizo en la expresión (4.139),
esto se puede hallar del extremum de

A(tb − ta) + (tb − ta)E. (4.183)

Donde se cumple que

− ∂

∂tb
A(tb − ta) = E. (4.184)

Al igual que en la expresión (4.140), el extremum determina el periodo tb − ta de la
órbita con enerǵıa E. Denotaremos este periodo como t(E). La segunda derivada
del exponente es (i/h̄)∂2A(tb−ta)/∂t2b . Por esta razón, la corrección cuadrática en la
aproximación del punto de inflexión a la integral sobre tb cancela el correspondiente
factor en la expresión (4.182) y nos permite obtener la relación

Z̃sc
QM(E) = t(E)ei[A(t)+t(E)E]/h̄−iπ. (4.185)

La exponencial contine una vez más la eikonal S(E) = A(t) + t(E)E. Aqúı, la
transformada de Legendre de la acción A(t), está definida por la relación

S(E) = A(t)− t∂A(t)
∂t

, (4.186)

donde la variable t es reemplazada por E(t) = −∂A(t)/∂t. Mediante la transformada
inversa de Legendre, la derivada ∂S(E)/∂E = t nos permite encontrar la siguiente
expresión ∂S(E)/∂E = t

A(t) = S(E)− ∂S(E)

∂E
E. (4.187)
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De forma expĺıcita S(E) está dada por la integral (4.68):

S(E) = 2
∫ x+

x−

dx p(x) = 2
∫ x+

x−

dx
√

2M [E − V (x)]. (4.188)

Finalmente, tenemos que tener en cuenta que la órbita periódica es recorrida repeti-
damente un número arbitrario de veces. Cada periodo aporta el factor de fase
eiS(E)/h̄−iπ, y la suma es

Z̃sc
QM(E) =

∞
∑

n=1

t(E)ein[S(E)/h̄−π] = −t(E) eiS(E)/h̄

1 + eiS(E)/h̄
. (4.189)

Esta expresión tiene polos en el plano complejo de la enerǵıa en los puntos donde la
eikonal cumple la condición

S(En) = 2πh̄(n + 1/2), n = 0,±1,±2, . . . . (4.190)

Esta condición concuerda con la regla de Bohr-Sommerfeld, Ec. (4.27), para la cuan-
tización semiclásica. En los polos, tenemos

Z̃sc
QM(E) ≈ t(E)

ih̄

S ′(En)(E −En)
. (4.191)

De la expresión (4.92), el polo tiene una forma muy simple

Z̃sc
QM(E) ≈

ih̄

E − En
. (4.192)

De la expresión (4.189) obtenemos la densidad de estados definida en la
Ec. (1.583). Para esto, utilizamos la fórmula general ref(1.583)

lab(x1.375)
est(1.376)

ρ(E) =
1

2πh̄
disc Z̃QM(E), (4.193)

donde disc ZQM(E) representa la discontinuidad ZQM(E + iη) − ZQM(E − iη) en
las singularidades definidas en la Ec. (1.328). Si equiparamos las enerǵıas En de la
expresión (4.192) con la cantidad imaginaria −iη, podemos reescribir la expresión
(4.193) como

ρ(E) =
1

πh̄
ReZ̃QM(E). (4.194)

Sustituyendo aqúı la representación de Fourier (4.189), obtenemos la aproximación
semiclásica

ρ̄sc(E) =
t(E)

πh̄

∞
∑

n=1

cos{n[S(E)/h̄− π]} (4.195)

o también

∆ρsc(E) =
t(E)

2πh̄

(

−1 +
∞
∑

n=−∞
ein[S(E)/h̄−π]

)

. (4.196)
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Hemos agregado el śımbolo ∆ a esta cantidad ya que en realidad lo que tenemos
aqúı es la corrección semiclásica a la densidad de estados clásica ρ(E), tal como
veremos a continuación. Con ayuda de la fórmula de suma de Poisson, Ec. (1.197), ref(1.197)

lab(2c.226)
est(2.322)

obtenemos

∆ρsc(E) = −
t(E)

2πh̄
+
t(E)

h̄

∞
∑

n=−∞
δ[S(E)/h̄− 2π(n+ 1/2)]. (4.197)

El lado derecho de esta expresión contiene funciones δ que son singulares en los
valores semiclásicos de la enerǵıa (4.190). Utilizando una vez más la relación (4.92),
la fórmula δ(ax) = a−1δ(x) nos permite obtener la expresión

∆ρsc(E) = −
t(E)

2πh̄
+

∞
∑

n=−∞
δ(E −En). (4.198)

Este resultado tiene la siguiente propiedad: consideremos la diferencia de enerǵıa
entre los niveles

∆En = En − En−1 = 2πh̄
∆En

∆Sn
(4.199)

y promediando la sumatoria de la expresión (4.198) en un intervalo pequeño de ener-
ǵıa ∆E, el cual contiene varios niveles de enerǵıa, obtenemos la densidad promedio
de estados:

ρav(E) =
S ′(E)

2πh̄
=
t(E)

2πh̄
. (4.200)

Esta densidad promedio cancela el primer término de la expresión (4.198). Es decir,
encontramos que la fórmula semiclásica (4.189) tiene una densidad promedio de es-
tados nula. Esto no puede ser correcto, por lo que concluimos que en la deducción de
la fórmula hemos omitido una contribución importante. Esta contribución proviene
de la función de partición clásica. En el anterior análisis de las órbitas periódicas,
tenemos también el caso de órbitas que regresan al punto de partida luego de un
tiempo infinitesimalemte pequeño, las cuales no presentan fluctuaciones temporales.
La representación (4.189) no contiene estas órbitas, ya que la aproximación del punto
de inflexión a la integral temporal, utilizada en su deducción, falla para intervalos
temporales muy cortos. La razón de este error es el comportamiento singular del
factor de fluctuación, el cual es proporcional a 1/(tb− ta)1/2 en la expresión (4.103).

Para recobrar la contribución clásica, utilizamos la amplitud para tiempos cortos
dada en la expresión (2.349) y calculamos la contribución clásica de Z(E):ref(2.349)

lab(2.183b)
est(2.229)

Zcl(E) ≡
∫

dx
∫

dp

2πh̄

ih̄

E −H(p, x)
. (4.201)

De aqúı obtenemos la contribución clásica a la densidad de estados

ρcl(E) ≡
∫

dx ρcl(E; x), (4.202)
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la cual es una integral espacial de la densidad local de estados clásica

ρcl(E; x) ≡
∫

dp

2πh̄
δ[E −H(p, x)]. (4.203)

La función δ del integrando puede reescribirse de la siguiente forma

δ(E −H(p, x)) =
M

p(E; x)
[δ(p− p(E; x)) + δ(p+ p(E; x))] , (4.204)

donde p(E; x) es el momentum local asociado con la enerǵıa E

p(E; x) =
√

2M [E − V (x)], (4.205)

el cual ha sido definido en la expresión (4.3), con la excepción de que ahora hemos
incluido la enerǵıa en el argumento, de forma tal que tenemos una notación más
expĺıcita. Ahora es sencillo evaluar la integral (4.203) y (4.202), de donde obtenemos
la densidad local de estados clásica

ρcl(E; x) =
1

πh̄

M

p(E; x)
, (4.206)

la cual tiene la siguiente forma integral

ρcl(E) =
∫

dx
1

πh̄

M

p(E; x)
=

1

2πh̄
t(E) = ρav(E), (4.207)

que concuerda con la densidad promedio de estados clásica de la expresión (4.200).

De esta forma la densidad total de estados semiclásica consta de la suma de la
expresiones (4.198) y (4.207):

ρsc(E) = ρcl(E) + ∆ρsc(E). (4.208)

Esta expresión tiene, en promedio, el valor clásico correcto.

Notemos de la Ec. (4.200) que, la relación entre la eikonal S(E) y la integral de
la densidad de estados clásica ρcl(E) es el factor 2πh̄:

S(E) = 2πh̄
∫ E

−∞
dE ρcl(E). (4.209)

Recordando la definición (1.587), del número de estados hasta una cierta enerǵıa E,
encontramos que

S(E) = 2πh̄N(E), (4.210)

que muestra que la condición de cuantización de Bohr-Sommerfeld, Ec. (4.190), es
la versión semiclásica de una expresión más general, a saber la Ec. (1.588).
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4.8 Sistemas Multi–Dimensionales

La generalización a D dimensiones de la función de partición clásica, Ec. (4.201), es

Zcl(E) ≡
∫

dDx
∫

dDp

2πh̄

ih̄

E −H(p,x)
, (4.211)

mientras que la densidad de estados (4.203), será:

ρcl(E;x) ≡
∫

dDp

(2πh̄)D
δ[E −H(p,x)]. (4.212)

La separación en la parte radial y angular del Hamiltoniano, expresado en su forma
estándar H(p,x) = p2/2M + V (x), nos permite realizar la integración en el mo-
mentum

∫

dDp

(2πh̄)D
=
∫

dp pD−1
∫

dp̂. (4.213)

La integral de la parte angular será la superficie de una esfera unitaria en D dimen-
siones:

∫

dp̂ = SD =
2πD/2

Γ(D/2)
. (4.214)

Una vez más, como se hizo en la expresión (4.204), podemos reescribir la función
δ(E −H(p,x)), lo cual nos permite seleccionar la magnitud de los momenta

p(E;x) =
√

2M [E − V (x)]. (4.215)

De esta forma encontramos que

ρcl(E) ≡
∫

dDx ρcl(E;x), (4.216)

donde ρcl(E;x) será la densidad clásica de estados .

ρcl(E;x)=SD
M

p2(E;x)

pD(E;x)

(2πh̄)D
=

1

(4πh̄2)D/2

2M

Γ(D/2)
{2M [E − V (x)]}D/2−1, (4.217)

misma que generaliza la expresión (4.207). El número de estados con enerǵıas entre
E y E + dE, en el elemento de volumen dDx, es dE d3x ρcl(E;x).

Por completes comentaremos algunas particularidades de los resultados
semiclásicos que se obienen al generalizar la teoŕıa a D dimensiones. Para una
discusión detallada ver las referencias al final del caṕıtulo.

Para un número arbitrario de dimensiones D, el determinante de Van Vleck-
Pauli-Morette (4.124) tiene la forma

F (xb,xa; tb − ta) =
1

√
2πih̄

D

∣

∣

∣detD[−∂xi
b
∂xj

a
A(xb,xa; tb − ta)]

∣

∣

∣

1/2
e−iπν/2,

(4.218)
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donde ν es el ı́ndice de Maslov-Morse.
La amplitud de enerǵıa fija será la suma sobre todas las órbitas periódicas:9

(xb|xa)E =
1

√
2πih̄

D−1

∑

p

|DS|1/2eiS(xb,xa;E)/h̄−iπν′/2, (4.219)

donde S(xb,xa;E) es la generalización a D dimensiones de la expresión (4.68) y DS

es el determinante, de dimensión (D + 1)× (D + 1):

DS = (−1)D+1det













∂2S

∂xb∂xa

∂2S

∂E∂xa

∂2S

∂xb∂E

∂2S

∂E∂E













. (4.220)

El factor (−1)D+1 permite que el determinante sea positivo para trayectorias cortas.
El ı́ndice ν ′ difiere en una unidad de ν si la segunda derivada parcial ∂2S/∂E2 =
∂t(E)/∂E es negativa.

En D dimensiones, en lugar de la expresión (4.154), la ecuación de Hamilton–
Jacobi nos lleva a la relación

∂H

∂pb

· ∂2S

∂xb∂xa

= ẋb ·
∂2S

∂xb∂xa

= 0. (4.221)

Ahora, en la dirección del movimiento, sólo la proyección longitudinal de la matriz
∂2S/∂xb∂xa se cancela. Para esta dirección tenemos

ẋb ·
∂2S

∂xb∂E
= 1, (4.222)

de tal suerte que, en lugar de la expresión (4.156), el determinante (4.220) se reduce
a la forma

DS =
1

|ẋb||ẋa|
det

(

− ∂2S

∂x⊥
b ∂x

⊥
a

)

. (4.223)

En esta expresión x⊥
b,a representa las desviaciones de ẋb,a de la órbita ortogonal, y

para obtener la expresión (4.223) hemos utilizado la relación (2.290).
Como un ejemplo veamos la generalización a D−dimensiones de la amplitud de

la part́ıcula libre. En este caso la eikonal es

S(xa,xb;E) =
√
2ME|xb − xa|, (4.224)

y el determinante (4.223) será

DS =
M

2E

(2ME)(D−1)/2

|xa − xb|D−1
. (4.225)

9M.C. Gutzwiller, J. Math. Phys. 8 , 1979 (1967); 11 , 1791 (1970); 12 , 343 (1971).
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De esta forma encontramos

(xb|xa)E =

√

M

2E

1

(2πih̄)(D−1)/2

(2ME)(D−1)/4

|xa − xb|(D−1)/2
ei

√
2ME|xb−xa|/h̄. (4.226)

En el caso particular D = 1, esta expresión se reduce a la fórmula (4.161).
Nótese que el resultado semiclásico concuerda con el comportamiento a grandes

distancias del valor exacto dado en la expresión (1.355), ver la Ec. (1.359). Esto se
debe a que el ĺımite semiclásico implica un momentum con valores grandes de k en
la función de Bessel (1.355).

Al calcular la función de partición tenemos que hallar la integral D–dimensional
para todo xb = xa. Esto puede hacerse mejor con la descomposición en una integral
uni–dimensional sobre la órbita y una integral de dimensión D− 1 ortogonal a ella.
La función eikonal S(xa,xa;E) es constante sobre la órbita, tal como en el caso
uni–dimensional. Sin embargo, fuera de la órbita esto ya no es cierto y la desviación
cuadrática de S, ortogonal a la órbita, es

1

2
(x− x⊥)T

∂2S(x,x;E)

∂x⊥∂x⊥ (x− x⊥), (4.227)

donde el supeŕındice T indica el vector transpuesto que se ha de multiplicar por
la izquierda con la matriz ubicada en el medio. Luego de integrar la traza sobre
la órbita, y una aproximación cuadrática en la dirección transversal de cada órbita
primitiva, la cual no repetimos, obtenemos la contribución a la función de partición

Zsc = t(E)

∣

∣

∣

∣

∣

∂2S(xb,xa;E)

∂x⊥
b ∂x

⊥
a

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

xb=xa=x
∣

∣

∣

∣

∣

∂2S(x,x;E)

∂x⊥∂x⊥

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

∞
∑

n=1

ein[S(E)/h̄−iπν/2], (4.228)

donde ν es el ı́ndice de Maslov-Morse de la órbita. La razón de los determinantes se
expresa, de manera conveniente, en términos del determinante de la llamada matriz

de estabilidad en el espacio fase M . La cual se introduce en mecánica clásica de la
siguiente forma: consideramos una órbita clásica en el espacio fase y hagamos una
ligera variación del punto inicial, es decir, lo movemos ortogonalmente a la órbita
por la cantidad δx⊥

a , δp
⊥
a ; esto dará origen a las variaciones δx⊥

b , δp
⊥
b del punto final,

que estarán relacionadas con las variaciones del punto inicial mediante la ecuación
lineal

(

δx⊥
b

δp⊥
b

)

=

(

A B
C D

)(

δx⊥
a

δp⊥
a

)

≡M

(

δx⊥
a

δp⊥
a

)

. (4.229)

La matriz de dimensión 2(D − 1)× 2(D − 1), es la matriz de estabilidad M . Esta
matriz puede ser expresada en términos de las segundas derivadas de S(xb,xa;E),
las cuales aparecen en la relación

(

δp⊥
a

δp⊥
b

)

=

(

−a −b
bT c

)(

δx⊥
a

δx⊥
b

)

, (4.230)
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donde a, b, y c son las matrices siguientes:

a =
∂2S

∂x⊥
a ∂x

⊥
a

, b =
∂2S

∂x⊥
a ∂x

⊥
b

, c =
∂2S

∂x⊥
b ∂x

⊥
b

, (4.231)

estas matrices son de dimensión (D − 1)× (D − 1). De aqúı podemos calcular los
elementos de matriz de la matriz de estabilidad:

A = −b−1a, B = −b−1, C = bT − cb−1a, D = −cb−1. (4.232)

Las propiedades de estabilidad de las órbitas clásicas se clasifican por los valores
propios de la matriz (4.229). En tres dimensiones, estos valores propios están dados
por los ceros del polinomio caracteŕıstico de la matriz M:

P (λ) = |M − λ| =
∣

∣

∣

∣

∣

A− λ B
C D − λ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

− b−1a− λ −b−1

bT − cb−1a −cb−1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.233)

De manipulaciones usuales, podemos llegar a la forma

P (λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

−b−1a− λ −b−1

bT + λ −λ

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

|b|

∣

∣

∣

∣

∣

−a− λb −1
bT + (a+ c)λ+ λ2b 0

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

|b|
∣

∣

∣bT + (a+ c)λ+ λ2b
∣

∣

∣ . (4.234)

Puede verse que esta expresión aparece también, para el caso xb = xa, en el prefactor
de la Ec. (4.228) si la reescribimos en la siguiente forma

∣

∣

∣

∣

∣

∂2S

∂x⊥
b ∂x

⊥
a

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

xb≈xa=x
∣

∣

∣

∣

∣

∂2S

∂x⊥
b ∂x

⊥
b

+ 2
∂S

∂x⊥
b

∂S

∂x⊥
a

+
∂2S

∂x⊥
a ∂x

⊥
a

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

xb=xa=x

. (4.235)

De la Ec. (4.232) encontramos que esta expresión coincide con P (1)−1/2. El ĺımite
semiclásico de la función de partición mecánico–cuántica tiene, por lo tanto, la forma
hallada en la fórmula de Gutzwiller

Zsc(E) = t(E)
1

P (1)1/2
eiS(E)−iπν/2

1− eiS(E)−iπν/2
. (4.236)

Los valores propios de esta expresión serán los polos del denominador, los cuales
cumplen con las reglas de cuantización [comparar con las expresiones (4.27), (4.190)]

S(En) = 2πh̄(n+ ν/4). (4.237)

Los valores propios de la matriz de estabilidad aparecerán siempre en parejas
λ, 1/λ, como puede observarse de la expresión (4.234). Por esta razón, sólo tenemos
que clasificar dos de los valores propios. Estos deben ser ambos reales, o el complejo
conjugado uno del otro. De a cuerdo al valor obtenido, distiguimos los siguientes
casos:
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1. eĺıptico, si λ = eiχ, e−iχ, con fase real χ 6= 0,

2. parabólico directo,
parabólico inverso,

si
λ = 1,
λ = −1,

3. hiperbólico directo,
hiperbólico inverso,

si
λ = e±χ,
λ = −e±χ,

4. loxodrómico, si λ = eu±v.

Para el caso,

P (1) =
2
∏

i=1

(λi − 1)(1/λi − 1) (4.238)

tendremos los siguientes valores

1. 4 sin2(χ/2),

2. 0 o 4,

3. − 4 sinh2(χ/2) o 4 cosh2(χ/2),

4. 4 sin[(u+ v)/2] sin[(u− v)/2].

Las ecuaciones de movimiento serán integrables sólo en el caso parabólico, siendo
esto una excepción más que una regla, ya que se necesita que se cumpla la ecuación
a+c = ±2b. Normalmente la parte transversal de la traza de la función de partición
da origen a un determinante singular en el denominador de la relación (4.236), por
esta razón y a fin de obtener un resultado correcto, este caso debe ser tratado con
cuidado.10 En general, si el sistema muestra una mezcla de comportamiento tanto
eĺıptico como hiperbólico, la órbita de la part́ıcula exhibe lo que llamamos un caos

suave. En el caso de un comportamiento puramente hiperbólico hablamos de un
caos total , la razón de esta denominación se debe a que la aproximación semiclásica
utiliza las órbitas de sistemas que son excepcionalmente caóticos, a saber, las órbitas
periódicas.

A partir de la Ec. (4.236), y de la expresión (4.193), es posible obtener la
densidad de estados semiclásica para sistemas D−dimensionales. El uso de las
fórmulas semiclásicas ha permitido hallar una explicación muy simple de datos ex-
tremadamente complejos de espectros de átomos altamente excitados, los cuales,
clásicamente, se comportan en forma caótica.

Por completes, veremos la representación en el espacio del momentum de la
amplitud de enerǵıa fija, Ec. (4.145). En el espacio del momentum esta amplitud
estará dada por el análogo de la expresión (4.219), cuya forma es:

(pb|pa)E =
(2πh̄)D
√
2πih̄

D−1

∑

p

|D̃S|1/2eiS(pb,pa;E)/h̄−iπν′/2, (4.239)

10M.V. Berry and M. Tabor, J. Phys. A 10 , 371 (1977), Proc. Roy. Soc. A 356 , 375 (1977).
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donde S(pb,pa;E) es la transformada de Legendre de la eikonal

S(pb,pa;E) = S(pb,pa;E)− pbxb + paxa, (4.240)

evaluada en el momenta clásico pb = ∂pb
S(pb,pa;E) y pa = ∂pa

S(pb,pa;E). Aqúı,
el determinante tiene la forma:

DS =
1

|ṗb||ṗa|
det

(

− ∂2S

∂p⊥
b ∂p

⊥
a

)

, (4.241)

donde p⊥
a es el momentum ortogonal a ṗa.

Esta fórmula no puede aplicarse a la amplitud de enerǵıa fija de la part́ıcula
libre, Ec. (3.219), debido a la degeneración comentada arriba.

En la literatura citada al final de este caṕıtulo pueden hallarse correcciones de
orden superior, con respecto al parámetro h̄, a la fórmula (4.236). Sin embargo, las
expresiones resultantes son demasiado complicadas para ser tratadas en este texto.

4.9 Correcciones Cuánticas a la Densidad de Estados
Clásica

A continuación veremos como calcular, en forma simple, correcciones cuánticas a la
expresión semiclásica de la densidad de estados, Ec. (4.207), y su generalización a
D−dimensiones, Ec. (4.216). Para esto introducimos el operador δ(E−Ĥ) mediante
la representación espectral

δ(E − Ĥ) ≡
∑

n

δ(E −En)|n〉〈n|, (4.242)

donde |n〉 son los estados propios del operador Hamiltoniano Ĥ . La función δ(E−Ĥ)
tiene la siguiente representación de Fourier [ver la expresión (1.193)]

δ(E − Ĥ) =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
e−i(Ĥ−E)t/h̄. (4.243)

Los elementos de matriz para los estados propios |x〉 del operador de posición,

ρ(E;x) = 〈x|δ(E − Ĥ)|x〉 =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
eiEt/h̄〈x|e−iĤt/h̄|x〉, (4.244)

definen la densidad local de estados mecánico–cuántica. El término del lado derecho
es la amplitud de evolución temporal

〈x|e−iĤt/h̄|x〉 = (x t|x 0), (4.245)

la cual puede representarse como una integral de trayectoria, tal como se describe
en el Caṕıtulo 2. En el ĺımite semiclásico, lo reelevante es el comportamiento para
tiempos cortos de (x t|x 0).
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4.9.1 Caso Unidimensional

En el caso de un oscilador unidimensional es fácil hallar el desarrollo en serie de
potencias en términos del tiempo de la expresión (4.245). Haremos este desarrollo
para un potencial armónico generalizado que contiene un término lineal

V (x) =
ω2

2
(x2 − 2ax) =

ω2

2
(x− a)2 − ω2

2
a2. (4.246)

Luego, la amplitud (4.245) será [ver también la expresión (2.333)]

(x tb|x ta) =
1

√

2πih̄/M

√

ω

sinωt
exp

[

i
Mω

h̄

(

tan
ωt

2
(x− a)2 − ωta2

2

)]

. (4.247)

Para el caso t ≡ tb − ta < 1/ω, podemos usar la siguiente representación en serie de
potencias de t:

(x tb|x ta) =
e−iM

2
ω2(x2−2ax)t/h̄

√

2πih̄t/M

{

1 +
t2ω2

12
− iM

h̄

t3

24
ω4(x− a)2

+
t4ω4

160
− iM

h̄

11 t5ω2

1440
ω4(x− a)2 + . . .

}

. (4.248)

El desarrollo puede generalizarse para todo potencial arbitrario y suave V (x), reem-
plazando el prefactor exponencial que contine el potencial armónico por la expresión

e−iV (x)t/h̄, (4.249)

al mismo tiempo hacemos la sustitución siguiente:

ω2 → 1

M
V ′′(x), (4.250)

ω4(x− a)2 → 1

M2
[V ′(x)]2. (4.251)

La existencia del parámetro a es importante en esta identificación. Sin este
parámetro no podemos decir si el término armónico ω4x2 representa al factor
[V ′(x)]2/M2 o al factor 2V (x)V ′′(x)/M2. De esta forma encontramos

(x tb|x ta) =
e−iV (x)t/h̄

√

2πih̄t/M

{

1 +
t2

12M
V ′′(x)− i

h̄

t3

24M
[V ′(x)]2

+
t4

160
[V ′′(x)]2 − i

h̄

11 t5

1440M
[V ′(x)]2V ′′(x) + . . .

}

.(4.252)

Si E − V (x) es positivo, la integración en el eje real puede llevarse a la parte
superior del plano complejo que contiene la singularidad positiva de la ráız cuadrada.
En este plano la trayectoria de integración se recorre en sentido contrario a las
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manecillas del reloj. Utilizando el cambio de variable t = iτ , y del hecho de que
la discontinuidad de la ráız cuadrada da origen a un factor dos, obtenemos que, a
menor orden, los primeros tres términos serán

ρ(E; x)=2
∫ ∞

0

dτ

2πh̄

e−[E−V (x)]τ/h̄

√

2πh̄τ/M

{

1− τ 2

12M
V ′′(x)− 1

h̄

τ 3

24M
[V ′(x)]2 + . . .

}

. (4.253)

Si E > V (x), el primer término puede integrarse fácilmente y obtenemos la densidad
local de estados clásica, Ec. (4.207):

ρcl(E; x) =
1

πh̄

M
√

2M [E − V (x)]
=
M

πh̄

1

p(E; x)
. (4.254)

Ahora, para calcular el efecto de la corrección a la serie (4.253), observemos
que el factor τ en el integrando es el mismo que el obtenido al aplicar el operador
h̄d/dV a la exponencial. De esta forma encontramos directamente la representación
semiclásica de la densidad de estados (4.253), la cual es válida para el caso E > V (x):

ρ(E; x) =

{

1− h̄2

12M
V ′′(x)

d2

dV 2
− h̄2

24M
[V ′(x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

ρcl(E; x). (4.255)

Utilizando aqúı la expresión (4.254) y haciendo las derivadas con respecto a V
obtenemos

ρ(E; x) =
1

πh̄

√

M

2

{

1

[E − V (x)]1/2
− h̄2

12M
V ′′(x)

3

4

1

[E − V (x)]5/2

− h̄2

24M
[V ′(x)]2

15

8

1

[E − V (x)]7/2
+ . . .

}

.(4.256)

Observese que el resultado obtenido está en términos de potencias de orden superior
del gradiente del potencial, es decir, lo que tenemos es el desarrollo del gradiente de
la densidad de estados.

La integración de la expresión (4.256) nos permite obtener el desarrollo del gra-
diente de ρ(E) [3]. El segundo término puede integrarse por partes y utilizando
la hipótesis de que V (x) se anula en la frontera, lo cual cambia el signo del tercer
término, obtenemos

ρ(E)=
1

πh̄

√

M

2

∫

dx

{

1

[E − V (x)]1/2
+

h̄2

24M
[V ′(x)]2

15

8

1

[E − V (x)]7/2 + . . .

}

.(4.257)

4.9.2 Dimensiones Arbitrarias

En el espacio D−dimensional, la representación de la amplitud de evolución tempo-
ral (4.252) tiene la siguiente forma

(x tb|x ta) =
e−iV (x)t/h̄

√

2πih̄t/M
D

{

1 +
t2

12M
∇

2V (x)− i

h̄

t3

24M
[∇V (x)]2 + . . .

}

. (4.258)
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Si utilizamos la prescripción iη, presentada en la página 122, de acuerdo a la cual
la singularidad en t = 0 tiene que cambiarse ligeramente al semiplano superior
reemplazando t→ t− iη y usando la fórmula11

∫ ∞

−∞

dt

2π

1

(it+ η)ν
eita = Θ(a)

aν−1

Γ(ν)
e−aη, (4.259)

obtendremos la generalización de la expresión (4.255):

ρ(E;x) =

{

1− h̄2

12M
∇

2V (x)
d2

dV 2
− h̄2

24M
[∇V (x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

ρcl(E;x), (4.260)

donde ρcl(E;x) es la densidad local de estados clásica, Ec. (4.217), enD dimensiones.
El como se ha obtenido esta densidad local de estados difiere al cálculo presentado
en la expresión (4.212), la cual puede expresarse, con ayuda del momentum local
(4.215), como la integral

ρcl(E;x) =
∫

dDp

(2πh̄)D
δ[E −H(p,x)] =

∫

dDp

(2πh̄)D
M

p(E;x)
δ[p− p(E;x)]. (4.261)

Para ver el origen de los términos obtenidos en la expresión (4.260), usemos la
descomposición de Fourier del término principal de la serie de potencias, en términos
del tiempo, de la amplitud de evolución temporal

(x t|x 0)cl =
∫

dDp

(2πh̄)D
e−i[p2/2M+V (x)]t/h̄ (4.262)

y sustituyendo en la representación integral (4.244), obtenemos

ρ(E;x) =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄

∫

dDp

(2πh̄)D
e−i[p2−p2(E;x)]t/2Mh̄. (4.263)

De la integración temporal obtenemos que el momentum estará restringido al valor
p2(E;x), de donde encontramos la representación (4.261). Por otra parte, la ex-
presión (4.217), para la densidad de estados, se ha obtenido luego de integrar sobre
todos los momenta, mientras que como resultado de la anterior integración temporal
hemos encontrando que el valor aceptado para el momenta local es p2(E;x).

Con esto obtenemos que la generalización de la expresión (4.256) será

ρ(E;x) =
(

M

2πh̄2

)D/2
{

1

Γ(D/2)
[E − V (x)]D/2−1

− h̄2

12M

[

∇
2V (x)

] 1

Γ(D/2− 2)
[E − V (x)]D/2−3

+
h̄2

24M
[∇V (x)]2

1

Γ(D/2− 3)
[E − V (x)]D/2−4 + . . .

}

. (4.264)

11I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 3.382.6. Esta fórmula se obtiene
fácilmente, simplemente expresamos (it + η)−ν = Γ−1(ν)

∫∞
0 dττν−1e−τ(it+η).
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La integración, para todo x, de la densidad de estados (4.264) nos permite ver
que el segundo término en el corchete es el inverso aditivo del tercer término, tal
como hallamos en la expresión (4.257). Finalmente, notemos que el lado derecho
de la expresión puede integrarse para potenciales con potencias enteras, esto será
hecho en el Apéndice 4A.

4.9.3 Densidad Bilocal de Estados

Como veremos más adelante es útil generalizar la densidad local de estados (4.244),
para esto introduciremos la densidad bilocal de estados :

ρ(E;xb,xa) = 〈xb|δ(E − Ĥ)|xa〉 =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
eiEt/h̄ 〈xb|e−iĤt/h̄|xa〉

=
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄
eiEt/h̄ (xb t|xa 0). (4.265)

Aqúı necesitamos la versión no diagonal de la representación semiclásica para tiem-
pos cortos de la densidad local de estados, Ec. (4.258). En el caso del oscilador
armónico en D−dimensiones, y utilizando a = 0, la expresión (4.248) puede gene-
ralizarse como

(xbtb|xata) =
eiM∆x2/2th̄

√

2πih̄t/M
D e

−iMω2x̄2t/2h̄

{

1+
t2D

12
ω2− iM

h̄

t3

24
ω4x̄2− iM

h̄

t

24
∆x2ω2

−iM
h̄

t3

1440
∆x2ω4− iM

h̄

t3D

288
∆x2ω4 +

t4(D+ 5
4D

2)

360
ω4− 1

h̄2
∆x4 t2

1152
ω4x̄2+ . . .

}

,

(4.266)

donde x̄ = (xb + xa)/2 es la media de los puntos extremos. En esta representación
incluimos todos los términos que son de orden t4, donde consideramos que el término
∆x2 es de orden lineal en h̄ para una amplitud finita. Al realizar las sustituciones
dadas por las expresiones (4.250) y (4.251), para el caso a = 0, obtenemos que la
representación tendrá la siguiente forma generalizada

(xbtb|xata) =
eiM∆x2/2th̄

√

2πih̄t/M
D
e−iV (x̄)t/h̄

{

1 +
t2

12M
∇

2V − i

h̄

t3

24M
[∇V ]2 − i

h̄

t

24
(∆x∇)2V

− i

h̄

t3

1440M
[(∆x∇)∆xi∇jV ]∇i∇jV ]− iM

h̄

t3

288
(∆x)2[∇2V ]2 +

t4

360M2

(

[∇i∇jV ]2 +
5

4
[∇V ]2

)

− t2

1152h̄2
[∆xi∆xj∇k∇lV ][∆xk∆xl∇i∇jV ] + . . .

}

.(4.267)

donde hemos omitido el argumento x̄ en los potenciales. En la expresión (4.266)
podemos hacer la siguiente sustitución

∆x2Mω2 → (∆x∇)2V (x̄), (4.268)

en lugar del término ∆x2
∇

2V (x̄), como consecuencia de que no hay un factor D.
El resto de las sustituciones se siguen de forma similar.
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Una deducción que no considera el truco usado en las expresiones (4.250), (4.251)
y (4.268) será dado en el Apéndice 4B.

También podemos hacer una cálculo recursivo escribiendo la amplitud en la forma

(x t|x′0) =
eiM∆x2/2th̄

√

2πih̄t/M
DA(x,∆x, t), (4.269)

donde la amplitud A(x,∆x′; t), cumple la siguiente ecuación diferencial

h̄i∂tA(x,∆x′; t) =

[

− h̄2

2M
∇

2 − V (x)

]

A− ih̄

t
∆x∇A(x,∆x; t). (4.270)

Utilizando el siguiente desarrollo

A(x,∆x; t) = 1 +
∞
∑

n=1

tn
∞
∑

p=0

∆xi1 · · ·∆xip a
(n)
i1,...,ip(x), (4.271)

podemos calcular los coeficientes a orden deseado en los ı́ndices n y p.
La sustitución de la amplitud (4.267) en la integral de la Ec. (4.265) nos permite

obtener, de los términos de orden inferior en la serie, la densidad bilocal de estados

ρ(E;xb,xa) =
∫ ∞

−∞

dt

2πh̄

eiM∆x2/2th̄

√

2πih̄t/M
D e

−i[V (x̄)−E]t/h̄

×
{

1 +
t2

12M
∇

2V (x̄)− i

h̄

t3

24M
[∇V (x̄)]2 − i

h̄

t

24
(∆x∇)2V (x̄) + . . .

}

.(4.272)

El primer término es la amplitud de evolución temporal de la part́ıcula libre en un
potencial constante V (x̄), la cual tiene la siguiente representación de Fourier [vease
la expresión (1.335)]:

(xbtb|xata)cl =
∫

dDp

(2πh̄)D
eip(xb−xa)/h̄e−iH(p,x̄)t/h̄. (4.273)

Luego de sustituir esta última expresión en (4.265), y realizando la integración
temporal, obtenemos

ρcl(E;xb,xa) =
∫

dDp

(2πh̄)D
δ(E −H(p, x̄))eip(xb−xa)/h̄. (4.274)

Siguiendo lo hecho en la expresión (4.213), hallamos la descomposición de la integral
del momentum en la parte radial y angular, de donde inmediatamente obtenemos
la integral de la parte radial, ver la Ec. (4.203), mientras que de la parte angular
encontramos la siguiente función para R = |xb − xa|:

∫

dp̂ eip(xb−xa)/h̄ = SD(pR/h̄), (4.275)
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que resulta ser una generalización directa de la superficie de una esfera en D di-
mensiones, Ec. (4.214), a la cual se reduce para el caso p = 0. Esta integral será
calculada en detalle en la Sección 9.1. Luego, el resultado será

SD(z) = (2π)D/2JD/2−1(z)/z
D/2−1, (4.276)

donde Jν(z) son las funciones de Bessel. Para valores pequeños de z tenemos12

Jν(z) ≈
(z/2)ν

Γ(ν + 1)
, (4.277)

de donde encontramos que SD(kR) es igual a SD para R = 0.
De la misma forma, el ĺımite clásico de la densidad bilocal de estados es

ρcl(E;xb,xa) =
(

1

2πh̄2

)D/2

M
JD/2−1(p(E; x̄)R/h̄)

(R/h̄)D/2−1
. (4.278)

Misma que para el caso xb = xa, se reduce a la expresión (4.212).
En tres dimensiones, las funciones de Bessel son

J1/2(z) =

√

2

πz
sin z, (4.279)

por lo cual de la expresión (4.278) obtenemos

ρcl(E;xb,xa) =
(

1

2πh̄2

)3/2 1

Γ(3/2)

M√
2

sin[p(E; x̄)R/h̄]

R/h̄
. (4.280)

Ahora, de la versión D−dimensional de la representación para tiempos cortos de
la Ec. (4.272), donde utilizamos de nueva cuenta la equivalencia entre t y ih̄d/dV ,
obtenemos

ρ(E;xb,xa) =

{

1− h̄2

12M

[

∇
2V (x̄)

] d2

dV 2
− h̄2

24M
[∇V (x̄)]2

d3

dV 3

+
1

24
[(xb−xa)∇]2V (x̄)

d

dV
+ . . .

}

ρcl(E;xb,xa).(4.281)

4.9.4 Tracelog del Operador Hamiltoniano en la Representación
del Gradiente

El punto de partida para hallar la tracelog del operador Hamiltoniano es la fórmula (1.590). En
la base |x〉, el cálculo de la traza nos permite encontrar la fórmula para la densidad de estados
(4.244)

Tr log Ĥ =

∫

dDx

∫ ∞

−∞
dE ρ(E;x) logE. (4.282)

12M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver la fórmula 9.1.7.
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Si en esta expresión sustituimos la densidad de estados clásica (4.217) e integramos sobre el espectro
clásico E ∈ (E0,∞), donde E0 es el mı́nimo del potencial V (x), obtenemos el ĺımite clásico de la
tracelog:

[Tr log Ĥ ]cl =

∫

dDx

∫ ∞

E0

dE ρcl(E;x) logE =

(

M

2πh̄2

)D/2 ∫

dDx ID/2(V (x)), (4.283)

donde

Iα(V ) ≡ 1

Γ(α)

∫ ∞

V

dE (E − V )α−1 logE. (4.284)

Aunque las integrales ID/2(V (x)) divergen, estas integrales pueden ser calculadas usando
las técnicas explicadas en la Sección 2.15, para esto utilizamos las integrales regularizadas
análiticamente13

Iηα(V ) ≡ 1

Γ(α)

∫ ∞

V

dE (E − V )α−1 E−η = V α−η Γ(−α + η)

Γ(η)
. (4.285)

Puesto que E−η = 1− η logE+O(η2), entonces el coeficiente de −η en la serie de Taylor de Iηα(V )
será la integral buscada. Por otro lado, tenemos que 1/Γ(η) ≈ η, por lo que tendremos

Iα(V ) = −Γ(−α)V α, (4.286)

de esta forma, la expresión (4.283) será

[Tr log Ĥ]cl = −
(

M

2πh̄2

)D/2

Γ(−D/2)

∫

dDx [V (x)]D/2. (4.287)

Con ayuda de las fórmulas (4.244), (4.258), y (2.506) obtenemos el mismo resultado

[Tr log Ĥ ]cl = −
∫

dDx

∫ ∞

−∞
dE

∫ ∞

−∞

dt

2πh̄

eit[E−V (x)]/h̄

(2πih̄t/M)D/2

∫ ∞

0

dt′

t′
e−iEt′/h̄. (4.288)

La integración en la enerǵıa nos permite obtener

[Tr log Ĥ ]cl = −
∫

dDx

∫ ∞

0

dt

t

1

(2πih̄t/M)D/2
e−itV (x)/h̄. (4.289)

Una deformación del contorno de integración, mediante la sustitución t = −iτ , nos permite ha-
llar la representación integral de la función Gama dada en la Ec. (2.498), de donde obtenemos
inmediatamente el resultado de la expresión (4.287).

La expresión mecánico cuántica completa de la tracelog contiene la diagonal de la amplitud de
evolución temporal

Tr log Ĥ = −
∫

dDx

∫ ∞

0

dt

t
〈x|e−iĤt/h̄|x〉. (4.290)

Sustituyendo la serie para tiempos cortos de la expresión (4.258), obtenemos la representación
semiclásica de la tracelog del logaritmo. Si en el integrando los factores tn se reemplazan por
las derivadas con respecto al potencial V (x), obtenemos el desarrollo semiclásico del témino en
corchetes hallado en la expresión (4.260):

Tr log Ĥ = −
(

M

2πh̄2

)D/2

Γ(−D/2)

×
∫

dDx

{

1− h̄2

12M
∇

2V (x)
d2

dV 2
− h̄2

24M
[∇V (x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

[V (x)]D/2. (4.291)

13I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 3.196.2.
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Utilizando la sustitución ∇
2V (x)→ −[∇V (x)]2d/dV , e integrando por partes el segundo término

obtenemos la representación gradiente

Tr log Ĥ = −
(

M

2πh̄2

)D/2

Γ(−D/2)

∫

dDx

{

1 +
h̄2

24M
[∇V (x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

[V (x)]D/2. (4.292)

Aqúı, el término entre corchetes puede ser reemplazado por la expresión

{

1− h̄2

24M

Γ(3−D/2)

Γ(−D/2)

[∇V (x)]2

[V (x)]3
+ . . .

}

. (4.293)

En una dimensión y utilizando el valor M = 1/2, obtenemos la fórmula

Tr log[−h̄2∂2
x + V (x)] =

1

h̄

∫

dx
√

V (x)

{

1 +
h̄2

32

[V ′(x)]2

V 3(x)
+ . . .

}

. (4.294)

Un ejercicio útil es deducir esta expresión con ayuda del método de Gelfand-Yaglom presentado
en la Sección 2.4.

Otro método que nos permitirá hallar la representación (4.291) se comenta a continuación.
Separemos el potencial V (x) en un término constante V y una pequeña perturbación δV (x) de-
pendiente de x, y reescribamos

Tr log

[

− h̄2

2M
∇

2 + V (x)

]

= Tr log

[

− h̄2

2M
∇

2 + V + δV (x)

]

= Tr log

(

− h̄2

2M
∇

2 + V

)

+Tr log (1 + ∆V δV ) , (4.295)

donde ∆V es la matriz funcional

∆V (x,x′) =

(

− h̄2

2M
∇

2 + V

)−1

=

∫

dDp

(2πh̄)D
eip(x−x′)/h̄

p2/2M + V
≡ ∆V (x− x′). (4.296)

Esta expresión coincide con la amplitud de enerǵıa fija (i/h̄)(x|x′)E para E = −V [recordemos la
Ec. (1.348)].

El primer término de la expresión (4.295) es igual a la expresión (4.287) si reemplazamos V (x)
por la constante V , de tal forma que podemos reescribir

Tr log Ĥ = [Tr log Ĥ ]cl

∣

∣

∣

V (x)→V
+ Tr log (1 + ∆V δV ) . (4.297)

Ahora, el resto de la expresión puede desarrollarse como sigue

Tr log (1 + ∆V δV ) = Tr∆V δV − 1

2
Tr (∆V δV )2 + . . . , (4.298)

y podemos evaluar los diferentes términos del desarrollo. El primer término será

Tr ∆V δV =

∫

dDx∆V (x,x)δV (x) = ∆V (0)

∫

dDx δV (x). (4.299)

donde

∆V (0) =

∫

dDp

(2πh̄)D
1

p2/2M + V
= ∂V [Tr log Ĥ ]cl

∣

∣

V (x)→V
. (4.300)

El resultado de esta integral se obtuvo en la Ec. (1.352).
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El segundo término del desarrollo será

−1

2
Tr (∆V δV )

2
= −1

2

∫

dDx

∫

dDx′ ∆V (x,x′)δV (x′)∆V (x′,x)δV (x). (4.301)

Ahora, podemos utilizar la relación de operadores

[f(Â), B̂] = f ′(Â)[Â, B̂]− 1

2
f ′′(Â)[Â, [Â, B̂]] + . . . , (4.302)

para representar

δV ∆V = ∆V δV + ∆2
V

[

T̂ , δV
]

+ ∆3
V

[

T̂ , [T̂ , δV ]
]

+ . . . , (4.303)

donde T̂ es el operador de la enerǵıa cinética p̂2/2M . Este operador conmuta con toda función de
la forma f(x), es decir

[T̂ , f ] = − h̄2

2M

[(

∇
2f
)

+ 2 (∇f) ·∇
]

, (4.304)

[T̂ , [T̂ , f ]] =
h̄4

4M2

{[

(∇2)2f
]

+ 4[∇∇
2f ] ·∇ + 4[∇i∇if ]∇i∇j

}

, (4.305)

... .

Utilizando estos resultados en la expresión (4.301) obtenemos que la contribución a primer orden
tiene la forma

−1

2

∫

dDx

∫

dDx′ ∆V (x,x′)∆V (x′,x)[δV (x)]2. (4.306)

Las integrales espaciales pueden hallarse en el espacio del momentum, de donde encontramos la
siguiente fórmula general

∫

dDx

∫

dDx1 · · ·
∫

dDxn ∆V (x,x1)∆V (x1,x2) · · ·∆V (xn−1,xn)∆V (xn,x)

=

∫

dDp

(2πh̄)D
1

(p2/2M +V )
n+1 =

(−1)n

n!
∂n
V ∆V (0). (4.307)

Con esto, la expresión (4.306) tiene la siguiente forma simplicada

1

2
∂V ∆V (0)

∫

dDx [δV (x)]2. (4.308)

Si ahora combinamos los términos de δV (x) independientes de la aproximación gradiente,
es decir el primer término de la expresiones (4.297), (4.299) y (4.308), y en la última ecuación
reemplazamos ∆V (0) utilizando la expresión (4.300), obtendremos los primeros tres términos para
[Tr log Ĥ]cl, el cual depende de V (x) y x, de la Ec. (4.287).

La siguiente contribución a la expresión (4.301) obtenida de la relación (4.304) es

h̄2

4M

∫

dDx

∫

dDx1

∫

dDx2 ∆V (x,x1)∆V (x1,x2)∆V (x2,x)

×
{

[

∇
2δV (x)

]

δV (x) + 2 [∇δV (x)]
2
+ 2[∇δV (x)]δV (x)∇

}

, (4.309)

donde, debido a la traza, el último operador ∇ actúa primero sobre la variable x en ∆V (x,x1).
Este término no contribuye a la integral ya que es impar en x− x1.
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Con ayuda de la fórmula (4.307) podemos hacer las integrales sobre x1 y x2, de donde encon-
tramos

h̄2

8M

∫

dDx
{

[

∇
2δV (x)

]

[δV (x)]+2 [∇δV (x)]
2
}

∂2
V ∆V (0). (4.310)

El primer término puede integrarse por partes, lo cual elimina la mitad del segundo término.
Una tercera contribución a la expresión (4.301), que contiene sólo el gradiente a más bajo

orden de δV (x), se obtiene del tercer término de la expresión (4.305):

− h̄4

8M2

∫

dDx

∫

dDx1

∫

dDx2

∫

dDx3∆V (x,x1)∆V (x1,x2)∆V (x2,x3)∆V (x3,x)

× 4 [∇i∇jδV (x)] δV (x)∇i∇j , (4.311)

donde, como consecuencia de la traza, el último par de operadores ∇i∇j actua sobre la variable x
en ∆V (x,x1). En el espacio del momentum, encontramos la integral

∫

dDp

(2πh̄)D
−4pipj/h̄

2

(p2/2M + V )
4 = −8M

h̄2

δij
D

∫

dDp

(2πh̄)D

[

1

(p2/2M +V )
3−

V

(p2/2M +V )
4

]

= −8M

h̄2

δij
D

(

1

2
∂2
V +

1

6
V ∂3

V

)

∆V (0). (4.312)

de tal forma que, luego de una integración por partes, obtenemos que la tercera contribución a la
expresión (4.301) será

− h̄2

M

∫

dDx [∇δV (x)]
2 δij
D

(

1

2
∂2
V +

1

6
V ∂3

V

)

∆V (0). (4.313)

Combinando los términos del gradiente en [∇V (x)]2 y reemplazando ∆V (0), de acuerdo con
(4.300), recobramos en resultado hallado previamente en la expresión (4.292), junto con los términos
entre corchetes de la relación (4.293).

En una dimensión la tracelog tiene la siguiente fórmula

Tr log[−h̄2∂2
x + V (x)] =

1

h̄

∫

dx
√

V (x)

{

1 +
h̄2

32

[V ′(x)]2

V 3(x)
+ . . .

}

. (4.314)

La cual puede obtenerse, también, utilizando el método de Gelfand-Yaglom descrito en la Sección
2.4.

Este resultado unidimensional puede obtenerse, incluso a orden superior, con ayuda de la
representación gradiente de la tracelog del logaritmo del operador −h̄2∂2

τ + w2(τ), hallado en
la Subsección 2.15.4. Para verlo, reemplacemos τ por x/h̄ y v(τ) por V (x), entonces, de las
expresiones (2.550)–(2.552), obtenemos:

1

h̄

∫

dx
√

V (x)

{

1− h̄
V ′

4V 3/2
− h̄2

(

5V ′2

32V 3
− V ′′

8V 2

)

− h̄3

(

15V ′3

64V 9/2
− 9V ′V ′′

32V 7/2
+

V (3)

16V 5/2

)

− h̄4

(

1105V ′4

2048V 6
− 221V ′2V ′′

256V 5
+

19V ′′2

128V 4
+

7V ′V (3)

32V 4
− V (4)

32V 3

)}

. (4.315)

Los términos que acompañan a las potencias impares de h̄, en los corchetes, pueden reescribirse
como una derivada total y pueden ignorarse si V (x) es el mismo en los ĺımites superior e inferior. El
término h̄2 se transforma en el término h̄2 de la expresión (4.314). Los términos de h̄4 pueden inte-
grarse por partes, de donde hallamos V ′4/V 6 → 2

3V
′2V ′′/V 5, V ′V (3)/V 4 → 7

2V
′2V ′′/V 5−V ′′2/V 4,

V (4)/V 3 → 35
4 V

′2V ′′/V 5 − 5
2V

′′2/V 4, de tal forma que el término total en h̄4 será equivalente a

−h̄4(− 35
3072V

′2V ′′/V 5 + 1
128V

′′2/V 4).
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Un tercer procedimiento para hallar la representación del gradiente se basa en un cálculo de
operadores [4]. Escribimos la amplitud (4.265) en la forma

〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 = e−it[p̂2/2M+V (x)]/h̄〈x|x′〉 =
∫

dDk

(2π)D
e−it[−h̄2∇

2
/2M+V (x)]/h̄eik(x−x′), (4.316)

donde, con ayuda de la fórmula de Lie (1.297), hemos usado la siguiente representación de la onda
plana

e−ikx
∇eikx = ∇ + ik. (4.317)

De esta forma obtenemos la fórmula

〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 =

∫

dDk

(2π)D
eik(x−x′)e−it[−h̄2(∇+ik)2/2M+V (x)]/h̄. (4.318)

Podemos escribir esta expresión como

〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 =
∫

dDk

(2π)D
eik(x−x′)−ith̄k2/2Me−itV (x)/h̄C(x;k, t) (4.319)

donde

C(x;k, t) ≡ eit[h̄
2k2+V (x)]/h̄e−it[−h̄2(∇+ik)2/2M+V (x)]/h̄ = eitV (x)/h̄e−it[Ĥ−ih̄2k∇/M ]/h̄. (4.320)

Ahora, podemos representar C(x;k, t) en una serie de potencias de t:

C(x;k, t) =

∞
∑

n=0

tnC(n)(x;k). (4.321)

Los coeficientes de la serie pueden obtenerse directamente usando sólo la serie de potencias de t
en la segunda exponencial, y eliminando el potencial V (x). Luego, podemos evaluar las integrales
para k con ayuda de la fórmula de Gauss

∫

dDk

(2π)D
eik(x−x′)−ith̄k2/2M =

1

(2πih̄/M)D/2
eiM(x−x′)2/2h̄t. (4.322)

Definiendo el promedio del momentum con respecto a esta integral como

〈f(k)〉k ≡
∫

dDk

(2π)D
eik(x−x′)−ith̄k2/2Mf(k)

/∫

dDk

(2π)D
eik(x−x′)−ith̄k2/2M , (4.323)

vemos que

〈f(k)〉k = f(−i∇x)eiM(x−x′)2/2h̄t, (4.324)

de tal forma que los valores esperados de los productos de los momenta son

〈ki〉k = −i∇i e
iM(x−x′)2/2h̄t = κie

iM(∆x)2/2h̄t, κi ≡
M

h̄

(x− x′)i
t

,

〈kikj〉k = i∇i∇je
iM(x−x′)2/2h̄t =

(

κiκj +
M

ih̄t
δij

)

eiM(∆x)2/2h̄t, (4.325)

〈kikjkk〉k = −∇i∇j∇ke
iM∆x2/2h̄t =

[

κiκjκk +
M

ih̄t
(δijκk + δjkκi + δkiκj)

]

eiM(∆x)2/2h̄t.

Utilizando la regla de la cadena de la diferenciación de Leibinz y la derivada −i∇iκj = δijM/ih̄t,
podemos fácilmente continuar la lista. En forma compacta, el resultado se puede escribir como

〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 =
1

(2πih̄/M)D/2
〈C(x,k, t)〉q

=
1

(2πih̄/M)D/2
C(x;−i∇x, t)e

iM(x−x′)2/2h̄t. (4.326)
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Nuestra meta es obtener la amplitud 〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 como una serie de potencias en términos de t

〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 =
eiM(∆x)2/2h̄t

(2πih̄/M)D/2

∞
∑

n=0

tnan(x,∆x). (4.327)

Sin embargo, los anteriores promedios para k muestran que el valor esperado de los coeficientes
de la serie (4.321) contienen potencias del orden tn. Debemos arreglar estos coeficientes a fin de
hallar la serie (4.327). Puede hallarse una expresión expĺıcita para los coeficientes an(x,∆x) al
reescalar k e introducir la variable q ≡ k

√

th̄/Mi, de donde reescribimos C(x;q
√

iM/th̄, t) como

C(x;q
√

M/th̄, t) =
[

e−it[−h̄2∇
2
/2M+V (x)−iq

√
ih̄/Mt h̄∇]/h̄

]

/Vn
, (4.328)

donde el śımbolo [. . .]/Vn indica que hemos eliminado todas las potencias V n(x) en el coeficiente
n−ésimo de la representación de la exponencial. Por lo tanto, la expresión (4.319) puede reescribirse
como

〈x|e−iĤt/h̄|x′〉 =
eiM(∆x)2/2h̄t

(2πih̄/M)D/2

[

e−∆x2/2
〈

C(x,q
√

M/th̄, t)
〉

q

]

/Vn
, (4.329)

donde los promedios en q se obtienen de las fórmulas (4.325) en las cuales M se sustituye por ih̄t.
Estos promedios quedarán bien definidos con ayuda de las integrales Gaussinas

〈 f(q) 〉q ≡
∫

dDq

(2π)D
f(q)eiq∆x−q2/2

/

∫

dDq

(2π)D
eiq∆x−q2/2. (4.330)

cuyas series pueden evaluarse con ayuda de las integrales

∫

dDq

(2π)D
e−q2/2

{

1, qiqj , qi1qi2qi3q4, . . . . . . , qi1qi2 · · · qi2n−1
qi2n , . . .

}

=
1

(2π)D/2

{

1, δij , δi1i2i3i4 , . . . , δi1i2...i2n−1i2n , . . .
}

. (4.331)

Estos resultados son el análogo a las ecuaciones (4.325):

〈qi〉q = −i∇i e
−(∆x)2/2 = ∆xie

−(∆x)2/2,

〈qiqj〉q = i∇i∇je
−(x−x′)2/2 = (∆xi∆xj + δij) e

−(∆x)2/2, (4.332)

〈qiqjqq〉q = −∇i∇j∇ke
iM∆x2/2 = [∆xi∆xj∆xk + (δij∆xk + δjk∆xi + δki∆xj)] e

−(∆x)2/2.

Aqúı, δi1i2...i2n−1i2n son los tensores de la contracción, los cuales para n > 2 se definen por la
relación de recursión

δi1...i2n = δi1i2δi3i4...i2n + δi1i3δi2i4...i2n + . . . + δi1i2nδi2i3...i2n−1
. (4.333)

Con estas fórmulas, el cálculo de los coeficientes de la representación diagonal que cumplen la
condición ∆x = 0 es muy simple. Por generalidad, también se permite la presencia de un potencial
vectorial, el cual se introduce mediante la ley de sustitución mı́nima (2.644). En el lenguaje de
operadores, donde p se representa por el operador diferencial p̂ = −ih̄∇ [y utilizando la expresión
(1.89)], las derivadas ∇ de la relación (4.328) deben ser reemplazadas por las derivadas covariantes
D ≡ ∇ − i(e/ch̄)A. El conmutador de estas derivadas ya no será cero, sino que resulta ser
proporcional al campo magnético:

[Di, Dj] = −iǫijk(e/ch̄)Bk (4.334)
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A segundo orden en t, la expresión (4.328) será

a0 = 1, a1 = 0,

a2 =

〈

1

2
(−Ĥ2 − V 2)− h̄2

3!M

[

Ĥ(qD)2 + (qD)Ĥ(qD) + (qD)2Ĥ
]

− h̄4

4!M2
(qD)4

〉

q

. (4.335)

Con ayuda de la expresión (4.332) y de los promedios del momentum, encontramos que a2 será

a2 = −1

2
(Ĥ2 − V 2)− h̄2

3!M

[

ĤD2 + DĤD + D2Ĥ
]

− h̄4

8M2
(D4 + DiDjDiDj + DiD

2Di). (4.336)

Si utilizamos la expresión Ĥ = −h̄2D2/2M + V , encontramos que a2 tendrá la forma

a2 = −1

2

[

(

h̄2D2

2M

)2

− h̄2

2M
(D2V + VD2)

]

− h̄2

3!M

[

ĤD2 + DĤD + D2Ĥ
]

− h̄4

8M2
(D4 + DiDjDiDj + DiD

2Di). (4.337)

Luego de un poco de álgebra encontramos la siguiente forma compacta

a2 =
h̄2

12M
[D2V (x) + V (x)D2]− h̄2

6M
DiV (x)Di −

h̄4

48M2
[Di, Dj ]

2, (4.338)

donde los términos que no dependen de x tendrán derivada cero. En ausencia de un campo
magnético, a2 será

a2 =
h̄2

12M
∇

2V (x), (4.339)

en completo acuerdo con el segundo término de la representación hallada en la Ec. (4.258). Un
campo magnético B ortogonal al plano 1− 2 agregará el término

∆aB2 = − h̄4

48M2
([D1, D2]

2 + [D2, D1]
2) =

h̄2

24M2

(e

c

)2

B2. (4.340)

Podemos comparar este resultado con el valor exacto de la Ec. (2.668), donde la amplitud diagonal
tiene un factor exponencial unitario, y la serie para valores pequeños de t se obtiene directamente
de la serie de Taylor del factor de fluctuación (ωLt/2)/ sin(ωLt/2). La cual tiene los términos
1 + ω2

Lt
2/24 = 1 + t2(h̄2/24M2)(e/c)2B2, en total acuerdo con el término magnético hallado

arriba.

4.9.5 Densidad Local de Estados sobre un Cı́rculo

Para un uso futuro, calculemos la densidad local de estados sobre el ćırculo x = (0, b), de tal
forma que, como un resultado adicional obtendremos la representación gradiente de la tracelog del
operador (−∂2

τ +ω2(τ)) a temperatura finita. Recordemos aqúı que si la frecuencia es independiente
de τ , y utilizando la Ec. (2.558), encontramos que la tracelog del operador (−∂2

τ +ω2), el cual tiene
condiciones de frontera periódicas, i.e., τ ∈ (0, h̄β), estará dado por

Fω = − h̄√
π

∫ ∞

0

dτ

τ
τ−1/2

[

1 + 2

∞
∑

n=1

e−(nh̄β)2/4τ

]

e−τω2

. (4.341)

El primer término es la expresión a temperatura cero. El segundo término se obtiene de la fórmula
de suma de Poisson y contiene los efectos de temperatura finita. En el primer término de la densidad
de estados (el término clásico) (4.253), el factor 1/

√

2πh̄τ/M se obtiene de la integral sobre el factor
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de Boltzmann que contiene la enerǵıa cinética
∫∞
−∞(dk/2π)e−τh̄k2/2M . En el caso de condiciones

de frontera periódicas para x ∈ (0, b), este término se reescribe como (1/b)
∑

m e−τh̄k2
m/2M , donde

km = 2πm/b. De la fórmula de Poisson (1.205), sabemos que la integral puede ser reemplazada
por una integral y una suma auxiliar

1

b

∑

m

e−τh̄k2
m/2M =

∞
∑

n=−∞

∫ ∞

−∞

dk

2π
e−τh̄k2/2M+ibkn =

1
√

2πh̄τ/M

∞
∑

n=−∞
e−n2Mb2/2h̄τ. (4.342)

Sustituyendo la suma en la integral (4.253), obtenemos la densidad de estados ρ(E;x) sobre el
ćırculo de radio b, misma que tiene la siguiente contribución clásica

ρcl(b, E;x) = 2

∫ ∞

0

dτ

2πh̄

∞
∑

n=−∞

e−n2Mb2/2h̄τ−τ [E−V (x)]/h̄

(2πh̄τ/M)1/2
. (4.343)

En la suma, el término n = 0 nos lleva de nueva cuenta a la expresión (4.253). Con ayuda de la
fórmula (2.559), y usando el hecho que Kν(z) = K−ν(z), podemos hallar las integrales en τ , de
donde obtenemos

∫ ∞

0

dτ

τ
τνe−n2Mb2/2h̄τ−[E−V (x)]τ/h̄ = 2

[

nMb

p(E;x)

]ν

Kν(np(E;x)b/h̄), (4.344)

luego, en lugar de la expresión (4.254), tendremos

ρcl(b, E;x) =
1

πh̄

1
√

2πh̄/M
2

∞
∑

n=0

[

nMb

p(E;x)

]1/2

K1/2(np(E;x)b/h̄). (4.345)

Sustituyendo K1/2(z) =
√

π/2z e−z [recordemos la expresión (2.561)], encontramos

ρcl(b, E;x) =
M

πh̄

1

p(E;x)

(

1 + 2

∞
∑

n=1

e−np(E;x)b/h̄

)

. (4.346)

Sabemos que la suma
∑∞

n=1 α
n es igual a α/(1− α), con esto obtenemos

ρcl(b, E;x) =
M

πh̄

coth[p(E;x)b/2h̄]

p(E;x)
=

M

πh̄

coth
√

2M [E − V (x)] b/2h̄
√

2M [E − V (x)]
. (4.347)

Para el caso en que b → ∞, esta expresión será la densidad de estados clásica hallada en la
Ec. (4.254).

Si se incluyen potencias de orden superior de τ en la expresión (4.253), obtenemos la genera-
lización de la expresión (4.255):

ρ(b, E;x) =

{

1− h̄2

12M
V ′′(x)

d2

dV 2
− h̄2

24M
[V ′(x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

ρcl(b, E;x). (4.348)

La tracelog se obtiene integrando sobre dE logE desde V (x) a infinito. Dado que la integral
diverge, es necesario hacer uso de la regularización anaĺıtica. Como se hizo en la expresión (4.288),
utilizamos la versión de tiempo real de la relación (4.343) y reescribimos el logE en su forma
integral −

∫∞
0 (dt′/t′)e−iEt′/h̄, tal que el término importante en la expresión (4.348) estará dado

por

[Tr log Ĥ ]cl = −
∫ b

0

dx

∫ ∞

−∞
dE

∫ ∞

−∞

dt

2πh̄

∞
∑

n=−∞

e−in2Mb2/2h̄t+it[E−V (x)]/h̄

(2πih̄t/M)1/2

∫ ∞

0

dt′

t′
e−iEt′/h̄. (4.349)
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La integral en E será

[Tr log Ĥ ]cl = −
∞
∑

n=−∞

∫ b

0

dx

∫ ∞

0

dt

t

1

(2πih̄t/M)1/2
e−in2Mb2/2h̄t−itV (x)/h̄. (4.350)

Mediante la continuanción anaĺıtica t = −iτ , y luego de la integración en V (x)/h̄, obtenemos

[Tr log Ĥ]cl = −π
∫ b

0

dx

∫ ∞

V (x)

dV ρcl(b, E;x)
∣

∣

∣

E−V (x)→V

= π

∫ b

0

dx

∫ ∞

V (x)

dV

Eb

1

4πb

coth 1
2

√

V/Eb

1
2

√

V/Eb

, (4.351)

donde Eb ≡ h̄/2Mb2 es la enerǵıa sociada a la longitud b. La integración en V produce el factor
h̄/τ en el integrando.

De esta forma obtenemos

Tr log Ĥ=

∫ b

0

dx

{

1 +
h̄2

24M
[V ′(x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

2

b
log







2 sinh





1

2

√

V (x)

Eb











. (4.352)

Usando la sustitución M = h̄2/2, obtenemos las correcciones a la fórmula (4.314), para b finito.
Reemplazando x por el tiempo Euclideano τ , b por h̄ y V (x) por la frecuencia dependiente del
tiempo ω2(τ), obtenemos la representación gradiente

Tr log[−∂2
τ +ω2(τ)]=

∫ h̄β

0

dτ

{

1 +
[∂τω

2(τ)]2

12
∂3
ω2 +. . .

}

2

h̄β
log

[

2 sinh
h̄βω(τ)

2

]

. (4.353)

4.9.6 Correcciones Cuánticas a la Aproximación
de Bohr–Sommerfeld

La expresión (4.315) puede utilizarse para obtener una representación a orden superior de la den-
sidad de estados ρ(E), con lo cual mejoramos la Ec. (4.257). Para verlo, utilicemos la Ec. (1.595)
de la cual podemos calcular la densidad de estados exacta mediante la fórmula

ρ(E) = − 1

π
∂E ImTr log

{

−∂2
x + [V (x)− E]

}

. (4.354)

De acuerdo a la Ec. (1.596), la integración sobre la enerǵıa de esta expresión será igual al producto
del factor π por el número de estados, de donde la condición de cuantización exacta para un
sistemas uni–dimensional no degenerado es:

−ImTr log
{

−∂2
x + [V (x) − E]

}

= π(n + 1/2). (4.355)

Una comparación con la Ec. (4.209) nos permite hallar una versión corregida puramente cuántica
de la eikonal clásica:

Sqc(E) = −2h̄ Im Tr log
{

−∂2
x + [V (x)− E]

}

. (4.356)

El desarrollo semiclásico de esta expresión puede hallarse de nuestro anterior resultado Ec. (4.315),
reemplazando V (x)→ V (x)−E, de tal forma que

√

V (x)→ −i
√

E − V (x), de donde obtenemos

Sqc(E) = 2

∫

dx
√

E − V (x)

{

1 + h̄2

[

5V ′2

32(E−V )
3 +

V ′′

8(E−V )
2

]

−h̄4

[

1105V ′4

2048(E−V )
6 +

221V ′2V ′′

256(E−V )
5 +

19V ′′2

128(E−V )
4 +

7V ′V (3)

32(E−V )
4 +

V (4)

32(E−V )
3 + . . .

]}

. (4.357)
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El primer término de este desarrollo corresponde a la aproximación de Bohr–Sommerfeld,
Ec. (4.27), y los restantes términos son las correcciones cuánticas. Aqúı, el integrando concuerda
con la aproximación WKB de la eikonal, Ec. (4.14), obtenida luego de introducir los términos
del desarrollo S0, S1, . . ., hallados de la integración de las relaciones (4.20) sobre las funciones
q0(x), q1(x), . . . de la Ec. (4.18).

De la expresión para Sqc(E) y utilizando la Ec. (4.354), obtenemos la densidad de estados

ρ(E) =
1

2πh̄
Sqc(E) =

1

2πh̄

∫

dx
1√

E − V

{

1− h̄2

[

25V ′2

32 (E − V )
3 +

3V ′′

8 (E − V )
2

]

+h̄3

[

12155V ′4

2048 (E − V )6
+

1989V ′2 V ′′

256 (E − V )5
+

133V ′′2

128 (E − V )4
+

49V ′ V (3)

32 (E − V )4
+

5V (4)

32 (E − V )3

]}

. (4.358)

N(ν)

ν

n + 1/2

log[E(n)/E
(n)
BS − 1]

Figure 4.1 Izquierda: Valores de la enerǵıa propia E(n) para un potencial de orden

cuarto gx4/4, en el desarrollo semiclásico. Las intersecciones de N(ν) con las ĺıneas hori-

zontales dan el valor de ν(n) para los cuales obtenemos la enerǵıa E(n), de acuerdo con las

Ecs. (4.360) y (4.35). El aumento en el ancho de las ĺıneas punteadas muestra el desarrollo

de N(ν), a mayor ancho de ĺınea mayor el orden de ν. En el estado base, ν = 0, el desa-

rrollo diverge, por lo cual no hay corrección a orden cero. Derecha: Comparación entre

los valores exactos y semiclásicos de la enerǵıa. La gráfica es para log[E(n)/E
(n)
BS − 1].

Calculamos, ahora, las correcciones cuánticas a las enerǵıas semiclásicas para un potencial de
orden cuarto V (x) = gx4/4. Donde la integral sobre el primer término de la expresión (4.357),
para los puntos de retorno ±xE = ±(4E/g)1/4, darán la aproximación de Bohr-Sommerfeld (4.33).
Las integrales de orden superior de la expresión (4.357) divergen, pero pueden calcularse con ayuda
de la regularización anaĺıtica, mediante la fórmula (4.34). Con esto, llevamos la ecuación de Bohr–
Sommerfeld ν(E) = n+1/2 a la ecuación exacta N(E) ≡ Sqc/2πh̄ = n+1/2 [vease la Ec. (1.596)].
Si expresamos N(E) en términos de ν(E), definida en la Ec. (4.33), en lugar de la enerǵıa E,
encontramos el siguiente desarrollo para N(ν):

N(ν) = ν − 1

12πν
+

11π2

10368Γ8(34 )ν3
+

4697π

1866240Γ8(34 )ν5
− 390065π4

501645312Γ16(34 )ν7

− 53352893π3

7739670528Γ16(34 )ν9
+ . . . = n + 1/2. (4.359)

En la Fig. 4.1 se gráfica la función para valores crecientes del orden de ν. Dada una solución de
esta ecuación ν(n), podemos obtener la enerǵıa E(n) a partir de la Ec. (4.35) utilizando

κ(n) = [ν(n)3Γ(3/2)2/2
√
π]4/3. (4.360)
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Para valores grandes de n, donde ν(n) → n, recobramos el resultado de Bohr–Sommerfeld (4.36).
Invirtiendo la serie (4.359) obtenemos

ν(n) = (n + 1
2
)

[

1 +
0.026525823

(n + 1
2
)2
− 0.002762954

(n + 1
2
)4
− 0.001299177

(n + 1
2
)6

+
0.003140091

(n + 1
2
)8

+
0.007594497

(n + 1
2
)10

+ . . .

]

. (4.361)

En la Tabla 4.1 se comparan los resultados exactos, donde puede verse que estos valores se aproxi-

Table 4.1 Enerǵıa de las part́ıculas para un potencial anarmónico gx4/4, donde n =

0, 2, 4, 6, 8, 10.

n E(n)/(gh̄/4M2)1/3 κ(n)/2(n+ 1/2)4/3

0 0.667 986 259 155 777 108 3 0.841 609 948 950 895 526
2 4.696 795 386 863 646 196 2 0.692 125 685 914 981 314
4 10.244308 455 438 771 076 0 0.689 449 772 359 340 765
6 16.711890 073 897 950 947 1 0.688 828 486 600 234 466
8 23.889993 634 572 505 935 5 0.688 590 146 947 993 676

10 31.659456 477 221 552 442 8 0.688 474 290 179 981 433

man al ĺımite de Bohr–Sommerfeld 0.688 253 702 . . . La aproximación se ilustra en el lado derecho

de la Fig. 4.1, donde la relación log[ν(n)/(n+ 1
2
)4/3−1] = log[E(n)/E

(n)
BS−1] se gráfica para valores

exactos y valores aproximados del desarrollo semiclásico. El segundo estado excitado se representa
muy bien por la serie. Aunque la serie es sólo asintótica, los resultados para n de orden superior
son bastante buenos. Para un estudio detallado de las propiedades de convergencia de la serie
semiclásica ver la Ref. [5].

De la corrección cuántica hallada para la eikonal Sqc(E), encontramos la corrección cuántica
de la función de partición simplemente reemplazando la eikonal clásica en la Ec. (4.236):

Zqc(E) = tqc(E)
1

Pqc(1)1/2
eiSqc(E)−iπν/2

1− eiSqc(E)−iπν/2
. (4.362)

donde tqc(E) ≡ S′
qc(E) [comparese con la expresión (4.198)], y Pqc(1)1/2 será la corrección cuántica

del determinante (4.234), cuyo cálculo requerirá de un trabajo extra.

4.10 Modelo de Thomas–Fermi para Atomos Neutros

La densidad de estados calculada en la última sección es la base del modelo de

Thomas–Fermi para átomos neutros. Para un átomo con carga nuclear Z grande,
se tiene que la mayoŕıa sus electrones se mueven en órbitas que tienen números
cuánticos grandes. En el caso Z → ∞, se espera que los electrones sean descritos
por el ĺımite semiclásico. Mientras que a medida que los valores de Z disminuyan,
necesitaremos de las correcciones cuánticas. Por lo tanto, se espera que para los
electrones cerca del núcleo las correcciones cuánticas sean más importantes, estas
correcciones deben calcularse separadamente.

4.10.1 Ĺımite Semiclásico

Si los estados energéticos con valores negativos son saturados por electrones con
ambas orientaciones de esṕın obtenemos una densidad local de part́ıculas n(x), la
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cual puede calcularse de la densidad local de estados clásica Ec. (4.217) para estas
enerǵıas negativas, de donde se obtiene la densidad de estados de Thomas–Fermi

ρ
(−)
cl (x) =

∫ 0

V (x)
dE ρcl(E;x) =

(

M

2πh̄2

)D/2 1

Γ(D/2 + 1)
[−V (x)]D/2. (4.363)

Esta expresión también puede obtenerse de la integral del espacio fase para todas las
enerǵıas accesibles de la part́ıcula libre. En cada punto x, los electrones ocuparán
los niveles de enerǵıa hasta la llamada enerǵıa de Fermi

EF =
pF (x)

2

2M
+ V (x). (4.364)

El momentum de Fermi local asociado será igual a la función (4.215), para el mo-
mentum local con E = EF :

pF (x) = p(EF ;x) =
√

2M [EF − V (x)]. (4.365)

Para los electrones que saturan la esfera de Fermi |p| ≤ pF (x), tenemos que la
densidad de estados es:

ρ
(−)
cl (x) =

∫

|p|≤pF (x)

dDp

(2πh̄)D
=

1

(2πh̄)D
SD

∫ pF (x)

0
dp pD−1 =

1

(2πh̄)D
2πD/2

Γ(D/2)

pDF (x)

D
.

(4.366)
Para átomos neutros, la enerǵıa de Fermi será cero, de donde recobramos la densidad
(4.363).

Permitiendo la ocupación de cada estado de enerǵıa negativa dos veces, encon-
tramos la densidad clásica de electrones

n(x) = 2ρ
(−)
cl (x). (4.367)

La densidad de enerǵıa potencial asociada con los niveles de enerǵıa negativa será

E
(−)
pot TF(x) = V (x)ρ

(−)
cl (x) = −

(

M

2πh̄2

)D/2 1

Γ(D/2 + 1)
[−V (x)]D/2+1. (4.368)

La densidad de enerǵıa cinética puede hallarse de la integral

E
(−)
cinTF(x) =

∫ 0

V (x)
dE [E − V (x)]ρcl(E;x)

=
D/2

D/2 + 1

(

M

2πh̄2

)D/2 1

Γ(D/2 + 1)
[−V (x)]D/2+1. (4.369)

Como en el caso de la densidad de estados (4.366), esta expresión puede obtenerse
de la integral sobre las enerǵıas de la part́ıcula libre en el espacio fase

E
(−)
cinTF(x) =

∫

|p|≤pF (x)

dDp

(2πh̄)D
p2

2M
. (4.370)
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De la integral sobre el momentum, lado derecho de la expresión, obtenemos la den-
sidad de enerǵıa

E
(−)
cin TF(x) =

1

(2πh̄)D
SD

1

2M

∫ pF (x)

0
dp pD+1 =

1

(2πh̄)D
SD

D + 2

pD+2
F (x)

2M
, (4.371)

misma que concuerda con la expresión (4.369). La suma de las dos expresiones es
la densidad de enerǵıa de Thomas–Fermi

E
(−)
TF (x) =

∫ 0

V (x)
dE E ρcl(E;x)

= − 1

D/2 + 1

(

M

2πh̄2

)D/2 1

Γ(D/2 + 1)
[−V (x)]D/2+1. (4.372)

Finalmente, las tres enerǵıas estarán relacionadas por la expresión

E
(−)
TF (x) = −

1

D/2
E

(−)
cinTF(x) =

1

D/2 + 1
E

(−)
potTF(x). (4.373)

Nótese que el modelo de Thomas–Fermi también puede aplicarse a ions.14 En este
caso los niveles de enerǵıa estarán saturados hasta una enerǵıa de Fermi EF distinta
de cero, de tal forma que en las expresiones para la densidad de estados (4.363) y
la enerǵıa cinética (4.369) tenemos que reemplazar el término −V por el término
EF − V . Esto se sigue inmediatamente de las representaciones (4.366) y (4.370),

donde observamos que el lado derecho depende sólo de pF (x) =
√

2M [EF − V (x)].
En la expresión (4.368), de la enerǵıa potencial, el factor (−V )D/2+1 se reemplaza
por (−V )(EF − V )D/2, mientras que en la expresión (4.372), para la densidad de
enerǵıa de Thomas–Fermi, la sustitución será (1− EF∂/EF )(EF − V )D/2+1.

4.10.2 Ecuación de Campo Auto–Consistente

La enerǵıa potencial electrostática total V (x), obtenida de la combinación de las
cargas de los núcleos y la nube electrónica, puede hallarse de la ecuación Poisson

∇
2V (x) = 4πe2[Zδ(3)(x)− n(x)] ≡ 4πe2[nC(x)− n(x)]. (4.374)

El núcleo puede verse como una carga puntual, la cual dará origen a un potencial
de Coulomb

VC(x) = −
Ze2

r
. (4.375)

Recordemos que en nuestras unidades e2 = αh̄c, donde α es la constante (sin
unidades), de estructura fina (1.505). Un electrón en la vecindad del estado base
de este potencial tendrá una órbita cuyo diámetro es del orden naH/Z, donde n es
el número cuántico principal y aH es el radio de Bohr del átomo de hidrógeno, el

14H.J. Brudner and S. Borowitz, Phys. Rev. 120 , 2054 (1960).
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cual será discutido en detalle en el Caṕıtulo 13. El radio de Bohr puede escribirse
en términos de la carga e y la masa M del electrón en la forma

aH =
h̄2

Me2
=

1

α
λCM . (4.376)

De esta ecuación obtenemos que aH es aproximadamente 137 veces mayor que la
longitud de onda de Compton del electrón

λCM ≡ h̄/Mc ≈ 3.861 593 23× 10−13 cm. (4.377)

Resulta de utilidad describir el efecto del apantallamiento, por la nube
electrónica, del potencial de Coulomb, Ec. (4.375), con la ayuda de una función
f(x) sin dimensiones. Restringuiendonos al estado base, el cual es rotacionalmente
simétrico, tenemos que la solución a la ecuaciónde Poisson (4.374) es

V (x) = −Ze
2

r
f(r). (4.378)

En el origen la función f(r) estará normalizada a la unidad,

f(0) = 1, (4.379)

de tal forma que se asegure que la carga nuclear no cambia por la interacción con
los electrones.

Por otra parte, una cantidad de utilidad en lo que sigue es el parámetro de escala
de la nube electrónica, la cual se define como

aTF =
1

e2Z1/3

2πh̄2

M

[

Γ(5/2)

2 · 4π

]2/3

=
1

2

(

3π

4

)2/3 aH
Z1/3

≈ 0.8853
aH
Z1/3

, (4.380)

misma que resulta ser mayor que la menor órbita del electrón aH/Z, por el factor
Z2/3. De ahora en adelante, todas las magnitudes estarán dadas en unidades de aTF,
es decir, usaremos

r = aTF ξ. (4.381)

En estas unidades, la densidad electrónica (4.367) será

n(x) = −(2Ze
2M)

3/2

3π2h̄3

[

f(ξ)

aTF ξ

]3/2

=
Z

4πa3TF

[

f(ξ)

ξ

]3/2

. (4.382)

La ecuación de Poisson (4.374) puede escribirse como

∇
2V (x) =

1

r

d

dr2
rV (x) = −Ze

2

a3TF

1

ξ
f ′′(ξ), (4.383)

de tal forma que la ecuación autosistente de Thomas–Fermi será

f ′′(ξ) =
1√
ξ
f 3/2(ξ), ξ > 0. (4.384)
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ξ

f(ξ)

Figure 4.2 Solución de la función de apantallamiento f(ξ), en el modelo de Thomas–

Fermi.

Esta ecuación nos dice que la integral de volumen de la densidad electrónica es igual
a Z. La condición ξ > 0 elimina la carga nuclear de la ecuación, de tal forma que la
magnitud correcta está incluida en la condición inicial, expresión (4.379).

La ecuación diferencial (4.384) tiene la solución numérica mostrada en la Fig. 4.2.
En la vencindad del origen, la función se comporta como

f(ξ) = 1− sξ + . . . , (4.385)

donde la pendiente es
s ≈ 1.58807. (4.386)

Las potencias de orden superior del desarrollo se pueden calcular recursivamente
como se muestra en el Apéndice 4C. Sin embargo, no tienen utilidad alguna dado
que la serie diverge. La técnica para evaluar estos desarrollos será presentada en el
Caṕıtulo 5.

Para valores grandes de ξ, la función tiende a cero en la forma

f(ξ) ≈ 144

ξ3
. (4.387)

Este comportamiento es una debilidad del modelo, ya que el verdadero potencial
apantallado debe mostrar un decrecimiento exponencial. La función, aunque no
cumple con la condición de frontera f(0) = 1, es una solución exacta de la ecuación
(4.384).

4.10.3 Enerǵıa Funcional para el Atomo de Thomas–Fermi

Deduciremos ahora una enerǵıa funcional cuya minimización dará como resultado
la ecuación de Thomas–Fermi (4.384). Para ello, notemos primero que la enerǵıa
cinética para electrones con esṕın paralelo y antiparalelo al eje de polarización, en
un potencial V (x), será igual al doble de la integral de volumen de la expresión de
Thomas–Fermi hallada en la expresión (4.369):

E
(−)
cin = 2

3

5

(

M

2πh̄2

)3/2 1

Γ(5/2)

∫

d3x [−V (x)]5/2. (4.388)
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Podemos expresar esta cantidad en términos de la densidad electrónica (4.367)

E
(−)
cin =

3

5
κ
∫

d3xn5/3(x), (4.389)

donde

κ ≡ h̄

2M

(

3π2
)2/3

. (4.390)

Luego, la enerǵıa potencial

E
(−)
pot =

∫

d3xV (x)n(x) (4.391)

estará relacionada con E
(−)
cin , mediante la expresión (4.373), en la forma

E
(−)
pot = −5

3
E

(−)
cin , (4.392)

ahora, en el potencial V (x), la enerǵıa electrónica total será

E(−)
e = E

(−)
cin + E

(−)
pot =

2

5
E

(−)
pot . (4.393)

Observemos también que si consideramos a la enerǵıa como un funcional de una
densidad arbitraria n(x),

E(−)
e = Ee[n] ≡

3

5
κ
∫

d3xn5/3(x) +
∫

d3xV (x)n(x), (4.394)

encontramos que la densidad de part́ıculas (4.367) es un mı́nimo de la funcional,
misma que cumple con la condición κn2/3(x) = −V (x). En el modelo del átomo
de Thomas–Fermi tenemos que el potencial V (x), de la expresión (4.394), es el
potencial nuclear de Coulomb, i.e.,

E
(−)
pot = E

(−)
C ≡

∫

d3xVC(x)n(x). (4.395)

La enerǵıa E(−)
e tiene que ser proporcionada por la enerǵıa de repulsión de

Coulomb entre los electrones

E(−)
ee = Eee[n] =

e2

2

∫

d3xd3x′ n(x)
1

|x− x′|n(x
′). (4.396)

Luego, la densidad de enerǵıa debe obtenerse del mı́nimo de la enerǵıa funcional
total

Etot[n] =
3

5
κ
∫

d3xn5/3(x) +
∫

d3xVC(x)n(x) +
e2

2

∫

d3xd3x′ n(x)
1

|x− x′|n(x
′).

(4.397)
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Dado que no estamos familiarizados con la minimización de funcionales no locales,
por ahora será conveniente llevar el problema a una funcional local. Para ello in-
troducimos un campo local auxiliar ϕ(x) y reescribimos el término de interacción
como

Eee[n, ϕ] = Eϕ[n, ϕ]− Eϕϕ[ϕ] ≡
∫

d3xϕ(x)n(x)− 1

8πe2

∫

d3x∇ϕ(x)∇ϕ(x). (4.398)

Extremizando esta cantidad para ϕ(x), con la hipótesis de que ϕ(x) se anula al
infinito, obtenemos que el potencial eléctrico de la nube electrónica es

∇
2ϕ(x) = −4πe2n(x), (4.399)

este potencial es el mismo de la expresión (4.374), pero sin la carga nuclear puntual
en el origen. Sustituyendo esta expresión en la relación (4.398) obtenemos una vez
más la enerǵıa repulsiva de la interacción electrón–electrón (4.396).

Reemplazando el último término de la expresión (4.397) por el funcional (4.398),
obtenemos la enerǵıa funcional total Etot[n, ϕ]. Ahora, para este funcional es fácil
hallar el extremum con respecto a n(x), mismo que se encuentra en

κn2/3(x) = −V (x), (4.400)

donde
V (x) = VC(x) + ϕ(x) (4.401)

es el potencial combinado de Thomas–Fermi del núcleo y la nube electrónica, este
potencial es solución de la ecuación de Poisson (4.374).

Utilizando la densidad (4.400) en la expresión de la enerǵıa funcional total
Etot[n, ϕ], y con ayuda de la relación (4.392) encontramos la siguiente funcional
para ϕ(x):

Etot[ϕ] = −
2

5

∫

d3xV (x)n(x) +
1

8πe2

∫

d3xϕ(x)∇2ϕ(x). (4.402)

Es necesario recordar que al extremizar esta expresión con respecto a ϕ(x), el po-
tencial V (x) = VC(x) + ϕ(x) está también presente en la expresión de n(x) en un
término elevado a la potencia 3/2. De esto encontraremos, una vez más, que el
extremum será el campo que cumple con la ecuación de Poisson (4.399).

4.10.4 Cálculo de las Enerǵıas

Procedamos ahora a calcular expĺıcitamente las enerǵıas de la Ec. (4.402). Encon-
traremos que estas enerǵıas dependerán únicamente de la pendiente en el origen de la
función de apantallamiento f(ξ). Consideremos primeramente el caso E

(−)
pot . Luego,

el prefactor común que aparece en las expresiones de la enerǵıa puede reescribirse
en términos del parámetro de escala de Thomas–Fermi aTF, dado en la Ec. (4.380),
en la forma

2
M3/2

(2πh̄)3/2
4π

Γ(5/2)
e3 =

Z−1/2

a
3/2
TF

. (4.403)
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De donde obtenemos una integral para la enerǵıa en términos de la función de
apantallamiento f(ξ):

E
(−)
pot = −Z

2e2

a

∫ ∞

0
dξ

1√
ξ
f 5/2(ξ). (4.404)

La enerǵıa de interacción entre los electrones que, en el extremum ϕ(x), cumple con
la expresión (4.399) será

E(−)
ee =

1

2

∫

d3xn(x)ϕ(x), (4.405)

la cual puede ser reescrita en la forma

E(−)
ee =

1

2

∫

d3xn(x)[V (x)− VC(x)] =
1

2
E

(−)
pot −

1

2
E

(−)
C . (4.406)

Sustituyendo esta relación en la expresión (4.402) encontramos una expresión alter-
nativa para la enerǵıa total

E
(−)
tot =

2

5
E

(−)
pot −E(−)

ee = − 1

10
E

(−)
pot +

1

2
E

(−)
C . (4.407)

A continuación evaluamos la enerǵıa E
(−)
C de los electrones en el potencial de

Coulomb. Con el reemplazo de n(x) por−∇2ϕ(x)/4πe2, y luego de dos integraciones
parciales considerando condiciones de frontera donde los términos se anulan y con
ayuda de la expresión (4.374), tendremos

E
(−)
C = − 1

4πe2

∫

d3xϕ(x)∇2VC(x) = −
∫

d3xϕ(x)nC(x). (4.408)

Luego, como tenemos que

ϕ(x) = V (x)− VC(x) = −
Ze2

r
[f(ξ)− 1], nC = Zδ(3)(x), (4.409)

encontramos que la enerǵıa de Coulomb E
(−)
C dependerá sólo de ϕ(0), podemos

expresar esta dependencia en términos de la pendiente negativa de la función f(ξ),
dada por la expresión (4.386), como:

ϕ(0) =
Ze2

a
s. (4.410)

Finalmente, obtenemos

E
(−)
C = −Z

2e2

a
s. (4.411)

Veamos ahora la integral asociada con la enerǵıa potencial de la Ec. (4.404):

I[f ] =
∫ ∞

0
dξ

1√
ξ
f 5/2(ξ). (4.412)

H. Kleinert, PATH INTEGRALS



450 4 Amplitud de Evolución Temporal Semiclásica

Mediante el siguiente truco podemos expresar la integral en términos del parámetro
s de la pendiente. Escribamos la enerǵıa funcional (4.402) en términos de la función
de apantallamiento f(ξ) en la forma

Etot[ϕ]=−
Z2e2

aTF
ε[f ], (4.413)

donde usamos la siguiente funcional sin dimensiones

ε[f ] ≡ 2

5
I[f ] +

1

2
J [f ] =

∫ ∞

0
dξ

{

2

5

1√
ξ
f 5/2(ξ)− 1

2
[f(ξ)− 1]f ′′(ξ)

}

. (4.414)

La segunda integral puede reescribirse como

J [f ] =
∫ ∞

0
dξ [f ′(ξ)]2. (4.415)

Que se ha obtenido luego de la siguiente integración parcial

J [f ] = −
∫ ∞

0
dξ [f(ξ)− 1]f ′′(ξ) =

∫ ∞

0
dξ [f ′(ξ)]2 − [f(ξ)− 1]f ′(ξ)|∞0 , (4.416)

donde se usa la condición de frontera f(ξ) − 1 = 0 para ξ = 0 y f ′(ξ) = 0 para
ξ =∞.

Es fácil ver que la ecuación de Euler–Lagrange para ε[f ] es la ecuación diferencial
de Thomas–Fermi (4.384).

Luego, para calcular la integrales I y J , hacemos uso del hecho de que bajo una
transformación de escala

f(ξ)→ f̄(ξ) = f(λξ), (4.417)

la funcional ε[f ] se transforma en

ελ[f ] =
2

5
λ−1/2I[f ] +

1

2
λJ [f ]. (4.418)

La cual tiene tiene un extremum en λ = 1, de donde se deduce que f(ξ) cumple con
la ecuación diferencial (4.384):

I[f ] =
5

2
J [f ]. (4.419)

Esta relación nos permite expresar la integral J en términos de la pendiente en el ori-
gen de f(ξ). Para ello separamos los términos de la integral (4.416), y reemplazamos
f ′′(ξ) por la ecuación diferencial de Thomas–Fermi (4.384), de donde obtenemos

J=−
∫ ∞

0
dξ f(ξ)f ′′(ξ) +

∫ ∞

0
dξ f ′′(ξ)= −

∫ ∞

0
dξ

1√
ξ
f 5/2(ξ)−f ′(0) = −I + s. (4.420)

De esta expresión y la relación (4.419), encontramos que

I =
5

7
s, J =

2

7
s. (4.421)
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Y obtenemos los siguientes valores para las enerǵıas:

E
(−)
cin =

3

5

Z2e2

aTF

5

7
s, E

(−)
pot = −Z

2e2

aTF

5

7
s, E(−)

e = −2
5

Z2e2

aTF

5

7
s,

E
(−)
C = −Z

2e2

aTF

s, E(−)
ee =

Z2e2

aTF

1

7
s,

(4.422)

donde la enerǵıa total es

E
(−)
tot =

2

5
E

(−)
pot−E(−)

ee = − 1

10
E

(−)
pot+

1

2
E

(−)
C = −3

7

Z2e2

aTF
s ≈ −0.7687Z7/3 e

2

aH
. (4.423)

La enerǵıa aumenta con la carga nuclear Z en la forma Z2/aTF ∝ Z7/3.
En el extremum, y con ayuda de la expresión (4.420), podemos reescribir la

funcional de la enerǵıa ε[f ] como

ε̄[f ] = − 1

10

∫ ∞

0
dξ

1√
ξ
f 5/2(ξ)− 1

2
f(0)f ′(0), (4.424)

o equivalentemente, en una forma que se corresponde con la expresión (4.407):

¯̄ε[f ] ≡ − 1

10
I[f ] +

1

2
JC[f ] = −

1

10

∫ ∞

0
dξ

1√
ξ
f 5/2(ξ) +

1

2

∫ ∞

0
dξ

1√
ξ
f 3/2(ξ). (4.425)

Utilizando la ecuación de Thomas–Fermi (4.384), encontramos que la segunda in-
tegral, la enerǵıa de Coulomb, puede reducirse al término de superficie JC[f ] = s,
de tal suerte que de la expresión (4.425) obtendremos nuevamente la enerǵıa total
dada en la expresión (4.414).

4.10.5 Teorema de Virial

Nótese que la enerǵıa total es igual en magnitud pero opuesta en signo a la enerǵıa
cinética. Esto es una consecuencia general del llamado teorema del virial para
sistemas de Coulomb. En la ecuación de Schrödinger, para un sistema de muchos
electrones, la enerǵıa cinética contiene el operador diferencial de Laplace el cual es
proporcional a ∇

2, mientras que el potencial de Coulomb es proporcional a 1/r.
Por esta razón, el reescalamiento x→ λx cambia la suma de las enerǵıas cinética y
potencial

Etot = Ecin + Epot (4.426)

a la forma
λ2Ecin + λEpot. (4.427)

Y como hemos visto que esta relación debe tener un extremum en λ = 1, entonces,
encontramos la relación

2Ecin + Epot = 0, (4.428)

la cual demuestra el teorema del virial

Etot = −Ecin. (4.429)
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En el modelo de Thomas–Fermi, la enerǵıa potencial total es una combinación de
E

(−)
pot − E(−)

ee , de donde la Ec. (4.422) muestra que se cumple el teorema del virial
para este modelo.

4.10.6 Enerǵıa de Intercambio

En teoŕıa de muchos cuerpos, y de la estad́ıstica de Fermi para los diferentes estados
electrónicos, se muestra que existe un término adicional para la interacción de in-

terambio electrón–electrón, el cual será incluido a continuación en nuestro análisis.
Para esto, y en analoǵıa con la expresión (4.363), introducimos una densidad bilocal
de estados para enerǵıas negativas:

ρ
(−)
cl (xb,xa) =

∫ 0

V (x̄)
dEρ

(−)
cl (E;xb,xa). (4.430)

En tres dimensiones, con la sustitución de la expresión (4.280), podemos reescribir
la integral de la enerǵıa como

∫ 0

V (x̄)
dE =

1

M

∫ pF (x̄)

0
dp p , (4.431)

donde pF (x̄) es el momentum de Fermi del átomo neutro en el punto x̄ [ver la
expresión (4.365)]. Aśı, encontramos

ρ
(−)
cl (xb,xa) =

p3F (x̄)

2π2h̄3
1

z3
(sin z − z cos z), (4.432)

donde
z ≡ pF (x̄)R/h̄. (4.433)

Alternativamente, esta expresión puede obtenerse, en analoǵıa con la expresión
(4.366), mediante una integral sobre el momentum de las funciones de onda

ρ
(−)
cl (xb,xa) =

∫

|p|≤pF (x̄)

d3p

(2πh̄)D
eip(xb−xa)/h̄. (4.434)

Otra forma sencilla de hallar la enerǵıa de intercambio es reexpresar la densidad
de estados ρ(−)(E;x) como los elementos diagonales de la densidad bilocal

ρ(−)(x) = ρ(−)(xb,xa) (4.435)

y reescribir la enerǵıa electrón–electrón (4.396) como

E(−)
ee = 4× e2

2

∫

d3xd3x′ρ(−)(x,x)
1

4π|x− x′|ρ
(−)(x′,x′). (4.436)

Aqúı, el factor 4 se incluye para tomar en cuenta las cuatro diferentes parejas de
esṕın, tanto en la primera como en la segunda densidad bilocal.

↑ ↑; ↑ ↑; ↑ ↑; ↓ ↓; ↓ ↓; ↑ ↑; ↓ ↓; ↓ ↓ .
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Para el primer y último casos, tenemos una interacción de intercambio que se obtiene
tanto de la permutación del segundo argumento de la densidad bilocal como del
cambio de signo. De esto obtenemos

E
(−)
exch = −2× e2

2

∫

d3xd3x′ρ(−)(x,x′)
1

4π|x− x′|ρ
(−)(x′,x). (4.437)

Luego, podemos hacer la integral en x− x′ utilizando la fórmula

∫ ∞

0
dzz2

1

z

[

1

z3
(sin z − z cos z)

]2

=
1

4
, (4.438)

de donde obtenemos la enerǵıa de intercambio

E
(−)
exch = − e2

4π3

∫

d3x̄

[

pF (x̄)

h̄

]4

. (4.439)

Sustituyendo

pF (x) =

√

2Z

aHaTF

f(ξ)

ξ
, (4.440)

encontramos que la enerǵıa de intercambio es

E
(−)
exch = − 4

π2

aTF

aH
I2
Z2

aH
≈ −0.3588Z5/3 e

2

aH
I2, (4.441)

donde para la integral I2 tenemos

I2 ≡
∫ ∞

0
dξ f 2(ξ) ≈ 0.6154. (4.442)

Por lo que

E
(−)
exch ≈ −0.2208Z5/3 e

2

aH
, (4.443)

de donde obtenemos el factor

Cexch(Z) = 1 + 0.2872Z−2/3 (4.444)

que corrige la enerǵıa de Thomas–Fermi, Ec. (4.423).

4.10.7 Correcciones Cuánticas en la Vecindad del Origen

Para valores grandes de Z, la enerǵıa de Thomas–Fermi, incluyendo las correcciones
de intercambio, será válida sólo si el potencial es lo suficientemente suave tal que nos
garantice que la aproximación semiclásica es aplicable. Sin embargo, cerca del origen
el potencial de Coulomb es singular, y por lo tanto esta condición no se cumple. Por
esta razón, se necesita un poco más de cálculo a fin de incluir los efectos cuánticos
en la vencindad de la singularidad, para ello utilizamos la siguiente observación [6].
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Para el caso de niveles energéticos con enerǵıa menor que una valor dado ε < 0, el
cual es grande comparado con la enerǵıa del estado base Z2e2/aH , pero mucho menor
que la enerǵıa promedio de Thomas Fermi por part́ıcula Z2e2/aZ ∼ Z2e2/aHZ

2/3,
i.e., si se cumple que

Z2e2

aH

1

Z2/3
≪ −ε≪ Z2e2

aH
, (4.445)

tenemos que recalcular la enerǵıa. Para esto, definamos un parámetro ν

−ε ≡ Z2

2aHν2
, (4.446)

el cual cumple con la relación

1≪ ν2 ≪ Z2/3. (4.447)

La contribución de los niveles con enerǵıa

p2

2M
− Ze2

r
< −ε (4.448)

a la enerǵıa E
(−)
cin,TF estará dada por una integral de la forma (4.371), donde los valores

aceptables del momentum están en el intervalo
[

0, p−ε(x) =
√

2M [−ε − V (x)]
]

. En

la expresión de la enerǵıa cinética (4.372), el potencial V (x) se reemplaza por −ε−
V (x), y la integral espacial es sobre una pequeña esfera de radio rmax, donde se
cumple la condición −ε − V (x) > 0. En la función de apantallamiento f(ξ) =
V (r)r/Ze2, el cambio propuesto nos lleva al reemplazo

f(ξ)→ [−ε− V (r)] r

Ze2
= f(ξ)− ξ/ξm, (4.449)

donde

ξm =
2ν2

Z

aH
a

(4.450)

es del orden de Z−2/3. Ahora, utilizando la relación entre la enerǵıa total y la enerǵıa
cinética, Ec. (4.429), encontramos la siguiente enerǵıa total adicional

∆E
(−)
tot = −3

5

Z2e2

a

∫ ξmax

0
dξ

1√
ξ
[f(ξ)− ξ/ξm]5/2 , (4.451)

donde ξmax ≡ rmax/a es el valor para el cual la integral de anula, i.e., donde

ξmax = Ze2εf(ξmax)/a, (4.452)

que es el equivalente a la cantidad sin dimensiones

−ε− V (rmax) = 0. (4.453)
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Con la condición (4.447) podemos ignorar la pendiente de f(ξ), por lo que podemos
utilizar la aproximación

ξmax ≈ ξm (4.454)

misma que corresponde a rmax = Ze2/ε, la cual introduce un error del orden Z−2/3.
Con esto la integral

∫ 1/c

0
dλ

1√
λ
(1− cλ)5/2 =

1√
c
B (1/2, 7/2) =

1√
c

5

8
π, (4.455)

que tiene como resultado la función Beta B(x, y) ≡ Γ(x)Γ(y)/Γ(x+ y), nos permite
obtener la enerǵıa

∆E
(−)
tot = −3

5

Z2e2

a

5

8

π

M

√

aH
2a

ν

Z1/3
, (4.456)

lo cual muestra que la corrección a la enerǵıa es del orden de 1/Z1/3. Si ahora
escribimos a en términos de aH , Ec. (4.380), tenemos

∆E
(−)
tot = −Z

2e2

aH
ν. (4.457)

Por otra parte, esta enerǵıa puede calcularse también en otra forma y con más
precisión. Al ser el radio seleccionado muy pequeño, la pendiente de la función de
apantallamiento puede ignorarse, entonces el potencial es Coulombiano y de esta
forma podemos simplemente sumar todas las enerǵıas mecánico cuánticas exactas,
para el potencial de Coulomb −Ze2/r, que estén por debajo de la enerǵıa total −ε.
Sabemos que estas enerǵıas dependen del número cuántico principal en la forma:

En = −Z
2e2

aH

1

2n2
. (4.458)

Cada nivel energético tiene momentum angular l = 0, . . . , n − 1, y de las dos
orientaciones del esṕın tenemos que la degeneración de las enerǵıas es 2n2. Por
la Ec. (4.446), la enerǵıa máxima −ε corresponderá al mayor número cuántico
nmax = ν. Luego, la suma de las enerǵıas En hasta la enerǵıa ε estará dada por la
relación

∆QME
(−)
tot = −2Z

2e2

aH

1

2

ν
∑

n=0

1

= −Z
2e2

aH
[ν] , (4.459)

donde [ν] es el mayor número entero menor que ν. La diferencia de enerǵıa entre la
enerǵıa semiclásica (4.456) y la enerǵıa mecánico–cuántica (4.459) será la corrección
cuántica buscada.

∆E(−)
corr = −

Z2e2

aH
([ν]− ν). (4.460)
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Para valores grandes de ν, debemos promediar sobre la función de paso [ν], de donde
encontramos

〈[ν]〉 = ν − 1

2
, (4.461)

por lo que obtenemos

∆E(−)
corr =

Z2e2

aH

1

2
. (4.462)

Esta corrección a la enerǵıa del átomo se obtiene del error impĺıcito en el desarrollo
cuaśı–clásico del potencial de Coulomb en la vecindad de la singularidad. En la
enerǵıa de Thomas–Fermi, Ec. (4.423), la cual aumenta al aumentar la carga nuclear
Z en la proporción −0.7687Z7/3e2/aH , hallamos el siguiente factor de corrección

Csing(Z) = 1− 7aTF

6aHs
≈ 1− 0.6504Z−1/3. (4.463)

4.10.8 Correcciones Cuánticas Sistemáticas a las Enerǵıas de
Thomas–Fermi

Como hicimos para la densidad de estados, en la Sección 4.9, podemos hallar correcciones cuánticas
a las enerǵıas del átomo de Thomas–Fermi. Sabemos que los electrones que obedecen el potencial
combinado V (x), llenan todos los niveles energéticos con enerǵıas negativas. La densidad de
estados para estos niveles energéticos puede seleccionarse mediante una función de Heaviside para
el negativo del operador Hamiltoniano en la siguiente forma:

ρ(−)(x) = 〈x|Θ(−Ĥ)|x〉. (4.464)

Utilizando la representación de Fourier, Ec. (1.312), de la función de Heaviside, tenemos

Θ(−Ĥ) =

∫ ∞

−∞

dt

2πi(t− iη)
e−iĤt/h̄, (4.465)

de donde obtenemos la siguiente representación integral

ρ(−)(x) =

∫ ∞

−∞

dt

2πi(t− iη)
(x t|x 0). (4.466)

Si utilizamos ahora, en la integral temporal, la representación (4.258) para tiempos cortos, con
el cambio t→ ih̄d/dV , encontramos que

ρ(x) =

{

1− h̄2

12M
∇

2V (x)
d2

dV 2
− h̄2

24M
[∇V (x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

ρTF(x). (4.467)

Aqúı, la enerǵıa potencial es

E
(−)
pot (x) = 〈x|V (x)Θ(−Ĥ)|x〉 =

∫

d3xV (x)ρ(−)(x). (4.468)

Utilizando ahora la expresión (4.467), obtenemos

E
(−)
pot (x) = V (x)

{

1− h̄2

12M
∇

2V (x)
d2

dV 2
− h̄2

24M
[∇V (x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

ρTF(x). (4.469)

Para el caso de los estados con enerǵıa negativa, podemos usar la función densidad

E(−)(x) = 〈x|ĤΘ(−Ĥ)|x〉. (4.470)
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La derivada de esta densidad con respecto a V (x) es igual a la expresión (4.464) de la densidad de
estados:

∂

∂V (x)
E(−)(x) = ρ(−)(x). (4.471)

Esto es una consecuencia de las relaciones ∂Ĥ/∂V (x) = 1 y ∂[xΘ(x)]/δx = Θ(x).
De la representación (4.465), vemos que el factor Ĥ se obtiene al aplicar el operador ih̄∂t a

la función exponencial. Luego de una integración parcial, obtenemos la siguiente representación
integral

E(−)(x) = ih̄

∫ ∞

−∞

dt

2πi(t− iη)2
(x t|x 0). (4.472)

Ahora, sustituyendo en el término del lado derecho el desarrollo (4.258), obtenemos que el término
de primer orden del desarrollo es la densidad local de la enerǵıa de Thomas–Fermi , Ec. (4.372):

E
(−)
TF (x) = −

(

M

2πh̄

)D/2
1

Γ(D/2 + 2)
[−V (x)]D/2+1. (4.473)

Del desarrollo para tiempos cortos obtenemos las correcciones cuánticas a la enerǵıa

E(−)(x) =

{

1− h̄2

12M
∇

2V (x)
d2

dV 2
− h̄2

24M
[∇V (x)]2

d3

dV 3
+ . . .

}

E
(−)
TF (x). (4.474)

También podemos calcular de manera selectiva la densidad de enerǵıa cinética usando la ex-
presión

E(−)(x) =
1

2M
〈x|p̂2Θ(−Ĥ)|x〉. (4.475)

Es claro que esto puede obtenerse de la expresión (4.472) mediante la diferenciación con respecto
a la masa:

E
(−)
cin (x) = −M ∂

∂M
ih̄

∫ ∞

−∞

dt

2πi(t− iη)2
〈x|e−iĤt/h̄|x〉

= −M ∂

∂M
E(−)(x). (4.476)

De acuerdo a la Ec. (4.474), la primera corrección cuántica a la enerǵıa E
(−)
e es

∆E(−)
e = −

∫

d3x

[

− h̄2

12M
∇

2V
d2

dV 2
− h̄2

24M
(∇V )2

d3

dV 3

]

× 2
2

5

(

M

2πh̄

)3/2
1

Γ(5/2)
(−V )5/2

=

√
2M

12h̄π2

∫

d3x

[

(−V )1/2∇2V − 1

4
(−V )−3/2(∇V )2

]

. (4.477)

Es posible reescribir el segundo término en una forma más conocida. Para ello notemos que de la
regla de la cadena de la diferenciación

∇
2V 3/2 =

3

2
∇

[

V 1/2
∇V

]

=
3

4

[

V −1/2(∇V )2 + 2V 1/2
∇

2V
]

. (4.478)

De donde encontramos

∆E(−)
e =

√
2M

24h̄π2

∫

d3x

[

(−V )1/2∇2V − 2

3
∇

2(−V )3/2
]

. (4.479)
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Esta expresión de la enerǵıa, evaluada junto con el potencial determinado anteriormente, será
la corrección a menor orden de la enerǵıa total. Para mostrarlo consideremos la nueva forma de la
enerǵıa total [ver la expresión (4.398)]

E
(−)
tot = E(−)

e + ∆E(−)
e − Eϕϕ[ϕ]. (4.480)

La extremización de esta expresión con respecto al campo ϕ(x), y escribiendo el extremum del
campo como ϕ(x) + ∆ϕ(x), nos permite hallar la siguiente ecuación de campo para ∆ϕ(x):

δ

δV (x)
[E(−)

e + ∆E(−)
e ] +

1

e2
∇

2[ϕ(x) + ∆ϕ(x)] = 0. (4.481)

Utilizando la condición inicial del extremum, Ec. (4.399), hallamos la ecuación del campo

1

e2
∇

2 ∆ϕ(x) = −δ∆E
(−)
e

δV (x)
. (4.482)

Del desarrollo a primer orden de la enerǵıa tanto para ∆E
(−)
e como para ∆ϕ(x), obtenemos

E
(−)
tot = E(−)

e + ∆E(−)
e +

∫

d3x
δE

(−)
e

δV (x)
∆ϕ(x) − Eϕϕ[ϕ]− 1

4πe2

∫

d3x∇ϕ(x)∇∆ϕ(x). (4.483)

De la propiedad de extremum (4.399), de la enerǵıa no corregida en el campo inicial ϕ(x), obser-
vamos en el segundo y cuarto términos se cancelan entre śı, por lo que la corrección a la enerǵıa
total estará dada por la expresión (4.479).

De hecho, la afirmación de que la enerǵıa (4.479) es la corrección cuántica a orden superior no es
completamente cierta. En el cálculo de la primera corrección a la enerǵıa, en la Subsección 4.10.7,
hemos eliminado la contribución de todas la órbitas con enerǵıa

E < −ε. (4.484)

A continuación hemos calculado, en la expresión (4.459), las correcciones cuánticas exactas con-
siderando sólo los puntos

r < rmax = Ze2ε (4.485)

alrededor del origen. Por lo tanto es necesario omitir esta vecindad en la aproximación semiclásica,
en particular en la expresión (4.479). Siguiendo lo comentarios posteriores a la Ec. (4.372), la

enerǵıa E
(−)
e para los electrones con enerǵıa en niveles energéticos menores a la enerǵıa total

EF puede hallarse de la expresión (4.368) mediante la sustitución del término (−V )D/2+1 por
(1− EF∂/EF )(EF − V )D/2+1. El nivel energético que cumple con la expresión (4.484) es el nivel
de Fermi EF , de tal forma que la enerǵıa de los electrones en estos niveles será

E(−)
e =2

2

5
E

(−)
pot TF= −2

2

5

(

M

2πh̄

)3/2
1

Γ(5/2)
(1−EF∂EF

)

∫

d3x[−EF− V (x)]5/2. (4.486)

Por lo tanto, será necesario substraer de la expresión (4.477) el término

∆subE
(−)
e =(1−EF∂EF

)

√
2M

12h̄π2

∫

d3x

[

(−EF− V )1/2∇2V − 1

4
(−EF− V )−3/2(∇V )2

]

. (4.487)

La corrección final puede descomponerse en una contribución para la región finita exterior a la
esfera

∆E
(−)
exterior =

√
2M

24h̄π2

∫

r≥rmax

d3x(−V )1/2∇2V, (4.488)
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más una contribución interior

∆E
(−)
interior =

√
2M

24h̄π2

∫

r<rmax

d3x
[

(−V )1/2 − (1− EF ∂EF
)(−EF− V )1/2

]

∇
2V, (4.489)

más un término de gradiente

∆E
(−)
grad = −

√
2M

24h̄π2

2

3

[∫

d3x∇2(−V )3/2−
∫

r<rmax

d3x∇2(1− EF ∂EF
)(−EF− V )3/2

]

.

(4.490)

Las dos últimas integrales de volumen pueden transformarse en intregrales de superficie. Ambas
integrales se anulan en la superficie externa [recordemos la expresión (4.452)]. En la superficie
interior, es decir para una esfera inifinitesimal alrededor del origen, las integrales coinciden, y de
esta forma la enerǵıa (4.490) es cero.

La enerǵıa (4.489) no se anula, pero puede ignorarse en la presente aproximación. Por la función
δ en la carga nuclear ∇

2V , encontramos que la diferencia (−V )1/2 − (1 − EF ∂EF
)(−EF − V )1/2

es cero. Por lo tanto, en la integral podemos reemplazar ∇
2V (x) por −4πe2n(x) [eliminando la

función δ en la expresión (4.374)]. En la vecindad del origen, la integral se cambia por un término
de la forma of Z−4/3, como veremos a continuación.

De esta forma, sólo necesitamos evaluar la enerǵıa externa (4.488), donde la esfera no incluye
la carga nuclear, por lo cual podemos reemplazar ∇

2V (x) tal como se hizo en la última integral.
Aśı, obtenemos

∆E
(−)
exterior = −2e2M2M

9π3h̄4

∫

r<rmax

d3x[−V (x)]2. (4.491)

Ahora, si expresamos al potencial V en términos de la función de apantallamiento, utilizando
variables reducidas, encontramos que la corrección cuántica será

∆E
(−)
exterior = − 8

9π2

a

aH

[∫

dξf2(ξ)

]

Z5/3

≈ −0.07971
e2

aH
I2Z

5/3 ≈ −0.04905Z5/3 e
2

aH
, (4.492)

donde I2 es la integral para f2(ξ) calculada en la Ec. (4.442). Aqúı, debido a la pequeñez de la
esfera, la integral se ha extendido al espacio entero con un error relativo del orden de Z−2/3. Con
esto, la corrección a primer orden a la enerǵıa de Thomas–Fermi es

CQM = 1 + 0.06381Z−2/3. (4.493)

El orden de magnitud de la enerǵıa que se ha ignorado, Ec. (4.489), puede estimarse usando
variables reducidas. En estas variables tenemos la relación

∆E
(−)
interior = − 8

9π2

a

aH

∫ ξmax

0

dξ
[

f2(ξ)−
√

f(ξ)− ξ/ξmf
3/2(ξ)

]

Z5/3. (4.494)

Dado que ξmax y ξm son del orden de Z−2/3, entonces obtenemos que el orden de magnitud de la
enerǵıa Ec. (4.479) es Z−4/3, es por esto que se ha ignorado la contribución de esta enerǵıa a la
corrección energética, ya que aqúı buscamos correcciones del orden Z−2/3.

Notemos que la corrección cuántica (4.495) es del orden Z−2/3, que resulta ser 2/9 la enerǵıa
de intercambio (4.441). Por lo cual, ambas enerǵıas serán

∆E
(−)
interior + E

(−)
exch =

11

9
E

(−)
exch ≈ −0.2699Z5/3 e

2

aH
. (4.495)
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Estas correcciones pueden reunirse en la expresión

∆E
(−)
interior + E

(−)
exch = −0.7687Z7/3 e2

aH
× C2(Z), (4.496)

donde C2(Z) es el factor de corrección

C2(Z) = 1 + 0.3510Z−2/3 + . . . . (4.497)

Incluyendo la expresión (4.463), la corrección en el origen, cuya contribución es del orden de
Z−1/3, obtenemos que la enerǵıa total es

E
(−)
tot = −0.7687Z7/3 e2

aH
× Ctot(Z), (4.498)

donde, ahora, el factor de corrección total es

Ctot(Z) = 1− 0.6504Z−1/3 + 0.3510Z−2/3 + . . . . (4.499)

Esta aproximación, para valores grandes de la carga nuclear Z, es sorprendentemente precisa.
Por ejemplo, la enerǵıa de ligadura experimental para el mercurio, donde Z = 80, es

Eexp
Hg ≈ −18130, (4.500)

en unidades de e2/aH = 2 Ry. Ahora, en nuestra aproximación, incluyendo el primer, segundo y
tercer términos de la fórmula (4.498), con el factor de corrección dado por la expresión (4.499),
obtenemos:

EHg ≈ −(21200, 18000, 18312) para C(80) = (1, 0.849, 0.868). (4.501)

Por otro lado, para el caso del valor mı́nimo Z = 1, es decir, la enerǵıa de ligadura del átomo de
hidrógeno, obtenemos

Eexp
H ≈ −1

2
(4.502)

donde, de aproximaciones suscesivas, obtenemos

EH ≈ −(0.7687, 0.2687, 0.5386) para C(1) = (1, 0.350, 0.701). (4.503)

4.11 Acción Clásica de un Sistema de Coulomb

Consideremos un electrón de masa M sujeto al potencial atractivo de Coulomb de
un protón situado en el origen

VC(x) = −
e2

r
. (4.504)

Al sustituir el protón por un núcleo más pesado, solamente tendremos que mul-
tiplicar el término e2 por la carga Z del núcleo. El Lagrangiano de este sistema
es

L =
M

2
ẋ2 − e2

r
. (4.505)

De la invarianza rotacional, sabemos que el momentum angular se conserva y por lo
tanto el movimiento del sistema está restringido a un plano, sea este el plano x− y.
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Si φ es el ángulo azimutal para este plano, entonces, el momentum orbital constante
es

l =Mr2φ̇. (4.506)

La enerǵıa también se conserva, y será

E =
M

2
(ṙ2 + r2φ̇2)− e2

r
. (4.507)

Utilizando la expresión (4.506) encontramos

ṙ =
1

M
pE(r); pE(r) =

√

2M [E − Vef(r)], (4.508)

donde Vef(r) = VC(r) + Vl(r) es la suma del potencial de Coulomb y la barrera

angular

Vl(r) =
l2

2Mr2
. (4.509)

La ecuación diferencial (4.508), tiene como solución la relación integral

t =
∫

dr
M

pE(r)
. (4.510)

Para el ángulo φ, la Ec. (4.506) implica que

dφ

dr
=

l

r2pE(r)
, (4.511)

cuya solución, en forma integral, es

φ = l
∫

dr
1

r2pE(r)
. (4.512)

Sustituyendo pE(r), de la expresión (4.508), obtenemos

φ = l
∫

dr

r

[

2ME

(

r2 +
e2r

E
− l2

2ME

)]−1/2

, (4.513)

mientras que para la expresión (4.510) tendremos

t =M
∫

dr r

[

2ME

(

r2 +
e2r

E
− l2

2ME

)]−1/2

. (4.514)

Consideremos ahora el movimiento para enerǵıas negativas. Si definimos

p̄E ≡ p−E(∞) =
√
−2ME, (4.515)

e introducimos los parámetros

a ≡ e2

2|E| =
Me2

p̄2E
, ǫ2 ≡ 1− l2p̄2E

M2e4
= 1− l2

aMe2
= 1− l2v2a

e4
, va =

√

e2

aM
=
p̄E
M
,

(4.516)
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obtendremos

φ =
l

Mva

∫ dr

r

1
√

a2ǫ2 − (r − a)2
, (4.517)

t =
1

va

∫

dr
r

√

a2ǫ2 − (r − a)2
, (4.518)

donde va es la velocidad asociada al momentum p̄E . La razón

ω =
va
a

(4.519)

es el inverso del periódo de la órbita, también conocido como movimiento medio, el
cual cumple con la relación ω2a3 = e2/M , es decir, la tercera ley de Kepler . En el
ĺımite E → 0, el semieje mayor a será infinito, y de esta forma ω es cero. En este
caso la excentricidad se anula y la órbita será parabólica.

Si introducimos la variable

h ≡ a(1− ǫ2) = l2

Me2
=

l2

p̄2Ea
, (4.520)

y observamos que
l

Mva
= a
√
1− ǫ2, (4.521)

entonces, tenemos que la primera ecuación tendrá la siguiente solución

h

r
= 1 + ǫ cos(φ− φ0). (4.522)

Esto se sigue del hecho de que

sin(φ− φ0) =

√
1− ǫ2
ǫr

√

a2ǫ2 − (r − a)2. (4.523)

La relación (4.522) describe una elipse cuyos ejes principales son a = h/(1 − ǫ2) ,
b = h/

√
1− ǫ2, y donde ǫ es la excentricidad (ver la Fig. 4.3). En el plano de la

órbita, las coordenadas Cartesianas del movimiento son

x = h
cos(φ− φ0)

1 + ǫ sin(φ− φ0)
, y = h

sin(φ− φ0)

1 + ǫ sin(φ− φ0)
. (4.524)

En el caso de una enerǵıa positiva, definimos el momentum

pE = pE(∞) =
√
2ME, (4.525)

y los parámetros

a ≡ e2

2|E| =
Me2

p2E
, ǫ2 ≡ 1 +

l2p2E
M2e4

= 1 +
l2

aMe2
= 1 +

l2v2a
e4

, va =

√

e2

aM
=
pE
M
.

(4.526)
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h h

aǫ

a(ǫ − 1)

a(ǫ + 1)
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b
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xxx

y

y

y

Figure 4.3 Orbitas en un potencial de Coulomb, donde se muestra el parámetro h y

la excentricidad ǫ para una elipse (E < 0) y una hipérbola (E > 0), en el caso de un

potencial atractivo y repulsivo.

Ahora, la excentricidad ǫ es mayor que la unidad. Independiente de esto, las solu-
ciones a las ecuaciones de movimiento son las mismas que antes, y las órbitas son
hipérbolas como se muestra en la Fig. 4.3. La coordenada y sobre el foco es

h = a(ǫ2 − 1) =
l2

Me2
=

l2

p2Ea
. (4.527)

Para una interacción repulsiva, cambiamos el signo de e2 en las ecuaciones ante-
riores. Con esto, la ecuación (4.522) para r será

h

r
= −1 + ǫ cos(φ− φ0), (4.528)

y obtenemos la hipérbola mostrada en el lado derecho de la Fig. 4.3.

Para su futura discusión, en el Caṕıtulo 13, donde se resolverá de manera exacta
la integral de trayectoria de un sistema de Coulomb, hacemos notar que al introducir
una nueva variable ξ, llamada excentricidad anómala

r = a(1− ǫ cos ξ), (4.529)

la integral (4.518) puede hallarse de manera inmediata, y encontramos

t =
a

va

∫

dξ (1− ǫ cos ξ) = 1

ω
(ξ − ǫ sin ξ), (4.530)

donde la constante de integración se ha escogido igual a cero. Utilizando la
Ec. (4.528) encontramos que

x = r cos φ =
h− r
ǫ

= a(cos ξ − ǫ), (4.531)

y = r sin φ =
√
r2 − x2 = a

√
1− ǫ2 sin ξ = b sin ξ. (4.532)
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Las ecuaciones (4.529) y (4.530) son una representación paramétrica de la órbita.
De estas ecuaciones podemos ver que

dt

r
=

1

a
d(ξ/ω), (4.533)

mostrando que la razón ξ/ω es una trayectoria que depende de un pseudotiempo.
Donde, las coordenadas x y y oscilarán armónicamente como función de este pseu-
dotiempo.

El pseudotiempo facilita el cálculo de la acción clásica A(xb,xa; tb− ta), tal como
fue hecho por primera vez en el siglo XVIII por Lambert.15 Si la derivada con
respecto a ξ se denota en forma primada, entonces, la acción clásica será

A =
∫ ξb

ξa
dξ

[

M

2r
aω

(

x′2 + y′2
)

+
e2

aω

]

. (4.534)

Para una órbita eĺıptica cuyos ejes principales son a, b, tendremos

A =
∫ ξb

ξa
dξ

[

M

2
ω
a2 sin2 ξ + b2 cos2 ξ

1− ǫ cos ξ

]

+Mωa2(ξb − ξa). (4.535)

La integral puede hallarse con ayuda de la fórmula

∫

dξ

1− ǫ cos ξ =
2

1− ǫ2 arctan
√
1− ǫ2 tan(ξ/2)

1− ǫ , (4.536)

de donde, encontramos

A =
M

2
a2ω [3(ξb − ξa) + ǫ(sin ξb − sin ξa)] . (4.537)

Si introducimos los parámetros α, β, γ y δ, mediante las relaciones

cosα ≡ ǫ cos[(ξb + ξa)/2], β ≡ (ξb − ξa)/2, γ ≡ α+ β, δ ≡ α− β, (4.538)

la acción tendrá la forma

A =
M

2
a2ω [(3γ + sin γ)− (3δ + sin δ)] . (4.539)

Utilizando la expresión (4.530), tendremos la siguiente relación para el tiempo trans-
currido tb − ta

tb − ta =
1

ω
[(γ − sin γ)∓ (δ − sin δ)] . (4.540)

15 Johann Heinrich Lambert (1728–1777) fue un ingenioso autodidacta, hijo de un sastre, quien
a la edad de sólo 16 años encontró la ley del movimiento aparente de los cometas (y planetas), o
ley de Lambert , la cual afirma que: si el sol se encuentra en el lado cóncavo (convexo) de la órbita
aparente de movimiento, entonces el cometa estará más cercano (lejano) al sol que a la tierra.
Adicionalmente, Lambert propuso los fundamentos de la fotometŕıa.
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En una elipse, los signos ∓ denotan los arcos menor o mayor, respectivamente. En
la acción, los parámetros γ, δ y el tiempo transcurrido están relacionados con los
puntos extremos xb y xa por las expresiones

rb + ra +R = 4a sin2(γ/2) ≡ 4aρ+ , rb + ra − R = 4a sin2(δ/2) ≡ 4aρ− , (4.541)

donde rb ≡ |xb|, ra ≡ |xa|, R ≡ |xb − xa| y ρ± ∈ [0, 1]. Si expresamos el semi–eje
mayor, de la relación (4.539), en términos de ω como a = (e2/Mω2)1/3, y ω en
términos de tb − ta, obtenemos la buscada acción clásica A(xb,xa; tb − ta).

El tiempo transcurrido, en función de los puntos extremos, está dado por una
ecuación trascendental, la cual tiene solución sólo mediante la serie convergente
(serie de Lambert)

tb − ta =
1√
2ω

∞
∑

j=1

(2j)!

22jj!2
1

j2 − 1/4
ǫj−1

(

ρ
j+1/2
+ ± ρj+1/2

−
)

. (4.542)

En el ĺımite de una órbita parabólica, la serie consta sólo del primer término, de
donde

tb − ta =
√
2

3ω
(ρ

3/2
+ ± ρ3/2− ). (4.543)

También es posible expresar a y ω en términos de la enerǵıa E en la forma

e2/(−2E) y
√

−2E/Ma2, respectivamente, y utilizar la eikonal S(xb,xa;E) medi-

ante la transformación de Legendre (4.87). Utilizando la Ec. (4.540) para tb − ta,
tenemos que el arco menor de la elipse será

S(xb,xa;E) = A(xb,xa;E) + (tb − ta)E =
M

2
a2ω 4(γ − δ). (4.544)

De la expresión (4.537), tenemos que la acción total para una órbita completa es

A =
M

2
a2ω 2π(1 + 2) =

M

2
v2a

2π

ω
(1 + 2) =

p̄E
2M

2π

ω
(1 + 2), (4.545)

donde los números 1 y 2 indican que la fuente de las contribuciones a la acción
(4.534), son la enerǵıa cinética y potencial, respectivamente. Dado que la acción es
la diferencia entre la enerǵıa cinética y potencial, la enerǵıa potencial promedio es
dos veces el negativo de la enerǵıa cinética, que resulta ser el teorema del virial para
la part́ıcula libre en la aproximación de Thomas–Fermi (4.428).

Para enerǵıas E positivas, la excentricidad es tal que ǫ > 1 y la órbita es una
hipérbola (ver la Fig. 4.3). Luego, las ecuaciones (4.529)–(4.532) serán

r = a(ǫ cosh ξ − 1), t =
a

va
(ξ − ǫ sin ξ), (4.546)

x = −aǫ(cosh ξ − ǫ), y = a
√
ǫ2 − 1 sinh ξ. (4.547)

En el espacio de los momenta, y utilizando las Ecs. (4.506) (4.524), encontramos
que estas ecuaciones tienen una forma muy simple

px = − l
h
[ǫ+ sin(φ− φ0)] , py =

l

h
cos(φ− φ0). (4.548)
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Como función del tiempo, los momenta describen un ćırculo cuyo radio es

p0 =
l

h
=
Me2

l
=

p̄E√
1− ǫ2

(4.549)

centrado en el eje py donde (ver la Fig. 4.4)

pcx = − l
h
ǫ = − ǫ√

1− ǫ2
. (4.550)

1√
ǫ2−1

1√
1−ǫ2

1
1

ǫ√
ǫ2−1

ǫ√
1−ǫ2

E < 0 E > 0E > 0

px px

py py

Figure 4.4 Orbitas circulares en el espacio de los momenta, en unidades de p̄E para

E < 0 y pE para E > 0.

Para enerǵıas positivas, las soluciones anteriores describen la dispersión de elec-
trones o iones por un átomo central. En el caso de núcleos de helio obtenidos por el
decaimiento α de atomos radiactivos, tenemos el conocido proceso de dispersión de

Rutherford . Aqúı el potencial es repulsivo, y el término e2 del potencial (4.504) tiene
que ser reemplazado por el término −2Ze2, donde 2e es la carga de los proyectiles y
Ze la carga del átomo central. Como puede verse de la Fig. 4.5, las trayectorias en
un potencial atractivo tienen una relación simple con las trayectorias de un poten-
cial repulsivo. El momentum p̄E es el momentum asintótico del proyectil, y puede
ser etiquetado como p∞. El momentum angular quedará fijo por el parámetro de
impacto b mediante la relación

l = bp∞ = bp̄E . (4.551)

Sustituyendo l y p̄E podemos ver que b coincide con el parámetro b previamente
definido.

La relación entre el parámetro de impacto b y el ángulo de dispersión θ puede
obtenerse de la Fig. 4.5, es decir (ver también la Fig. 4.4)

tan
θ

2
=

p0
p∞

=
1

ǫ2 − 1
. (4.552)

De esta forma obtenemos

b = a cot
θ

2
. (4.553)
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Las part́ıculas que caen en el anillo circular de radio b y b+db están entre los ángulos
θ y θ+dθ, donde db/dθ = −a/2 sin2(θ/2). El área del anillo dσ = 2πbdb es la sección
transversal diferencial de este proceso de dispersión. El valor absoluto de la razón
de esta cantidad con respecto al ángulo sólido asociado dΩ ≡ 2π sin θdθ será

dσ

dΩ
=

b

sin θ

∣

∣

∣

∣

∣

db

dθ

∣

∣

∣

∣

∣

=
a2

4 sin4(θ/2)
=

Z2α2M2

4p4∞ sin4(θ/2)
. (4.554)

El lado derecho es la famosa fórmula de Rutherford , la cual se obtiene luego de
expresar a en términos del momentum de la part́ıcula incidente p∞, en la forma
a = Ze2/2E = Zαh̄cM/p2∞ [recordemos la expresión (4.526)].

A continuación calculamos la eikonal clásica en el espacio del momentum. Aqúı
hacemos el cálculo para una interacción atractiva con enerǵıa positiva. Sustituyendo
las expresiones (4.524) y (4.548) tenemos

S(pb,pa;E) = −l
∫ φb

φa

dφ

1 + ǫ(φ− φ0)
. (4.555)

pa

pa

pa

(pb)

pb

pb

pb

(pa)

E = const.
scattering
center

φa

γa

θ

b

p0

p∞

p∞

Figure 4.5 Geometŕıa del proceso de dispersión en el espacio de los momenta. Las curvas

sólidas representan un potencial de Coulomb atractivo, las curvas a trazos representan un

potencial de Coulomb repulsivo (dispersión de Rutherford). El lado derecho de la figura

muestra el ćırculo sobre el cual el momentum se mueve de pa hacia pb cuando el ángulo φ

va de φa a φb. La distancia b es el parámetro de impacto y θ es el ángulo de dispersión.
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Utilizando la fórmula16

∫ dξ

1 + ǫ cos ξ
=

2√
ǫ2 − 1

log
1 + ǫ+

√
ǫ2 − 1 tan(ξ/2)

1− ǫ−
√
ǫ2 − 1 tan(ξ/2)

. (4.556)

Sustituyendo l/
√
1− ǫ2 = Mvaa = Me2/p∞, y luego de un poco de álgebra encon-

tramos

S(pb,pa;E) = −
Me2

p∞
log

ζ + 1

ζ − 1
, p∞ =

√
2ME, (4.557)

donde

ζ ≡
√

√

√

√1 +
(p2b − p2∞)(p2b − p2∞)

p2∞|pb − pa|2
. (4.558)

La expresión (4.557) no tendrá un ĺımite finito si la part́ıcula incidente proviene
de distancias infinitas, donde pa será igual a p∞. Entonces, debido al rango infinito
del potencial de Coulomb, tendremos una divergencia logaŕıtmica. En la naturaleza,
las cargas siempre experimentarán un apantallamiento para un cierto radio finito
R, luego del cual la divergencia logaŕıtmica desaparece. Esto fue ya discutido ante-
riormente cuando hicimos la deducción de la aproximación eikonal a la dispersión
de Coulomb, ver la expresión (1.502).

La cantidad ζ tiene una interpretación geométrica sencilla. Dado que la fuerza
es central, el cambio del momentum sobre la órbita clásica estará siempre dirigida
hacia el centro, de tal suerte que la expresión (4.555) puede escribirse como

S(pb,pa;E) = −
∫ pb

pa

r dp. (4.559)

Si, para un potencial atractivo (repulsivo), expresamos a r en términos del momen-
tum y la enerǵıa total, tendremos

S(pb,pa;E) = ±2Me2
∫ pb

pa

dp

p2 − 2ME
. (4.560)

Observemos ahora que, para E < 0, el integrando es el arco de longitud sobre una
esfera de radio 1/p̄E en un espacio del momentum cuatro–dimensional. Por otro
lado, el espacio tridimensional del momentum puede transformase en la superficie
de una esfera unitaria cuatro–dimensional mediante la siguiente transformación

n4 ≡
p2 − p̄2E
p2 + p̄2E

, n ≡ 2p̄Ep

p2 + p̄2E
. (4.561)

Luego encontramos que
dp

p2 + p̄2E
=

dϑ

2p̄E
, (4.562)

16Ver la anterior nota a pie de página.
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donde dϑ es el arco de longitud infinitesimal sobre la esfera unitaria. Por lo que la
eikonal será

S(pb,pa;E) = ±
2Me2

p̄E
ϑba, (4.563)

donde ϑ es la diferencia angular de la proyección de los momenta pb y pa. Utilizando
la expresión (4.561), es fácil calcular esta proyección

cosϑba =
4p̄2E pb · pa + (p2b − p̄2E)(p2a − p̄2E)

(p2b + p̄2E)(p
2
a + p̄2E)

= 1− 2
p̄2E(pb − pa)

2

(p2b + p̄2E)(p
2
a + p̄2E)

. (4.564)

La continuación anaĺıtica de E a enerǵıas positivas, nos permite reemplazar p̄E por
ip∞ = 2ME, y obtenemos

cos ϑba = 1 + 2
p2∞(pb − pa)

2

(p2b − p2∞)(p2a − p2∞)
. (4.565)

De esta forma ϑ será puramente imaginario, ϑ = iϑ̄, por lo que tendremos

sin
ϑ̄

2
=

p2∞(pb − pa)
2

(p2b − p2∞)(p2a − p2∞)
, (4.566)

y la función eikonal (4.567) tendrá la forma

S(pb,pa;E) = ±
2Me2

p∞
ϑ̄ba. (4.567)

Esta expresión es idéntica a la expresión (4.557), donde hemos usado ζ =
1/ tanh(ϑ̄ab/2).

4.12 Dispersión Semiclásica

A continuación hallaremos el ĺımite semiclásico de la amplitud de dispersión.

4.12.1 Formulación General

Consideremos una part́ıcula incidente, con un momentum pa y enerǵıa E = Ea =
p2
a/2M , que golpea una barrera de potencial diferente de cero localizado en el origen.

Luego de un tiempo apropiado, la part́ıcula se encontrará lejos de la barrera de
potencial con un momentum pb y la misma enerǵıa E = Eb = p2

b/2M . Utilizando la
fórmula heuŕıstica (1.510), tenemos que la amplitud de dispersión para tal proceso
será:

fpbpa
=
pb
M

√

2πh̄M/i
3

(2πh̄)3
lim
tb→∞

1

t
1/2
b

eiEb(tb−ta)/h̄ [(pbtb|pata)−〈pb|pa〉] . (4.568)

En la aproximación semiclásica el propagador exacto, en la representación del mo-
mentum, se reemplaza por una suma sobre todas las trayectorias clásicas y fases
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asociadas que, en el tiempo tb − ta, conectan los momenta pa y pb. En tres dimen-
siones, de acuerdo con la fórmula (4.172), tendremos

(pbtb|pata)−〈pb|pa〉 =
(2πh̄)3

(2πh̄/i)3/2
∑

clas. tray.

′

∣

∣

∣

∣

det

(

−∂xa

∂pb

)

∣

∣

∣

∣

1/2

eiA(pb,pa;tb−ta)/h̄−iνπh̄/2.

(4.569)

La suma primada indica que omitimos todas las trayectorias no dispersadas. La
acción clásica en el espacio del momentum es

A(pb,pa; tb − ta) =
∫ pa

pb

x · ṗ−
∫ tb

ta
Hdt = S(pb,pa;E)− E(tb − ta), (4.570)

donde S(pb,pa;E) es la eikonal introducida en las Ecs. (4.240) y (4.68).
Sustituyendo la expresión (4.569) en la expresión (1.510) obtenemos que la am-

plitud de dispersión semiclásica es

fpbpa
= lim

tb→∞

∑

clas. tray.

′ pb√
tbM

∣

∣

∣

∣

det
∂xa

∂pb

∣

∣

∣

∣

1/2

eiS(pb,pa;E)/h̄−iνπ/2. (4.571)

En esta expresión, el determinante tiene un significado f́ısico simple. Para verlo
notemos que

∂xa

∂pb

∣

∣

∣

∣

∣

pa

=
∂pb

∂xa

∣

∣

∣

∣

∣

−1

pa

, (4.572)

tal que la expresión (4.571) será

fpbpa
= lim

tb→∞

∑

clas. tray.

′ p√
tbM

∣

∣

∣

∣

det
∂pb

∂xa

∣

∣

∣

∣

−1/2

pa

eiS(pb,pa;E)/h̄−iνπ/2. (4.573)

Notemos ahora que, para tiempos tb muy grandes se cumple la igualdad

pb = p(tb) =Mxb(tb)/tb (4.574)

sobre toda trayectoria. De esta forma encontramos

fpbpa
= lim

tb→∞

∑

clas. tray.

′

rb

∣

∣

∣

∣

det
∂xb

∂xa

∣

∣

∣

∣

−1/2

pb

eiS(pb,pa;E)/h̄−iνπ/2, (4.575)

donde rb = |xb|.
De la definición (1.497), para la amplitud de dispersión, esperamos que el pre-

factor de la exponencial sea igual a la ráız cuadrada de la sección transversal
diferencial clásica dσcl/dΩ. Escojamos convenientemente las coordenadas tal que
las trayectorias de las part́ıculas inician en un punto con coordenadas cartesianas
xa = (xa, ya, za), para valores grandes y negativos de za y un momentum pa ≈ paẑ,
donde ẑ está orientado a largo del eje z. Los puntos finales xb de las trayectorias
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serán expresados en coordenadas esféricas. Si p̂b = (sin θb cosφb, sin θ sinφb, cos θb)
es la dirección del momentum final pb = pbp̂b, entonces xb = rbp̂. Introduzcamos
una tripleta de coordenadas esféricas auxiliares sb ≡ (rb, θb, φb). Luego, factorizamos
el determinante dado en la expresión (4.575) en la forma

det
∂xb

∂xa
= det

∂xb

∂sa
× det

∂sb
∂xa

= r2b det
∂sb
∂xa

.

A continuación calculemos

det
∂sb
∂xa

=























∂rb
∂xa

∂rb
∂ya

∂rb
∂za

∂θb
∂xa

∂θb
∂ya

∂θb
∂za

∂φb

∂xa

∂φb

∂ya

∂φb

∂za























. (4.576)

Mucho después de la colisión, para tb → ∞, un pequeño cambio en el punto de
partida, a lo largo de la trayectoria dza, no afectará el ángulo de la dispersión. De
esta forma podemos aproximar los elementos de matriz de la tercera columna con
la expresión ∂θ/∂za ≈ ∂φ/∂za ≈ 0. Luego de un tiempo similar, la part́ıcula estará
a una distancia ligeramente diferente rb, donde drb ≈ dzb. De esta forma podemos
reemplazar el elemento de matriz en el ángulo superior derecho por 1, de tal manera
que en este ĺımite el determinante (4.576) será

lim
tb→∞

det
∂sb
∂xa
≈ det











∂θb
∂xa

∂θb
∂ya

∂φb

∂xa

∂φb

∂ya











=
dθbdφb

dxbdyb
=
dΩ

dσ
, (4.577)

donde dΩ = sin θbdθdφb es el elemento de ángulo sólido de las trayectorias resul-
tantes, y dσ el elemento de área en el plano x − y, donde arrivan las trayectorias
contenidas en el elemento de ángulo sólido final dΩ. De esto obtenemos

[

det
∂xb

∂xa

]−1

≈ 1

r2b

dσ

dΩ
. (4.578)

La razón dσ/dΩ es la sección diferencial transversal clásica del proceso de dispersión.
Combinando las expresiones (4.575) y (4.577), vemos que la contribución de una

trayectoria individual a la amplitud semiclásica tiene la forma esperada [7]

fpbpa
=

√

dσcl
dΩ

×
∑

class. traj.

′

eiS(pb,pa;E)/h̄−iνπ/2. (4.579)

Nótese que esta ecuación es también válida para algunos potenciales que no están res-
tringidos a una región finita alrededor del origen, tal como el potencial de Coulomb.
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En la teoŕıa de operadores del proceso de dispersión de la mecánica–cuántica, tales
potenciales siempre causan problemas considerables dado que las funciones de onda
resultantes permanecen distorsionadas aún a distancias muy alejadas del centro de
dispersión.

Generalmente hay sólo unas pocas trayectorias, con un ángulo de dispersión
dado, que contribuyen al proceso de dispersión. Si la acción de cada una de estas
trayectorias difiere por menos que h̄, la aproximación semiclásica falla debido a que
las integrales de la fluctuación se traslapan. Ejemplos de esto son los rayos luminosos
que dan origen al arcoiris y los efectos luminosos observados en la noche alrededor
de la luz de la luna.

Regresemos ahora a la derivación de la amplitud (4.579) utilizando, para la
función de onda interactuante, la fórmula (1.531)

〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉 = lim
ta→−∞

(

−2πih̄ta
M

)3/2

(xbtb|xata)e
i(paxa−p2ata/2M)/h̄

∣

∣

∣

xa=pata/M
,

donde hemos aislado el factor eiparb/rb, para valores grandes de rb, tal como se discute
al final de la Sección 1.16. En el lado derecho de esta expresión sustituimos la forma
(4.127) de la amplitud semiclásica en el espacio x, y utilizando la expresión (4.87)
podemos escribir

〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉 = lim
ta→−∞

(−ta
M

)3/2
[

det3

(

−∂pa

∂xb

)]1/2

× ei[S(xb,xa;Ea)+ipaxa−iνπ/2]/h̄
∣

∣

∣

xa=pata/M
. (4.580)

Observemos ahora que

(−ta
M

)3/2
[

det3

(

−∂pa

∂xb

)]1/2

=

[

det3

(

∂xa

∂xb

)]1/2

. (4.581)

En la Ec. (4.578) hemos encontrado que este determinante es igual a
√

dσ/dΩ/rb,

de donde la Ec. (4.580) puede escribirse en la siguiente forma

〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉 = lim
ta→−∞

1

rb

√

dσcl
dΩ

ei[S(xb,xa;Ea)+ipaxa−iνπ/2]/h̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xa=pata/M

. (4.582)

Para valores grandes de xb, en la dirección del momentum final pb, el argumento de
la exponencial puede reescribirse como [recordemos la expresión (4.240)]

S(xb,xa;Ea) + ipaxa = pbrb + S(pb,pa;Ea) (4.583)

de tal forma que la expresión (4.582) consta de una función de onda esférica saliente,
eipbrb/h̄/rb, multiplicada por la amplitud de dispersión

fpbpa
=

√

dσcl
dΩ

×
∑

clas. tray.

′

eiS(pb,pa;E)/h̄−iνπ/2, (4.584)

que resulta ser igual a la forma obtenida en la expresión (4.579).
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4.12.2 Sección Transversal Semiclásica de la Dispersión de Mott

Si la part́ıcula dispersada es distiguible de las part́ıculas blanco, la fase extra de
la fórmula semiclásica (4.584) no cambia el resultado clásico dado en la expresión
(4.554). Sin embargo, si consideramos la dispersión electrón–electrón, es posible
observar un efecto mecánico–cuántico, efecto conocido como dispersión de Mott .
Como el potencial es repulsivo, entonces es posible utilizar el tratamiento anterior,
donde ahora consideramos el movimiento relativo de dos part́ıculas idénticas en el
sistema de referencia del centro de masa del sistema. Luego, como las part́ıculas
son idénticas es necesario sumar las amplitudes de las trayectorias para la part́ıcula
que viaja hacia pb y hacia −pb [ver Fig. 4.6], de tal forma que la sección diferencial
transversal es

dσsc
dΩ

= |fpbpa
− fpb,−pa

|2. (4.585)

El signo menos se introduce para tomar en cuenta que se trabaja en la estad́ıstica de
Fermi. Para dos bosones, utilizamos el signo positivo. Ahora, en nuestro resultado
aparece la función eikonal, S(p,p, E). De acuerdo con la Ec. (4.557), la función
eikonal es

pa

pb

−pb

Figure 4.6 Trayectorias clásicas en un potencial de Coulomb, representadas en el sistema

de referencia del centro de masa. Para part́ıculas idénticas, las trayectorias con ángulo de

dispersión θ y π − θ son indistinguibles. En este caso debemos restar las amplitudes, de

donde obtenemos la sección diferencial transversal de la Ec. (4.585).

S(pb,pa;E) = −
Mh̄cα

p∞
log

√
1 + ∆+ 1√
1 + ∆− 1

, (4.586)

donde p∞ =
√
2ME es el momentum de la part́ıcula incidente desde una distancia

infinita, y

∆ ≡ (p2b − p2∞)(pa
2 − p2∞)

p2∞|pb − pa|2
. (4.587)

Para los momenta pb, pa, en la aproximación asintótica donde pb, pa ≈ p∞, i.e.,
donde ∆ es pequeño, la función eikonal necesaria es

S(pb,pa;E) ≈
Mh̄cα

p∞
log∆, (4.588)
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misma que podemos reescribir como

S(p,paE) ≈ 2σ0 −
Mh̄cα

p∞
log(sin2 θ/2), (4.589)

donde

σ0 =
Mh̄cα

2p∞
log

[

(p2b − p2∞)(pa
2 − p2∞)

p4∞

]

, (4.590)

y el ángulo de dispersión está determinado por cos θ = [pb · pa/pbpa]. Para fortuna
nuestra la constante σ0, que diverge logaritmı́camente para pa = pbp∞, no depende
del ángulo de dispersión, y es la aproximación semiclásica para el cambio de fase del
momentum angular l = 0. Por lo tanto esta constante queda fuera de la diferencia
de las amplitudes de la Ec. (4.585). Sustituyendo la expresión (4.589), junto con
la Ec. (4.590), en las expresiones (4.584) y (4.585) obtenemos la sección transversal
diferencial de la dispersión de Mott (para una forma gráfica, ver la Fig. 4.7)

dσ

dΩ
=

(

h̄cα

4E

)2 {
1

sin4 θ/2
+

1

cos4 θ/2
± 1

sin2 θ/2 cos2 θ/2
2 cos

[

2αMc

p∞
log(cot θ/2)

]}

.

(4.591)
Este resultado semiclásico es idéntico al resultado exacto. Esto se debe a dos
propiedades del movimiento de Coulomb: primero, hay sólo una trayectoria para
cada ángulo de dispersión; segundo, el movimiento puede ser representado como un
oscilador armónico en cuatro dimensiones, como veremos en el Caṕıtulo 13.

dσ

dΩ

dσ

dΩ

θ θ

fermions bosons

Figure 4.7 Oscilaciones de la sección transversal de dispersión diferencial de Mott.

Para un ángulo de dispersión θ = 900, la sección transversal se anula debido al principio

de exclusión de Pauli. El gráfico del lado derecho muestra el caso para bosones idénticos.

Apéndice 4A Cuantización Semiclásica para Potenciales
Dependientes de una Potencia

Calculemos la densidad local de estados (4.264) para un potencial general, en D−dimensiones,
que depende sólo de una potencia en la forma V (x) = gxp/p. Para D = 1 y p = 2, tenemos
el caso del oscilador armónico. Para p = 4, tendremos el caso de un potencial de orden cuarto.
El cual puede compararse, en el ĺımite fuertemente acoplado, con un oscilador anarmónico donde
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V (x) = ω2x2/2 + gx4/4, mismo que será calculado en la Sección 5.16. Las integrales del lado
derecho de la Ec. (4.264) pueden ser calculadas con ayuda de la fórmula
∫

dDx rµ[E−V (x)]ν = SD

∫ rE

0

dr rD−1+µ

(

E − g

p
rp
)ν

= SD
Γ(1 + ν)Γ((D + µ)/p)

pΓ(1 + ν + (D + µ)/p)

(

g

p

)−(D+µ)/p

Eν+(D+µ)/p , p > 0, (4A.1)

donde rE = (pE/g)1/p. Para p < 0, el resultado será

∫

dDx rµ[E−V (x)]ν=SD
Γ(1 + ν)Γ(−ν−(D+µ)/p)

pΓ(1−(D+µ)/p)

(

−g

p

)−(D+µ)/p

(−E)ν+(D+µ)/p, p < 0. (4A.2)

Recordando la expresión (4.214), encontramos que, para p > 0, la densidad total de estados es:

ρ(E) =
2

Γ
(

D
2

)

p

(

M

2h̄2

)D/2(
g

p

)−D/p Γ
(

D
p

)

Γ
(

D
2 + D

p )
)

{

1− h̄2

24M

(

g

p

)2/p

×
p2 Γ

(

D−2
p + 2

)

Γ
(

D
2 + D

p )
)

Γ
(

D−2
2 (1 + 2

p )
)

Γ
(

D
p

) E−1−2/p+ . . .

}

E(D/2)(1+2/p)−1, p > 0, (4A.3)

mientras que para p < 0, tendremos:

ρ(E) = − 2

Γ(D2 ) p

(

M

2h̄2

)D/2(

−g

p

)−D/p Γ
(

1− D
2 − D

p

)

Γ
(

1− D
p

)

{

1 +
h̄2

24M

(

−g

p

)2/p

×
p2Γ

(

1− D−2
2 (1+ 2

p )
)

Γ
(

1−D
p

)

Γ
(

−1−D−2
p

)

Γ
(

1−D
2 −D

p )
) (−E)−1−2/p+ . . .

}

(−E)(D/2)(1+2/p)−1, p < 0. (4A.4)

Para un oscilador armónico con p = 2 y g = Mω2, obtenemos

ρ(E)=
1

(h̄ω)
D

{

1

Γ(D)
ED−1− h̄2ω2

24

D

Γ(D−2)
ED−3+ . . .

}

. (4A.5)

En una y dos dimensiones, sólo el primer término es distinto de cero, por lo cual ρ(E) = 1/h̄ω o
ρ(E) = E/(h̄ω)2. Sustituyendo este valor en la Ec. (1.586), encontramos que el número de estados

es N(E) =
∫ E

0
dE′ ρ(E′) = E/h̄ω o E2/2(h̄ω)2. De acuerdo a la condición exacta de cuantización

(1.588), tenemos que N(E) = n + 1/2 mientras que las enerǵıas son En = (n + 1/2)h̄ω. Luego,
como la aproximación semiclásica (4A.3) contiene sólo el primer término de la serie, la condición
de cuantización (1.588) coincide con la condición de cuantización de Bohr-Sommerfeld (4.190).

En dos dimensiones obtenemos ρ(E) = E/(h̄ω)2 y N(E) = E2/2(h̄ω)2. Aqúı, debido a la
degeneración de las valores propios de la enerǵıa En, la condición exacta de cuantización N(E) =
n + 1/2 no puede usarse para hallar las enerǵıas En. Sin embargo, para ver que esta ecuación
es correcta, usemos la representación en serie de potencias de la función de partición (2.407), del
oscilador bidimensional, en la forma

Z =
1

[2 sinh(h̄βω/2)]2
= e−h̄βω 1

(1− e−h̄βω)2
=

∞
∑

n=0

(n + 1)e−(n+1)h̄βω. (4A.6)

Esto muestra que las enerǵıas son En = (n + 1)h̄ω, donde la degeneración es n + 1. Ahora, la
densidad de estados puede hallarse de la transformada de Fourier (1.585):

ρ(E) =

∞
∑

n′=0

(n′ + 1)δ(E − h̄ω(n′ + 1)). (4A.7)
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La integración de esta expresión para toda E nos permite hallar el número de estados

N(E) =

∫ E

0

dE′ ρ(E′) =

∞
∑

n′=0

(n′ + 1)Θ(E − En). (4A.8)

Para E = En tendremos [recordemos la expresión (1.313)]

N(En) =
n−1
∑

n′=0

(n′ + 1) + (n + 1)
1

2
=

1

2
(n + 1)2. (4A.9)

Esto demuestra que las enerǵıas exactas En = (n + 1)h̄ω del oscilador bidimensional cumplen la
condición de cuantización N(En) = (n+1)2/2, mientras que no sucede aśı con la expresión (1.588).

Para un potencial de orden cuarto gx4/4, la Ec. (4A.3) será

ρ(E) =
1

2 Γ(D2 )

Γ(D4 )

Γ(3D4 )

(

gh̄4

M2

)−D
4







1−
(

gh̄4

M2

)

1
2 Γ(32 + D

4 )Γ(3D4 )E− 3
2

3Γ(D4 )Γ
(

3
4 (D − 2)

) + . . .







E
3D
4

−1. (4A.10)

La integración de esta expresión para toda E nos permite obtener N(E). Usando el resultado en
una dimensión N(E) = n+ 1/2, obtenemos las enerǵıas de Bohr–Sommerfeld, Ec. (4.35), incluida
la primera corrección cuántica. Dado que ya hemos estudiado estas correcciones a orden superior
en la Subsección 4.9.6 (ver la Fig. 4.1), no hablaremos más de este caso.

Un caso f́ısicamente importante es para p = −1, g = h̄cα, con α hallado en la Ec. (1.505), y
donde V (x) = −h̄cα/r es el potencial de Coulomb. De la Ec. (4A.10) obtenemos:

ρ(E) =
2

Γ(D2 )

(

Mg2

2πh̄2

)D/2 Γ
(

1 + D
2

)

Γ (1 + D)

×
{

1− h̄2

24Mg−2

p2 Γ
(

D−2
2

)

Γ (1 + D)

Γ (D − 3)Γ
(

1 + D
2 )
)E+ . . .

}

(−E)(D/2)(1+2/p)−1. (4A.11)

Para D = 1, sólo el término a primer orden es distinto de cero, por lo cual

ρ(E) =

√

Mg2

2h̄2 (−E)−3/2, (4A.12)

de donde

N(E) = 2

√

Mg2

2h̄2 (−E)−1/2. (4A.13)

Para encontrar las enerǵıas de los estados ligados, debemos trabajar con la siguiente complicación
en una dimensión: para una part́ıcula en un potencial de Coulomb sólo el semi–espacio positivo
es accesible, esto debido a la singularidad en el origen. Por tal razón, la “superficie de la esfera”
SD para D = 1, que es igual a 2, debe ser reemplazada por 1, de tal forma que podamos igualar
N(E)/2 con n + 1/2. De esto obtenemos el espectro En = −α2Mc2/2(n + 1/2)2. La expresión
exacta para las enerǵıas tiene la misma fórmula utilizando n2 en lugar de (n+1/2)2 [7]. Contrario
al oscilador armónico, la aproximación de Bohr–Sommerfeld permite hallar las enerǵıas correctas
sólo para valores grandes de n. Al final de la Sección 4.1 vimos como corregir este problema: lo
que hacemos es cambiar a la variable ξ, utilizando la transformación de coordenadas r = eξ. Con
esto llevamos la singularidad de r = 0 a ξ = −∞, y, de esta forma, el resultado clásico es exacto.

Apéndice 4B Deducción de la Amplitud de Evolución
Temporal Semiclásica

En este apéndice deduciremos la aproximación semiclásica de la amplitud de evolución temporal,
representada en la fórmula (4.267). Para ello trabajaremos con la variable temporal imaginaria
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τ = it. Si descomponemos la trayectoria x(τ) en la trayectoria promedio de los puntos extremos
x̄ = (xb + xa)/2 y las fluctuaciones �(τ), obtenemos la amplitud para tiempos imaginarios17

(xbτb|xaτa) =

∫

�(τb)=∆x/2

�(τa)=−∆x/2

D� exp

{

− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ

[

M

2
�̇

2(τ) + V
(

x̄ + �(τ)
)

]}

, (4B.1)

donde ∆x ≡ xb − xa. Si el potencial es suave, tenemos la serie de potencias

V
(

x̄ + �(τ)
)

= V (x̄) + ∂iV (x̄) ηi(τ) +
1

2
∂i∂jV (x̄) ηi(τ) ηj(τ) + . . . , (4B.2)

donde Vij...(x̄) ≡ ∂i∂j · · ·V (x̄), por lo que la integral de trayectoria (4B.1) puede reescribirse como

(xbτb|xaτa) = e−βV (x̄)

∫

�(τb)=∆x/2

�(τa)=−∆x/2

D� exp

{

− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ
M

2
�̇

2(τ)

}

×
{

1− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ
[

Vi(x̄) ηi(τ) +
1

2
Vij(x̄) ηi(τ) ηj(τ) + . . .

]

+
1

2h̄2

∫ τb

τa

dτ

∫ τb

τa

dτ ′
[

Vi(x̄)Vj(x̄) ηi(τ)ηj(τ
′)+. . .

]

+. . .

}

. (4B.3)

Introducimos aqúı una amplitud armónica auxiliar para tiempos imaginarios

(∆x/2 τb|−∆x/2 τa) =

∫

�(τb)=∆x/2

�(τa)=−∆x/2

D� exp

{

− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ
M

2
�̇

2(τ)

}

(4B.4)

de donde los valores armónicos esperados son

〈F [�]〉≡ 1

(∆x/2 τb|−∆x/2 τa)

∫

�(τb)=∆x/2

�(τa)=−∆x/2

D�F [�] exp

{

− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ
M

2
�̇

2(τ)

}

, (4B.5)

por lo cual, la expresión (4B.3) puede reescribirse, apropiadamente, como

(xbτb|xaτa) = e−βV (x̄) (∆x/2 τb|−∆x/2 τa)

{

1− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ Vi(x̄) 〈ηi(τ)〉 (4B.6)

− 1

2h̄
Vij(x̄)

∫ τb

τa

dτ〈ηi(τ)ηj(τ)〉+ 1

2h̄2Vi(x̄)Vj(x̄)

∫ τb

τa

dτ

∫ τb

τa

dτ ′ 〈ηi(τ)ηj(τ
′)〉+. . .

}

.

Utilizando ∆τ ≡ τb − τa, la amplitud (4B.4) es:

(∆x/2 τb| −∆x/2 τa) =

(

M

2πh̄∆τ

)D/2

exp

{

− M

2h̄∆τ
(∆x)2

}

, (4B.7)

de donde, la expresión (4B.5) puede calcularse utilizando la función generatriz

(∆x/2 τb|−∆x/2 τa)[j]=

∫

�(τb)=∆x/2

�(τa)=−∆x/2

D�
{

− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ

[

M

2
�̇

2(τ)− j(τ)�(τ)

]}

, (4B.8)

17En la literatura matemática esto representa un núcleo (kernel) (ver la nota al pie de página
?? en el Caṕıtulo 2). Las expresiones (4B.16) y (4B.59) son conocidas como el desarrollo kernel , o
desarrollo de Hadamard , en honor a J. Hadamard, Lectures on Cauchy’s Problem, Yale University
Press, New Haven, 1932.
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por lo que la solución expĺıcita será:

(∆x/2 τb|−∆x/2 τa)[j]=

(

M

2πh̄∆τ

)D/2

exp

{

− M

2h̄∆τ
(∆x)2+

1

h̄∆τ

∫ τb

τa

dτ(τ − τ̄ )∆x j(τ)

+
1

2h̄

∫ τb

τa

dτ

∫ τb

τa

dτ ′
Θ(τ − τ ′)(∆τ − τ)τ ′ + Θ(τ ′ − τ)(∆τ − τ ′)τ

M∆τ
j(τ) j(τ ′)

}

.

Los valores esperados de las expresiones (4B.6) y (4B.5) se obtienen de las derivadas funcionales

〈ηi(τ)〉 =
1

(∆x/2 τb| −∆x/2 τa)

h̄δ

δji(τ)
(∆x/2 τb|−∆x/2 τa)[j]

∣

∣

∣

∣

j=0

, (4B.9)

〈ηi(τ)ηj(τ
′)〉 =

1

(∆x/2 τb|−∆x/2 τa)

h̄δ

δji(τ)

h̄δ

δjj(τ ′)
(∆x/2 τb|−∆x/2 τa)[j]

∣

∣

∣

∣

j=0

. (4B.10)

Luego, el valor esperado en función de ∆x será

〈ηi(τ)〉 = (τ − τ̄ )
∆xi

∆τ
, (4B.11)

y la función de correlación es

〈ηi(τ)ηj(τ
′)〉 =

h̄

M∆τ
[Θ(τ − τ ′)(∆τ − τ)τ ′ + Θ(τ ′ − τ)(∆τ − τ ′)τ ] δij

+ (τ − τ̄ ) (τ ′ − τ̄ )
∆xi

∆τ

∆xj

∆τ

≡ G(τ, τ ′)δij + H(τ, τ ′)∆xi∆xj ≡ G∆x
ij (τ, τ ′). (4B.12)

Nótese que

∫ τb

τa

dτ 〈ηi(τ)〉 = 0, (4B.13)

y también

∫ τb

τa

dτ

∫ τb

τa

dτ ′ 〈ηi(τ)ηj(τ
′)〉=

∫ τb

τa

dτ

∫ τb

τa

dτ ′ G∆x
ij (τ, τ ′)=

h̄

12M
∆τ(∆τ2− τ2a )δij , (4B.14)

∫ τb

τa

dτ 〈ηi(τ)ηj(τ)〉=
∫ τb

τa

dτ G∆x
ij (τ, τ)=

h̄

M

[

∆τ2

6
− τ2a

]

δij+
∆τ

12
∆xi∆xj . (4B.15)

De esta forma obtenemos la amplitud semiclásica para tiempos imaginarios

(xb τb|xa τa) =

(

M

2πh̄∆τ

)D/2

exp

{

− M

2h̄∆τ
∆x2 − ∆τ

h̄
V (x̄)

}

(4B.16)

×
{

1− ∆τ2

12M
∇

2V (x̄)− ∆τ

24h̄
(∆x∇)

2
V (x̄) +

∆τ3

24Mh̄
[∇V (x̄)]

2
+ . . .

}

.

Esta expresión coincide con la expresión (4.267), la amplitud para tiempo real.
La expresión para la función de partición en el inverso de la temperatura, β = (τb − τa)/h̄,

hallada en la aproximación semiclásica será

Z =

∫

dDx (x h̄β|x 0)

≈
(

M

2πh̄2β

)D/2 ∫

dDx̄

(

1− h̄2β2

12M
∇

2V (x̄) +
h̄2β3

24M
[∇V (x̄)]2

)

e−βV (x̄). (4B.17)
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Mediante una integración por partes, podemos simplificar la expresión a la siguiente forma

Z ≈
(

M

2πh̄2β

)D/2 ∫

dDx

(

1− h̄2β2

24M
∇

2V (x)

)

e−βV (x)

≈
(

M

2πh̄2β

)D/2 ∫

dDx exp

(

−βV (x)− h̄2β2

24M
∇

2V (x)

)

. (4B.18)

Veamos ahora como calcular todos los términos proporcionales a V (x̄), y sus derivadas, de la
expresión (4B.16). Para verlo, en lugar de la serie de potencias (4B.6), evaluemos la expresión

(xbτb|xaτa) = e−βV (x̄) (∆x/2 τb|−∆x/2 τa)

{

1− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ 〈V (x̄ + �(τ)) − V (x̄)〉
}

.

(4B.19)
Al reescribir V (x̄ + �) como una integral de Fourier

V (x̄ + �) =

∫

dDk

(2π)D
Ṽ (k) exp [ik (x̄ + �)] , (4B.20)

obtenemos

(xbτb|xaτa) = (∆x/2 τb|−∆x/2 τa)

× e−βV (x̄)

{

1− 1

h̄

∫ τb

τa

dτ

∫

dDk

(2π)D
Ṽ (k)eikx̄

〈

eik�(τ) − 1
〉

}

. (4B.21)

Para hallar el valor esperado utilizamos la siguiente forma del teorema de Wick (3.310)

∫ τb

τa

dτ
〈

eik�(τ)
〉

=

∫ τb

τa

dτe−kikj〈ηi(τ)ηj(τ)〉/2 =

∫ τb

τa

dτe−kikj [G(τ,τ)δij+H(τ,τ)∆xi∆xj]/2.

(4B.22)

donde, de la expresión (4B.12), las funciones para tiempos iguales G(τ, τ) y H(τ, τ) serán:

G(τ, τ) =
h̄

M∆τ
(∆τ − τ)τ, H(τ, τ) =

(τ − τ̄ )
2

∆τ2
. (4B.23)

Sustituyendo la inversa de la representación de Fourier (4B.20),

Ṽ (k) =

∫

dDη V (x̄ + �) exp [−ik (x̄ + �)] , (4B.24)

donde, ahora, la variable de integración � es independiente del tiempo, obtenemos

∫ τb

τa

dτ
〈

eik�(τ)
〉

=

∫ τb

τa

dτ

∫

dDηV (x̄ + �)

∫

dDk

(2π)D
e−(1/2)kiG

∆x
ij (τ,τ)kj−ikiηi(τ).

(4B.25)

Si en el argumento de la exponencial completamos la cuadratura, encontramos que la integral del
momentum será
∫ τb

τa

dτ
〈

eik�(τ)
〉

=

∫

dDη V (x̄ + �)

∫ τb

τa

dτ
[

detG∆x
ij (τ, τ)

]−1/2
e−(1/2)ηi[G

∆x
ij (τ,τ)]−1ηj .(4B.26)

Utilizando las matrices de proyección transversal y longitudinal

PT
ij = δij −

∆xi∆xj

(∆x)2
, PL

ij =
∆xi∆xj

(∆x)2
, (4B.27)
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las cuales tienen las siguientes propiedades PT 2
= PT , PL2

= PL, podemos descomponer la
función Gij(τ, τ

′) en la forma

G∆x
ij (τ, τ ′) ≡ G(τ, τ ′)PT

ij +
[

G(τ, τ ′) + H(τ, τ ′)(∆x)2
]

PL
ij . (4B.28)

De donde encontramos que el determinante de esta función será

detG∆x
ij (τ, τ ′) = [G(τ, τ ′)]D−1[G(τ, τ ′) + H(τ, τ ′)(∆x)2], (4B.29)

mientras que la matriz inversa es

[G∆x
ij (τ, τ ′)]−1 =

1

G(τ, τ ′)

[

δij −
∆xi∆xj

(∆x)2

]

+
1

G(τ, τ ′) + H(τ, τ ′)(∆x)2
∆xi∆xj

(∆x)2
. (4B.30)

Utilizando la expresión (4B.26) en (4B.21), donde usamos la corrección hallada para el exponente,
obtenemos

(xbτb|xaτa) = (∆x/2 τb|−∆x/2 τa) e
−
∫

τb

τa
dτV̄ (x̄,τ)/h̄

, (4B.31)

donde V̄ (x̄, τ) es el potencial armónicamente amortiguado

V̄ (x̄, τ) ≡
[

detG∆x
ij (τ, τ)

]−1/2
∫

dDη V (x̄ + �)e−(1/2)ηi[G
∆x
ij (τ,τ)]−1ηj . (4B.32)

El término a segundo orden en �, del desarrollo en serie de potencias de V (x̄+�), nos permite ver
que el exponente de la expresión (4B.31) será

−βV (x̄)− 1

2h̄
Vij(x̄)

∫ τb

τa

dτ G∆x
ij (τ, τ) + . . . . (4B.33)

Ahora, de la Ec. (4B.15) tenemos que

∫ τb

τa

dτ G∆x
ij (τ, τ) =

h̄

M

∆τ2

6
δij +

∆τ

12
∆xi ∆xj , (4B.34)

de tal forma que nuevamente obtenemos los primeros dos términos de la corrección hallada en el
corchete de la expresión (4B.16).

El cálculo a orden superior, aunque tedioso, se bosqueja a continuación. Reescribamos el

desarrollo (4B.2) en la forma V
(

x̄ + �(τ)
)

= eηi(τ)∂iV (x̄) y la expresión (4B.19) como

(xbτb|xaτa) = (∆x/2 τb|−∆x/2 τa)×
∞
∑

n=0

(−1)n

n!

〈 ∞
∏

n=0

∫ τb

τa

dτn eηi(τn)∂iV (x̄)

〉

. (4B.35)

Para variables con fluctuaciones armónicas podemos utilizar la regla de Wick (3.310), y reescribir

〈

eη(τ)∂i

〉

= e〈ηi(τ)ηj(τ)〉/2 = eG
∆x
ij (τ,τ)∂i∂j/2,

〈

eηi(τ)∂ieηi(τ
′)∂i

〉

= e[〈ηi(τ)ηj(τ)〉∂i∂j+〈ηi(τ
′)ηj(τ

′)〉∂i∂j+2〈ηi(τ)ηj(τ
′)〉∂i∂j ]/2

= e[G
∆x
ij (τ,τ)∂i∂j+G∆x

ij (τ ′,τ ′)∂i∂j+2G∆x
ij (τ,τ ′)∂i∂j ]/2

... . (4B.36)

Utilizando el desarrollo en serie de potencias de las exponenciales y realizando las integrales en τ
de la expresión (4B.35), obtenemos las correcciones a orden superior de la expresión (4B.16).
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Para el caso ∆x = 0, el desarrollo a orden superior ha sido hecho en la Ref. [8] (donde se
incluye además una interacción mı́nima con un potencial vectorial).

A continuación se describe un método eficiente, basado en la técnica de operadores, que nos
ayudará a evaluar la relación (4B.1) y deducir la expresión (4B.16). Para esto, reescribimos la
expresión (4B.1) como un operador en la siguiente forma

(xbτb|xaτa) = 〈xb|e−∆τH(p̂2,x̂)/h̄|xa〉 = 〈xb|e−∆τ [p̂2/2M+V (x̂)]/h̄|xa〉. (4B.37)

Con ayuda de la fórmula (1.296), esta expresión puede reescribirse como sigue:

(xbτb|xaτa) = 〈xb|e−∆τ p̂2/2Mh̄ T̂ exp

{

−
∫ ∆τ

0

dτ eτ p̂
2/2Mh̄V (x)e−τ p̂2/2Mh̄

}

|xa〉. (4B.38)

Ahora, usando la ecuación de Heisenberg (1.277) y evaluando

eτ p̂
2/2Mh̄V (x̂)e−τ p̂′2/2Mh̄ ≡ V (x̂H(τ)) = V (x̂− ip̂τ/M). (4B.39)

Podemos reformular la expresión (4B.38) como

(xbτb|xaτa) = 〈xb|e−∆τ p̂2/2Mh̄ T̂ exp

{

− 1

h̄

∫ ∆τ

0

dτ ∆V (x̂, p̂, τ)

}

|xa〉e−∆τV (xa)/h̄, (4B.40)

donde

∆V (x̂, p̂, τ) ≡ V (x̂− ip̂τ/M)− V (x̂). (4B.41)

Si escribimos a V (x̂) en su representación de Fourier, tenemos

∆V (x̂, p̂, τ) =

∫

dDk

(2π)D
Ṽ (k)

(

eik(x̂−ip̂τ/M) − eikx̂
)

, (4B.42)

que resulta ser

∆V (x̂, p̂, τ) =

∫

dDx′ V (x′)S(p̂τ, x̂,x′), (4B.43)

donde

S(p̂τ, x̂,x′; τ) ≡
∫

dDk

(2π)D

(

eik(x̂−x′−ip̂τ/M) − eik(x̂−x′)
)

(4B.44)

es un operador de suavizado. Ahora, si en el operador de ordenamiento temporal, Ec. (4B.38),
utilizamos la relación de completes de los estados del momentum, encontramos

(xbτb|xaτa) ≡
∫

dDp

(2πh̄)D
eip·xb/h̄e−∆τH(p,xa)h̄〈p|T̂ exp

{

− 1

h̄

∫ ∆τ

0

dτ ∆V (x̂, p̂, τ)

}

|xa〉.

(4B.45)

Esta expresión puede ser evaluada utilizando la serie de potencias del producto de ordenamiento
temporal en términos de ∆V (x̂, p̂, τ).

En una aproximación a primer orden, y de la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (2.9),
podemos reordenar los operadores x̂ y p̂ en la exponencial. De esto obtenemos los siguientes
elementos de matriz

〈p|S(p̂τ, x̂,x′)|xa〉 =

∫

dDk

(2π)D
〈p|
(

ekp̂τ/Meik(x̂−x′)e−k2τh̄/2M − eik(x̂−x′)
)

|xa〉

=

∫

dDk

(2π)D

(

eik(xa−x′−ipτ/M)e−k2τh̄/2M − eik(xa−x′)
)

e−ipxa . (4B.46)
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Ahora, introducimos aqúı una función δ suavizada, la cual tiene asignado un ancho igual a τM/η:

δτ (x) ≡
∫

dDk

(2π)D
eikxe−k2τh̄/2M . (4B.47)

Esta función tiene las siguientes propiedades
∫

dDx δτ (x) = 1,

∫

dDxxixjδτ (x) = τ
h̄

M
δij , . . . . (4B.48)

Con ayuda de esta función definimos el potencial suavizado

Vτ (x) ≡
∫

dDx′δτ (x− x′)V (x′) =
1

(2πτh̄/M)D/2

∫

dDx′ V (x− x′)e−x′2M/2τh̄ (4B.49)

Luego, para valores de τ pequeños, este potencial tiene la siguiente representación

Vτ (x) ≡ Vτ (x) +
τ

2

h̄

M
∇

2V (x) +
τ2

8

(

h̄

M

)2

∇
4V (x) + . . . . (4B.50)

A primer orden obtenemos

(xbτb|xaτa)=

∫

dDp

(2πh̄)D
eip·∆x/h̄e−∆τH(p,xa)/h̄

{

1− 1

h̄

∫ ∆τ

0

dτ Wpτ + . . .

}

. (4B.51)

donde

Wpτ ≡ 〈p|Vτ (x̂ − ip̂τ/M)− V (x̂)|xa〉. (4B.52)

Cambiando ahora la variable de integración p por la nueva variable p′ ≡ p−iM∆x/τ , encontramos
(luego de eliminar la notación primada)

(xbτb|xaτa)= e−M∆x2/2∆τh̄

∫

dDp

(2πh̄)D
e−∆τH(p,xa)/h̄

{

1− 1

h̄

∫ ∆τ

0

dτ Wpτ+iM∆x + . . .

}

. (4B.53)

Efectuando la integración en el momentum, obtenemos

(xbτb|xaτa) =
e−M∆x2/2∆τh̄

(2π∆τh̄/M)D/2
e−∆τV (xa)/h̄

〈

1− 1

h̄

∫ ∆τ

0

dτ Wpτ+iM∆x + . . .

〉

p

, (4B.54)

donde el valor esperado de una función arbitraria 〈 f(p) 〉p representa la promedio Gaussiano del
momentum:

〈 f(p) 〉p ≡
∫

dDp

(2πh̄)D
f(p)e−∆τp2/2Mh̄

/

∫

dDp

(2πh̄)D
e−∆τp2/2Mh̄. (4B.55)

Si representamos ahora a ∆Vτ (xb−ipτ/M) en una serie de potencias de p, tendremos:

∆Vτ (x) ≈ V (xb)− V (xa) +
τ

2

h̄

M
∇

2V (xb)− i
τ

M
p∇V (xb)−

τ2

2!M2
(p∇)2V (xb). (4B.56)

Los promedios en el momentum de la fórmula (4B.54) se pueden calcular con ayuda de la fórmula
integral (4.331)

∫

dDp

(2πh̄)D
e−∆τp2/2Mh̄

{

1, pipj , pi1pi2pi3p4, . . . . . . , pi1pi2 · · · pi2n−1pi2n , . . .
}

=
1

(2π∆τh̄/M)D/2

{

1,
Mh̄

∆τ
δij ,

(

Mh̄

∆τ

)2

δi1i2i3i4 , . . . ,

(

Mh̄

∆τ

)n

δi1i2...i2n−1i2n , . . .

}

,(4B.57)
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con los tensores de contracción (4.333).

Utilizando esta relación en la expresión (4B.54), obtenemos que las contribuciones a menor
orden a la expresión (4B.63) son

(xbτb|xaτa)=
e−M∆x2/2∆τh̄

(2π∆τh̄/M)D/2
e−∆τV (xa)/h̄(1 + A1 + A2 + . . .) , (4B.58)

donde

A1 = − 1

h̄

∫ ∆τ

0

dτ

[

V (xb)− V (xa) +

(

τ

2
− τ2

2∆τ

)

h̄

M
∇

2V (xb) + . . .

]

. (4B.59)

Luego de integrar sobre τ recobramos la expresión (4B.16).

A segundo orden, el cálculo es más complicado ya que tenemos que hallar el elemento de matriz

〈p|S(p̂τ, x̂,x′)S(p̂τ ′, x̂,x′′)|xa〉 =
∫

dDk

(2π)D

∫

dDk′

(2π)D
(4B.60)

×〈p|
(

ekp̂τ/Meik(x̂−x′)e−k2τh̄/2M − eik(x̂−x′)
)(

ek
′p̂τ ′/Meik

′(x̂−x′′)e−k′2τh̄/2M − eik
′(x̂−x′′)

)

|xa〉.

El primer término del producto necesita ser reordenado, para ello utilizamos la fórmula de Baker-

Campbell-Hausdorff (2.9) la cual establece que eÂeB̂ = eB̂eÂe[Â,B̂], de tal forma que tenemos

〈p|ekp̂τ/Meik(x̂−x′)e−k2τh̄/2M ek
′p̂τ ′/M eik

′(x̂−x′)e−k′2τh̄/2M |xa〉
= e−kk′τ ′h̄/M 〈p|ekpτ/Meik(xa−x′′)e−k2τh̄/2M ek

′pτ ′/Meik
′(xa−x′′)e−k′2τh̄/2M |xa〉.(4B.61)

El prefactor puede ser reescrito como un operador diferencial:

e−kk′τ ′h̄/M = e(τ
′h̄/M)∇

′

∇
′′

. (4B.62)

Luego, el integrando está formado del producto de los potenciales amortiguados Vτ (x′ − ipτ/M),
por lo que la corrección a segundo orden de la expresión (4B.59) será

A2 =

〈

1

h̄2

∫ ∆τ

0

dτ

∫ τ

0

dτ ′ W (2)(p)

〉

p

, (4B.63)

donde

W (2)(p) ≡
(

e(τ
′h̄/M)∇

′

∇
′′

− 1
)

Vτ (x
′ − ipτ/M)Vτ ′(x′′ − ipτ ′/M)

∣

∣

∣

∣

∣

x′=xa,x′′=xa

+ [Vτ (xb − ipτ/M)− V (xa)] [Vτ ′(xb − ipτ ′/M)− V (xa)] . (4B.64)

Para evaluar esta expresión, podemos extender la serie (4B.16) a orden superior en β = ∆τ/h̄.

Aqúı, podemos utilizar la expresión (4B.63) para hallar una fórmula compacta de la repre-
sentación del gradiente de la tracelog del operador Hamiltoniano Ĥ = p̂2/2M + V (x̂). Susti-
tuyendo la expresión (4B.40) en la fórmula (4.290), obtenemos la fórmula Euclideana dependiente
del tiempo

Tr log Ĥ = −
∫

dDx

∫ ∞

0

dτ

τ
〈x|e−τH(p̂,xa)/h̄ T̂ exp

{

− 1

h̄

∫ τ

0

dτ ′ ∆V (x̂, p̂, τ ′)

}

|x〉. (4B.65)
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Apéndice 4C Potencial del Modelo de Thomas Fermi

Desarrollando la función f(ξ) = 1 +
∑∞

n=2 anξ
n/2 y sustituyendo el resultado en la ecuación

autoconsistente de Thomas-Fermi, Ec. (4.384), obtenemos

∞
∑

k=3

ak
k(k − 2)

4
ξ(k−4)/2 = ξ−1/2 exp

[

3
2
log(1 +

∞
∑

k=2

anξ
n/2)

]

. (4C.1)

De aqúı determinamos de manera recursiva los coeficientes:

a3 = 4
3
, a4 = 0, a5 = 2

5
a2, a6 = 1

3
, a7 = 3

70
a22, a8 = 2

15
a2,

a9 = 2
27
− 1

252
a32, a10 = 1

175
a22, a11 = 31

1485
a2 + 1

1056
a42, . . . . (4C.2)

Sustituyendo el parámetro a2 = −s, hallado en la Ec. (4.386), obtenemos la llamada representación
asintótica de la función f(ξ). Sin embargo, debido a que la serie diverge, si lo que deseamos es
hallar la gráfica mostrada en la Fig. 4.2, el actual desarrollo sólo se puede utilizar para valores muy
pequeños de ξ. Cuando presentemos la técnica de resumación en el Caṕıtulo 5, también llamada
teoŕıa de perturbación variacional, podremos obtener un gráfico completo de la serie.

Para valores grandes de ξ, el comportamiento de f(ξ) será f(ξ)→ fas(ξ) ≡ 144/ξ3, como puede
comprobarse por sustitución directa en la Ec. (4.384) [recordemos la Ec. (4.387)]. La corrección a
siguiente orden de esta expresión es

f(ξ) = fas(ξ)
(

1 + b1x
−q + b2x

−2q + . . .
)

, (4C.3)

donde

q =
1

2

(√
73− 7

)

, b2 = − 9b21
2
(

7
√

73− 67
) . (4C.4)

y además b1 ≈ −13.3. Mantener fijo este parámetro es equivalente a fijar el valor de la pendiente
s en la serie para valores pequeños de ξ.
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Who can believe what varies every day,
Nor ever was, nor will be at a stay?

John Dryden (1631-1700), Hind and the Panther (1687)

5

Teoŕıa de Perturbación Variacional

En la práctica la mayoŕıa de las integrales de trayectoria no pueden hallarse en
forma exacta. Por lo tanto es necesario desarrollar procedimientos aproximados que
permitan obtener un valor apropiado al valor exacto de la integral, al menos en
principio, con una precisión deseada. La representación perturbativa presentada en
el Caṕıtulo 3 no es útil para este propósito, ya que ese método diverge en el caso de
algunas constantes de acoplamiento. Divergencias similares aparecen en el desarrollo
semiclásico del Caṕıtulo 4.

En el presente caṕıtulo desarrollaremos una aproximación convergente que nos
permita calcular integrales de trayectoria Eucĺıdeas a temperatura finita. La base del
procedimiento es una aproximación variacional desarrollada por Feynman y Kleinert,
que ha sido recientemente extendida a una representación perturbativa variacional [1]
sistemática y uniformemente convergente.

5.1 Aproximación Variacional a la Función
de Partición Efectiva Clásica

El punto de partida a la aproximación variacional será la representación en términos
de la integral de trayectoria (3.816) del potencial efectivo clásico introducido en la
Sección 3.25. En forma expĺıcita, el factor efectivo clásico de Boltzmann B(x0) para
un sistema cuántico que tiene la acción

Ae =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
ẋ2(τ) + V (x(τ))

]

(5.1)

tendrá la siguiente representación en términos de la integral de trayectoria [ver las
Ecs. (3.816) y (3.809)]

B(x0) ≡ e−V
eff cl(x0)/kBT =

∮

D′x e−Ae/h̄ =
∞
∏

m=1

[

∫

dxremdx
im
m

πkBT/Mω2
m

]

× (5.2)

× exp

[

− M

kBT

∞
∑

m=1

ω2
m|xm|2 −

1

h̄

∫ h̄/kBT

0
dτV

(

x0 +
∞
∑

m=1

(xme
−iωmτ + c.c.)

)]

,

487
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donde usamos la notación xrem = Re xm, x
im
m = Im xm. Con el fin de dejar espacio

para futuros sub́ındices, en este caṕıtulo escribiremos A en lugar de Ae. En la
Sección 3.25 deducimos una representación perturbativa para B(x0) = e−βV

eff cl(x0).
Aqúı hallaremos una aproximación sencilla y precisa para B(x0), cuyo potencial
efectivo clásico V eff cl(x0) tiende a la expresión exacta desde el ĺımite superior.

5.2 Función de Partición de Prueba Armónica Local

La aproximación se obtiene comparando la integral de trayectoria en estudio con una
integral de trayectoria de prueba exacta. La integral de prueba consta de una super-
posición apropiada de integrales de trayectoria del oscilador armónico centradas en
posiciones promedio arbitrarias x0, cada una con una frecuencia propia Ω2(x0). Los
coeficientes de la superposición y las frecuencias se escogen de tal forma que el poten-
cial efectivo clásico del sistema de prueba es un ĺımite superior óptimo del potencial
efectivo clásico verdadero. En sistemas con un potencial suave o uno no muy singu-
lar, la precisión de la aproximación será muy buena. En la Sección 5.13 mostraremos
como usar esta aproximación como punto de partida de una representación pertur-
bativa variacional sistemática que permita obtener un resultado con una precisión
apropiada.

Como acción de prueba local usaremos la acción armónica dada en la Ec. (3.850),
la cual puede considerarse como la acción de un oscilador armónico centrada en un
punto x0:

Ax0
Ω =

∫ h̄/kBT

0
dτM

[

ẋ2

2
+ Ω2(x0)

(x− x0)
2

2

]

. (5.3)

Sin embargo, en lugar de usar la frecuencia Ω2(x0) = V ′′(x0)/M de la Ec. (3.850),
supondremos que Ω(x0) es una frecuencia de prueba local desconocida. Luego, el fac-
tor efectivo clásico de Boltzmann B(x0) asociado con esta acción de prueba puede
ser reemplazado por el obtenido en la Ec. (3.823). Para ello, simplemente reem-
plazamos el potencial armónico Mω2x2/2 de la definición (3.816) por el potencial
de prueba local Ω(x0)(x − x0)

2/2. Con esto el primer término de la representación
(3.817) de la acción se anula y, en lugar de la Ec. (3.823), obtenemos el siguiente
factor local de Boltzmann

BΩ(x0) ≡ e−V
eff cl(x0)/kBT =

h̄Ω(x0)/2kBT

sinh[h̄Ω(x0)/2kBT ]
≡ Zx0

Ω . (5.4)

La exponencial exp (−βMω2x20/2) obtenida en la Ec. (3.823) no aparece aqúı ya
que el potencial de prueba local se cancela en x = x0. El factor local de Boltzmann
BΩ(x0) es una función de partición local de las trayectorias cuyo promedio temporal
está restringido a x0, y este hecho será convenientemente enfatizado mediante la
notación alternativa Zx0

Ω . El potencial efectivo clásico de los osciladores armónicos
puede verse como una enerǵıa libre local asociada con la función de partición local
Zx0

Ω , y la cual definimos como

F x0
Ω ≡ −kBT logZx0

Ω , (5.5)
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de tal forma que podemos hacer la identificación

V eff cl
Ω (x0) = F x0

Ω = kBT log

{

sinh[h̄Ω(x0)/2kBT ]

h̄Ω(x0)/2kBT

}

. (5.6)

La integral de trayectoria armónica asociada con la función de partición local Zx0
Ω

es

Zx0
Ω =

∫

Dx(τ)δ̃(x̄− x0)e
−Ax0

Ω /h̄

=
∞
∏

m=1

[

∫

dxremdx
im
m

πkBT/Mω2
m

]

e
− M

kBT

∑∞
m=1

[ω2
m+Ω2(x0)]|xm|2

, (5.7)

donde δ̃(x̄−x0) es la función δ ligeramente modificada introducida en la Ec. (3.815).
Ahora, definimos los valores esperados locales de una función arbitraria F [x(τ)],

en la formulación de la integral de trayectoria armónica (5.7), como:

〈F [x(τ)]〉x0Ω ≡ [Zx0
Ω ]−1

∫

Dx δ̃(x̄− x0)e
−Ax0

Ω /h̄ F [x(τ)]. (5.8)

Luego, el potencial efectivo clásico puede ser reexpresado como la siguiente integral
de trayectoria

e−V
eff cl(x0)/kBT = Zx0 =

∫

Dx δ̃(x̄− x0)e
−A/h̄

≡
∫

Dx δ̃(x̄− x0)e
−Ax0

Ω /h̄e−(A−Ax0
Ω )/h̄

= Zx0
Ω

〈

e−(A−Ax0
Ω

)/h̄
〉x0

Ω
. (5.9)

Ahora, usamos el hecho de que el valor esperado del lado derecho de la expresión
tiene una cota fácilmente calculable, dada por por la desigualdad de Jensen–Peierls :

〈

e−(A−Ax0
Ω )/h̄

〉x0

Ω
≥ e−〈A/h̄−Ax0

Ω /h̄〉x0
Ω . (5.10)

Esto implica que el potencial efectivo clásico tiene una cota superior

V eff cl(x0) ≤ F x0
Ω (x0) + kBT 〈A/h̄−Ax0

Ω /h̄〉x0Ω . (5.11)

La desigualdad de Jensen-Peierls es una consecuencia de la convexidad de la
función exponencial: el promedio de dos exponenciales es siempre mayor que la
exponencial evaluada en el punto promedio (ver la Fig. 5.1):

e−x1 + e−x2

2
≥ e−

x1+x2
2 . (5.12)

Esta propiedad de convexidad de la función exponencial puede generalizarse a una
exponencial funcional. Sea O[§] una funcional arbitraria en el espacio de las trayec-
torias x(τ), y sea

〈O[x]〉 ≡
∫

Dµ[x]O[x] (5.13)
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su valor esperado en este espacio. El factor de peso µ[x] en la integral se supone que
esta normalizado a la unidad, 〈1〉 = 1. Luego, la Ec. (5.12) se generaliza como

〈

e−O
〉

≥ e−〈O〉. (5.14)

Para demostrar esta afirmación, observemos que la desigualdad (5.12) sigue siendo
válida aún si x1, x2 se reemplazan por los valores de una función arbitraria O(§):

e−O(x1) + e−O(x2)

2
≥ e−

O(x1)+O(x2)

2 . (5.15)

La desigualdad puede luego generalizarse, con ayuda de una factor de peso µ(x)
positivo normalizado a la unidad

∫

dµ(x) = 1, en la forma
∫

dµ(x)e−O(x) ≥ e
∫

dµ(x)e−O(x)

, (5.16)

y luego como
∫

Dµ[x]e−O[x] ≥ e
∫

Dµ[x]e−O[x]

, (5.17)

donde µ[x] es una funcional de peso positiva arbitraria con normalización
∫ Dµ[x] =

1. Con esto mostramos que la Ec. (5.14) es cierta, y lo mismo la desigualdad (5.10)
de Jensen-Peierls.

Dado que las enerǵıas cinéticas en las dos acciones A y A§′
⊗ de la Ec. (5.11) son

iguales, la desigualdad de la Ec. (5.11) puede escribirse como

V eff cl(x0) ≤ F x0
Ω +

kBT

h̄

∫ h̄/kBT

0
dτ

〈

[

V (x(τ))−M
Ω2(x0)

2
(x(τ)− x0)

2
]

〉x0

Ω

. (5.18)

El valor esperado local en el término del lado derecho puede calcularse fácilmente.
Si recordamos la definición (3.856), tenemos que usar las funciones de correlación
de η(τ) sin el modo de frecuencia cero de la Ec. (3.842):

〈η(τ)η(τ ′)〉x0Ω ≡ a2ττ ′(x0) =
h̄

M

[

1

2Ω(x0)

coshΩ(x0)(|τ−τ ′| − h̄β/2)

sinh(Ω(x0)h̄β/2)
− 1

h̄βΩ2

]

, (5.19)

Figure 5.1 Ilustración de la convexidad de la función exponencial e−x, que satisface el

criterio 〈e−x〉 ≥ e−〈x〉 en todo el espacio.
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válida para los argumentos τ, τ ′ ∈ [0, h̄β]. Por analoǵıa con la Ec. (3.806) podemos
denotar esta cantidad como a2Ω(x0)

(τ, τ ′), misma que hemos abreviado como a2ττ ′(x0),
a fin de evitar acumulación innecesaria de ı́ndices.

Todas las funciones de correlación substraidas pueden obtenerse de las derivadas
funcionales de la funcional generatriz local

Zx0
Ω [j] ≡

∫

Dx(τ)δ̃(x̄− x0) e
−(1/h̄)

∫ h̄β

0
dτ[M2 {ẋ2(τ)+Ω2(x0)[x(τ)−x0]2]−j(τ)[x(τ)−x0]},(5.20)

cuya forma expĺıcita fue calculada en la Ec. (3.847):

Zx0
Ω [j] = Zx0

Ω exp

{

1

2Mh̄

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′j(τ)Gp

Ω2(x0),e
′ (τ−τ ′)j(τ ′)

}

. (5.21)

Si se desea, la función de Green puede continuarse anaĺıticamente a la función
de Green retardada de tiempo real

GR
Ω2(t, t′) =

M

h̄
Θ(t− t′) 〈x(t)x(t′)〉 (5.22)

en la forma a ser explicada posteriormente en la Sección 18.2.
Con ayuda de la descomposición espectral de estas funciones de correlación, a

ser halladas en la Sección 18.2, es posible mostrar que la frecuencia menor de la
función de Green a temperatura cero (5.22) contiene la información de la enerǵıa
mı́nima de excitación del sistema f́ısico. Para la frecuencia ω de una función de
Green oscilatoria, esto es trivialmente cierto. Resulta entonces obvio que en la
aproximación anterior, donde la función de Green es una superposición de funciones
de Green oscilatorias de frecuencia Ω(x0), el valor mı́nimo, de temperatura cero,
h̄Ω(x0) es una buena aproximación a la diferencia de enerǵıa entre el estado base
y el primer estado excitado del sistema. En la Tabla 5.1 puede verse que para el
oscilador anarmónico, esta aproximación es muy buena.

Como se muestra en la Fig. 3.14, el ancho cuadrado de la fluctuación local
〈

η2(τ)
〉x0

Ω
=
〈

(x(τ)− x0)
2
〉x0

Ω
= a2ττ (x0) ≡ a2Ω(x0), (5.23)

con la forma expĺıcita dada por la Ec. (3.806),

a2Ω(x0) =
2

Mβ

∞
∑

m=1

1

ω2
m + Ω2(x0)

=
1

MβΩ2(x0)

[

h̄βΩ(x0)

2
coth

h̄βΩ(x0)

2
− 1

]

, (5.24)

tiende a cero para altas temperaturas en la forma

a2Ω(x0)−−−→
T→∞

h̄2/12MkBT. (5.25)

Esto es contrario al valor esperado no restringido 〈(x(τ)− x0)
2〉Ω(x0)

del oscilador
armónico que incluye el término ωm = 0 en la descomposición espectral (3.803):

a2tot ≡
〈

(x(τ)− x0)
2
〉

Ω(x0)
= a2Ω(x0)

+
kBT

MΩ2(x0)
. (5.26)
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El valor aqúı hallado crece linealmente con T , de acuerdo con el teorema de equipar-
tición (3.803).

Como se comenta en la Sección 3.25, esta diferencia es esencial para la confiabi-
lidad de la representación perturbativa del potencial efectivo clásico. También será
esencial para valorar la calidad de la aproximación variacional de este caṕıtulo.

El cuadrado del ancho de la fluctuación local a2Ω(x0)
nos da información de la

importancia de las fluctuaciones cuánticas a temperatura distinta de cero. Este
ancho disminuye con el aumento de la temperatura. Por el contrario, el ancho
cuadrado del término ω0 = 0 aumenta con la temperatura mostrando con ello la
importancia de las fluctuaciones clásicas.

El comportamiento del ancho de la fluctuación está de acuerdo con la obser-
vación previa, posterior a la Ec. (3.840), sobre el ancho finito del factor de Boltz-
mann B(x0) = e−V

eff cl(x0)/kBT para bajas temperaturas, en comparación con el com-
portamiento divergente del factor alternativo de Boltzmann (3.841) obtenido de la

densidad de partición B̃(x0) ≡ le(h̄β) z(x) = e−Ṽ
eff cl(x0)/kBT .

Dado que a2Ω(x0)
es finito para toda temperatura, las flutuaciones cuánticas

pueden trartarse en forma aproximada. La aproximación mejora con el aumento
de la temperatura, donde a2Ω(x0)

tiende a cero. Por otro lado, las fluctuaciones
térmicas divergen en el ĺımite de altas temperaturas. Su evaluación requiere de una
integración numérica sobre x0 en la función de partición efectiva clásica final (3.811).

Una vez determinado a2Ω(x0)
, siguiendo los pasos de la Subsección 3.25.8, el cálculo

del valor esperado local 〈V (x(τ))〉x0Ω es directo. El resultado es una fórmula análoga
a la Ec. (3.875): si escribimos V (x(τ)) como una integral de Fourier

V (x(τ)) =
∫ ∞

−∞

dk

2π
eikx(τ)Ṽ (k), (5.27)

y, con ayuda de la regla de Wick (3.307), obtenemos el valor esperado

〈V (x(τ))〉x0Ω = Va2(x0) ≡
∫ ∞

−∞

dk

2π
Ṽ (k)eikx0−a

2(x0)k2/2. (5.28)

Por brevedad, hemos usado la notación corta a2(x0) para a
2
Ω(x0)

, y haremos lo mismo
en el resto del caṕıtulo. Reinsertando los coeficientes de Fourier del potencial

Ṽ (k) =
∫ ∞

−∞
dx V (x)e−ikx, (5.29)

podemos hacer la integral sobre k y obtener la integral de convolución

〈V (x(τ))〉x0Ω = Va2(x0) ≡
∫ ∞

−∞

dx′0
√

2πa2(x0)
e−(x′0−x0)2/2a2(x0) V (x′0). (5.30)

Tal como en la Ec. (3.875), la convolución suaviza el potencial original V (x0) en la
distancia a(x0), con esto se tienen en cuenta los efectos cuánticos de las fluctuaciones.
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El valor esperado 〈(x(τ)− x0)
2〉x0Ω de la Ec. (5.26) es, por supuesto, un caso

especial de esta regla general de suavizado:

(x− x0)
2
a2 =

∫ ∞

−∞

dx′√
2πa2

e−(1/2a2)(x′−x0)2(x′ − x0)
2
= a2(x0). (5.31)

De esta forma obtenemos la siguiente aproximación para el potencial efectivo clásico,

WΩ
1 (x0) ≡ F x0

Ω + Va2(x0)−
M

2
Ω2(x0)a

2(x0), (5.32)

la cual, por la desigualdad de Jensen–Peierls, estará siempre por arriba del verdadero
resultado:

WΩ
1 (x0) ≥ V eff cl(x0). (5.33)

La minimización de WΩ
1 (x0) con respecto a Ω(x0) da origen a una aproximación

variacional óptima denotada por W1(x0).
Para el potencial armónico V (x) = Mω2x2/2, el proceso de suavizado nos lleva

al resultado Va2(x0) =Mω2(x20+a
2)/2. El extremum de WΩ

1 (x0) está en Ω(x0) ≡ ω,
de tal forma que el ĺımite superior óptimo es

W1(x0) = F x0
ω +Mω2x

2
0

2
. (5.34)

De esta forma hallamos que, para el oscilador armónico, WΩ
1 (x0) coincide con el

potencial efectivo clásico exacto V eff cl
ω (x0) encontrado en la Ec. (3.830).

5.3 Ĺımite Superior Óptimo

Determinemos ahora la frecuencia Ω(x0) del oscilador local de prueba que optimiza
el ĺımite superior de la Ec. (5.33). La derivada de WΩ

1 (x0) con respecto a Ω2(x0)
tiene dos términos:

dWΩ
1 (x0)

dΩ2(x0)
=
∂WΩ

1 (x0)

∂Ω2(x0)
+
∂WΩ

1 (x0)

∂a2(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

Ω(x0)

∂a2(x0)

∂Ω2(x0)
.

El primer término es

∂W1(x0)

∂Ω2(x0)
=
M

2

{

kBT

MΩ2(x0)

[

h̄Ω

2kBT
coth

(

h̄Ω

2kBT

)

− 1

]

− a2(x0)

}

. (5.35)

El cual se cancela automáticamente debido a la Ec. (5.24). De esta forma, sólo
tenemos que minimizar WΩ

1 (x0) con respecto a a2(x0), mediante la condición

∂WΩ
1 (x0)

∂a2(x0)
= 0. (5.36)
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Sustituyendo la Ec. (5.32), obtenemos la frecuencia de prueba

Ω2(x0) =
2

M

∂Va2(x0)

∂a2(x0)
. (5.37)

En la integral de Fourier (5.28) de Va2(x0), la derivada 2(∂/∂a2)Va2 se representa por
el factor −k2, lo cual es equivalente a ∂/∂x20. De esto hallamos la siguiente ecuación
alternativa:

Ω2(x0) =
1

M

[

∂2

∂x20
Va2(x0)

]

a2=a2(x0)

. (5.38)

Notemos que las derivadas parciales han de ser calculadas para a2 fijo, y al final ha
de ser evaluado en a2(x0).

El potencial WΩ
1 (x0) con el extremo Ω2(x0) y el valor asociado a2(x0) hallado en

la Ec. (5.24) es la aproximación de Feynman-Kleinert W1(x0) al potencial efectivo
clásico V eff cl(x0).

Vale la pena notar que debido a la anulación de la derivada parcial
∂WΩ

1 (x0)/∂Ω
2(x0), Ec. (5.35), podemos considerar en la Ec. (5.32) a las cantidades

Ω2(x0) y a2(x0) como parámetros variacionales arbitrarios de WΩ
1 (x0). Luego, la

variación independiente de WΩ
1 (x0) con respecto a ambos parámetros tendrá como

resultado la Ec. (5.24) y la condición de minimización (5.37) para Ω2(x0).
Del extremum WΩ

1 (x0) obtenemos la aproximación a la función de partición y a
la enerǵıa libre [ver la Ec. (3.837)]

Z1 = e−F1/kBT =
∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−W1(x0)/kBT ≤ Z, (5.39)

donde le(h̄β) es la longitud de onda térmica de de Broglie definida en la Ec. (2.353).
Como actividad al lector se le asigna el cálculo de la segunda derivada de WΩ

1 (x0)
con respecto a Ω2(x0) y demostar que esta derivada es no negativa, lo cual implica
que el extremum hallado arriba es un mı́nimo local.

5.4 Precisión de la Aproximación Variacional

La precisión del potencial efectivo clásico aproximado W1(x0), puede estimarse por
la siguiente observación: por construcción, en el ĺımite de alta temperatura la aproxi-
mación es perfecta, debido a la contracción (5.25) de las fluctuaciones con frecuencias
distintas de cero. Esto obliga a que en la Ec. (5.31) W1(x0) converga a V (x0), tal
como el potencial efectivo clásico exacto en la Ec. (3.812).

En el ĺımite opuesto, de bajas temperaturas, la integral sobre x0 en la expresión
general (3.811) estará controlada por el mı́nimo del potencial efectivo clásico. Si
este mı́nimo se denota por xm, tenemos la aproximación del punto de inflexión (ver
la Sección 4.2)

Z −−−→
T→0

e−V
eff cl(xm)/kBT

∫

dx0
le(h̄β)

e−[V eff cl(xm)]′′(x0−xm)2/2kBT . (5.40)
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La exponencial del prefactor muestra el comportamiento del término principal de
baja temperatura de la enerǵıa libre:

F −−−→
T→0

V eff cl(xm). (5.41)

La integral Gaussiana sobre x0 contribuye con el término

∆F = kBT log







h̄

kBT

√

[V eff cl(xm)]′′

M







, (5.42)

misma que tiene en cuenta la entroṕıa de las fluctuaciones alrededor de xm [ver la
Ec. (1.568)]. Más aún, a temperatura cero, la enerǵıa libre F converge a la enerǵıa
del estado base del sistema E(0), de tal forma que tenemos

E(0) = V eff cl(xm). (5.43)

El mı́nimo del potencial efectivo clásico aproximado WΩ
1 (x0), con respecto a Ω(x0),

nos proporciona una aproximación variacional a la enerǵıa libre F1, misma que en el
ĺımite T → 0 nos permite hallar la aproximación variacional a la enerǵıa del estado
base

E
(0)
1 = F1|T=0 ≡ W1(xm)|T=0 . (5.44)

Al calcular el ĺımite T → 0 en la Ec. (5.32) encontramos que

lim
T→0

WΩ
1 (x0) =

1

2

[

h̄Ω(x0)−MΩ2(x0)a
2(x0)

]

+ Va2(x0). (5.45)

En el mismo ĺımite de la Ec. (5.32) tenemos

lim
T→0

a2(x0) =
h̄

2MΩ(x0)
, (5.46)

de tal forma que

lim
T→0

WΩ
1 (x0) =

1

4
h̄Ω(x0) + Va2(x0) =

1

8

h̄2

Ma2(x0)
+ Va2(x0) . (5.47)

Puede verse que el término del lado derecho es el valor esperado del operador Hamil-
toniano

Ĥ =
p̂2

2M
+ V (x) (5.48)

de un paquete de ondas Gaussiano normalizado, de ancho a y centrado en x0:

ψ(x) =
1

(2πa2)1/4
exp

[

− 1

4a2
(x− x0)

2
]

. (5.49)

Es decir,
〈

Ĥ
〉

ψ
≡
∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)Ĥψ(x) =

1

8

h̄2

Ma2
+ Va2(x0). (5.50)
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Table 5.1 Comparación de la enerǵıa variacional E1 = limT→0 F1, obtenida de la función

de onda de prueba Gaussiana, con la enerǵıa exacta del estado base E
(0)
ex . En el listado

se incluyen también las enerǵıas de los dos primeros estados excitados E
(1)
ex y E

(2)
ex . La

diferencia de enerǵıa ∆E
(0)
ex = E

(1)
ex − E

(0)
ex al primer estado excitado se muestra en la

columna 6, donde vemos que se obtiene una buena aproximación por el valor de Ω(0), tal

como es de esperar (ver la discusión posterior a la Ec. (5.21).

g/4 E1 E
(0)
ex E

(1)
ex E

(2)
ex ∆E

(0)
ex Ω(0) a2(0)

0.1 0.5603 0.559146 1.76950 3.13862 1.21035 1.222 0.4094
0.2 0.6049 0.602405 1.95054 3.53630 1.34810 1.370 0.3650
0.3 0.6416 0.637992 2.09464 3.84478 1.45665 1.487 0.3363
0.4 0.6734 0.668773 2.21693 4.10284 1.54816 1.585 0.3154
0.5 0.7017 0.696176 2.32441 4.32752 1.62823 1.627 0.2991
0.6 0.7273 0.721039 2.42102 4.52812 1.69998 1.749 0.2859
0.7 0.7509 0.743904 2.50923 4.71033 1.76533 1.819 0.2749
0.8 0.7721 0.765144 2.59070 4.87793 1.82556 1.884 0.2654
0.9 0.7932 0.785032 2.66663 5.03360 1.86286 1.944 0.2572
1.0 0.8125 0.803771 2.73789 5.17929 1.93412 2.000 0.2500
10 1.5313 1.50497 5.32161 10.3471 3.81694 4.000 0.1250
50 2.5476 2.49971 8.91510 17.4370 6.41339 6.744 0.0741

100 3.1924 3.13138 11.1873 21.9069 8.05590 8.474 0.0590
500 5.4258 5.31989 19.0434 37.3407 13.7235 14.446 0.0346

1000 6.8279 6.69422 23.9722 47.0173 17.2780 18.190 0.0275

Sea E1 el mı́nimo de este valor esperado bajo la variación de x0 y a2:

E1 = minx0,a2
〈

Ĥ
〉

ψ
. (5.51)

Esta es la aproximación variacional de la enerǵıa del estado base obtenida por el
método de Rayleigh-Ritz .

En el ĺımite de baja temperatura, la aproximación F1 a la enerǵıa libre coverge
a E1:

lim
T→0

F1 = E1. (5.52)

Para toda temperatura y todo x0, el potencial efectivo clásico aproximado W1(x0)
es con mucho más preciso que la estimación de la enerǵıa del estado base E0 halla-
da mediante el mı́nimo del valor esperado (5.51) del operador Hamiltoniano en el
paquete de ondas Gaussiano. Para potenciales con un mı́nimo único localizado de
forma cuadrática, se sabe que esta estimación es excelente.

En la Tabla 5.1 enlistamos las enerǵıas E1 = W1(0) para una part́ıcula en un
potencial de un oscilador anarmónico. La acción de este oscilador será dada en la
Sección 5.7, donde la aproximación W1(x0) será calculada y discutida en detalle. La
tabla muestra que esta aproximación promete ser muy buena [2].

Dado que el potencial efectivo clásico presenta ĺımites de alta y baja temperatura
aceptables, no es sorprendente que la aproximación sea confiable para todo valor de
la temperatura.
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Aún śı el mı́nimo del potencial no es suave, el ĺımite de baja temperatura puede
tener una precisión aceptable. Un ejemplo de esto es el sistema tri-dimensional de
Coulomb para el cual el ĺımite (5.51) será (donde hemos hecho la elección x0 = 0)

E1 = mina

(

3

8

h̄2

Ma2
− 2√

π

e2√
2a2

)

= −3

8

h̄2

Ma2min

. (5.53)

El valor mı́nimo de a es amin =
√

9π/32aH donde aH = h̄2/Me2 es el radio de Bohr

(4.376) del átomo de hidrógeno. En términos de este mı́nimo, la enerǵıa mı́nima es
E1 = −(4/3π)e2/aH , misma que es sólo 15% diferente de la enerǵıa del estado base
real del sistema de Coulomb E(0)

ex = −(1/2)e2/aH . Esta precisión puede parecer algo
sorprendente ya que la función de onda de Coulomb ψ(x) = (πa3H)

−1/2 exp(−r/aH)
está lejos de ser una Gaussiana.

La función de partición del sistema de Coulomb puede calcularse luego de elimi-
nar la función de partición de la part́ıcula libre y apantallar el comportamiento
1/r para valores finitos de r. La enerǵıa libre efectiva clásica F1 del potencial de
Coulomb obtenida por este método es más precisa que la diferencia entre E1 y E

(0)
ex .

Más detalles serán dados en la Sección 5.10.

5.5 Enerǵıa del Estado Base Débilmente Ligada
en un Pozo de Potencial de Rango Finito

La aproximación variacional nos permite hallar una aproximación simple para la
enerǵıa del estado ligado en un potencial de forma arbitraria de rango finito, para el
cual la enerǵıa de ligadura es muy débil. En forma más precisa, el desvanecimiento de
la función de onda del estado base tiene que estar fuera del alcance del potencial. Un
ejemplo t́ıpico de esta situación es la ligadura de los electrones a los pares de Cooper
en un superconductor. La fuerza de atracción viene de la interacción electrón–fonón,
misma que es debilitada por la repulsión de Coulomb. El potencial tiene una forma
complicada, pero la enerǵıa de ligadura es tan débil que la función de onda de un par
de Cooper tiene un alcance de varios miles de constantes de red, lo cual es mucho
mayor que el rango del potencial, el cual se extiende a lo máximo unos cientos de
constantes de red. En este caso podemos reemplazar prácticamente el potencial por
un potencial equivalente representado por una función δ.

Las siguientes consideraciones funcionan en la presente situación. Supongamos
que el mı́nimo absoluto del potencial está en el origen. A primer orden, en el origen,
la enerǵıa variacional está dada por

W1(0) =
Ω

2
+ Va2(0), (5.54)

donde por la Ec. (5.30)

Va2(0) =
∫ ∞

−∞

dx′0√
2πa2

e−x
′
0
2/2a2 V (x′0). (5.55)
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Por hipótesis, la enerǵıa de ligadura es tan pequeña que la función de onda del
estado base no está dentro del rango de V (x0). De esta forma, podemos aproximar

Va2(0) ≈
√

Ω

π

∫ ∞

−∞
dx′0 V (x′0), (5.56)

donde hemos usado la sustitución a2 = 1/2Ω. Extremizando esta cantidad con
respecto a Ω obtenemos la enerǵıa del estado base aproximada

E
(0)
1 ≈ − 1

2π

[

−
∫ ∞

−∞
dx′0 V (x′0)

]2

. (5.57)

Utilizando este resultado en el caso de un potencial simple tipo función delta
localizado en el origen,

V (x) = −gδ(x), g > 0, (5.58)

encontramos la enerǵıa aproximada del estado base

E
(0)
1 = − 1

2π
g2. (5.59)

Mientras, que el valor exacto es

E(0) = −1

2
g2. (5.60)

El error de la aproximación variacional se debe al hecho de que, fuera del rango del
potencial la función de onda es una exponencial simple e−k|x|, donde k =

√
−2E(0),

y no una Gaussiana. De hecho, considerando el valor esperado del operador Hamil-
toniano

H = −1

2

d2

dx2
− gδ(x) (5.61)

para la función de onda de prueba normalizada

ψ(x) =
√
Ke−K|x|, (5.62)

obtenemos la enerǵıa variacional

W1 =
K2

2
− gK, (5.63)

cuyo mı́nimo nos proporciona la enerǵıa del estado base (5.60). El tratamiento de
problemas de este tipo requieren del desarrollo de la teoŕıa de perturbación varia-
cional, de donde obtenemos que las Ecs. (5.54) y (5.55) adquieren la forma

W (0) =
K2

2
+ VK(0), (5.64)

donde

VK(0) = K
∫ ∞

−∞

dx′0
a
e−K|x0| V (x0). (5.65)

Para un potencial atractivo arbitrario, cuyo rango es mucho menor que a, la aproxi-
mación nos permite hallar la enerǵıa correcta del estado base ligeramente ligado

E
(0)
1 ≈ −1

2

[

−
∫ ∞

−∞
dx′0 V (x0)

]2

. (5.66)



5.6 Posibles Gereneralizaciones Directas 499

5.6 Posibles Generalizaciones Directas

Notemos que hay una posible generalización inmediata del procedimiento variacional anterior.
Podemos tratar las componentes de orden superior xm con m > 0 en forma exacta, por ejemplo
hasta m = m̄− 1, donde m̄ es un número entero > 1, utilizando la hipótesis

Zm̄ ≡
∫

Dx(τ) exp

{

− 1

h̄

∫ h̄/kBT

0

M

2

[

ẋ2(τ)

2
+ Ω2(x0, . . . , xm̄)

×
(

x(τ) − x0 −
m̄−1
∑

m=1

(xme
−iωmτ + c.c.)

)2










e−(1/kBT )Lm̄(x0,...,xm̄)

=

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

m̄−1
∏

n=1

[∫

dxrem dximm
πkBT/Mω2

m

ω2
m + Ω2(x0)

ω2
m

]

× h̄Ω(x0)/2kBT

sinh(h̄Ω(x0)/2kBT )
e−Lm̄(x0,...,xm̄)/kBT , (5.67)

con la función de prueba Lm̄:

Lm̄(x0, . . . , xm̄) =
kBT

h̄

∫ h̄/kBT

0

dτ Va2
m̄

(

x0 +

m̄−1
∑

m=1

(xme
−iωmτ + c.c.)

)

− M

2
Ω2(x0, . . . , xm̄)a2m̄,

(5.68)

y con un potencial cuyo ancho cuadrado medio se ha suavizado como

a2m̄ =
2kBT

M

∞
∑

m=m̄

1

ω2
m + Ω2

(5.69)

=
kBT

MΩ2

(

h̄Ω

2kBT
coth

h̄Ω

2kBT
− 1

)

− 2kBT

M

m̄−1
∑

m=1

1

ω2
m + Ω2

.

Calcular la función de partición implica una cantidad de trabajo extra que no es muy recompen-
zante, ya que las mejoras que se obtienen son apenas notables. En el ĺımite de baja temperatura
T → 0, la enerǵıa libre aún es igual al valor esperado óptimo del operador Hamiltoniano hallado
con las funciones de onda Gaussianas (5.49).

Notemos que la ecuación inicial (5.7) [lo mismo que la Ec. (5.67)] no mejora con permir que la
frecuencia de prueba Ω(x0) se transforme en la matriz Ωmm′(x0), cuyas componentes de Fourier
son xm [i.e., usando

∑

m,m′ Ωmm′(x0)x
∗
mxm′ en lugar de Ω(x0)

∑

m |xm|2]. Esta sustitución debeŕıa
permitirnos hallar a una función de partición de prueba integrable en forma exacta. Sin embargo,
luego de minimizar la función de prueba encontramos que regresamos una vez más a la solución
diagonal Ωmm′(x0) = δmm′Ω(x0).

5.7 Potencial Efectivo Clásico para el Oscilador
Anarmónico y el Potencial de Pozo Doble

Como una aplicación de las aproximaciones estudiadas hasta ahora, consideremos la siguiente
acción Eucĺıdea

A[x] =

∫ h̄/kBT

0

dτ

[

M

2

(

ẋ2 + ω2x2
)

+
g

4
x4
]

. (5.70)

Escribamos 1/kBT como β y usando unidades naturales, donde M = 1, h̄ = kB = 1, distinguimos
dos casos:
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a) Caso ω2 > 0, Oscillador Anarmónico

Si usamos ω2 = 1, de acuerdo a la fórmula (3.879), el potencial de la Ec. (5.30) es:

Va2(x0) =
x20
2

+
g

4
x40 +

a2

2
+

3

2
gx20a

2 +
3g

4
a4. (5.71)

Diferenciando este potencial con respecto a a2/2, y utilizando la Ec. (5.37), obtenemos

Ω2(x0) = [1 + 3gx20 + 3ga2(x0)]. (5.72)

Esta ecuación se resuelve, utilizando la Ec. (5.24), por un proceso iterativo para cada x0

a2(x0) =
1

βΩ2(x0)

[

βΩ(x0)

2
coth

βΩ(x0)

2
− 1

]

. (5.73)

Como aproximación inicial en la Ec. (5.73) utilizamos el valor Ω(x0) = 0, de esta forma hallamos
a2(x0) ≡ β/12, con este valor y utilizando la Ec. (5.72) calculamos una corrección a Ω2(x0),
y proseguimos aśı de manera iterativa. La iteración converge rápidamente. Sustituyendo los
valores finales de a2(x0) y Ω2(x0) en las Ecs. (5.71) y (5.32), obtenemos la aproximación buscada
W1(x0) para el potencial efectivo clásico V eff cl(x0). Calculando la integral (5.39) con respecto a x0
encontramos la enerǵıa libre aproximada F1 graficada en la Fig. 5.2 en función de β. Los valores
exactos de la enerǵıa libre se obtienen de los valores propios del oscilador anarmónico. Los cuales,
como puede apreciarse en la figura, están ligeramente por debajo de la curva aproximada F1. Por
comparación, también se ha graficado la aproximación clásica Fcl = −(1/β) logZcl, misma que no
cumple con la desigualdad de Jensen-Peierls y está por debajo de la curva exacta.

En el libro sobre mecánica estad́ıstica [3], Feynman obtuvo otra aproximación a la enerǵıa
libre denominada aqúı F0, la cual se encuentra de la presente aproximación W1(x0) si finalizamos
la iteración (5.72), usando la relación (5.73), luego del primer paso, i.e., usando los parámentros
variacionales no mı́nimos Ω(x0) ≡ 0, a2(x0) ≡ h̄2β/12M . Con esto obtenemos la aproximación

Va2(x0) ≈ V (x0) +
1

2

h̄2β

12M
V ′′(x0) +

1

8

(

h̄2β

12M

)2

V (4)(x0) + . . . , (5.74)

llamada serie de Wigner [4]. F0 es una buena aproximación en el ĺımite de altas temperaturas,
como puede verse en la Fig. 5.2. Tal como F1, la curva F0 está por arriba de la curva exacta ya que
obedece la desigualdad de Jensen-Peierls. En general, la desigualdad es cierta para el potencial
W1(x0) en la forma dada por la Ec. (5.32), i.e., sin importar la minimización en a2(x0). Por lo
tanto es válida para un Ω2(x0) arbitrario, y en particular para Ω2(x0) ≡ 0.

En el ĺımite T → 0, de la enerǵıa libre F1 obtenemos la siguiente aproximación para la enerǵıa
del estado base E(0) del oscilador anarmónico:

E
(0)
1 =

1

4Ω
+

Ω

4
+

3

4

g

4Ω2
. (5.75)

Esta aproximación es muy buena para todas las constantes de acoplamiento, incluyendo el ĺımite
de acoplamiento fuerte. En este ĺımite, la frecuencia y enerǵıa óptimas tienen el siguiente desarrollo
en serie

Ω1 =
(g

4

)1/3
[

61/3 +
1

21/334/3
1

(g/4)2/3
+ . . .

]

, (5.76)

y

E
(0)
1 (g) ≈

(g

4

)1/3
[

(

3

4

)4/3

+
1

27/331/3
1

(g/4)2/3
+ . . .

]

≈
(g

4

)1/3
[

0.681420 + 0.13758
1

(g/4)2/3
+ . . .

]

. (5.77)
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Figure 5.2 Aproximación a la enerǵıa libre F1 del oscilador anarmónico com-

parada con la enerǵıa exacta Fex, se presenta también el ĺımite clásico Fcl =

−(1/β) log
∫∞
−∞(dx/

√
2πβ)e−βV (x), lo mismo que las anteriores aproximaciones de Feyn-

man F0 = −(1/β) logZ0 que corresponden a F1 para la frecuencia no óptima Ω = 0, a2 =

β/12. Notemos que F0, F1 cumplen con la desigualdad F0,1 ≥ F , mientras que Fcl no la

cumple.

Los coeficientes son muy parecidos a los hallados en la expresión ĺımite exacta, mismos que serán
hallados en la Sección 5.15 (ver la lista en la Tabla 5.9).

b) Caso ω2 < 0: Potencial de Pozo Doble

Para ω2 = −1, modificamos ligeramente el potencial agregando la constante 1/4g, de tal forma
que tengamos

V (x) = −x
2

2
+
g

4
x4 +

1

4g
. (5.78)

La constante adicional garantiza un comportamiento suave de las enerǵıas en el ĺımite g → 0. A
este potencial se le conoce como potencial de pozo doble, debido a que posee dos mı́nimos simétricos.
Luego de un cambio de signo en el primer y tercer términos en la Ec. (5.71), obtenemos para el
potencial la versión suave Va2(x0) (donde se ha agregado la constante 1/4g).

Ahora, la frecuencia de prueba

Ω2(x0) = −1 + 3gx20 + 3ga2(x0) (5.79)
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puede ser negativa, aunque siempre será mayor que −4π2/β2, esto debido a que la solución no
puede cruzar la primera singularidad de la suma (5.24) del lado derecho. De esta forma, el ancho
cuadrado a2(x0) es siempre positivo. Para Ω2 ∈ (−4π2/β2, 0), la suma en la Ec. (5.24) es

a2(x0) =
2

β

∞
∑

m=1

1

ω2
m + Ω2(x0)

=
1

βΩ2(x0)

(

β|Ω(x0)|
2

cot
β|Ω(x0)|

2
− 1

)

, (5.80)

que es la misma expresión hallada en la Ec. (5.73), continuada anaĺıticamente a valores imaginarios
de Ω(x0). El anterior procedimiento para hallar a2(x0) y Ω2(x0) por iteración de las Ecs. (5.79)
y (5.80) no puede aplicarse en la vecindad del máximo central del potencial de pozo doble, donde
nuestro precedimiento no converge. En este caso, encontramos la solución deseada buscando el
cero de la función de Ω2(x0)

f(Ω2(x0)) ≡ a2(x0) −
1

3g
[1 + Ω2(x0) − 3gx20], (5.81)

donde a2(x0) se calcula de la Ec. (5.80) o de la Ec. (5.73). En T = 0 y para g ≤ gc, las curvas
tienen dos mı́nimos simétricos no triviales en ±xm,

xm =

√

1 − 3ga2

g
, (5.82)

de donde la Ec. (5.79) será
Ω2(xm) = 2 − 6ga2(xm). (5.83)

Mientras que desaparecen para

g > gc =
4

9

√

2

3
≈ 0.3629 . (5.84)

Los potenciales efectivos clásicos y las enerǵıas libres resultantes se gráfican en las Figs. 5.3 y 5.4.

Es útil comparar el potencial efectivo clásico W1(x) con el potencial correcto V eff cl(x) como
se hace en la Fig. 5.5. En este caso el potencial V eff cl(x) se obtiene de simulaciones Monte Carlo
de la integral de trayectoria del potencial de pozo doble, manteniendo la trayectoria promedio

x̄ = (1/β)
∫ β

0
dτx(τ) fija en x0. La magnitud de acoplamiento se elije como g = 0.4, donde se

espera el peor ajuste.

En el ĺımite T → 0, obtenemos la aproximaciónE
(0)
1 para la enerǵıa del estado base proveniente

de la corrección F1. En el ĺımite de acoplamiento fuerte, el término principal es el mismo al obtenido
en la Ec. (5.77) para el oscilador anarmónico.

Finalizamos esta sección con la siguiente observación. La aproximación completa también
puede aplicarse a la integral de trayectoria con una partición temporal en la cual el eje tempo-
ral contiene N + 1 puntos discretos τn = nǫ, n = 0, 1, . . .N . El único cambio con respecto al
tratamiento anterior consiste en el reemplazo

ω2
m → ΩmΩ̄m =

1

ǫ2
[2 − 2 cos(ǫωm)]. (5.85)

De esta forma, la expresión para el parámetro del ancho cuadrado a2(x0) de la Ec. (5.24) se
reemplaza por

a2(x0) =
2kBT

M

∂

∂Ω2(x0)
log

mmax
∏

m=1

[

ΩmΩm + Ω2(x0)
]

=
kBT

M

1

Ω

∂

∂Ω
log

sinh(h̄ΩN (x0)/2kBT )

h̄Ω(x0)/2kBT
(5.86)

=
kBT

MΩ2(x0)

[

h̄Ω(x0)

2kBT
coth

h̄ΩN (x0)

2kBT

1

cosh(ǫΩN (x0)/2)
− 1

]

,
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Figure 5.3 Potencial efectivo clásico del pozo doble V (x) = −x2/2 + gx4/4 + 1/4g para

varios valores de g y para T = 0 y T = ∞ [donde es igual al potencial mismo V (x)] Las

fluctuaciones clásicas en T = 0 suavizan completamente el doble pozo śı g >∼ 0.4, pero no

śı g = 0.2.

donde mmax = N/2 para N par y (N − 1)/2 para N impar [ver la Ec. (2.391)], y ΩN (x0) estará
definida por

sinh[ǫΩN(x0)/2] ≡ ǫΩ(x0)/2 (5.87)

[ver la Ec. (2.399)]. El potencial de prueba W1(x0) será ahora

W1(x0) ≡ kBT log
sinh h̄ΩN (x0)/2kBT

h̄Ω(x0)/2kBT
+ Va2(x0)(x0) −

M

2
Ω2(x0)a

2(x0), (5.88)

en lugar de la expresión dada en la Ec. (5.32). Minimizando esta cantidad con respecto a a2(x0)
obtenemos una vez más las Ecs. (5.37) y (5.38) para Ω2(x0).

En la Fig. 5.6 hemos graficado el potencial efectivo clásico aproximado resultante W1(x0) para
el potencial de pozo doble (5.78) donde g = 0.4, el valor fijo de β = 20 y para varios valores de
la partición N + 1. Resulta interesante comparar estos gráficos con las curvas exactas obtenidas
de similaciones Monte Carlo. Para el caso N = 1, es acuerdo es excelente. Para valores pequeños
de N , el acuerdo es aceptable para valores cercanos al mı́nimo del potencial. Para valores grandes
de N , el potencial efectivo clásico exacto presenta oscilaciones que no pueden reproducirse por la
presente aproximación.

5.8 Densidad de Part́ıculas

Podemos hallar una densidad de part́ıculas aproximada utilizando el potencial efectivo clásico
óptimo W1(x0) [5, 6]. Aunque los resultados no pueden ser tan precisos, como lo son para el
caso de la enerǵıa libre. En la mecánica cuántica de Schrödinger, es bien sabido que los métodos
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Figure 5.4 Enerǵıa libre F1 para el potencial de pozo doble (5.78), se le compara con el

caso exacto de la enerǵıa libre Fex, el ĺımite clásico Fcl y la aproximación de Feynman F0

(la cual coincide con F1 para los valores Ω = 0, a2 = β/12, los cuales no representan un

mı́nimo del potencial).

variacionales permiten obtener correcciones aceptables a la enerǵıa, aún cuando las funciones de
onda de prueba sean sólo moderamente aceptables. Esto se ha visto también en la Ec. (5.53), en
la estimación de la enerǵıa del estado base del sistema de Coulomb con la ayuda de un paquete de
ondas Gaussiano. La enerǵıa es una propiedad global del sistema. Sin embargo, para cantidades
f́ısicas tales como la densidad de part́ıculas, la cual contiene información local de las funciones de
onda, es de esperar que la aproximación no sea tan buena. No obstante, calcularemos la densidad
de part́ıculas del sistema mecánico cuántico. Para esto fijemos la órbita periódica de la part́ıcula,
en la función de partición de prueba Z1 para un tiempo arbitrario, en una posición particular, por
ejemplo en xa. Matemáticamente, esto se hace con la ayuda de una función δ:

δ(xa − x(τ)) = δ(xa − x0 −
∞
∑

m=1

(xme
−iωmτ + c.c.))

=

∫ ∞

−∞

dk

2π
exp

{

ik

[

xa − x0 −
∞
∑

m=1

(xme
−iωmτ + c.c.)

]}

. (5.89)

Con esto, la integral de trayectoria para la densidad de part́ıculas es [comparar con la Ec. (2.353)]

ρ(xa) = Z−1

∮

Dx δ(xa − x(τ))e−A/h̄ (5.90)
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Figure 5.5 Comparación de los potenciales efectivos clásicos aproximados W1(x0) (cur-

vas a trazos) y W3(x0) (curvas sólidas) con el potencial exacto V eff cl(x0) (ĺınea punteada),

para varios valores del inverso de la temperatura β = 1/T . La ĺınea punteada se obtiene

de simulaciones Monte Carlo, utilizando 105 configuraciones [W. Janke and H. Klein-

ert, Chem. Phys. Lett. 137 , 162 (1987) (http://www.physik.fu-berlin.de/~klei-

nert/154)]. Para la ilustración hemos seleccionado el peor caso, g = 0.4. Las ĺıneas

sólidas representan la aproximación de orden mayor W3(x0), misma que será calculada en

la Sección 5.13.

y luego hacemos la descomposición

ρ(xa) = Z−1

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

∫

dk

2π
eik(xa−x0)

×
∫

Dxδ̃(x̄− x0)e
−ikΣ∞

m=1(xm+c.c.)e−A/h̄. (5.91)

La aproximaciónW1(x0) se basa en el tratamiento cuaśı–armónico de las fluctuaciones de xm para
m > 0. Para las fluctuaciones armónicas usamos la regla de Wick, dada en la Sección 3.10, para
evaluar

〈

e−ikΣ∞
m=1(xme−iωmτ+c.c.)

〉x0

Ω
≈ e−k2Σ∞

m=1〈|xm|2〉x0

Ω ≡ e−k2a2/2, (5.92)

la cual es válida para todo τ . Aśı, podŕıamos haber escogido cualquier τ en la función δ de
la Ec. (5.89) para hallar la función de distribución. Sustituyendo la Ec. (5.92) en la Ec. (5.91)
podemos integrar con respecto a k y obtenemos la aproximación a la densidad de part́ıculas

ρ(xa) ≈ Z−1

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−(xa−x0)
2/2a2(x0)

√

2πa2(x0)
e−V eff cl(x0)/kBT . (5.93)
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Figure 5.6 Potencial efectivo clásico W1(x0) para el potencial de pozo doble de la

Ec. (5.78) usando el valor g = 0.4 y baja temperatura T = 1/β = 1/20, para varias

particiones temporales N + 1 = 2 (×t), 4 (△), 8 (▽), 16 (✸), 32 (+), 64 ( ). La ĺınea a

trazos representa el potencial original V (x0). La fuente de los datos puede verse en el pie

de figura anterior.

Utilizando la aproximación W1(x0) en lugar del potencial V eff cl(x0), hallamos la aproximación Z1

de la función Z, de donde obtenemos la siguiente aproximación a la función de distribución de
part́ıculas:

ρ1(xa) = Z−1
1

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−(xa−x0)
2/2a2(x0)

√

2πa2(x0)
e−W1(x0)/kBT . (5.94)

Esta expresión tiene, obviamente, la normalización correcta
∫∞
−∞ dxaρ1(xa) = 1. La Fig. 5.7

muestra la comparación entre la función de distribución de part́ıculas aproximada y la función de
distribución exacta del oscilador anarmónico. Ambos gráficos concuerdan razonablemente bien.
En la Fig. 5.8, se muestra el mismo gráfico para el potencial de pozo doble y un valor de g = 0.4
para la constante de acoplamiento. Aqúı, el acuerdo en el ĺımite de bajas temperaturas no es tan
bueno comparado con la Fig. 5.7. Por ejemplo, comparemos la curva de temperatura cero ∞1 con
la curva exacta ∞ex. La primera curva tiene sólo un pico central, mientras que la segunda tiene
un doble pico. La razón de esta discrepancia es la correspondencia de la distribución aproximada
con una función de onda Gaussiana óptima, la cual está centrada en el origen, a pesar de la
forma del potencial de pozo doble. En la Fig. 5.3 encontramos la razón de esta discrepancia. El
potencial efectivo clásico aproximado W1(x0) tiene, para temperaturas bajas de hasta T ∼ 1/10,
un sólo mı́nimo en el origen, y resulta ser este mı́nimo el centro de la función de onda Gaussiana
óptima. Para temperaturas mayores, hay dos mı́nimos y la función de distribución aproximada
ρ1(x) corresponde a dos paquetes de onda Gaussianos centrados alrededor del mı́nimo. A partir
de aqúı, el acuerdo con la función de distribución exacta mejora. Intensionalmente se ha utilizado
el valor de la constante de acoplamiento g = 0.4, donde se sabe que el resultado debeŕıa ser el
peor. Para g ≫ 0.4, tanto la función de distribución exacta como la aproximada tienen un sólo
pico central. Para g ≪ 0.4, ambas funciones de distribución tienen dos picos en el ĺımite de bajas
temperaturas. En ambos ĺımites, la aproximación es aceptable.
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Figure 5.7 La densidad de part́ıculas aproximada, Ec. (5.94), del oscilador an-

armónico, usando g = 0.4, se compara con la densidad de part́ıculas exacta, ρ(x) =

Z−1∑

n |ψn(x)|2e−βEn , obtenida de la integración numérica de la ecuación de Schrödinger.

Las curvas se etiquetan por los valores de β, donde los sub́ındices 1, ex y cl indican la

aproximación usada.

5.9 Extensión a D Dimensiones

El método puede extenderse fácilmente para hallar la aproximación de la integral de trayectoria
de una part́ıcula moviendose en un espacio x D–dimensional. Sean xi las componentes de x en
el espacio D. Luego, la frecuencia de prueba Ω2

ij(x0) de la Ec. (5.7) será una matriz D ×D. En

el caso especial donde V (x) es rotacionalmente simétrico y depende sólo de r =
√
x2, podemos

introducir, tal como se hizo en la discusión de la acción efectiva en las Ecs. (3.684)–(3.689), la
parte longitudinal y transversal de Ω2

ij(x0) mediante la descomposición

Ω2
ij(x0) = Ω2

L(r0)PLij(x0) + Ω2
T (r0)PTij(x0), (5.95)

donde

PLij(x̂0) = x0ix0j/r
2
0, PTij(x̂0) = δij − x0ix0j/r

2
0 , (5.96)

son las matrices de proyección sobre las direcciones longitudinal y transversal de x0. Para un vector
en general, proyectores análogos se definen por las relaciones xL ≡ PL(x0)x, xT ≡ PT (x0)x. Con
esto, la generalización anisotrópica de WΩ

1 (x0) será

W


1 (r0) = kBT

[

log
sinh h̄ΩL/2kBT

h̄ΩL/2kBT
+ (D − 1) log

sinh h̄ΩT /2kBT

h̄ΩT /2kBT

]

− M

2

[

Ω2
La

2
L + (D − 1)Ω2

Ta
2
T

]

+ VaL,aT , (5.97)
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Figure 5.8 Representación de la densidad de part́ıculas (5.94) del potencial de pozo doble

(5.78), donde usamos la peor elección de la constante de acoplamiento, g = 0.4. Com-

paramos con la densidad de part́ıculas exacta, ρ(x) = Z−1∑

n |ψn(x)|2e−βEn , obtenida de

la integración numérica de la ecuación de Schrödinger. Las curvas se etiquetan por los

valores de β, donde los sub́ındices 1, ex y cl indican el tipo de aproximación usada. Para

el caso β → ∞, la distribución tiende a la Gaussiana e−x
2/2a2/

√
2πa2, donde a2 = 1.030

(ver la Tabla 5.1).

donde todas la funciones del lado derecho dependen sólo de r0. Los super–́ındices en negritas
indican la presencia de dos frecuencias variacionales 
 ≡ (ΩL,ΩT ). El potencial suave estará
dado ahora por

VaL,aT (r0) =
1

√

2πa2L

1
√

2πa2T
D−1

D
∏

i=1

[∫ ∞

−∞
dδxi

]

× exp

[

−1

2

(

a−2
L δx2L + a−2

T δx2
T

)

]

V (x0 + δx), (5.98)

el cual puede también puede escribirse como

VaL,aT (r0)=
1

√

(2π)Da2La
2D−2
T

∫

dδxL

∫

dD−1δxT exp

[

−δx
2
L

2a2L
− δx 2

T

2a2T

]

V (x0+δx). (5.99)

Para altas temperaturas, donde las cantidades a2L, a
2
T son pequeñas, usamos V (x) ≡ v(r2) de tal

forma que

V (x) = v(r20 + 2r0δxL + δx2L + δx2
T ) =

∞
∑

n=0

1

n!
v(n)(r20)

(

2r0δxL + δx2L + δx2
T

)n

=
[

v(r20 + ∂λ)eλ(2r0δxL+δx2
L+δx2

T )
]

λ=0
. (5.100)
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Sustituyendo esta expresión en el término del lado derecho de la Ec. (5.98), obtenemos

VaL,aT (r0) =

[

v(r20 + ∂λ)
1

√

1 − 2a2Lλ

1
√

1 − 2a2Tλ
D−1

e2r
2
0λ

2a2
L/(1−2a2

Lλ)

]

λ=0

, (5.101)

mismo que tiene la siguiente representación en series

VaL,aT (r0) = v(r20) + v′(r20)[a
2
L + (D − 1)a2T ]

+
1

2
v′′(r20)[3a

4
L + 2(D − 1)a2La

2
T + (D2 − 1)a4T + 4r20a

2
L] + . . . . (5.102)

La notación primada representa las derivadas con respecto a r20 .
En general, es útil sustituir en la expresión (5.98) la representación de Fourier del potencial

V (x) =

∫

dDk

(2π)D
eikxV (k), (5.103)

lo cual permite reescribir la integral como una Gaussiana, de tal forma que la Ec. (5.99) es

Va2
L
,a2

T
(r0) =

∫

dDk

(2π)D
V (k) exp

(

−a
2
L

2
k2L − a2T

2
k2T − ir0kL

)

. (5.104)

Utilizando la simetŕıa rotacional del potencial, al escribir V (k) ≡ v(k2), tenemos que la norma
puede descomponerse como

∫

dDk

(2π)D
=
SD−1

(2π)D

∫ ∞

−∞
dkL

∫ ∞

0

dkT k
D−2
T , (5.105)

donde

SD =
2πD/2

Γ(D/2)
(5.106)

es la superficie de una esfera en D dimensiones, y además usando kL = k cosφ, kT = k sinφ:

∫

dDk

(2π)D
=
SD−1

(2π)D

∫ 1

−1

d cosφ

∫ ∞

0

dk kD−1. (5.107)

Tenemos que con esto la Ec. (5.104) tendrá la forma

Va2
L
,a2

T
(r0) =

SD−1

(2π)D

∫ 1

−1

du

∫ ∞

−1

dk kD−1v(k2)

× exp

{

−1

2

[(

a2Lu
2 + a2T (1 − u2)

)

k2 − ir0u
]

}

. (5.108)

La forma final del potencial efectivo clásico se encuentra de minimizar W1(r0) para cada r0 en
aL, aT ,ΩL,ΩT . A fin de tener una idea de la solución, resulta de utilidad estudiar primero la

aproximación isotrópica obtenida de suponer que a2T (r0) = a2L(r0), y continuar luego con la apro-
ximación anisotrópica.

5.10 Aplicación a los Pontenciales de Coulomb y Yukawa

El potencial efectivo clásico puede ser útil también en el caso de potenciales singulares siempre que
el proceso de suavizado tenga sentido. Un ejemplo de ello es el potencial de Yukawa

V (r) = −(e2/r)e−mr, (5.109)
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el cual tiende al potencial de Coulomb cuando m ≡ 0. Utilizando la representación de Fourier

V (r) = 4π

∫

d3k

(2π)3
eikx

k2 +m2
= 4π

∫ ∞

0

dτ

∫

d3k

(2π)3
e−τ(k2+m2), (5.110)

podemos calcular fácilmente el potencial isotrópicamente suavizado

Va2(r0) = −e2
∫

d3x
√

2πa2
3 exp

[

− 1

2a2
(x0 − x)

2

]

V (r)

= −e2 2πem
2a2/2

∫ ∞

a2

da′
2 1
√

2πa′2
3 exp

(

−r20/2a′
2 −m2a′

2
/2
)

= −e2 2em
2a2/2

√
π

1

r0

∫ r0/
√
2a2

0

dte−(t2+m2r20/4t
2). (5.111)

En el ĺımite de Coulomb m → 0, el potencial suavizado es igual al potencial de Coulomb multi-
plicado por una función error,

Va2(r0) = −e
2

r0
erf(r0/

√
2a2), (5.112)

donde la función error está definida por

erf(z) ≡ 2√
π

∫ z

0

dxe−x2

. (5.113)

El potencial suavizado ya no es singular en el origen,

Va2(0) = −e
2

a

√

2

π
em

2a2/2. (5.114)

La singularidad ha sido eliminada por las fluctuaciones cuánticas. Es de esta forma como con
ayuda del potencial efectivo clásico se explica la estabilidad de la materia en la f́ısica cuántica, i.e.,
el hecho que los electrones atómicos no colapsen al origen. Luego, el potencial efectivo clásico del
sistema de Coulomb está dado por la versión isotrópica de la Ec. (5.97)

WΩ
1 (x0) =

3

β
ln

sinh[h̄βΩ(x0)/2]

h̄βΩ(x0)/2
− e2

|x0|
erf

[

|x0|
√

2a2(x0)

]

− 3

2
MΩ2(x0)a

2(x0). (5.115)

Al minimizar W1(r0) con respecto a a2(r0) obtenemos una ecuación análoga a la Ec. (5.37) para
la frecuencia Ω2(r0)

Ω2(r0) = e2
2

3

1√
2π

1

(a2)3/2
e−r20/2a

2

. (5.116)

En esta expresión usamos unidades atómicas, e = M= h̄= kB= 1, de tal forma que la enerǵıa
y la temperatura se miden en unidades de E0 = Me4/Mh̄2 ≈ 4.36 × 10−11erg ≈ 27.21eV y
T0 = E0/kB ≈ 31575K, respectivamente.

Resolviendo la Ec. (5.116) junto con la Ec. (5.24), encontramos el valor de a2(r0) y el potencial
efectivo clásico aproximado (5.32). El resultado se muestra en la Fig. 5.9 con la ĺınea a trazos.
La aproximación anterior puede mejorarse tratando las fluctuaciones anisotrópicamente, como se
describre en la sección anterior, con valores diferentes de Ω2(x0) para las fluctuaciones radial y
tangencial δxL y δxT , y el potencial efectivo obtenido de las Ecs. (5.97) y (5.98). El potencial
anisotrópico suavizado de Coulomb calculado en la Ec. (5.108), tiene la forma:

Va2
L
,a2

T
(r0) = −

√

1

2π

∫ 1

−1

du
e2

√

a2Lu
2 + a2T (1 − u2)

exp

{

− r20u
2

2 [a2Lu
2 + a2T (1 − u2)]

}

.

(5.117)



5.10 Aplicación a los Potenciales de Coulomb y Yukawa 511

Figure 5.9 Potencial efectivo clásico aproximado W1(r) del sistema de Coulomb para

varias temperaturas (en múltiplos de 104K). El potencial se calcula tanto para la aproxi-

mación isotrópica (ĺıneas a trazos) como para la aproximación anisotrópica. En el recuadro

se puede ver como mejora la aproximación, donde se muestra el cociente W1/V . El valor

del inverso de la temperatura para las diferentes curvas, en unidades atómicas, es β =

31.58, 15.78, 7.89, 3.945, 1.9725, 0.9863, 0, respectivamente.

Usando la variable λ =
√

a2Lu/
√

a2Lλ
2 + a2T (1 − λ2), cuyo intervalo de valores es [−1, 1] lo mismo

que u, podemos reescribir el potencial como:

Va2
L
,a2

T
(r0) = −e2

√

a2L
2π

∫ 1

−1

dλ
exp[−(r20/2a

2
L)λ2]

a2L(1 − λ2) + a2Tλ
2
. (5.118)

La extremización de W1(r0) dado en la Ec. (5.97) nos permite hallar las siguientes ecuaciones para
las frecuencias de prueba

Ω2
T (r0) ≡ ∂

∂a2T
Va2

T
,a2

L
= e2

√

a2L
2π

∫ 1

−1

dλ
λ2 exp[−(r20/2a

2
L)λ2]

[a2L(1 − λ2) + a2Tλ
2]2
, (5.119)

Ω2(r0) ≡ 1

3
[Ω2

L + 2Ω2
T ] =

1

3

[

∂

∂a2L
+ 2

∂

∂a2T

]

Va2
T
,a2

L

= e2
2

3

1√
2π

1
√

a2La
4
T

exp(−r20/2a2L). (5.120)

Estas ecuaciones han de ser resueltas junto con

a2L,T (r0) =
1

βΩ2
L,T (r0)

[

βΩL,T (r0)

2
coth

βΩL,T (r0)

2
− 1

]

. (5.121)

Al sustituir las soluciones en la Ec. (5.97), encontramos el potencial efectivo clásico aproximado
que se ha gráficado en la Fig. 5.9 en ĺınea continua.
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Figure 5.10 Distribución de part́ıculas g(r) ≡
√

2πβ
3
ρ(r) en un potencial de Coulomb

para diferentes valores de la temperatura T (se han usado los mismos valores utiliza-

dos en la Fig. 5.9). Las gráficas se muestran tanto para la aproximación isotrópica

como para la aproximación anisotrópica. Las ĺıneas punteadas muestran la distribución

clásica. Para temperaturas bajas e intermedias las distribuciones exactas de R.G. Storer,

J. Math. Phys. 9 , 964 (1968) se representan adecuadamente por los niveles de enerǵıa

más bajos, para los cuales ρ(r)=π−1e−2reβ/2+(1/8π)(1− r+ r2/2)e−reβ/8+(1/38π)(243−
324r + 216r2−48r3+4r4)e−2r/3eβ/18.

A continuación calculamos la función de distribución de part́ıculas aproximada utilizando la
versión anisotrópica tridimensional de la Ec. (5.94). Con el potencial W1(r0), obtenemos la integral
[6]

ρ1(r) =

∫

d3x0
e−(z0−r)2/2a2

L

√

2πa2L(r0)

e−(x2
0+y2

0)/2a
2
T

2πa2T (r0)

e−βW1(r0)

(2πβ)3/2

= 2π

∫ ∞

0

dr0

∫ 1

−1

dλ
e−(λr0−r)2/2a2

L

√

2πa2L(r0)

e−r20(1−λ2)/2a2
T

2πa2T (r0)

e−βW1(r0)

(2πβ)3/2
. (5.122)

Las curvas resultantes, para diferentes valores de la temperatura, se grafican en la Fig. 5.10 y se
comparan con la distribución exacta de Storer. También se muestra la distribución obtenida de la
anterior aproximación isotrópica (5.116) para la frecuencia de prueba Ω2(r0).

5.11 Atomo de Hidrógeno en un Campo Magnético Intenso

El reciente descubrimiento de las magneto–estrellas [7] ha renovado el interés en el comportamiento
de sistemas de part́ıculas cargadas en presencia de campos magnéticos externos extremadamente
intensos. En este nuevo tipo de estrellas de neutrones, los electrones y los protones obtenidos del
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decaimiento de neutrones producen campos magnéticos superiores a los 1015 G. Valores que son
mucho mayores a los asociados a las estrellas de neutrones y enanas blancas, donde B es del orden
de 1010 − 1012 G y 106 − 108 G, respectivamente.

El tratamiento anaĺıtico de las propiedades de un sistema atómico en un campo magnético
intenso es un tema complicado, aún en el ĺımite de temperatura cero. La razón de ello es el
comportamiento asintótico logaŕıtmico de la enerǵıa del estado base, mismo que será deducido
en la Ec. (5.132). Por otra parte, en el ĺımite de un campo magnético débil las aproximaciones
perturbativas proporcionan un desarrollo en serie de potencias de B2 hasta B60 [8]. Sin embargo,
estos desarrollos son útilies sólo para B ≪ B0, donde B0 es la magnitud del campo magnético
atómico B0 = e3M2/h̄3 ≈ 2.35 × 105 T = 2.35 × 109 G.

Hasta ahora, los valores más confiables para campos magnéticos intensos han sido obtenidos
por calculos numéricos [9].

Utilizando la aproximación variacional podemos deducir una expresión anaĺıtica única del
potencial efectivo clásico aplicable a cualquier magnitud del campo magnético y temperatura [10].
El Hamiltoniano del electrón en un átomo de hidrógeno en un campo magnético externo uniforme
digirido en la dirección positiva del eje z es, la extensión obvia de la Ec. (2.646) del potencial de
Coulomb:

H(p,x) =
1

2M
p2 +

M

2
ω2
Bx

2 − ωBlz(p,x) − e2

|x| , (5.123)

donde ωB representa la frecuencia magnética dependiente de B, ωL/2 = eB/2Mc, de la Ec. (2.651),
i.e., un medio de la frecuencia de Landau o frecuencia ciclotrón. El potencial vectorial magnético
se ha elegido con la norma de simetŕıa dada en la Ec. (2.640). Recordemos que lz es la componente
z del momentum angular orbital lz(p,x) = (x× p)z [ver la Ec. (2.647)].

En un principio, restringimos el cálculo a temperatura cero. De la versión para tiempo imagi-
nario de la acción clásica (2.640) vemos que la función de distribución de part́ıculas en la dirección
ortogonal al campo magnético es, usando xb = 0, yb = 0, proporcional a

exp

(

−M
2
ωBx

2
a

)

. (5.124)

Esta expresión es la misma expresión hallada para la función de distribución del oscilador armónico
transversal con frecuencia ωB. Ya que ha sido obtenida para temperatura cero, la corrección
variacional de la enerǵıa a primer orden requiere el conocimiento del potencial suavizado en el
origen. Si utilizamos valores diferentes para la componente a2‖ y a2⊥, longitudinal y paralelas al

campo magnético, y usando la Ec. (5.118) podemos escribir

Va2
‖
,a2

⊥
(0) = −e2

√

1

2πa2‖

∫ 1

−1

dλ
1

(1 − λ2) + λ2a2⊥/a
2
‖
. (5.125)

Luego de realizar la integral obtenemos

Va2
‖
,a2

⊥
(0) = −e2

√

1

2π(a2‖ − a2⊥)
2 arccosh

a‖
a⊥

. (5.126)

Ya que las enerǵıas del estado base de los osciladores paralelos y ortogonales son Ω‖/2 y 2×Ω⊥/2,
obtenemos inmediatamente la enerǵıa variacional a primer orden

W1(0) = Ω⊥ +
Ω‖
2

+ Va2
‖
,a2

⊥
(0) +

M

2
(ω2

‖ − Ω2
‖)a

2
‖ +M(ω2

B − Ω2
⊥)a2⊥ , (5.127)

donde ω‖ = 0 y a2‖,⊥ = 1/2Ω‖,⊥. En esta expresión hemos ignorado el segundo término en el

Hamiltoniano (5.123), ya que el momentum angular lz del estado base debe tener un valor esperado
igual a cero.
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Para campos magnéticos muy intensos, la frencuencia transversal variacional ΩT será igual a
ωB = h̄e/2Mc, de tal manera que en este ĺımite

W (0) ≈ ωB +
Ω‖
4

− e2
√

Ω‖
π

log
8ωB

Ω‖
. (5.128)

Extremizando esta expresión con respecto a Ω‖, obtenemos

Ω‖ ≈ 4e4

π
log2

2πωB

e4
, (5.129)

de esta forma la aproximación a la enerǵıa del estado base es

E
(0)
1 ≈ ωB − e4

π
log2

2πωB

e4
. (5.130)

La aproximación para campos muy intensos puede hallarse extremizando la enerǵıa (5.127) con
respecto a Ω⊥. Utilizando unidades atómicas donde e = 1 y M = 1, y donde las enerǵıas se
miden en unidades de ǫ0 = Me4/h̄2 ≡ 2 Ryd ≈ 27.21 eV, las temperaturas en unidades de ǫ0/kB ≈
3.16 × 105 K, las distancias en unidades del radio de Bohr aB = h̄2/Me2 ≈ 0.53 × 10−8 cm, y la
magnitud del campo magnético en unidades de B0 = e3M2/h̄3 ≈ 2.35 × 105 T = 2.35 × 109 G, de
la extremización obtenemos

Ω‖ ≈ B

2
,

√

Ω⊥ =
2√
π

(

lnB − 2lnlnB +
2a

lnB
+

a2

ln2B
+ b

)

+ O(ln−3B), (5.131)

donde hemos usado las siguientes abreviaciones a = 2 − ln 2 ≈ 1.307 y b = ln(π/2) − 2 ≈ −1.548.
Incluyendo términos de orden ln−2B, la enerǵıa optimizada del estado base asociada es

E(0)(B) =
B

2
− 1

π

{

ln2B − 4 lnB lnlnB + 4 ln2lnB − 4b lnlnB + 2(b+ 2) lnB + b2

− 1

lnB

[

8 ln2lnB − 8b lnlnB + 2b2
]

}

+ O(ln−2B). (5.132)

El prefactor 1/π hallado para el término principal ln2B, utilizando las Ecs. (5.64), (5.65) para el
grado de libertad transversal, (5.64) (5.65) difiere del valor 1/2 calculado en el libro de Landau y
Lifshitz [11]. Un cálculo variacional de orden superior nos permitiŕıa obtener el valor 1/2.

La convergencia de la serie (5.132) es muy lenta. Para un campo magnético con magnitud
B = 105B0, que corresponde a 2.35 × 1010 T = 2.35 × 1014 G, la contribución de los primeros seis
términos es 22.87 [2 Ryd]. Los siguientes tres términos, contenidos en el factor ln−1B, contribuyen
con −2.29 [2 Ryd], mientras que una estimación de los términos ln−2B dan una contribución del
orden −0.3 [2 Ryd]. Aśı encontramos ε(1)(105) = 20.58± 0.3 [2 Ryd].

Table 5.2 Contribución de los primeros seis términos en la representación de la se-

rie (5.132) para valores grandes de B, aqúı los valores son para para B = 105B0 ≈
2.35 × 1014 G.

(1/π)ln2B −(4/π)lnB lnlnB (4/π) ln2lnB −(4b/π) lnlnB [2(b+ 2)/π] lnB b2/π

42.1912 −35.8181 7.6019 4.8173 3.3098 0.7632

La tabla 5.2 muestra los valores de los primeros seis términos de la Ec. (5.132). Esto muestra
el significado del segundo término en la Ec (5.132), el cual es del mismo orden que el término
principal, pero con signo opuesto.
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Figure 5.11 Aproximación variacional a primer orden de la enerǵıa de enlace (5.133)

como función de la magnitud del campo magnético. Los puntos indican los valores deduci-

dos en la Ref. [12]. En el gráfico de la izquierda, la curva a trazos muestra la estimación

0.5 ln2B de Landau and Lifshitz [11]. En el gráfico de la derecha se muestran las aproxima-

ciones sucesivas de la serie con campo magnético intenso (5.134) para N = 0, 1, 2, 3, 4, que

se corresponden con la disminución del tamaño de las ĺıneas a trazos. La curva continua

muestra la aproximación variacional.

La dependencia como función del campo de la enerǵıa de enlace,

ε(B) ≡ B

2
− E(0), (5.133)

se representa en la Fig. 5.11 donde se le compara con los resultados obtenidos por otros autores,
quienes han usado métodos completamente diferentes, mostrando un acuerdo satisfactorio [12]. En
lo que corresponde al acoplamiento fuerte, se han representado diferentes grados de aproximación
de la serie [24]. Las curvas se obtienen como una solución iterativa de la sucesión de ecuaciones
impĺıcita de la cantidad w(B) =

√

ǫ(4B)/2 para N = 1, 2, 3, 4:

w =
1

2
log

B

w2
+

N
∑

n=1

an(B,w), (5.134)

donde

a1 ≡ −1

2
(γ+log 2), a2 ≡ π2

12w
, a3 ≡ −

√

2

B

(

log
B

2w2
−
√
πw

)

, a4 =

√

2

B

√
π

2
D,

(5.135)

y D representa la integral D ≡ γ − 2
∫∞
0 dy (y/

√

y2 + 1 − 1) log y ≈ −0.03648, donde γ ≈ 0.5773
es la constante de Euler-Mascheroni (2.469).

Nuestros resultados son de precisión similar a otros cálculos a primer orden basados en un
método de optimizaćıon de operadores [25]. La ventaja de nuestra aproximación variacional es
que obtenemos resultados aceptables para todo valor de la magnitud del campo magnético y la
temperatura, y que puede ser mejorado sistemáticamente por los métodos a ser discutidos en la
Sección 5.13, donde se mostrará como obtener una mejor convergencia. La Fig. 5.11 muestra
también la enerǵıa de Landau y Lifshitz, misma que sobre–estima las enerǵıas de ligadura aún
para campos magnéticos muy intensos, tales como 2000B0 ∝ 1012 G. Es claro que los términos
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no principales de la Ec. (5.132) darán contribuciones importantes al comportamiento asintótico
aún para tal magnitud del campo magnético. Como una propiedad peculiar, observamos que el
comportamiento asintótico del valor absoluto de la diferencia entre el resultado de Landau-Lifshitz
y nuestra aproximación (5.132) diverge al aumentar la magnitud del campo magnético B, sólo la
diferencia relativa disminuye.

5.11.1 Comportamiento en un Campo Débil

Calcularemos ahora el comportamiento de la enerǵıa variacional (5.127) en un campo magnético
débil. Haciendo η ≡ Ω‖/Ω⊥, podemos reescribir W1(0) como

W1(0) =
Ω⊥
2

(

1 +
η

2

)

+
B2

8Ω⊥
+

√

ηΩ⊥
π

1√
1 − η

ln
1 −√

1 − η

1 +
√

1 − η
. (5.136)

Minimizamos esta expresión con respecto a η y Ω⊥, y representamos η(B) y Ω(B) en una serie de
potencias de B2 con coeficientes desconocidos, luego sustituimos estas expresiones en las ecuaciones
extremizadas. Los coeficientes del desarrollo se determinan uno a uno comparando términos de
potencias iguales. La representación óptima se sustituye en la Ec. (5.136), de donde obtenemos la
enerǵıa de ligadura optimizada ε(1)(B) como una serie de potencias

W1(0) =

∞
∑

n=0

εnB
2n. (5.137)

Los coeficientes εn se muestran en la Tabla 5.3, los cuales se comparan con los coeficientes exac-
tos. Es claro que los coeficientes de orden superior de esta aproximación variacional a primer
orden rápidamente dejan de ser apropiados, sin embargo, la aproximación puede mejorarse, si se
desea, utilizando las correcciones de orden superior de la teoŕıa de perturbación variacional de la
Sección 5.13.

Table 5.3 Coeficientes de la aproximación a orden B6, de la representación en un campo

magnético débil de los parámetros variacionales y enerǵıa de ligadura, comparados con los

valores exactos (ver las Refs.J.E. Avron et al. y B.G. Adams et al. citadas en las Notas

y Referencias).

n 0 1 2 3

ηn 1.0 −405π2

7168
≈ −0.5576

16828965π4

1258815488
≈ 1.3023 −3886999332075π6

884272562962432
≈ −4.2260

Ωn
32

9π
≈ 1.1318

99π

224
≈ 1.3885 −1293975π3

19668992
≈ −2.03982

524431667187π5

27633517592576
≈ 5.8077

εn − 4

3π
≈ −0.4244

9π

128
≈ 0.2209 − 8019π3

1835008
≈ −0.1355

256449807π5

322256764928
≈ 0.2435

εexn −0.5 0.25 − 53

192
≈ −0.2760

5581

4608
≈ 1.2112

5.11.2 Hamiltoniano Efectivo Clásico

Las propiedades estad́ıstico–cuánticas de un sistema a temperatura arbitraria están contenidas en
el potencial efectivo clásico Heff cl(p0,x0), definido por la versión tridimensional de la Ec. (3.824):

B(p0,x0)≡e−βHeff cl(p0,x0)≡
∮

D3x

∮ D3p

(2πh̄)3
δ(3)(x0 − x)(2πh̄)3δ(p0 − p) e−A[p,x]/h̄, (5.138)
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donde Ae[p,x] es la acción Eucĺıdea

Ae[p,x] =

∫ h̄β

0

dτ [−ip(τ)ẋ(τ) +H(p(τ),x(τ))], (5.139)

x =
∫ h̄β

0
dτ x(τ)/h̄β y p =

∫ h̄β

0
dτ p(τ)/h̄β son los promedios temporales de los vectores de la

posición y el momentum. Notemos que las desviaciones de p(τ) del promedio p0, comparten con
x(τ) − x0 la propiedad de que el cuadrado de los promedios tiende a cero con el aumento de la
temperatura en la forma 1/T , y son finitos para T → 0. Mientras que el valor esperado de p2

aumenta linealmente con T (ley de Dulong-Petit). Para T → 0, el promedio del cuadrado de p(τ)
es finito. Esta propiedad es la base de la precisión del tratamiento variacional.

De esta forma, separamos la acción (5.139) (omitiendo el sub́ındice e) como

Ae[p,x] = βH(p0,x0) + Ap0,x0

Ω [p,x] + Aint[p,x], (5.140)

donde Ap0,x0

Ω [p,x] es la forma más general de la acción armónica de prueba que incluye un campo
magnético. Esta acción tiene la forma (3.828), con la excepción de que usamos caracteres en
mayúsculas para enfatizar que ahora estos son parámetros variacionales:

Ap0,x0

Ω [p,x] =

∫ h̄β

0

dτ
{

− i[p(τ) − p0] · ẋ(τ) +
1

2M
[p(τ) − p0]

2

+ΩBlz(p(τ)−p0,x(τ)−x0) +
M

2
Ω2

⊥ [x⊥(τ)−x0⊥]
2
+
M

2
Ω2

‖[z(τ) − z0]
2
}

. (5.141)

El vector x⊥ = (x, y) es la proyección de x ortogonal a B.
Las frecuencias de prueba Ω = (ΩB ,Ω⊥,Ω‖) son funciones arbitrarias de p0, x0 y B. Susti-

tuyendo la representación (5.140) en la Ec. (5.138), donde usamos el desarrollo en serie de la
exponencial de la interacción, exp {−Aint[p,x]/h̄}, obtenemos una representación de los valores
esperados en una serie de potencias de la interacción 〈An

int[p,x] 〉p0,x0

Ω
, definidos en general por la

integral de trayectoria

〈O[p,x] 〉p0,x0

Ω =
1

Zp0,x0

Ω

∮

D3x
D3p

(2πh̄)3
O[p,x] δ(3)(x0 − x)(2πh̄)3δ(p0 − p)

× exp

{

− 1

h̄
Ap0,x0

Ω [p,x]

}

, (5.142)

donde la función de partición local en el espacio fase Zp0,x0

Ω , es el factor de normalización que nos
asegura que 〈 1 〉p0,x0

Ω = 1. De la Ec. (3.829) sabemos que

Zp0,x0

Ω ≡ e−βF
p0,x0

 = l3e(h̄β)

h̄βΩ+/2

sinh h̄βΩ+/2

h̄βΩ−/2

sinh h̄βΩ−/2

h̄βΩ‖/2

sinh h̄βΩ‖/2
, (5.143)

donde Ω± ≡ ΩB ± Ω⊥. Comparando con la Ec. (3.829), encontramos que el factor clásico de
Boltzmann e−βH(p0,x0) no aparace en esta expresión debido al cambio de las variables de integración
en la expresión de la acción (5.141). Notemos que las fluctuaciones p(τ) − p0 se desacoplan de p0

tal como x(τ)−x0 se desacoplan de x0 debido a la ausencia de frecuencias cero en las fluctuaciones.
Reescribiendo la serie perturbativa como una serie de cumulantes, evaluando los valores espera-

dos e integrando los momenta en el lado derecho de la Ec. (5.138), obtenemos una representación
en una serie de potencias del potencial efectivo clásico Veff(x0). Ya que resulta imposible sumar la
serie, el desarrollo perturbativo debe ser truncado en un ĺımite apropiado, de donde obtenemos la

aproximación de orden N–ésimo, W
(N)
Ω (x0) del potencial efectivo clásico. Ya que los parámetros Ω

son arbitrarios,W
(N)
Ω (x0) dependerá mı́nimamente de Ω. Esta restricción determina que los valores

óptimos de Ω son tales que Ω(N)(x0) = (Ω
(N)
B (x0),Ω

(N)
⊥ (x0),Ω

(N)
‖ (x0)) a orden N–ésimo. Susti-

tuyendo estos valores en W
(N)
Ω (x0) obtenemos la aproximación óptima W (N)(x0) ≡W

(N)

Ω(N)(x0).
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Utilizando la sustitución ω‖ = 0, ω⊥ = ωB, la aproximación a primer orden del potencial
efectivo clásico será

W
(1)
Ω (x0) = Fp0,x0

Ω − M

2
ΩB(x0)[ωB − ΩB(x0)] b

2
⊥(x0) a

2
⊥(x0)

+
M

2

[

ω2
B − Ω2

⊥(x0)
]

− 1

2
Ω2

‖a
2
‖(x0) −

〈

e2

|x|

〉p0,x0

Ω

. (5.144)

El suavizado del potencial de Coulomb se realiza como en la Sección 5.10, de donde obtenemos el
resultado de la Ec. (5.117), y la amplitud longitudinal es

a2‖(x0) = G(2)x0
zz (τ, τ) =

1

βMΩ2
‖(x0)

[

h̄βΩ‖(x0)

2
coth

h̄βΩ‖(x0)

2
− 1

]

, (5.145)

con una expresión análoga para la amplitud transversal.

La cantidad b2⊥(x0) aparece por primera vez en esta discusión, y se obtiene de la integral de
trayectoria canónica. Esta cantidad representa el valor esperado asociado con la componente z del
momentum angular

b2⊥(x0) ≡
1

MΩB
〈 lz 〉p0,x0

Ω , (5.146)

el cual puede escribirse como

b2⊥(x0) =
2

MΩT1
〈x(τ)py(τ) 〉p0,x0

Ω
. (5.147)

De acuerdo a la Ec. (3.358), la función de correlación 〈x(τ)py(τ) 〉p0,x0

Ω
estará dada por

〈x(τ)py(τ ′) 〉p0,x0

Ω
= iM∂τ ′G

(2)
ω2,B,xx(τ, τ

′) −MωBG
(2)
ω2,B,xy(τ, τ

′), (5.148)

donde los términos del lado derecho son los correspondientes a las Ecs. (3.329) y (3.331), y con ω
reemplazada por Ω.

La enerǵıa variacional (5.144) se minimiza para cada x0, y el potencial resultante W (N)(x0),
para baja temperatura y diferentes campos magnéticos, se muestra en la Fig. 5.12. El gráfico
muestra la anisotroṕıa con respecto a la dirección del campo magnético. La anisotroṕıa crece al
disminuir la temperatura y aumentar la magnitud del campo. Lejos del origen, el potencial es
isotrópico, debido a la disminución de la influencia de la interacción de Coulomb. Anaĺıticamente
esto puede verse en los ĺımites ρ0 → ∞ o z0 → ∞, donde el valor esperado del potencial de
Coulomb tiende a cero, y donde el potencial efectivo clásico tiene la forma

W
(1)
Ω (x0) → Fp0,x0

Ω −MΩB(ω⊥ − ΩB) b2⊥ +M
(

ω2
⊥ − Ω2

⊥
)

a2⊥ − M

2
Ω2

‖a
2
‖. (5.149)

Esta expresión es independiente de x0, y de la optimización apropiada obtenemos las constantes

Ω
(1)
B = Ω

(1)
⊥ = ωB y Ω

(1)
‖ = 0, donde la expresión para la enerǵıa asintótica es

W (1)(x0) → − 1

β
log

βh̄ωB

sinhβh̄ωB
. (5.150)

Las curvas para B = 0 coninciden con aquellas obtenidas anteriormente en la teoŕıa de perturbación
variacional para el átomo de hidrógeno [26].

Para altas temperaturas, la anisotrópia disminuye debido a que las fluctuaciones térmicas
violentas tienen preferencia por la dirección z.
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Figure 5.12 Gráfico del potencial efectivo clásico de un átomo en un campo magnético

intenso como función de la coordenada ρ0 =
√

x20 + y20 perpendicular a las ĺıneas del

campo en z0 = 0 (ĺınea continua), y paralelo al campo magnético como función de z0 en

ρ0 = 0 (ĺınea discontinua). El inverso de la temperatura se mantiene fijo en β = 100, y la

magnitud del campo magnético se hace variar (se han usado unidades naturales).

5.12 Aproximación Variacional a las Enerǵıas de Excitación

Como se explica en la Sección 5.4, el éxito del tratamiento variacional anterior está en el hecho
de que para potenciales suaves, la enerǵıa del estado base puede aproximarse, de forma satisfacto-
ria, por el valor esperado óptimo del operador Hamiltoniano en términos de un paquete de ondas
Gaussiano. Sin embargo, necesitamos saber śı las enerǵıas de los estados excitados también pueden
obtenerse calculando el valor esperado óptimizado entre las funciones de onda de los estados exci-
tados del oscilador armónico. Para responder a esto, debemos observar el potencial. Si la forma del
potencial tiene sólo una pequeña similitud con la del oscilador armónico, es decir no tiene multiples
mı́nimos, la respuesta a esta cuestión es śı. Aśı, consideremos una vez más la acción del oscilador
anarmónico

A[x] =

∫ h̄β

0

dτ

[

M

2

(

ẋ2 + ω2x2
)

+
1

4
gx4
]

. (5.151)

Lo mismo que para el caso del estado base, reemplazamos la acción A por Ax0

Ω + Ax0

int, donde la
acción de prueba del oscilador armónico estará centrada en el punto arbitrario x0

Ax0

Ω =

∫ h̄β

0

dτM

[

1

2
ẋ2 +

Ω2

2
(x− x0)

2

]

, (5.152)

y la acción restante

Ax0

int =

∫ β

0

dτ

[

M
ω2 − Ω2

2
(x− x0)

2 +
g

4
x4
]

(5.153)
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será tratada como una interacción. Sean ψ
(n)
Ω (x−x0) las funciones de onda de prueba del oscilador.1

De esta forma, tenemos las siguientes proyecciones

Z
(n)
Ω (x0) ≡

∫

dxbdxaψ
(n)∗
Ω (xb)(xbτb|xaτa)ψ(n)

Ω (xa)

=

∫

dxbdxaψ
(n)∗
Ω (xb)

(

∫

(xa,0)❀(xb,h̄β)

Dxe−A/h̄

)

ψ
(n)
Ω (xa). (5.154)

Si la temperatura tiende a cero, la optimización con respecto a los parámetros x0 y Ω(x0) de-
beŕıa darnos información sobre la enerǵıa correspondiente a este estado, E(n), mediante la función
exponencialmente decreciente

Z(n) ≈ e−βE(n)

. (5.155)

Dado que las funciones de prueba ψ
(n)
Ω (x − x0) no son las funciones correctas, el comportamiento

de la Ec. (5.155) contiene una mezcla de los factores de Boltzmann e−βE(n′)

con n′ 6= n, que tienen
que ser eliminados. Es fácil reconocer estos factores observando la potencia de g.

El cálculo de la Ec. (5.154) puede hacerse en la misma aproximación que nos dio buenos
resultados para el estado base, i.e., aproximamos la parte correspondiente de Z(n) que se comporta
en la forma dada por la Ec. (5.155) como sigue:

Z(n) ≈ Z
(n)
Ω e−〈A

x0
int

/h̄〉(n)

Ω , (5.156)

donde Z
(n)
Ω representa la contribución del n−ésimo estado excitado de la función de partición del

oscilador

Z
(n)
Ω = e−βh̄Ω(n+1/2), (5.157)

y 〈Ax0

int/h̄〉
(n)
Ω representa el valor esperado de Ax0

int/h̄ en el estado ψ
(n)
Ω (x− x0). Esta aproximación

corresponde al primer término de la representación perturbativa (3.509) (luego de hacer la corres-
pondiente continuación anaĺıtica a tiempos imaginarios).

Notemos que la aproximación del término del lado derecho de la Ec. (5.156) no es necesaria-
mente menor que el término del lado izquierdo, tal como en la desigualdad de Jensen-Peierls (5.10),
dado que la norma de la integración de la Ec. (5.154) no es positiva.

En la acción (5.151), el mejor valor para x0 está en el origen de las coordenadas. Esto simplifica

el cálculo del valor esperado 〈Ax0

int/h̄〉
(n)
Ω . El valor esperado de x2k en el estado ψ

(n)
Ω (x) está dado

por
〈

x2k
〉(n)

Ω
=

h̄k

(MΩ)k
n2k, (5.158)

donde

n2 = (n+ 1/2), n4 =
3

2
(n2 + n+ 1/2), n6 =

5

4
(2n3 + 3n2 + 4n+ 3/2),

n8 =
1

16
(70n4 + 140n3 + 344n2 + 280n+ 105), . . . . (5.159)

Luego de sustituir la Ec. (5.153) en la Ec. (5.156), y utilizando el valor esperado (5.158), obtenemos
la aproximación

Z(n) ≈ exp

{

−β
[

1

2

(

Ω2 + ω2
) h̄n2

Ω
+
g

4

h̄2n4

M2Ω2

]}

. (5.160)

1Contrario a la anterior notación, utilizamos los supeŕındices entre paréntesis para indicar los
número cuánticos principales. Los sub́ındices indican el orden de la aproximación.
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Donde hemos usado la constante de acoplamiento sin dimensiones g′ ≡ gh̄/M2ω3, de esto obten-
emos las enerǵıas variacionales

W (n) = h̄

[

1

2

(

Ω +
ω2

Ω

)

n2 +
g′

4

ω3

Ω2
n4

]

. (5.161)

Las cuales se optimizan utilizando los valores extremos de Ω

Ω = Ω
(n)
1 =

{

2√
3
ω cosh

[

1
3arcosh (g/g(n))

]

2√
3
ω cos

[

1
3 arccos(g/g(n))

]
para

g > g(n),
g < g(n),

(5.162)

donde

g(n) ≡ 2

3
√

3

n2

n4

M2ω3

h̄
. (5.163)

De las expresiones optimizadas W (n) obtenemos las aproximaciones deseadas para las enerǵıas

excitadas del oscilador anarmónico E
(n)
app.

Para valores grandes de g, la frecuencia de prueba crece como

Ω(n) ≡ 61/3
(

gh̄

4M2ω3

)1/3

ñ, (5.164)

donde

ñ ≡ 4n4/3

2n2
=
n2 + n+ 1/2

n+ 1/2
, (5.165)

dando origen a que la enerǵıa E
(n)
app se comporte en la forma

E
(n)
BS → h̄ωκ(n)

(

gh̄

4M2ω3

)1/3

, para valores grandes de g, (5.166)

donde

κ(n) =
3 · 61/3

8
(2n+ 1) ñ1/3≈ 0.68142× (2n+ 1) ñ1/3. (5.167)

Para el valor n = 0, este resultado está en completo acuerdo con el comportamiento creciente que

será calculado en la Sección 5.16, donde encontraremos que este valor es κ
(0)
ex = 0.667 986 . . . (ver

la Tabla 5.9).
En el ĺımite de valores grandes de g y n podemos comparar nuestro resultado con el valor

exacto hallado en la aproximación semi–clásica de Bohr y Sommerfeld, la cual tiene las mismas

Table 5.4 Corrección variacional a la enerǵıa del n−ésimo estado excitado de la aproxi-

mación de Bohr-Sommerfeld, para varios valores de n. Los valores en la última columna

convergen rápidamente al valor de Bohr-Sommerfeld 0.688 253 702 . . . de la Ec. (4.36).

n E(n)/(gh̄/4M2) 1
2κ

(n)/(n+ 1/2)4/3

0 0.667 986 259 155 777 108 3 0.841 609 948 112 105 001
2 4.696 795 386 863 646 196 2 0.692 125 685 914 981 314
4 10.244308 455 438 771 076 0 0.689 449 772 359 340 765
6 16.711890 073 897 950 947 1 0.688 828 486 600 234 466
8 23.889993 634 572 505 935 5 0.688 590 146 947 993 676
10 31.659456 477 221 552 442 8 0.688 474 290 179 981 433
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Table 5.5 Enerǵıas del n−ésimo estado excitado del oscilador anarmónico ω2x2/2+gx4/4

para varios valores de la magnitud de acoplamiento g (en unidades naturales). Para cada

columna, el número en la fila superior representa la enerǵıa hallada mediante integración

numérica de la ecuación de Schrödinger, mientras que el número en la fila inferior es nues-

tro resultado variacional.

g/4 E(0) E(1) E(2) E(3) E(4) E(5) E(6) E(7) E(8)

0.1 0.559 146
0.560 307

1.769 50
1.773 39

3.138 62
3.138 24

4.628 88
4.621 93

6.220 30
6.205 19

7.899 77
7.875 22

9.657 84
9.622 76

11.4873
11.4407

13.3790
13.3235

0.2 0.602 405
0.604 901

1.950 54
1.958 04

3.536 30
3.534 89

5.291 27
5.278 55

7.184 46
7.158 70

9.196 34
9.156 13

11.313 2
11.257 3

13.5249
13.4522

15.8222
15.7328

0.3 0.637 992
0.641 630

2.094 64
2.104 98

3.844 78
3.842 40

5.796 57
5.779 48

7.911 75
7.878 23

10.1665
10.1151

12.5443
12.4736

15.0328
14.9417

17.6224
17.5099

0.4 0.668 773
0.673 394

2.216 93
2.229 62

4.102 84
4.099 59

6.215 59
6.194 95

8.511 41
8.471 69

10.9631
10.9028

13.5520
13.4698

16.2642
16.1588

19.0889
18.9591

0.5 0.696 176
0.701 667

2.324 41
2.339 19

4.327 52
4.323 52

6.578 40
6.554 75

9.028 78
8.983 83

11.6487
11.5809

14.4177
14.3257

17.3220
17.2029

20.3452
20.2009

0.6 0.721 039
0.727 296

2.421 02
2.437 50

4.528 12
4.523 43

6.901 05
6.874 77

9.487 73
9.438 25

12.2557
12.1816

15.1832
15.0828

18.2535
18.1256

21.4542
21.2974

0.7 0.743 904
0.750 859

2.509 23
2.527 29

4.710 33
4.705 01

7.193 27
7.164 64

9.902 61
9.849 11

12.8039
12.7240

15.8737
15.7658

19.0945
18.9573

22.4530
22.2852

0.8 0.765 144
0.772 736

2.590 70
2.610 21

4.877 93
4.872 04

7.461 45
7.430 71

10.2828
10.2257

13.3057
13.2206

16.5053
16.3907

19.8634
19.7179

23.3658
23.1880

0.9 0.785 032
0.793 213

2.666 63
2.687 45

5.033 60
5.027 18

7.710 07
7.677 39

10.6349
10.5744

13.7700
13.6801

17.0894
16.9687

20.5740
20.4209

24.2091
24.0221

1 0.803 771
0.812 500

2.737 89
2.759 94

5.179 29
5.172 37

7.942 40
7.907 93

10.9636
10.9000

14.2031
14.1090

17.6340
17.5076

21.2364
21.0763

24.9950
24.7996

10 1.504 97
1.531 25

5.321 61
5.382 13

10.3471
10.3244

16.0901
15.9993

22.4088
22.2484

29.2115
28.9793

36.4369
36.1301

44.0401
43.6559

51.9865
51.5221

50 2.499 71
2.547 58

8.915 10
9.023 38

17.4370
17.3952

27.1926
27.0314

37.9385
37.6562

49.5164
49.1094

61.8203
61.2842

74.7728
74.1029

88.3143
87.5059

100 3.131 38
3.192 44

11.1873
11.3249

21.9069
21.8535

34.1825
33.9779

47.7072
47.3495

62.2812
61.7660

77.7708
77.0924

94.0780
93.2307

111.128
110.106

500 5.319 89
5.425 76

19.0434
19.2811

37.3407
37.2477

58.3016
57.9489

81.4012
80.7856

106.297
105.411

132.760
131.595

160.622
159.167

189.756
188.001

1000 6.694 22
6.827 95

23.9722
24.2721

47.0173
46.9000

73.4191
72.9741

102.516
101.740

133.877
132.760

167.212
165.743

202.311
200.476

239.012
236.799

potencias para los términos importantes de g y n, tal como se obtiene en la Ec. (5.166), pero con
un prefactor 0.688 253 702×2, 3% mayor [ver la Ec. (4.36)]. Los valores exactos de E(n)/(gh̄/4M2)
y 1

2κ
(n)/(n+ 1/2)4/3 para n = 0, 2, 4, 6, 8, 10 se muestran en la Tabla 5.4.

La comparación entre la enerǵıa aproximada E
(n)
app y la solución numérica exacta de la ecuación

de Schrödinger, en unidades naturales h̄ = 1, M = 1, que se muestran en la Tabla 5.5, muestra un
acuerdo excelente para todas las constantes de acoplamiento.

En el ĺımite de acoplamiento fuerte, las frecuencias óptimas Ω
(n)
1 y las enerǵıas aproximadas

E
(n)
1 tienen la siguiente expresión [en unidades naturales, comparar con las Ecs. (5.76) y (5.77)]:

Ω
(n)
1 = 61/3

(

ñg

4

)1/3
[

1 +
1

9

(

3

4

)1/3
1

(ñg/4)2/3
+ . . .

]

,
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E
(n)
1 =

(

3

4

)4/3

(2n+ 1)

(

ñg

4

)1/3 [

1 +
61/3

9

1

(ñg/4)2/3
+ . . .

]

. (5.168)

Las enerǵıas tabuladas pueden usarse para calcular una función de partición aproximada para
todo valor de la temperatura:

Z ≈
∞
∑

n=0

e−βE(n)
app. (5.169)

La enerǵıa libre resultante F ′
1 = − logZ/β concuerda con el resultado variacional de la aproxi-

mación de Feynman-Kleinert — gráficado en la Fig. 5.2, donde se observa que las curvas son
indistinguibles. Esto no es extraño dado que en el ĺımite de temperatura cero ambas aproximaciones

están representadas por la misma enerǵıa óptima E
(0)
app, y en el ĺımite de alta temperatura ambas

aproximaciones tienden al comportamiento clásico. Por lo tanto, la enerǵıa libre F1 muestra que
la enerǵıa F ′

1 es una buena aproximación.

Combinando los factores de Boltzmann con las funciones de onda del oscilador ψ
(n)
Ω (x), pode-

mos calcular, en esta aproximación, la matriz densidad (xbτb|xaτa) y las functiones de distribución
ρ(x) = (x h̄β|x 0):

(xbτb|xaτa) ≈
∞
∑

n=0

ψ(n)(xb)ψ
(n)∗(xa)e

−βE(n)
app . (5.170)

Esta aproximación tiene, en general, menor precisión que la densidad de part́ıculas ρ1(x0) calculada
en la Ec. (5.94).

5.13 Corrección Sistemática a la Aproximación
de Feynman-Kleinert.
Teoŕıa de Perturbación Variacional

Una corrección sistemática a la aproximación variacional, nos lleva a la representación perturbativa

variacional convergente del potencial efectivo clásico de un sistema mecánico clásico [27]. Para
deducirlo, desarrollamos la acción en una serie de potencias de las desviaciones de la trayectoria
de su promedio x0 = x̄:

δx(τ) ≡ x(τ) − x0. (5.171)

La serie será
A = V (x0) + Ax0

Ω + A′x0

int, (5.172)

donde Ax0

Ω es la acción cuadrática de las desviaciones δx(τ)

Ax0

Ω =

∫ h̄/kBT

0

dτ
M

2

{

[δẋ(τ)]2 + Ω2(x0)[δx(τ)]
2
}

, (5.173)

y A′x0

int contiene las potencias de orden superior en δx(τ):

A′x0

int =

∫ h̄β

0

dτ
{g2

2!
[δx(τ)]2 +

g3
3!

[δx(τ)]3 +
g4
4!

[δx(τ)]4 + . . .
}

. (5.174)

Las constantes de acoplamiento son, en general, dependientes en x0:

gi(x0) = V (i)(x0) − Ω2δi2, V (i)(x0) ≡
diV (x0)

dxi0
. (5.175)

En el caso del oscilador anarmónico, las constantes de acoplamiento son

g2(x0) = M [ω2 − Ω2(x0)] + 3gx20,

g3(x0) = 6gx0, (5.176)

g4(x0) = 6g.
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Introduciendo el parámetro
r2 = 2M(ω2 − Ω2)/g, (5.177)

el cual tiene la dimensiones de longitud al cuadrado, podemos reescribir g2(x0) como

g2(x0) = g(r2/2 + 3x20). (5.178)

Con la descomposición dada en la Ec. (5.172), la aproximación de Feynman-Kleinert (5.32)
para el potencial efectivo clásico puede escribirse como

WΩ
1 (x0) = V (x0) + F x0

Ω +
1

h̄β
〈Ax0

int〉
x0

Ω . (5.179)

Para generalizar este resultado reemplazamos la enerǵıa libre local F x0

Ω por F x0

Ω +∆F x0 , donde
∆F x0 representa el análogo local, en la representación cumulante, de la Ec. (3.487). De esto
obtenemos la representación variacional perturbativa del potencial efectivo clásico

V eff cl(x0) = V (x0) + F x0

Ω +
1

h̄β
〈Ax0

int〉
x0

Ω (5.180)

− 1

2!h̄2β

〈

Ax0

int
2
〉x0

Ω,c
+

1

3!h̄3β

〈

Ax0

int
3
〉x0

Ω,c
+ . . .

en términos de potencias de los valores esperados conectados de la interacción:
〈

Ax0

int
2
〉x0

Ω,c
≡

〈

Ax0

int
2
〉x0

Ω
− 〈Ax0

int〉
x0

Ω
2, (5.181)

〈

Ax0

int
3
〉x0

Ω,c
≡

〈

Ax0

int
3
〉x0

Ω
− 3

〈

Ax0

int
2
〉x0

Ω
〈Ax0

int〉
x0

Ω + 2 〈Ax0

int〉
x0

Ω
3, (5.182)

... .

Por construcción, la suma infinita de la Ec. (5.180) es idependiente de la elección de la frecuencia
de prueba Ω(x0).

Al truncar la Ec. (5.180) a orden N , obtenemos la aproximación WΩ
N (x0) del potencial efectivo

clásico V eff cl(x0). Para muchos propósitos es suficiente trabajar con la aproximación a tercer orden

WΩ
3 (x0) = V (x0) + F x0

Ω +
1

h̄β
〈A′x0

int〉
x0

Ω (5.183)

− 1

2h̄2β

〈

A′x0

int
2
〉x0

Ω,c
+

1

6h̄3β

〈

A′x0

int
3
〉x0

Ω,c
.

Contrario a la Ec. (5.180), la suma truncada WN (x0) dependerá de Ω(x0). Dado que la suma
infinita es independiente de Ω(x0), la mejor aproximación a la suma truncada WN (x0) será para
la frecuencia ΩN(x0) donde WΩ

N (x0) dependa mı́nimamente de esta frecuencia. Esta frecuencia
óptima ΩN(x0) se conoce como frecuencia de mı́nima dependencia. Por lo tanto, en la Ec. (5.183)
necesitamos que se cumpla la condición

∂WΩ
3 (x0)

∂Ω(x0)
= 0. (5.184)

Con la frecuencia Ω3(x0) definida por esta condición, de la Ec. (5.183) obtenemos la aproximación
de tercer orden deseada W3(x0) del potencial efectivo clásico.

El cálculo expĺıcito de los valores esperados de la Ec. (5.183), los términos del lado derecho,
se obtienen siguiendo las reglas de la Sección 3.18. Es decir, tenemos que evaluar las integrales
de Feynman asociadas con todos los diagramas de vaćıo. Estos diagramas están compuestos por
los vértices de p part́ıculas con constante de acoplamiento gp/p!h̄, y las ĺıneas que representan la
función de correlación de las fluctuaciones introducidas en la Ec. (5.23):

〈δx(τ)δx(τ ′)〉x0

Ω =
h̄

M
G′x0

Ω (τ − τ ′)

= a2(τ − τ ′, x0). (5.185)
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Dado que esta función de correlación no contiene la frecuencia cero, los diagramas mostrados en la
Fig. 5.13 no contribuyen al cálculo. Su propiedad caracteŕıstica es que quedan aislados cuando se
corta una ĺınea. También se les llama diagramas reducibles de una part́ıcula. Un subdiagrama de
vaćıo conectado con el resto por una sóla ĺınea se conoce como diagrama anfibio, aludiendo a su
forma biológica. Los diagramas anfibio no contribuyen a la representación variacional perturbativa
dado que se anulan como consecuencia de la conservación de la enerǵıa: la ĺınea de conexión que
termina en el vaćıo tiene frecuencia nula, de donde, por construcción, la representación espectral
de la función de correlación 〈δx(τ)δx(τ ′)〉x0

Ω no tiene soporte.

El número de diagramas de Feynman a ser evaluados se reduce eliminando desde el inicio
los diagramas que contienen los vértices g2. Los diagramas omitidos pueden recobrarse de los
diagramas sin los vértices g2, al calcular estos últimos en la frecuencia inicial ω, y reemplazando ω
por la frecuencia de prueba local modificada,

ω → Ω̃(x0) ≡
√

Ω2(x0) + g2(x0)/M. (5.186)

Luego de este reemplazo, el cual será llamado el truco de la ráız cuadrada, todos los diagramas se
representan en potencias de g [recordemos que por la Ec. (5.178) g2(x0) es proporcional a g] hasta
la máxima potencia g3.

5.14 Aplicaciones de la Representación Perturbativa
Variacional

La aproximación a tercer orden W3(x0) es por mucho más precisa que W1(x0). Esto será ilustrado
a continuación aplicando la representación perturbativa variacional al oscilador anarmónico y al
potencial de pozo doble. La razón de la precisión obtenida resultará claro en la Sección 5.15,
donde demostraremos que esta representación converge rápidamente al resultado exacto para toda
magnitud del acoplamiento, contrario a la representación perturbativa ordinaria la cual diverge
aún para el caso de valores arbitrariamente pequeños de g.

5.14.1 Oscilador anarmónico para T =0

Consideremos primero el caso de temperatura cero, donde el cálculo es más simple y la aproximación
debeŕıa ser la peor. En T = 0, sólo el punto x0 = 0 contribuye, y δx(τ) coincide con la trayectoria
misma ≡ x(τ). Aśı, podemos omitir el supeŕındice x0 en todas las ecuaciones, de tal forma que la
interacción de la Ec. (5.182) adquiere la forma

Aint =
g

4

∫ h̄β

0

dτ(r2x2 + x4). (5.187)

Figure 5.13 Estructura de un diagrama reducible de una part́ıcula en el vaćıo. La ĺınea

a trazos contiene el llamado diagrama anfibio. Tales diagramas se anulan en la presente

serie debido a que una ĺınea terminal no puede llevar enerǵıa y dado que la función de

correlación 〈δx(τ)δx(τ ′)〉 no contiene la frecuencia cero.
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Table 5.6 Aproximación de segundo y tercer orden a la enerǵıa de estado base del os-

cilador anarmónico, en unidades de h̄ω, para varios valores de la constante de acoplamiento

g, y su comparación con los valores exactos E
(0)
ex (g) y la aproximación de Feynman-Kleinert

E
(0)
1 (g) de la sección previa.

g/4 E
(0)
ex (g) E

(0)
1 (g) E

(0)
2 (g) E

(0)
3 (g)

0.1 0.559146 0.560307371 0.559152139 0.559154219
0.2 0.602405 0.604900748 0.602450713 0.602430621
0.3 0.637992 0.641629862 0.638088735 0.638035760
0.4 0.668773 0.673394715 0.668922455 0.668834137
0.5 0.696176 0.701661643 0.696376950 0.696253632
0.6 0.721039 0.727295668 0.721288789 0.721131776
0.7 0.743904 0.750857818 0.744199436 0.744010317
0.8 0.765144 0.772736359 0.765483301 0.765263697
0.9 0.785032 0.793213066 0.785412037 0.785163494

1 0.803771 0.812500000 0.804190095 0.803914053
10 1.50497 1.53125000 1.50674000 1.50549750
50 2.49971 2.54758040 2.50312133 2.50069963

100 3.13138 3.19244404 3.13578530 3.13265656
500 5.31989 5.42575605 5.32761969 5.32211709

1000 6.69422 6.82795331 6.70400326 6.69703286

El efecto del término r2 se encuentra reemplazando la frecuencia ω en la representación perturbativa
original del oscilador anarmónico, de acuerdo al truco de la ráız cuadrada Ec. (5.186) la cual para
x0 es

ω → Ω̃ ≡
√

Ω2 + (ω2 − Ω2) =
√

Ω2 + gr2/2M. (5.188)

Luego de este reemplazo, todos los términos se reexpresan en potencias de g. Finalmente, r2 se
reemplaza una vez más por

r2 → 2M

g
(ω2 − Ω2). (5.189)

Dado que la interacción es par en x, la representación de temperatura cero está au-
tomáticamente libre de diagramas anfibio.

La representación perturbativa a tercer orden fue obtenida en la Ec. (3.554). Con el reemplazo
sugerido arriba, la enerǵıa libre tiene la forma

F =
h̄Ω̃

2
+
g

4
3a4 +

(g

4

)2

42a8
1

h̄Ω̃
+
(g

4

)3

4 · 333a12
(

1

h̄Ω̃

)2

, (5.190)

donde

a2 =
h̄

2M Ω̃
. (5.191)

Los términos de orden superior pueden calcularse fácilmente con ayuda de las relaciones de recursión
de Bender-Wu deducidas en el Apéndice 3C.2

La serie de F a orden cúbico en g tiene la forma

WΩ
3 =

h̄Ω

2
+ g(3a4 − r2a2)/4 − g2(21a8/8 + 3a6r2/4 + a4r4/16)/h̄Ω

+g3(333a12/16 + 105a10r2/16 + 3a8r4/4 + a6r6/32)/(h̄Ω)2. (5.192)

2El programa en Mathematica está disponible en la dirección electrónica http://www.physik.

fu-berlin.de/~kleinert/294/programs.
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Figure 5.14 Dependencia t́ıpica de las aproximaciones W1,2,3 para T = 0 en términos

de Ω. El valor de la constante de acoplamiento es g = 0.4. La aproximación a segundo

orden WΩ
2 no tiene extremum. La dependencia mı́nima en Ω está en el punto de retorno,

y la condición ∂2WΩ
2 /∂Ω2 es la mejor aproximación a la enerǵıa (ĺınea en trazos cortos).

Luego de reemplazar la Ec. (5.189), minimizamos W3 con respecto a Ω, y obtenemos la aproxi-

mación a tercer orden E
(0)
3 (g) de la enerǵıa del estado base. La precisión para varios valores de la

constante de acoplamiento puede verse en la Tabla 5.6, donde se le compara con los valores exactos
de la solución numérica de la ecuación de Schrödinger. El aumento en la precisión, con respecto a
la anterior aproximación W1, mejora caśı por un factor de 50. El error máximo es ahora menor al
0.05%.

Observemos que cuando truncamos la serie (5.183) a segundo orden, con la aproximación
WΩ

2 (x0), no hay un mı́nimo en Ω, como puede verse en la Fig. 5.14. La razón de esto es que los
signos de los cumulantes en la Ec. (5.183) se alternan. Con esto los signos de las potencias de orden
superior en a se alternan, y lo mismo sucede con la potencia de order superior de 1/Ω para los
términos gn de la Ec. (5.192), dando como resultado que la enerǵıa de prueba de orden N diverge
para Ω → 0 en la forma (−1)N−1gN × (1/Ω)3N−1. Dado que para valores grandes de Ω la enerǵıa
de prueba tiende a infinito, sólo en las aproximaciones de orden impar se garantiza que la enerǵıa
tiene un mı́nimo. En la última subsección veremos que a orden superior en N , el mı́nimo es único.

No obstante, la aproximación a segundo orden W2 puede usarse para hallar un buen valor de
la enerǵıa. Como se muestra en la Fig. 5.14, la frecuencia de menor dependencia Ω2 está bien
definida. Esta es la frecuencia donde la dependencia en Ω de W2 tiene su mı́mino valor absoluto.
De esta forma Ω se optimiza con la condición

∂2WΩ
2

∂Ω2
= 0. (5.193)

Lo cual nos lleva a los valores E
(0)
2 (g) dados en la Table 5.6. Estos valores son más precisos que

los valores E
(0)
1 (g) por un orden de magnitud.
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5.14.2 Oscilador Anarmónico para el caso T > 0

Consideremos el caso del oscilador anarmónico a temperatura finita, donde la serie (5.183) consta
de la suma de los siguientes diagramas irreducibles de vaćıo de una part́ıcula

W Ω̃
3 =

1

β

{

− 1

2

Ω̃

+

Ω̃

3

− 1

2!

( Ω̃

72

+

Ω̃

24

+

Ω̃

6

)

(5.194)

+
1

3!

( Ω̃

2592

+

Ω̃

1728

+

Ω̃

3456

+

Ω̃

1728

+

Ω̃

648

+

Ω̃

648

)}

.

Los vértices representan los acoplamientos g3(x0)/3!h̄, g4(x0)/4!h̄, mientras que las ĺıneas repre-
sentan la función de correlación G′x0

Ω̃
(τ, τ ′). Los números debajo de cada diagrama son los factores

de multiplicidad.
Sólo las integrales asociadas con los siguientes cinco diagramas

; ; ; ;

necesitan ser evaluadas expĺıcitamente; las demás aparecen de la representación de Ω̃ o por facto-
rización. La forma expĺıcita de tres de estas integrales puede verse en la primera, cuarta y sexta
de las Ecs. (3.550). El resultado de la integración puede verse en el Apéndice 5A.

Sólo el segundo y cuarto diagrama son nuevos ya que involucran vértices con tres extremos.
En las Ecs. (3D.7) y (3D.8) encontramos el resultado de su evaluación.

En teoŕıa cuántica de campo generalmente calculamos las integrales de Feynman en el espacio
del momentum. A temperatura finita, el cálculo requiere la evaluación de multiples sumas sobre
las frecuencias de Matsubara. El presente ejemplo mecánico–cuántico corresponde a la teoŕıa de
campo en dimensión D = 1. Aqúı es más fácil evaluar las integrales en el espacio τ . Por ejemplo,
los diagramas

; ,

pueden hallarse de las integrales

h̄βa2 ≡
∫ h̄β

0

dτG2(τ, τ),

h̄β

(

1

ω

)2

a123 ≡
∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

∫ h̄β

0

G2(τ1, τ2)G
2(τ2, τ3)G

2(τ3, τ1) dτ1dτ2dτ3.

El factor h̄β del lado izquierdo proviene de la integral sobre τ y refleja la simetŕıa de traslación
temporal del sistema, los factores 1/ω provienen de las restantes integrales en τ cuyo rango está
limitado por la correlación temporal 1/ω.

En general, los parámetros a2LV dependientes de β y x0 tienen dimensiones de longitud a la
potencia n y los diagramas asociados consisten de m vértices y n/2 ĺıneas (aqúı hemos definido
a21 ≡ a2).
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Ahora, utilizamos la regla (5.188) parar reemplazar ω por Ω̃ y representamos todo en potencias
de g2 hasta términos de tercer orden. La representación puede hacerse diagramáticamente en cada
diagrama de Feynman. Mediante un punto sobre una ĺınea indicamos el acoplamiento g2/2h̄, el
diagrama a un rizo se representa como sigue:

Ω̃

= − 2 + −1

3
. (5.195)

Los otros diagramas tienen la siguiente representación:

Ω̃

= − +
1

6
+

1

6
,

1

2

Ω̃

=
1

2
−1

6
,

1

2

Ω̃

=
1

2
−1

6
,

1

2

Ω̃

=
1

2
−1

6
−1

6
.

De esta forma, de la Ec. (5.194) obtenemos la representación gráfica completa para WΩ
3 (x0),

incluyendo todos los vértices asociados con el acoplamiento g2(x0):

βWΩ
3 (x0) = −1

2
+

(

1

2
+

1

8

)

− 1

2!

[

1

2
+

1

2
+

1

8
+

1

24
+

1

6

]

+
1

3!

[

+ 3

(

1

4
+

1

2

)

+ 3





1

4
+

1

4
+

1

6
+

1

2





+





3

16
+

1

8
+

1

4
+

1

8

+
3

4
+

3

4





]

. (5.196)

En los últimos diagramas, los vértices representan directamente los acoplamientos gn/h̄. Los de-
nominadores n! de los vértices previos gn/n!h̄ han sido combinados con las multiplicidades de los
diagramas, de donde hemos obtenido los prefactores indicados. La expresión anaĺıtica correspon-
diente para WΩ

3 (x0) es

WΩ
3 (x0) = V (x0) + F x0

Ω +
(g2

2
a2 +

g4
8
a4
)
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− 1

2!h̄Ω

[

g22
2
a42 +

g2g4
2
a42a

2 +
g24
8
a42a

4 +
g24
24
a82 +

g23
6
a62

]

+
1

3!h̄2Ω2

[

g32a
6
3 + 3

(

g22g4
4

(a42)
2 +

g22g4
2

a63a
2

)

(5.197)

+3

(

g2g
2
4

4
(a42)

2a2 +
g2g

2
4

4
a63a

4 +
g2g

2
4

6
a103 +

g2g
2
3

2
a83

)

+

(

3g34
16

(a42a
2)2 +

g34
8
a63a

6 +
g34
4
a103 a

2 +
g34
8
a123 +

3g23g4
4

a103′ +
3g23g4

4
a83a

2

)]

.

Las cantidades a2LV están ordenadas en la misma forma que lo están los diagramas asociados en
(5.196). Como anteriormente, y por brevedad, hemos omitido la variable x0 en todos los términos
con la excepción de los primeros tres términos.

La frecuencia óptima de prueba Ω(x0) se puede hallar numéricamente buscando, para cada
valor de x0, las ráıces reales de la primera derivada de WΩ

3 (x0) con respecto a Ω(x0). Al igual que
para el caso de temperatura cero, la solución es única.

Al calcular la integral

Z3 =

∫ ∞

−∞

dx0
le(h̄β)

e−W3(x0)/kBT , (5.198)

obtenemos la siguiente aproximación de la enerǵıa libre

F3 = − 1

β
lnZ3. (5.199)

En la Tabla 5.7 tenemos los resultados para varios valores de la constante de acolamiento g y varias
temperaturas. Estos valores se comparan con los valores exactos de la enerǵıa libre

Fex = − 1

β
log
∑

n

exp(−βEn), (5.200)

cuyas enerǵıas En se obtienen resolviendo numéricamente la ecuación de Schrödinger.
Podemos ver que a tercer orden, la nueva aproximación tiene una precisión mejor que F1 por

un factor de 30 a 50. Con respecto a las enerǵıas exactas la diferencia está en el el cuarto d́ıgito.
En el ĺımite de alta temperatura, todas las aproximacionesWN (x0) tienden al resultado clásico

V (x0), como es de esperar. Aśı, para valores pequeños de β, las aproximaciones W3(x0) y W1(x0)
son prácticamente indistinguibles.

La precisión empeora a temperatura cero. Usando el ĺımite T → 0 de las integrales de Feynman
a2LV dadas en las Ecs. (3.553) y (3D.14), la aproximación WΩ

3 tiene la forma

WΩ
3 (x0) = V (x0) +

h̄Ω(x0)

2
+
g2
2
a2 +

g4
8
a4

− 1

2h̄Ω

[

g22
2
a4 +

g2g4
2
a6 +

g23
6

2

3
a6 +

g24
24

7

2
a8
]

(5.201)

+
1

6h̄2Ω2

[

g32
3

2
a6 + g2g

2
3

4

3
a8 + g2

2g43a
8 + g23g4

13

3
a10 + g2g

2
4

35

16
a10 + g34

37

64
a12
]

,

donde a2 = h̄/2MΩ. Tal como en la Ec. (5.197), hemos omitido los argumentos x0 en Ω y gi,
por brevedad. A temperatura cero, la integral restante sobre x0 de la función de partición (5.198)
tiene sólo la contribución del punto x0 = 0, donde W3(0) tiene un mı́nimo. En este punto W3(0)
se reduce a la expresión dada en la Ec. (5.192).

5.15 Convergencia de la Serie Perturbativa Variacional

A temperatura cero la aproximación WN , para una interacción xp, puede calcularse fácilmente
a orden superior[13, 14]. Los coeficientes perturbativos pueden hallarse en forma exacta de las
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g β F1 F3 Fex

0.002 2.0 0.427937 0.427937 0.427741
0.4 1.0 0.226084 0.226075 0.226074

5.0 0.559155 0.558678 0.558675
2.0 1.0 0.492685 0.492578 0.492579

5.0 0.699431 0.696180 0.696118
10.0 0.700934 0.696285 0.696176

4.0 1.0 0.657396 0.6571051 0.6571049
5.0 0.809835 0.803911 0.803758

20 1.0 1.18102 1.17864 1.17863
5.0 1.24158 1.22516 1.22459

10.0 1.24353 1.22515 1.22459
200 5.0 2.54587 2.50117 2.49971
2000 0.1 2.6997 2.69834 2.69834

1.0 5.40827 5.32319 5.31989
10.0 5.4525 5.3225 5.3199

80000 0.1 18.1517 18.0470 18.0451
3.0 18.501 18.146 18.137

Table 5.7 Enerǵıa libre del oscilador anarmónico con potencial V (x) = x2/2 + gx4/4,

para varios valores de la constante de acoplamiento g y β = 1/kT .

relaciones de recursión que fueron deducidas, para el oscilador anarmónico usando p = 4, en
el Apéndice 3C. El punto de partida es la representación perturbativa normal de los niveles
energéticos del oscilador anarmónico

E(n) = ω

∞
∑

k=0

E
(n)
k

( g

4ω3

)k

. (5.202)

Esto ha sido comentado en la Ec. (3C.27), y en la Sección 17.10 [ver la Ec. (17.323)] se demostrará

que los coeficientes E
(n)
k muestran el siguiente comportamiento creciente para valores grandes de

k

E
(n)
k −−−→ − 1

π

√

6

π

12n

n!
(−3)kΓ(k + n+ 1/2). (5.203)

Utilizando la fórmula de Stirling3

n! ≈ (2π)1/2nn−1/2e−n, (5.204)

obtenemos la siguiente expresión para los coeficientes

E
(n)
k −−−→ −2

√
3

π

(−4)n

n!

[−3(k + n)

e

]n+k

. (5.205)

Es decir, E
(n)
k muestra un comportamiento creciente mucho mayor que cualquier potencia de

k. Tal comportamiento implica que la serie tiene radio de convergencia igual a cero. Esto es una
manifestación del hecho que la enerǵıa tiene una singularidad esencial en el punto g = 0, del plano
complejo g. Esta serie es llamada serie asintótica. La forma precisa de esta singularidad será
calculada, con ayuda de la aproximación semiclásica, en la Sección 17.10.

3M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver las fórmulas 6.1.37 y 6.1.38.
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Figure 5.15 Dependencia en función de Ω de la N−ésima aproximación WN para T = 0

y orden creciente en N . El valor de la constante de acoplamiento es g/4 = 0.1. La ĺınea

horizontal a trazos indica el valor exacto de la enerǵıa.

Si deseamos obtener cantidades útiles a partir de la anterior serie divergente, será necesario
hallar un procedimiento que nos permita obtener una serie convergente. Tal procedimiento se
obtiene de la representación perturbativa variacional, como demostraremos a continuación para el
caso de la enerǵıa del estado base del oscilador anarmónico.

Si terminamos la serie infinita (5.202) luego del N−ésimo término, el reemplazo de la
Ec. (5.188) seguido por una nueva representación en una serie de potencias de g a orden N ,
nos permite obtener la siguiente aproximación para WN a temperatura cero:

WΩ
N = Ω

N
∑

l=0

ε
(0)
l

( g

4Ω3

)l

, (5.206)

con los coeficientes de la nueva serie dados por

ε
(0)
l =

l
∑

j=0

E
(0)
j

(

(1 − 3j)/2
l − j

)

(−4σ)l−j . (5.207)

Aqúı σ es una función sin dimensiones de Ω.

σ ≡ −1

2
Ωr2 =

Ω(Ω2 − 1)

g
. (5.208)
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Figure 5.16 Forma esquemática de WN para el desarrollo hasta N ≥ 15, el mı́nimo

muestra que el resultado hallado es pésimo. Para el caso N = 11 no obtenemos el ex-

tremum, sin embargo estamos en la región de mı́nima dependencia en Ω, por lo cual

obtenemos la mejor aproximación al valor de la enerǵıa, indicada por la ĺınea horizontal a

trazos. El mı́nimo está por debajo de este valor y no resulta de mucha utilidad. La figura

es similar para todos los valores de la constante de acoplamiento (en la gráfica se ha usado

g = 0.4). La razón de esto está en la propiedad de escalamiento (5.215) demostrada en el

Apéndice 5B.

En la Fig. 5.15 hemos gráficado WN en función de Ω para varios valores de N , donde el valor
de la constante de acoplamiento es g/4 = 0.1. Para valores impares y pares de N , se observa un
aumento en la meseta para la enerǵıa óptima.

Para valores N ≥ 15, la meseta inicial se deforma en un mı́nimo con una curvatura mayor y
no representa una aproximación aceptable. Sin embargo, se observa un mejor ajuste a la enerǵıa
para valores crecientes de N . Esto puede observarse en la Fig. 5.16, donde para N = 11 la meseta
obtenida no es un extremo, pero proporciona un valor para la enerǵıa cercano al correcto.

El peor de los extremos en la Fig. 5.16 se corresponde en la Fig. 5.17 con los puntos que se
alejan en dirección hacia arriba de la curva a trazos. Las nuevas mesetas están siempre sobre la
curva a trazos.

En la Fig. 5.17 se muestra el conjunto de todos los valores extremos de ΩN para valores impares
de N , hasta N = 91. Las frecuencias óptimas con menor curvatura se presentan en puntos grandes.
En la Subsección 17.10.5 mostraremos que

σN =
ΩN (Ω2

N − 1)

g
(5.209)

para valores grandes de N tiene la forma

σN ≈ cN, c = 0.186047 . . . , (5.210)

tal que ΩN se comporta como ΩN ≈ (cNg)1/3. Para valores pequeños de N , en la Fig. 5.17 el
mejor ajuste puede hacerse con ayuda de la fórmula corregida (5.210):

σN ≈ cN

(

1 +
6.85

N2/3

)

. (5.211)

La curva resultante para ΩN se muestra con la ĺınea a trazos. Esta es la menor envolvente de las
frecuencias extremas.
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Figure 5.17 Frecuencias de prueba ΩN que extremizan la aproximación variacional

WN para T = 0 y para valores impares de N ≤ 91. La constante de acoplamiento es

g/4 = 0.1. La curva a trazos corresponde a la aproximación (5.211) [relacionada con ΩN

mediante la Ec. (5.208)]. Las frecuencias que caen sobre esta curva son las que producen

la convergencia más rápida. El peor ajuste mostrado en la Fig. 5.16 corresponde aqúı a

los puntos que se alejan de la curva a trazos en la dirección superior. Todos los ajustes de

la figura anterior están siempre sobre la curva a trazos.

El conjunto de frecuencias extremas y puntos de retorno ΩN se muestra en la Fig. 5.18, para
valores pares e impares de N , hasta N = 30. El extremum óptimo con menor curvatura se muestra
de nueva cuenta con puntos gruesos. La curva teórica que representa la curva óptima convergida
de las Ecs. (5.211) y (5.209) se representa con la ĺınea a trazos.

En la Tabla 5.8, se muestra la precisión obtenida para valores grandes de N y diferentes
constantes de acoplamiento g, y se comparan con las enerǵıas exactas obtenidas de la solución
numérica de la ecuación de Schrödinger.

La aproximación a los valores exactos de la enerǵıa se muestra en la Fig. 5.19, donde se muestra
que se puede obtener una convergencia aceptable utilizando la menor de las frecuencias extremas,
las cuales están, en la Fig. 5.17, aproximadamente sobre la curva teórica y muestran la posición de
las mesetas. Por otro lado, las curvas para las frecuencias ΩN sobre las ramas superiores que no
siguen la curva a trazos no proporciona valores de enerǵıa que convergan. Los mı́nimos mostrados
en la Fig. 5.16 corresponden a las ramas que no determinan la región de menor dependencia en Ω.

El oscilador anarmónico tiene la propiedad notable de que una gráfica de los valores de ΩN

en el plano N, σN es universal para los diferentes valores de las constantes de acoplamiento g; las
gráficas no dependen de g. Esto puede verse reinsertando expĺıtamente la frecuencia ω (la cual
anteriormente igualamos a la unidad), luego de lo cual la nueva expresión para la enerǵıa WN dada
por la Ec. (5.206) tiene la siguiente forma general

WΩ
N = ΩwN (ĝ, ω̂2), (5.212)

donde wN es una función, sin dimensiones, que depende de la constante de acoplamiento reducida
y la frecuencia

ĝ ≡ g

Ω3
, ω̂ ≡ ω

Ω
, (5.213)
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Figure 5.18 Frecuencias ΩN extremas y puntos de retorno en la aproximación variacional

WN para T = 0 y valores pares e impares de N ≤ 30. La constante de acoplamiento es

g/4 = 1. La curva a trazos corresponde a la aproximación (5.211) [relacionada con ΩN

mediante la Ec. (5.208)].

N g/4 =0.1 g/4 = 0.3 g/4 =0.5 g/4 =1.0 g/4 =2.0
1 0.5603073711 0.6416298621 0.7016616429 0.8125000000 0.9644035598
2 0.5591521393 0.6380887347 0.6963769499 0.8041900946 0.9522936298
3 0.5591542188 0.6380357598 0.6962536326 0.8039140528 0.9517997694
4 0.5591457408 0.6379878713 0.6961684978 0.8037563457 0.9515444198
5 0.5591461596 0.6379899084 0.6961717475 0.8037615232 0.9515517450

10 0.5591463266 0.6379917677 0.6961757782 0.8037705329 0.9515682249
15 0.5591463272 0.6379917838 0.6961758231 0.8037706596 0.9515684933
20 0.5591463272 0.6379917836 0.6961743059 0.8037706575 0.9515684887
25 0.5591463272 0.6379917832 0.6961758208 0.8037706513 0.9515584121

exacto 0.5591463272 0.6379917832 0.6961758208 0.8037706514 0.9515684727
N g/4 =50 g/4 =200 g/4 =1000 g/4 =8000 g/4 =20000
1 2.5475803996 4.0084608812 6.8279533136 13.635282593 18.501658712
2 2.5031213253 3.9365586048 6.7040032606 13.386598486 18.163979967
3 2.5006996279 3.9325538203 6.6970328638 13.372561189 18.144908389
4 2.4995980125 3.9307488127 6.6939036178 13.366269038 18.136361642
5 2.4996213227 3.9307857892 6.6939667971 13.366395347 18.136533060

10 2.4997071960 3.9309286743 6.6942161680 13.366898079 18.137216200
15 2.4997089403 3.9309316283 6.6942213631 13.366908583 18.137230481
20 2.4997089079 3.9309315732 6.6942212659 13.366908387 18.137230214
25 2.4997087731 3.9309313396 6.6942208522 13.366907551 18.137230022

exacto 2.4997087726 3.9309313391 6.6942208505 13.366907544 18.137229073

Table 5.8 Comparación entre la aproximación variacional WN , para T = 0 y valores

crecientes de N , y la enerǵıa exacta del estado base, para varios valores de la constante

de acoplamiento.

respectivamente. Diferenciando la Ec. (5.212),

d

dΩ
WN =

[

1 − 3ĝ
d

dĝ
− 2ω̂2 d

dω̂2

]

wN (ĝ, ω̂2), (5.214)

encontramos que el término del lado derecho puede ser escrito como el producto de ĝN por un
polinomio sin dimensiones de orden N que depende sólo de σ = Ω(Ω2 − ω2)/g:

d

dΩ
WΩ

N = ĝNpN (σ). (5.215)
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Figure 5.19 Diferencia entre las enerǵıas aproximadas del estado base E = WN y las

enerǵıas exactas Eex para valores impares de N , lo cual corresponde a los valores ΩN

mostrados en la Fig. 5.17. El valor de la constante de acoplamiento es g/4 = 1. La curva

inferior sigue el error estimado que será deducido en la Ec. (17.409). Los extremos en la

Fig. (5.17), los cuales están fuera de la curva a trazos, caen sobre las curvas horizontales

que no aumentan más la precisión.

Una demostración de esta afirmación, para una interacción arbitraria xp, será dada en el
Apéndice 5B. Los valores óptimos universales σN se obtienen de los ceros de pN (σ).

De las aproximaciones pares WN , es posible alcanzar la misma universalidad para las frecuen-
cias óptimas, determinando estas frecuencias de los extremos de pN (σ) en lugar hallar los puntos
de retorno de WN como función de Ω.

Las funciones universales pN(σ) pueden hallarse fácilmente reemplazando la variable σ en las

expresiones de los coeficientes ε
(0)
l , hallados en la serie de la Ec. (5.206), por su ĺımite correspon-

diente a ω = 0, σ|ω=0 = Ω3/g = 1/ĝ. De esto obtenemos la expresión

WΩ
N = ΩwN (ĝ, 0) = Ω

N
∑

l=0

ε
(0)
l

(

ĝ

4

)l

, (5.216)

donde

ε
(0)
l =

l
∑

j=0

E
(0)
j

(

(1 − 3j)/2
l − j

)

(−4/ĝ)l−j . (5.217)

La derivada de WN con respecto a Ω nos permite obtener

pN (σ) = ĝ−N

[

1 − 3ĝ
d

dĝ

]

wN (ĝ, 0)

∣

∣

∣

∣

ĝ=1/σ

. (5.218)

En la Section 17.10 mostraremos que los coeficientes de la nueva representación ε
(0)
k , obtenidos

en la Ec. (5.207), son proporcionales a E
(0)
k y para valores grandes de k tienen la siguiente forma:

ε
(0)
k ≈ e−2σNE

(0)
k , σN =

ΩN (Ω2
N − 1)

g
(5.219)
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[ver la Ec. (17.396)]. Aśı para valores fijos de Ω, la nueva serie tiene el mismo comportamiento
asintótico que la serie original y el mismo radio de convergencia. El comportamiento mostrado en
la Ec. (5.219) puede verse en la Fig. 5.20(a), donde hemos gráficado el logaritmo del valor absoluto
del k−ésimo término

Sk = ε
(0)
k

(

ĝ

4

)k

(5.220)

de la nueva serie perturbativa (5.202), para varios valores óptimos de ΩN y g = 40. Todas las
curvas muestran el comportamiento ∝ kk. Los términos en la serie original tienen un crecimiento
inmediato (crecimiento precoz). Por otro lado, en la nueva serie los términos incialmente decrecen
y pasan por un mı́nimo antes de empezar a crecer (crecimiento retardado). Las curvas a trazos
indican el comportamiento asintótico calculado anaĺıticamente en la Ec. (5.219).

El crecimiento retardado es la razón por la cual las enerǵıas obtenidas en la representación
variacional convergen hacia el valor exacto. Consideremos los términos Sk, de la nueva serie, con las
frecuencias ΩN obtenidas de la curva teórica de la convergencia óptima dada en la Fig. 5.17 (o en
la 5.18). En la Fig. 5.20(b) podemos ver que los términos Sk tienen un mı́nimo para k = N , i.e., en
el último término contenido en la aproximaciónWN . En general, una serie divergente puede dar un
resultado óptimo si la truncamos luego del menor término Sk. La magnitud de este último término
dará el orden de magnitud del error en la evaluación truncada. La nueva representación permite
hallar, para cada N , una frecuencia ΩN que nos permite obtener una serie truncada óptima.

5.16 Representación en Teoŕıa de Perturbación Variacional
de un Acoplamiento Fuerte

El comportamiento de acoplamiento fuerte de WN puede hallarse calculando el ĺımite ω → 0 en la
Ec. (5.206). Dado que Ω = (g/ĝ)1/3, podemos escribir

WN = (g/ĝ)1/3wN (ĝ, 0), (5.221)
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Figure 5.20 Representación logaŕıtmica de los k−ésimos términos en la nueva serie

perturbativa con la constante de acoplamiento g/4 = 1 :

(a) Frecuencias ΩN que extremizan la aproximación WN . Las curvas a trazos indican el

comportamiento asintótico teórico de la Ec. (5.219).

(b) Frecuencias ΩN que corresponden a la curva a trazos de la Fig. 5.17. El mı́nimo

para cada N está en k = N , de donde obtenemos una rápida convergencia. Las curvas

etiquetadas Ω = ω representan el k−ésimo término de la serie inicial.
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y evaluar el ĺımite en el valor óptimo de ĝ = 1/σN . El comportamiento de WN para valores grandes
de g será

WN −−−→
g→∞

(g/4)1/3b0, (5.222)

donde los coeficientes son

b0 = (4/ĝ)1/3wN (ĝ, 0)|ĝ=1/σN
. (5.223)

log |α0 − αex
0 | log |α1 − αex

1 |

81/3 271/3 641/3 1251/3 2161/3

N1/3
81/3 271/3 641/3 1251/3 2161/3

N1/3

Figure 5.21 Representación logaŕıtmica del comportamiento, en función de N , de los

coeficientes b0 y b1 de la serie del acoplamiento fuerte.

Figure 5.22 Oscilaciones del coeficiente de acoplamiento fuerte b0 como función de N ,

mostrando el comportamiento exponencial en el ĺımite exacto. En el gráfico se muestra

el comportamiento exponencial por separado: los puntos superiores muestran la aproxi-

mación impar, mientras que los puntos inferiores muestran la aproximación par.
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Table 5.9 Coeficientes bn en la aproximación de acoplamiento fuerte para la enerǵıa

del estado base del oscilador anarmónico, obtenidos de la serie perturbativa a orden 251.

F. Vinette and J. Cizek, J. Math. Phys. 32, 3392 (1991) han reportado el siguiente valor,

muy preciso, para b0 = 0.667 986 259 155 777 108 270 962 016 198 601 994 304 049 36 . . . .

n bn
0 0.667 986 259 155 777 108 270 96
1 0.143 668 783 380 864 910 020 3
2 −0.008 627 565 680 802 279 128
3 0.000 818 208 905 756 349 543
4 −0.000 082 429 217 130 077 221
5 0.000 008 069 494 235 040 966
6 −0.000 000 727 977 005 945 775
7 0.000 000 056 145 997 222 354
8 −0.000 000 002 949 562 732 712
9 −0.000 000 000 064 215 331 954

10 0.000 000 000 048 214 263 787
11 −0.000 000 000 008 940 319 867
12 0.000 000 000 001 205 637 215
13 −0.000 000 000 000 130 347 650
14 0.000 000 000 000 010 760 089
15 −0.000 000 000 000 000 445 890 1
16 −0.000 000 000 000 000 058 989 8
17 0.000 000 000 000 000 019 196 00
18 −0.000 000 000 000 000 003 288 13
19 0.000 000 000 000 000 000 429 62
20 −0.000 000 000 000 000 000 044 438
21 0.000 000 000 000 000 000 003 230 5
22 −0.000 000 000 000 000 000 000 031 4

Podemos hallar fácilmente correcciones de orden superior al primer término (5.222). De la
serie de potencias de wN (ĝ, ω̂2) en términos de ω̂2,

WN =

(

g

ĝ

)1/3
[

1 + ω̂2 d

dω̂2
+
ω̂4

2!

(

d

dω̂2

)2

+ . . .

]

wN (ĝ, ω̂2)

∣

∣

∣

∣

∣

ω̂2=0

, (5.224)

y sustituyendo

ω̂2 =
ĝ2/3

(g/ω3)2/3
, (5.225)

obtenemos la representación

WN =
(g

4

)1/3
[

b0 + b1

( g

4ω3

)−2/3

+ b2

( g

4ω3

)−4/3

+ . . .

]

, (5.226)

con los coeficientes dados por

bn =
1

n!

(

ĝ

4

)(2n−1)/3(
d

dω̂2

)n

wN (ĝ, ω̂2)

∣

∣

∣

∣

∣

ĝ=1/σN ,ω̂2=0

. (5.227)

Las derivadas en los términos del lado derecho tienen la siguiente representación en serie

(

d

dω̂2

)n

wN (ĝ, ω̂2) =

N
∑

l=0

ε
(0)
n l

(

ĝ

4

)l

, (5.228)
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donde los nuevos coeficientes de la serie son

1

n!
ε
(0)
n l =

l−n
∑

j=0

E
(0)
j

(

(1 − 3j)/2
l − j

)(

l − j
n

)

(−1)l−j−n(4/ĝ)l−j . (5.229)

Si incrementamos los valores de N , los coeficientes b0, b1, . . . convergen rápidamente, como se
muestra en la Tabla 5.9. Del gráfico logaŕıtmico de la Fig. 5.21 obtenemos que la convergencia es
tal que

|b0 − bex0 | ∼ e8.2−9.7N1/3

, |b1 − bex1 | ∼ e6.4−9.1N1/3

. (5.230)

Este comportamiento será deducido en la Subsección 17.10.5, donde hallaremos que para todo

g > 0 el error, para valores grandes de N , disminuye como e−[9.7+(cg)−2/3]N1/3

[ver la Ec. (17.409)].
La aproximación a este ĺımite es oscilatoria, como puede observarse en la Fig. 5.22, donde se

ha eliminado el desvanecimiento exponencial y se ha gráficado e−6.5+9.42N1/3

(b0 − bex0 ) en función
de N [16].

Para la demostración de la convergencia de la representación perturbativa en la Sub-
sección 17.10.5, será importante saber que la serie de acoplamiento fuerte de la enerǵıa del estado
base

E(0) =
(g

4

)1/3
[

b0 + b1

( g

4ω3

)−2/3

+ b2

( g

4ω3

)−4/3

+ . . .

]

, (5.231)

converge adeacuadamente para valores suficientemente grandes

g > gs. (5.232)

El mismo argumento se aplica para las enerǵıas de los estados excitados.

5.17 Representación General del Acoplamiento Fuerte

Los coeficientes en la serie del acoplamiento fuerte para toda serie perturbativa divergente, son

EN (g) =

N
∑

n=0

ang
n, (5.233)

de la cual sabemos que para una constante de acoplamiento g grande se comporta como

E(g) = gp/q
M
∑

m=0

bm(g−2/q)m. (5.234)

Con esto, la serie (5.233) puede reescibirse como

EN (g) = ωp
N
∑

n=0

an

( g

ωq

)n

, (5.235)

donde ω = 1. Ahora, si utilizamos el truco de la ráız cuadrada de la Ec. (5.188) y reemplazamos
ω por la expresión

ω ≡
√

Ω2 + (ω2 − Ω2), (5.236)

que contiene el parámetro de escala mudo Ω. La serie en la Ec. (5.235) puede entonces reescribirse
en términos de las potencias de g a orden N , de este modo podemos tratar ω2−Ω2 como una canti-
dad de orden g. El resultado final, puede expresarse convenientemente en términos del parámetro
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sin dimensiones ĝ ≡ g/Ωq y σ ≡ (1 − ω̂2)/ĝ, donde ω̂ ≡ ω/Ω. Luego, con la sustitución de la
Ec. (5.236) tendremos

ω −−−→ Ω(1 − σĝ)1/2, (5.237)

de tal forma que la nueva serie tiene la forma

WN (ĝ, σ) = Ωp
N
∑

n=0

εn(σ) (ĝ)
n
, (5.238)

donde los coeficientes son:

εn(σ) =

n
∑

j=0

aj

(

(p− qj)/2
n− j

)

(−σ)n−j . (5.239)

Para todo valor fijo de g obtengamos la primera y segunda derivada de WΩ
N (g) con respecto a

Ω, calculamos luego los extrema de Ω y los puntos de retorno, y seleccionamos el menor de este
conjunto como el parámetro óptimo de escala ΩN . Luego, la función WN (g) ≡WN (g,ΩN ) será la
aproximación variacional EN (g), de orden N , a la función E(g).

Veamos ahora la aproximación en el ĺımite de acoplamiento fuerte g → ∞. Para esto veamos
que la Ec. (5.238) tiene la siguiente forma general de escalamiento

WΩ
N (g) = ΩpwN (ĝ, ω̂2). (5.240)

Por razones dimensionales, ΩN aumenta con g para valores grandes de g en la forma ΩN ≈ g1/qcN ,
tal que ĝ = c−q

N y σ = 1/ĝ = cqN siguen siendo finitos en el ĺımite de acoplamiento fuerte, mientras
que ω̂2 tiende a cero en la forma 1/[cN(g/ωq)1/q]2. De esta forma

WΩN

N (g) ≈ gp/qcpNwN (c−q
N , 0). (5.241)

Donde cN tiene el papel de un parámetro variacional, a ser determinado por el extremum de orden
menor o punto de retorno de cpNwN (c−q

N , 0).
La representación completa de acoplamiento fuerte se obtiene luego de expresar a wN (ĝ, ω̂2)

en potencias de ω̂2 = (g/ωqĝ)−2/q para un valor fijo de ĝ. El resultado será

WN (g) = gp/q
[

b̄0(ĝ) + b̄1(ĝ)
( g

ωq

)−2/q

+ b̄2(ĝ)
( g

ωq

)−4/q

+ . . .

]

, (5.242)

donde, en términos de ω̂2

b̄n(ĝ) =
1

n!

(

d

dω̂2

)n

w
(n)
N (ĝ, ω̂2)

∣

∣

∣

∣

ω̂2=0

ĝ(2n−p)/q. (5.243)

En forma expĺıcita tenemos:

1

n!
w

(n)
N (ĝ, 0) =

N
∑

l=0

(−1)l+n
l−n
∑

j=0

aj

(

(p− qj)/2
l − j

)(

l− j
n

)

(−ĝ)j . (5.244)

Dado que ĝ = c−q
N , los coeficientes b̄n(ĝ) pueden ser escritos como función del parámetro c:

b̄n(c) =

N
∑

l=0

al

N−l
∑

j=0

(

(p− lq)/2

j

)(

j

n

)

(−1)j−ncp−lq−2n. (5.245)

Los valores de c que optimizan a WN (g), para un g fijo, serán los valores buscados cN . La
optimización puede hacerse paso a paso utilizando directamente los coeficientes b̄n(c). Primero
optimizamos el término principal b0(c) en función de c e identificamos al de menor valor como cN .
Luego, tenemos que considerar que para una valor grande pero finito α, la frecuencia de prueba Ω
tiene correcciones al comportamiento de ĝ1/qc. El coeficiente c dependerá de ĝ en la forma
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c(ĝ) = c+ γ1

(

ĝ

ωq

)−2/q

+ γ2

(

ĝ

ωq

)−4/q

+ . . . , (5.246)

lo cual requerirá de una nueva serie para los coeficientes b̄n, de la Ec. (5.242), en función de c. Los
coeficientes de la serie c y γn para n = 1, 2, . . . se determinan hallando el extremum de b̄2n(c). El
resultado final puede escribirse, una vez más, en la forma dada por la Ec. (5.242), donde b̄(c)n se
reemplaza por bn:

WN (g) = gp/q
[

b0 + b1

( g

ωq

)−2/q

+ b2

( g

ωq

)−4/q

+ . . .

]

. (5.247)

Los coeficientes finales bn se determinan de las ecuaciones mostradas en la Tabla 5.10. Los dos
coeficientes principales no tienen ninguna corrección, por esa razón son omitidos.

Los valores extremos de ĝ tienen también una representación en términos del acoplamiento
fuerte, i.e., correspondiente a la Ec. (5.246):

ĝ = c−q
N

[

1 + δ1

( g

ωq

)−2/q

+ δ2

( g

ωq

)−4/q

+ · · ·
]

. (5.248)

Table 5.10 Ecuaciones que determinan los coeficientes bn en la representación de

acoplamiento fuerte (5.247), a partir de las funciones b̄n(c) de la Ec. (5.245) y sus derivadas.

Por brevedad, hemos eliminado el argumento c en cada uno de los términos.

n bn −γn−1
2 b̄2 + γ1b̄

′
1 + 1

2γ
2
1 b̄

′′
0 b̄′1/b̄

′′
0

3 b̄3 + γ2b̄
′
1 + γ1b̄

′
2 + γ1γ2b̄

′′
0 + 1

2γ
2
1 b̄

′′
1 + 1

6γ
3
1 b̄

(3)
0 (b̄′2 + γ1b̄

′′
1 + 1

2γ
2
1 b̄

(3)
0 )/b̄′′0

4 b̄4 + γ3b̄
′
1 + γ2b̄

′
2 + γ1b̄

′
3 + (12γ

2
2 + γ1γ3)b̄

′′
0 (b̄′3 + γ2b̄

′′
1 + γ1b̄

′′
2 + γ1γ2b̄

(3)
0

+γ1γ2b̄
′′
1 + 1

2γ
2
1 b̄

′′
2 + 1

2γ
2
1γ2b̄

(3)
0 + 1

6γ
3
1 b̄

(3)
1 + 1

24γ
4
1 b̄

(4)
0 + 1

2γ
2
1 b̄

(3)
1 + 1

6γ
3
1 b̄

(4)
0 )/b̄′′0

La convergencia de la representación general de acoplamiento fuerte es similar a la observada
para el oscilador anarmónico. Esto será demostrado en la Subsección 17.10.5.

La representación general de acoplamiento fuerte tiene importantes aplicaciones en la teoŕıa de
los fenómenos cŕıticos. Esta teoŕıa proporciona series como las anteriores para los llamados expo-
nentes cŕıticos, los cuales tienen que ser evaluados para constantes de acoplamiento infinitamente
fuertes de teoŕıas de campo escalar con interacciones gφ4. Los resultados obtenidos con este método
son mejores que los obtenidas previamente con teoŕıas mucho más complicadas basadas en una com-
binación de ecuaciones de renormalización de grupo y técnicas de sumación de Padé-Borel [28]. Los
exponentes cŕıticos tienen una representación en serie de potencias de g/ω en la mayoŕıa de los sis-
temas tridimensionales f́ısicamente interesantes, donde ω2/2 es el factor del término cuadrático de
campo φ2. Un fenómeno importante observado en tales sistemas es la aparición de las dimensiones

anómalas . Este efecto anómalo implica que los términos de la serie (g/ω)n no pueden ser tratados
simplemente con el truco de la ráız cuadrada (5.236). Las dimensiones anómalas requieren que el
término (g/ω)n sea tratado como si fuera (g/ωq)n, cuando se utiliza el truco de la ráız cuadrada.
En tal caso, utilizamos la sustitución de la ráız cuadrada

ω → Ω

[

1 +
(ω

Ω

)2/q
]q/2

. (5.249)

La potencia 2/q que aparece en la representación de acoplamiento fuerte (5.234), se puede observar
experimentalmente ya que controla la aproximación del sistema en el ĺımite de escalamiento. Este
exponente se denota usualmente por la letra ω, y se le conoce como el exponente de Wegner [29].
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No debemos confundir el exponente ω con la frecuencia ω de la presente discusión. Por ejemplo,
para el helio superfluido este exponente cŕıtico es muy cercano al valor 4/5, lo cual implica que
q ≈ 5/2. El exponente de Wegner para las fluctuaciones del campo cuántico no puede deducirse,
como en la mecánica cuántica, de un análisis simple de escala de la acción. Sin embargo, puede
calcularse aplicando teoŕıa de perturbación variacional a la derivada logaŕıtmica de la serie de
potencias de otros exponentes cŕıticos. Estas son las llamadas funciones β y tienen que anularse
para el valor correcto de ω. Este procedimiento es conocido como la determinación dinámica de
ω, y de este método se han obtenido valores que concuerdan de manera excelente con los datos
experimentales [17].

En el anterior procedimiento variacional, la existencia de dimensions anómalas puede obser-
varse por la aparición de una pendiente diferente de cero en los mesetas de las Figs. 5.14. Si esto
sucede, la potencia q en la sustitución (5.249) debe modificarse hasta que la meseta sea plana. Este
método es una práctica alternativa para determinar el exponente de Wegner ω = 2/q con ayuda
de la función β.

5.18 Interpolación Variacional entre la Representación
de Acoplamiento Débil y Acoplamiento Fuerte

Es posible calcular los coeficientes de acoplamiento fuerte a partir de los coeficientes perturbativos
y de esto hallar una interpolación variacional de una función con coeficientes de acoplamiento débil
y acoplamiento fuerte [18]. Tal pareja de series son muy bien conocidas en otros sistemas f́ısicos,
por ejemplo en la mayoŕıa de los modelos de redes de la mecánica estad́ıstica [19]. En el caso de la
enerǵıa del estado base del oscilador anarmónico, el método converge de manera exponencial[15].
La representación de acoplamiento débil de la enerǵıa del estado base del oscilador anarmónico
tiene la forma dada en la Ec. (5.233). En unidades naturales, donde h̄ = M = ω = 1, el coeficiente
de orden menor a0 puede verse, trivialmente, que es a0 = 1/2. Śı, para evitar los factores 1/4,
identificamos α = g/4 con la constante de acoplamiento de la Ec. (5.233), el primer coeficiente
será a1 = 3/4 [ver la Ec. (5.190)]. Anteriormente, en la Sección 5.12, hemos visto que en teoŕıa de
perturbación a orden menor obtenemos el término principal de la representación de acoplamiento
fuerte en buen acuerdo con el valor exacto [con un error máximo de ≈ 2%, ver la Ec. (5.167)]. En
la Fig. 5.23 hemos gráficado la desviación relativa, en porcentaje, de la aproximación variacional
de la exacta.

De la Ec. (5.226) conocemos el comportamiento para el caso de acoplamiento fuerte. La
aproximación empieza con los términos g1/3, seguido de potencias de la forma g−1/3, g−1, g−5/3.
Una comparación con la Ec. (5.234) muestra que la aproximación corresponde a p = 1 y q =
3. El término principal de la Tabla 5.9, el cual muestra una muy buena precisión, es: b0 =
0.667 986 259 155 777 108 270 962 016 919 860 . . . .

En una interpolación variacional, este valor se utiliza para hallar una aproximación a a1 (olvi-
dando de momento que sabemos que el valor exacto es aex1 = 3/4). La enerǵıa (5.238), para N = 1
(donde usamos α = g/4 en lugar de g), es:

W1(α,Ω) =

(

Ω

2
+

1

2Ω

)

a0 +
a1
Ω2
α. (5.250)

De la Ec. (5.245), para n = 0, obtenemos:

b0 =
c

2
a0 +

a1
c2
. (5.251)

Minimizando b0 con respecto a c encontramos los siguientes valores c = c1 ≡ 2(a1/2a0)
1/3, donde

b0 = 3a0c1/4 = 3(a20a1/2)1/3/2. Sustituyendo este valor en la Ec. (5.251) obtenemos que a1 =
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log g/4

W1/E
(0)
ex

Figure 5.23 Razón entre la aproximación de la enerǵıa del estado base del oscilador

anarmónico y la enerǵıa exacta, en la interpolación de orden menor. La curva a trazos

muestra la aproximación a primer orden W1(g) de Feynman–Kleinert. La precisión para

todo el intervalo es mejor al 99.5 %. Por comparación, mostramos también el resultado

perturbativo variacional, mucho peor (aunque aceptable), utilizando el valor exacto aex1 =

3/4.

2(2/3b0)
3/a20 = 0.773 970 . . . , valor que es muy parecido al exacto 3/4. Con el valor aproximado

para a1 calculamos W1(α,Ω) en el mı́nimo, de donde

Ω1 =

{ 2√
3
ω cosh

[

1
3acosh(g/g(0))

]

2√
3
ω cos

[

1
3 arccos(g/g(0))

] para
g > g(0),

g < g(0),
(5.252)

aqúı g(0) ≡ 2ω3a0/3
√

3a1. El resultado se muestra en la Fig. 5.23. Dado que la diferencia con
respecto a la solución exacta es muy pequeña para poder apreciarla en una gráfica, mostramos la
razón entre el valor aproximado y el valor exacto W1(g)/E

0
ex. La precisión es superior al 99.5 %.

5.19 Corrección Sistemática a las Enerǵıas Excitadas

El método variacional desarrollado en la Sección 5.12, para calcular las enerǵıas de los estados
excitados, puede mejorarse sistemáticamente. Para ello recordemos que el cambio en los niveles
energéticos, dependientes de n, está dado por las fórmulas (3.518) y (3.519), de acuerdo a las
cuales

∆E(n) = ∆1E
(n) + ∆2E

(n) + ∆3E
(n) = ∆Vnn −

∑

k 6=n

∆Vnk∆Vkn
Ek − En

+
∑

k 6=n

∑

l 6=n

∆Vnk∆Vkl∆Vln
(Ek − En)(El − En)

− ∆Vnn
∑

k 6=n

∆Vnk∆Vkn
(Ek − En)2

. (5.253)

Utilizando la regla de sustitución (5.188) para la enerǵıa total

E(n) = h̄Ω(n+ 1/2) + ∆E(n),
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y representando cada término en una serie de potencias de g hasta g3, encontramos que la con-
tribución al cambio de nivel es

∆1E
(n) =

g

4
[3(2n2 + 2n+ 1)a4 + (2n+ 1)a2r2],

∆2E
(n) = −

(g

4

)2

[2(34n3 + 51n2 + 59n+ 21)a8

+4 · 3(2n2 + 2n+ 1)a6r2 + (2n+ 1)a4r4]
1

h̄Ω
,

∆3E
(n) =

(g

4

)3

[4 · 3(125n4 + 250n3 + 472n2 + 347n+ 111)a12

+4 · 5(34n3 + 51n2 + 59n+ 21)a10r2 (5.254)

+16 · 3(2n2 + 2n+ 1)a8r4 + 2 · (2n+ 1)a6r6]
1

h̄2Ω2
,

el cual para n = 0 se reduce a los términos dados en la Ec. (5.192). La extremización con respecto
a Ω nos permite hallar enerǵıas que están ligeramente por arriba de los valores exactos para todo
n. Esto se ilustra en la Tabla 5.11 para el caso n = 8 (comparemos con las enerǵıas dadas en la

Tabla 5.5). Una suma sobre los factores de Boltzmann e−βE
(n)
3 nos permite hallar la función de

partición aproximada Z3, la cual difiere de la función de partición exacta menos del 50.1%.

Será interesante utilizar la aproximación variacional mejorada para el cálculo de las matrices
de densidad, distribución de part́ıculas y curvas de magnetización.

Table 5.11 Aproximación de orden superior, para n = 8, a las enerǵıas excitadas del

oscilador anarmónico, y para varios valores de la constante de acoplamiento g. Se compara

la aproximación de tercer orden E
(8)
3 (g) con los valores exactos E

(8)
ex (g), la aproximación

E
(8)
1 (g) dada en la última sección, lo mismo que la aproximación par de orden menor

E
(8)
2 (g) (todos los valores están dados en unidades de h̄ω).

g/4 E
(8)
ex (g) E

(8)
1 (g) E

(8)
2 (g) E

(8)
3 (g)

0.1 13.3790 13.3235257 13.3766211 13.3847643
0.2 15.8222 15.7327929 15.8135994 15.8275802
0.3 17.6224 17.5099190 17.6099785 17.6281810
0.4 19.0889 18.9591071 19.0742800 19.0958388
0.5 20.3452 20.2009502 20.3287326 20.3531080
0.6 21.4542 21.2974258 21.4361207 21.4629384
0.7 22.4530 22.2851972 22.4335694 22.4625543
0.8 23.3658 23.1879959 23.3451009 23.3760415
0.9 24.2091 24.0221820 24.1872711 24.2199988

1 24.9950 24.7995745 24.9720376 25.0064145
10 51.9865 51.5221384 51.9301030 51.9986710
50 88.3143 87.5058600 88.2154879 88.3500454

100 111.128 110.105819 111.002842 111.173183
500 189.756 188.001018 189.540577 189.833415

1000 239.012 236.799221 238.740320 239.109584
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E

E

Figure 5.24 Enerǵıas de orden menor en el potencial de pozo doble en función de la constante

de acoplamiento g. Las aproximaciones son W1(0) (curva a trazos) y W3(0) (curva continua). Los

puntos representan el resultado numérico de la ecuación de Schrödinger. La parte inferior de la

figura muestra a W1(0) y W3(0), y se le compara con el promedio de las enerǵıas de Schrödinger

(puntos pequeños). La pendiente de W1 no aparece en un rango de 25%. El tunelamiento produce

una separación de las enerǵıas que será calculado en el Caṕıtulo 17 (curvas en puntos).

5.20 Tratamiento Variacional del Potencial de Pozo Doble

Calculemos la aproximación de tercer orden W3(x0) del potencial efectivo clásico para el potencial
de pozo doble

V (x) = M
ω2

2
x2 +

g

4
x4 +

M2ω4

4g
, ω2 = −1. (5.255)

En la expresión (5.197), el cambio de signo de ω2 afecta sólo a la constante de acoplamiento g2(x0),
la cual será

g2(x0) = M [−1 − Ω2(x0)] + 3gx20 = gr2/2 + 3gx20 (5.256)

[recordemos la Ec. (5.176)]. Notemos que la enerǵıa constante M2ω4/4g en el potencial V (x),
cambia el mı́nimo del potencial a cero [comparemos con la Ec. (5.78)].

En el ĺımite de tempertatura cero, donde se espera que la aproximación sea peor, podemos
ver como mejora la precisión de W3 con respecto a la primera aproximación W1(0), discutida en
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la Sección 5.7 [misma que corresponde a la pimera ĺınea de la Ec. (5.197)]. En este ĺımite, W3(0)
adopta la forma de la Ec. (5.201) y puede fácilmente minimizarse con respecto a x0 y Ω.

Para valores grandes de la constante de acoplamiento, g > gc ≈ 0.3, la enerǵıa tiene un mı́nimo
en x0 = 0. Adicionalmente, para g ≤ gc hay un par de mı́nimos en x0 = ±xm 6= 0 (ver las Figs. 5.5
y 5.6). En la Fig. 5.24 se grafica la enerǵıa resultante W3(0) junto con W1(0). En la figura se
muestra también el primer estado excitado de la enerǵıa, el cual se obtiene luego de sustituir
ω2 = −1 en r2 = 2M(ω2 − Ω2)/g de las Ecs. (5.253)–(5.255).

Para constantes de acoplamiento g pequeñas, las enerǵıas W1(0), W3(0), . . . divergen y,
entonces, el mı́nimo x = ±xm de la Ec. (5.82) es importante. Por otro lado, tenemos tunelamiento
cuántico de un mı́nimo al otro a través de la barrea de potencial, el cual aparece para g ≤ gc ≈ 0.3
y no ha sido considerada para W3(0) y W3(xm). El tunelamiento da origen a una separación de
enerǵıas que será calculado en el Caṕıtulo 17. En este caṕıtulo, probamos la precisión de W1(xm)
y W3(xm) comparandolos con los promedios de los dos niveles energéticos de orden menor. La
Figura 5.24 muestra que la precisión de la aproximación W3(xm) es bastante aceptable.

Notemos que la aproximación W1(xm) no posee la pendiente correcta para g, la cual tiene un
error del 25%. De hecho, en la serie de Taylor de W1(xm) tenemos

W1(xm) =

√
2

2
− 3

16
g − 9

√
2

128
g2 − 27

256
g3 + . . . , (5.257)

mientras que la serie real tiene la siguiente expresión

E(0) =

√
2

2
− 1

4
g + . . . . (5.258)

La frecuencia óptima asociada con la Ec. (5.257) tiene la siguiente serie

Ω1(xm) =
√

2 − 3

4
g − 27

√
2

64
g2 − 27

32
g3 + . . . .

Comparemos también el comportamiento en x0 de W3(x0) con el potencial clásico calculado
numéricamente de simulaciones Monte Carlo. Los resultados se muestran el la Fig. 5.5, donde se
aprecia que el acuerdo es aceptable. Las discrepancias significativas se aprecian sólo en el caso de
bajas temperaturas, donde β >∼ 20.

A temperatura cero, hay una forma simple de recobrar el potencial efectivo clásico directamente
del potencial clásico calculado a dos rizos a partir de la Ec. (3.770). Como sabemos de la Ec. (3.833),
x0 y X de la Ec. (3.770) coinciden a temperatura cero. Por esta razón, sólo tenemos que utilizar
el truco de la ráız cuadrada (5.186) para hallar el potencial efectivo (3.770) e intercambiar X por
x0 para obtener la aproximación variacional W1(x0) del potencial efectivo clásico a ser variado.
En forma expĺıcita, y como se hizo en la Ec. (5.188), lo que hacemos es reemplazar la enerǵıa

del estado base h̄ωT,L de la Ec. (3.770) por la expresión
√

Ω2
T,L + (ω2

T,L(X) − Ω2
T,L) ≈ ΩT,L +

(ω2
T,L(X) − Ω2

T,L)/2ΩT,L, e intercambiamos ωL,T (X) de los restantes términos a dos rizos por
ΩT,L. De esto obtenemos el potencial de pozo doble en D−dimensiones (el potencial tipo sombrero
Mexicano de la Fig. 3.13):

W (x0) =
T→0

{

v(X) + h̄

[

ΩL

4
+
ω2
L(X)

4ΩL

]

+ (D − 1)h̄

[

ΩT

4
+
ω2
T (X)

4ΩT

]

+
h̄2

8(2M)2

{

1

Ω2
L

v(4)(X)

+
D2 − 1

Ω2
T

[

v′′(X)

X2
− v′(X)

X3

]

+
2(D − 1)

ΩLΩT

[

v′′′(X)

X
− 2v′′(X)

X2
+

2v′(X)

X3

]

}

− h̄2

6(2M)3

{

1

3Ω4
L

[v′′′(X)]2 +
3(D − 1)

2ΩT + ΩL

1

ΩLΩ2
T

[

v′′(X)

X
− v′(X)

X2

]2
}

+ O(h̄3)

}

X→x0

. (5.259)

El cual tiene que ser extremizado con respecto a ΩT,L considerando x0 fijo.
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5.21 Potencial Efectivo Clásico de Orden Superior para
Interacciones No–Polinómicas

El perfeccionamiento sistemático de la aproximación de Feynman–Kleinert de la Sección 5.13 se
basa en los diagramas de Feynaman y es, por lo tanto, aplicable sólo a potenciales polinomiales. Si
deseamos calcular el potencial clásico efectivo de orden superior para interacciones no polinomiales,
tal como la interacción de Coulomb, necesitamos de una generalización de la regla de suavizado
(5.30) para las funciones de correlación de los potenciales de interacción que aparecen en la serie
(5.180). Por ejemplo, el término de segundo orden requiere del cálculo de la integral

〈

Ax0

int
2
〉x0

Ω,c
=

∫ h̄β

0

dτ

∫ h̄β

0

dτ ′ 〈V x0

int (x(τ))V
x0

int (x(τ ′))〉x0

Ω,c , (5.260)

donde

V x0

int (x) = V (x) − 1

2
MΩ2(x0)(x− x0)

2. (5.261)

Es decir, necesitamos de una fórmula eficiente de suavizado para hallar los valores esperados locales
de la forma

〈F1(x(τ1)) . . . Fn(x(τn))〉x0

Ω =
1

Zx0

Ω

×
∮

Dx(τ)F1(x(τ1)) · · ·Fn(x(τn))δ(x− x0) exp

{

− 1

h̄
Ax0

Ω [x(τ)]

}

, (5.262)

donde Ax0

Ω [x(τ)] y Zx0

Ω son la acción local y la función de partición dadas en las Ecs. (5.3) y
(5.4). Si rearreglamos las funciones de correlación de acuerdo con las funciones de correlación
conectadas Ecs. (5.182), encontramos la representación cumulante del potencial efectivo clásico
[ver la Ec. (5.180)]

V eff,cl(x0)=F
x0

Ω +
1

h̄β

h̄β
∫

0

dτ1 〈V x0

int (x(τ1))〉
x0

Ω,c

− 1

2h̄2β

h̄β
∫

0

dτ1

h̄β
∫

0

dτ2 〈V x0

int (x(τ1))V
x0

int (x(τ2))〉
x0

Ω,c (5.263)

+
1

6h̄3β

h̄β
∫

0

dτ1

h̄β
∫

0

dτ2

h̄β
∫

0

dτ3 〈V x0

int (x(τ1))V
x0

int (x(τ2))V
x0

int (x(τ3))〉
x0

Ω,c + . . . .

A diferencia de la anterior serie (5.180), para las interacciones polinomilales del potencial V (x),
aqúı el desarrollo en serie no es alrededor de x0. El primer término del lado derecho es la enerǵıa
libre local de la Ec. (5.6).

5.21.1 Evaluación de las Integrales de Trayectoria

La función de correlación local dada en la Ec. (5.19) tiene la forma:

〈δx(τ)δx(τ ′)〉x0

Ω ≡ 〈[x(τ) − x0][x(τ
′) − x0]〉x0

Ω =
h̄

M
G

(2)x0

Ω (τ, τ ′) = a2ττ ′(x0), (5.264)

donde [recordemos las Ecs. (5.19)–(5.24)]

a2ττ ′(x0) =
h̄

2MΩ(x0)

cosh[Ω(x0)(τ−τ ′ − h̄β/2)]

sinh[Ω(x0)h̄β/2]
− 1

MβΩ2(x0)
, τ ∈ (0, h̄β). (5.265)
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De acuerdo con la regla de Wick (3.305), las funciones de correlación de orden superior pueden
representarse en términos del producto de estas funciones. Para un número par de funciones δx(τ)
tenemos

〈δx(τ1)δx(τ2) · · · δx(τn)〉x0

Ω =
∑

pairs

a2τp(1)τp(2)(x0) · · · a
2
τp(n−1)τp(n)

(x0) , (5.266)

donde la suma es para todas las (n−1)!! parejas de contracciones. Para el caso de una exponencial,
de la regla de Wick tenemos

〈

exp

[

i

∫ h̄β

0

dτj(τ) δx(τ)

]〉x0

Ω

= exp

[

−1

2

∫ h̄β

0

dτ

∫ h̄β

0

dτ ′j(τ)a2ττ ′(x0)j(τ
′)

]

. (5.267)

Utilizando la sustitución j(τ) =
∑n

i=1 kiδ(τ−τi), de aqúı obtenemos el valor esperado de una suma
de exponenciales

〈

exp

[

i

n
∑

i=1

ki δx(τi)

]〉x0

Ω

= exp



−1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

a2τiτj (x0)kikj



 . (5.268)

Mediante la descomposición de Fourier de las funciones F (x(τ)) =
∫

(dk/2π)
F (k) exp ik [x0 + δx(τ)] dadas en la Ec. (5.262), y utilizando la expresión (5.268) obtenemos la
nueva fórmula

〈F1(x(τ1)) · · ·Fn(x(τn))〉x0

Ω =







n
∏

k=1

+∞
∫

−∞

d δxkFk(x0 + δxk)







× 1
√

(2π)nDet
[

a2τkτk′
(x0)

]

exp

{

−1

2

n
∑

k=1

n
∑

k′=1

δxk a
−2
τkτk′

(x0) δxk′

}

, (5.269)

donde a−2
τiτj (x0) es la inversa de la matriz a2τiτj (x0) de dimensión n×n. De esta fórmula obtenemos

los valores armónicos esperados de la serie perturbativa variacional (5.263) en términos de la
convolución de funciones Gaussianas.

Para n = 1 sólo el elemento diagonal a2(x0) = a2ττ (x0) aparecerá en la fórmula (5.269), misma
que se reduce a la expresión dada en la Ec. (5.30) [F (x(τ)) = V (x(τ))].

Para los polinomios de la forma F (x(τ)), usamos la sustitución x(τ) = x0 + δx(τ) y luego
usamos la representación en serie de potencias de δx(τ), de donde vemos que la fórmula (5.269)
reproduce la representación de Wick (5.266).

Para el producto de dos funciones, la fórmula (5.269) tiene la forma

〈F1(x(τ1))F2(x(τ2))〉x0

Ω =

+∞
∫

−∞

dx1

+∞
∫

−∞

dx2 F1(x1)F2(x2)
1

√

(2π)2[a4(x0) − a4τ1τ2(x0)]

× exp

{

−a
2(x0)(x1−x0)2−2a2τ1τ2(x0)(x1−x0)(x2 − x0)+a

2(x0)(x2−x0)2
2[a4(x0) − a4τ1τ2(x0)]

}

. (5.270)

Si F2(x(τ2)) es una función cuadrática de x(τ), obtenemos

〈

F1(x(τ1)) [x(τ2) − x0]
2
〉x0

Ω
= 〈F1(x(τ1))〉x0

Ω a2(x0)

[

1 − a4τ1τ2(x0)

a4(x0)

]

+
〈

F1(x(τ1)) [x(τ1) − x0]
2
〉x0

Ω

a4τ1τ2(x0)

a4(x0)
, (5.271)

y
〈

[x(τ1) − x0]
2 [x(τ2) − x0]

2
〉x0

Ω
= a4(x0) + 2a4τ1τ2(x0) . (5.272)
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5.21.2 Fórmula de Suavizado de Orden Superior
en D Dimensiones

La fórmula de suavizado puede generalizarse fácilmente a un sistema D−dimensional, donde la
pareja local de la función de correlación (5.264) es una matriz de D ×D dimensiones:

〈δxi(τ)δxj(τ ′)〉x0

Ω = a2ij;ττ ′(x0). (5.273)

Para sistemas rotacionalmente invariantes, al igual que la frecuencia de prueba Ω2
ij(x0) de la

Ec. (5.95), la matriz puede separarse en sus componentes logitudinal y transversal con respecto a
x0:

a2ij;ττ ′(x0) = a2L;ττ ′(r0)PL;ij(x̂0) + a2T ;ττ ′(r0)PT ;ij(x̂0), (5.274)

donde PL;ij(x̂0) y PT ;ij(x̂0) son las matrices de proyección logitudinal y transversal introducidas
en la Ec. (5.96). Denotando la matriz de la Ec. (5.274) como a2τ,τ ′(x0), la generalización de la
fórmula de suavizado (5.275) a D dimensiones será

〈F1(x(τ1)) · · ·Fn(x(τn))〉x0

Ω =







n
∏

k=1

+∞
∫

−∞

d δxkFk(x0 + δxk)







× 1
√

(2π)nDet
[

a2τkτk′
(x0)

]

exp

{

−1

2

n
∑

k=1

n
∑

k′=1

δxk a
−2
τkτk′

(x0) δxk′

}

. (5.275)

La matriz inversa a−2
τkτk′

(x0) puede hallarse simplemente de invertir la matrices n × n

a−2
L;τkτk′

(r0), a
−2
T ;τkτk′

(r0) en la fórmula de proyección (5.274) usando las matrices de proyección

PL(x̂0) y PT (x̂0):

a−2
τkτk′

(x0) = a−2
L;τkτk′

(r0)PL(x̂0) + a−2
T ;τkτk′

(r0)PT (x̂0). (5.276)

En D dimensiones, el potencial de prueba contiene una frecuencia con dimensión matricial
D ×D y tiene la forma

M

2
Ω2

ij(x0)(xi − x0i)(xj − x0j) ,

con la descomposición

Ω2
ij(x0) = Ω2

L(x0)
x0ix0j
r20

+ Ω2
T (x0)

(

δij −
x0ix0j
r20

)

. (5.277)

El potencial de interacción (5.261) será

V x0

int (x) = V (x) − M

2
Ω2

ij(x0)(xi − x0i)(xj − x0j) . (5.278)

A primer orden, la fórmula anisotrópica de suavizado (5.275) será

〈F1(x(τ1)〉r0ΩT ,ΩL
=

+∞
∫

−∞

d3x1F1(x1)
1

√

(2π)3a4Ta
2
L

exp

{

− (x1L − r0)
2

2a2L
− x2

1T

2a2T

}

, (5.279)

donde tenemos los siguientes casos especiales

〈

[δx(τ1)]
2
T

〉r0

ΩT ,ΩL

= 2a2T ,
〈

[δx(τ1)]
2
L

〉r0

ΩT ,ΩL

= a2L . (5.280)
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Sustituyendo esta expresión en la fórmula (5.263), obtenemos la aproximación a primer orden del
potencial efectivo clásico

W1(x0)=F
x0

Ω +
1

h̄β

h̄β
∫

0

dτ1 〈V x0

int (x(τ1))〉x0

Ω,c , (5.281)

en completo acuerdo con el resultado anteriormente hallado en la Ec. (5.97).
A segundo orden, de la fórmula de suavizado (5.275) obtenemos [33]

〈F1(x(τ1)F2(x(τ2)〉r0ΩT ,ΩL
=

+∞
∫

−∞

d3x1

+∞
∫

−∞

d3x2 F1(x1)F2(x2)

× 1

(2π)3(a4T − a4Tτ1τ2
)
√

a4L − a4Lτ1τ2

exp

{

−
a2Tx

2
1T − 2a2Tτ1τ2

x1Tx2T + a2Tx
2
2T

2(a4T − a4Tτ1τ2
)

}

× exp

{

−
a2L(x1L − r0)

2 − 2a2Lτ1τ2
(x1L − r0)(x2L − r0) + a2L(x2L − r0)

2

2(a4L − a4Lτ1τ2
)

}

, (5.282)

de tal forma que la regla para los valores esperados (5.271) puede generalizarse como

〈

F1(x(τ1) [δx(τ2)]
2
T

〉r0

ΩT ,ΩL

= 2a2T

[

1 −
a4Tτ1τ2

a4T

]

〈F1(x(τ1))〉r0ΩT ,ΩL

+
a4Tτ1τ2

a4T

〈

F1(x(τ1)) [δx(τ1)]
2
T

〉r0

ΩT ,ΩL

, (5.283)

〈

F1(x(τ1) [δx(τ2)]
2
L

〉r0

ΩT ,ΩL

= a2L

[

1 −
a4Lτ1τ2

a4L

]

〈F1(x(τ1))〉r0ΩT ,ΩL

+
a4Lτ1τ2

a4L

〈

F1(x(τ1)[δx(τ1)]
2
L

〉r0

ΩT ,ΩL
. (5.284)

Para el caso en que F (x) es una función cuadrática, obtenemos la generalización de la Ec. (5.272)

〈

[δx(τ1)]
2
T [δx(τ2)]

2
T

〉r0

ΩT ,ΩL

= 4a4T + 4a4Tτ1τ2 , (5.285)

〈

[δx(τ1)]
2
T [δx(τ2)]

2
L

〉r0

ΩT ,ΩL

= 2a2Ta
2
L , (5.286)

〈

[δx(τ1)]
2
L [δx(τ2)]

2
L

〉r0

ΩT ,ΩL

= a4L + 2a4Lτ1τ2 . (5.287)

5.21.3 Aproximación Isotrópica de Segundo Orden
al Problema de Coulomb

Para mostrar el uso de la fórmula de suavizado de orden superior (5.275), calculemos la corrección
a segundo orden en teoŕıa de perturbación variacional del potencial efectivo clásico del potencial
de Coulomb en tres dimensiones

V (x) = − e2

|x| (5.288)

de esta forma vamos más alla de los anteriores resultados hallados en la Ec. (5.53) y la Sección 5.10.
El potencial de interacción correspondiente a la Ec. (5.278) es

V x0

int (x) = − e2

|x| −
M

2
Ω2(x0)(x− x0)

2 . (5.289)
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Por simplicidad, consideramos solamente la aproximación isotrópica para el caso de una sola fre-
cuencia de prueba. Para este caso, las fórmulas obtenidas al inicio de esta sección tendrán una
extensión trivial a tres dimensiones. Se podrán obtener mejores resultados utilizando las dos
frecuencias de prueba Ω2

L(r0) y Ω2
T (r0) de la Sección 5.9.

La transformada de Fourier 4πe2/|k|2 del potencial de Coulomb e2/|x| puede escribirse conve-
nientemente en una representación de tiempo propio como

V (k) =
4πe2

2

∫ ∞

0

dσe−σk2/2−ikx, (5.290)

donde σ tiene dimensiones de longitud al cuadrado. Los potenciales suavizados de orden menor
fueron calculados anteriormente en la Sección 5.10. Por brevedad, consideraremos sólo la aproxi-
mación isotrópica en la cual las frecuencias de prueba longitudinal y transversal pueden identificarse
como [ver la Ec. (5.112)]:

〈

[x(τ1) − x0]
2
〉x0

Ω
= 3a2(x0) ,

〈

1

|x(τ1)|

〉x0

Ω

=
1

|x0|
erf

[

|x0|
√

2a2(x0)

]

. (5.291)

La aproximación variacional a primer orden del potencial efectivo clásico (5.281) estará dada por
la expresión ya calculada en la Ec. (5.115).

El cálculo de los valores esperados, en teoŕıa de perturbación variacional, a segundo orden será
〈

[x(τ1) − x0]
2
[x(τ2) − x0]

2
〉x0

Ω
= 9a4(x0) + 6a4τ1τ2(x0) , (5.292)

〈

[x(τ1) − x0]
2 1

|x(τ2)|

〉x0

Ω

=
2[3a4(x0) − a4τ1τ2(x0)]

√

πa6(x0)
, (5.293)

mismos que se siguen directamente de la generalización de la Ecs. (5.271), (5.272) a tres dimen-
siones. La función de correlación de Coulomb–Coulomb es más complicada

〈

1

|x(τ1)|
1

|x(τ2)|

〉x0

Ω

=
1

2π

+∞
∫

0

dσ1

+∞
∫

0

dσ2
1

√

[a2(x0) + σ1][a2(x0) + σ2] − a4τ1τ2(x0)
3

× exp

{

−x2
0

a2(x0) + σ1/2 + σ2/2 − a2τ1τ2(x0)

[a2(x0) + σ1][a2(x0) + σ2] − a4τ1τ2(x0)

}

. (5.294)

Utilizando estos resultados calculamos las funciones de correlación conectadas del potencial de
interacción (5.289) que aparecen en la Ec. (5.263), de donde hallamos el potencial efectivo clásico
a segundo orden en teoŕıa de perturbación variacional

W2(x0) = W1(x0) +

[

Me2Ω(x0)

h̄
√

2πa6(x0)
− 3M2Ω3(x0)

4h̄

]

l4(x0)

− e4

2h̄

h̄β
∫

0

dτ

〈

1

|x(τ)|
1

|x(0)|

〉x0

Ω

, (5.295)

donde hemos usado la siguiente abreviación

l4(x0) ≡
h̄
[

4 + h̄2β2Ω2(x0) − 4 cosh h̄βΩ(x0) + h̄βΩ(x0) sinh h̄βΩ(x0)
]

8βM2Ω3(x0) sinh[h̄βΩ(x0)/2]
, (5.296)

lo cual indica que esta cantidad tiene dimesiones de longitud a la cuarta potencia. Luego de ex-
tremizar la Ec. (5.295) con respecto a la frecuencia Ω(x0), lo cual tiene que hacerse numéricamente,
obtenemos la aproximación a segundo orden del potencial efectivo clásico del sistema de Coulomb,
gráficado en la Fig. 5.25 para varios valores de la temperatura. Todas las curvas están por de-
bajo de las curvas de primer orden, y la diferencia entre ambas disminuye con el aumento de la
temperatura e incrementando la distancia al origen.
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Figure 5.25 Aproximación isotrópica del potencial efectivo clásico de un sistema de Coulomb

a primer (ĺıneas) y segundo (puntos) orden. Las temperaturas, en unidades atómicas y de arriba

hacia abajo, son 10−4, 10−3, 10−2, 10−1 y ∞. Comparar con la Fig. 5.9.

5.21.4 Aproximación Anisotrópica a Segundo Orden
al Problema de Coulomb

El potencial efectivo clásico a primer ordenW1(x0) fue deducido en las Ecs. (5.97) y (5.117)–(5.121).
Para hallar la aproximación a segundo orden W2(x0), sustituimos el potencial de Coulomb en la
forma dada por representación (5.290) en la Ec. (5.282), de donde obtenemos

〈

1

|x(τ1)|
[δx(τ2)]

2
T

〉r0

ΩT ,ΩL

=

√

2a2L
π

1
∫

0

dλ e
− r2

0
2a2

L

λ2
{

2a2T
(a2T − a2L)λ2 + a2L

−
2a4Tτ1τ2

λ2

[(a2T − a2L)λ2 + a2L]2

}

,

〈

1

|x(τ1)|
[δx(τ2)]

2
L

〉r0

ΩT ,ΩL

=

√

2a2L
π

1
∫

0

dλ e
− r2

0
2a2

L

λ2 a6L + a4Lτ1τ2
[r20λ

4 − a2Lλ
2]

a4L[(a2T − a2L)λ2 + a2L]
. (5.297)

Estas expresiones son un caso especial de la expresión más general del valor esperado

〈

1

|x(τ1)|
F (x(τ2))

〉r0

ΩT ,ΩL

=
1

2π2

+∞
∫

0

dσ

exp

{

− a2Lr
2
0

2[a4L − a4Lτ1τ2
+ 2a2Lσ]

}

[a4T − a4Tτ1τ2
+ 2a2Tσ]

√

a4L − a4Lτ1τ2
+ 2a2Lσ

×
∫

d3xF (x) exp

{

− (a2T +2σ)x2
T

2[a4T−a4Tτ1τ2
+2a2Tσ]

−
(a2L+2σ)(xL−r0)2+2a2Lτ1τ2

r0(xL−r0)
2[a4L−a4Lτ1τ2

+2a2Lσ]

}

, (5.298)

de donde obtenemos también

〈

1

|x(τ1)|
1

|x(τ2)|

〉r0

ΩT ,ΩL

=
2

π

+∞
∫

0

dσ1

+∞
∫

0

dσ2
1

[a2T + 2σ1][a2T + 2σ2] − a4Tτ1τ2

× 1
√

[a2L + 2σ1][a2L + 2σ2] − a4Lτ1τ2

exp

{

−
r20 [a

2
L + σ1 + σ2 − a2Lτ1τ2

]

[a2L + 2σ1][a2L + 2σ2] − a4Lτ1τ2

}

. (5.299)

De este resultado podemos calcular la aproximación a segundo orden del potencial efectivo clásico

W2(x0)=F
x0

Ω +
1

h̄β

h̄β
∫

0

dτ1 〈V x0

int (x(τ1))〉x0

Ω,c −
1

2h̄2β

h̄β
∫

0

dτ1

h̄β
∫

0

dτ2 〈V x0

int (x(τ1))V
x0

int (x(τ2))〉x0

Ω,c . (5.300)
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El resultado es

WΩT ,ΩL

2 (r0) = WΩT ,ΩL

1 (r0)

+
e2M

2h̄

√

2a2L
π

1
∫

0

dλ

{

2ΩT l
4
Tλ

2

[(a2T − a2L)λ2 + a2L]2
− ΩLl

4
L[r20λ

4 − a2Lλ
2]

a4L[(a2T − a2L)λ2 + a2L]

}

e−r20λ
2/2a2

L

− M2[2Ω3
T l

4
T + Ω3

Ll
4
L]

4h̄
− e4

2h̄2β

h̄β
∫

0

dτ1

h̄β
∫

0

dτ2

〈

1

|x(τ1)|
1

|x(τ2)|

〉r0

ΩT ,ΩL,c

, (5.301)

donde hemos usado la notación breve

l4T,L =
h̄
[

4 + h̄2β2Ω2
T,L − 4 cosh h̄βΩT,L + h̄βΩT,L sinh h̄βΩT,L

]

8βM2Ω3
T,L sinh[h̄βΩT,L/2]

, (5.302)

que es una cantidad con dimensiones de (longitud)4. Luego de extremizar las Ecs. (5.115) y (5.301)
con respecto a las frecuencias de prueba ΩT y ΩL, lo cual fue hecho numéricamente, obtenemos
la aproximación a segundo orden del potencial efectivo clásico del sistema de Coulomb mostrado
en la Fig. 5.26, para varios valores de la temperatura. Las curvas de la aproximación a segundo
orden están siempre por debajo de la aproximación a primer orden, y la diferencia entre ambas
disminuye con el aumento de la temperatura y el aumento en la distancia al origen.

5.21.5 Ĺımite de Temperatura Cero

Para corroborar nuestros resultados veamos el ĺımite T → 0 de la la expresión (5.301). Tal como
en la discusión de orden menor de la Secc. (5.4), la integral en x0 puede evaluarse con ayuda
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Figure 5.26 Aproximación isotrópica y anisotrópica al potencial efectivo clásico del sistema

de Coulomb a primer y segundo orden, la temperatura es 0.1 en unidades atómicas. La ĺınea

inferior representa el ĺımite de alta temperatura al cual tienden ambas aproximaciones, isotrópica

y anisotrópica.
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de la aproximación del punto de inflexión, la cual es exacta en este ĺımite, de tal forma que el
mı́nimo de WN (x0) en x0 nos permite hallar la n−ésima aproximación a la enerǵıa libre en T = 0

y de esta forma tenemos la n−ésima aproximación E
(0)
N a la enerǵıa del estado base E(0) del

sistema de Coulomb. En este ĺımite, los resultados debeŕıan de coincidir con los obtenidos en
el tratamiento variacional directo de la serie perturbativa de Rayleigh-Schrödinger de la Sección
3.18. Con la ayuda de este tratamiento, podemos obtener también la aproximación al siguiente
orden, ilustrando de esta forma la convergencia de la representación perturbativa variacional. Por
razones de simetŕıa, el mı́nimo del potencial efectivo clásico para todos los valores de temperatura
estará en el origen, de tal forma que podemos restringir las Ecs. (5.115) y (5.301) a ese punto.
Recordando el ĺımite de temperatura cero de las funciones de correlación de dos puntos Ec. (5.19),
y de la Ec. (3.249),

lim
β→∞

a2ττ ′(x0) =
h̄

2MΩ(x0)
exp {−Ω(x0) |τ − τ ′|} , (5.303)

deducimos inmediatamente el siguiente ĺımite para la aproximación a primer orden (5.115), donde
Ω = Ω(0)

E
(0)
1 (Ω) = lim

β→∞
WΩ

1 (0) =
3

4
h̄Ω − 2√

π

√

MΩ

h̄
e2 . (5.304)

En la expresión a segundo orden (5.301), obtener el ĺımite de temperatura cero es más tedioso.
Efectuando las integrales sobre σ1 y σ2, obtenemos la función de correlación conectada

〈

1

|x(τ1)|
1

|x(τ2)|

〉x0

Ω,c

=
1

a4τ1τ2(0)
− 2

πa4τ1τ2(0)
arctan

√

a2τ1τ2(0)

aτ1τ2(0)
− 1 − 2

πa2τ1τ2(0)
. (5.305)

Sustituyendo la Ec. (5.303), usando el valor τ1 = 0 e integrando para los tiempos imaginarios
τ = τ2 ∈ [0, h̄β], encontramos

h̄β
∫

0

dτ

〈

1

|x(τ)|
1

|x(0)|

〉x0

Ω,c

≈
β→∞

4M

h̄2βΩ

{

eh̄βΩ − 1 − h̄βΩ − h̄2β2Ω2

π
− 2

π

×






eh̄βΩ arcsin

√

1 − e−2h̄βΩ +
1

2
lnα(β) − 1

8
[lnα(β)]

2 − 1

2

1
∫

α(β)

du
lnu

1 + u

















, (5.306)

donde hemos usado la notación abreviada

α(β) =
1 −

√
1 − e−2h̄βΩ

1 +
√

1 − e−2h̄βΩ
. (5.307)

Sustituyendo estos valores en la Ec. (5.301) y luego calculando el ĺımite β → ∞ obtenemos

E
(0)
2 (Ω) = lim

β→∞
WΩ

2 (0) =
9

16
h̄Ω − 3

2
√
π

√

MΩ

h̄
e2 − 4

π

(

1 + ln 2 − π

2

)M

h̄2
e4. (5.308)

Dejando de momento la extremización de las Ecs. (5.304) y (5.308) con respecto a la frecuencia de
prueba Ω, deduzcamos primero el resultado a partir del tratamiento variacional de la representación
perturbativa ordinaria de Rayleigh-Schrödinger para la enerǵıa del estado base de la Sección 3.18.
De acuerdo a la regla del reemplazo (5.186), primero debemos calcular la enerǵıa del estado base
del potencial de Coulomb en presencia de un potencial armónico con frecuencia ω:

V (x) =
M

2
ω2x2 − e2

|x| . (5.309)
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Luego de esto, hacemos el reemplazo trivial ω →
√

Ω2 + ω2 − Ω2 y representamos la enerǵıa en
potencias de ω2−Ω2, y consideramos que esta cantidad es de orden e2, truncando con ello la serie.
Al final usamos el ĺımite ω = 0, dado que el sistema original de Coulomb no contiene un potencial
oscilatorio. El resultado de este tratamiento dará como resultado las series (5.304) y (5.308).

La representación perturbativa de Rayleigh-Schrödinger de la enerǵıa del estado base E
(0)
N (ω)

(5.309), de la Sección 3.18, requiere del conocimiento de los elementos de matriz del potencial de
Coulomb (5.288) en términos de las funciones propias del oscilador armónico de frecuencia ω:

Vn,l,m;n′,l′,m′ =

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

dϑ sinϑ

∞
∫

0

dr r2 ψ∗
n,l,m(r, ϑ, ϕ)

−e2
r
ψn′,l′,m′(r, ϑ, ϕ), (5.310)

donde [ver las Ecs. (9.67), (9.68) y (9.53)]

ψn,l,m(r, ϑ, ϕ) =

√

2n!

Γ(n+ l + 3/2)
4

√

Mω

h̄

(

Mω

h̄
r2
)(l+1)/2

×Ll+1/2
n

(

Mω

h̄
r2
)

exp

{

−Mω

2h̄
r2
}

Yl,m(ϑ, ϕ) . (5.311)

En estas expresiones n representa el número cuántico radial, Lα
n(x) son los polinomios de Laguerre

y Yl,m(ϑ, ϕ) son los armónicos esféricos que obedecen la relación de ortonormalización

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

dϑ sinϑY ∗
l,m(ϑ, ϕ)Yl′,m′(ϑ, ϕ) = δl,l′δm,m′ . (5.312)

Sustituyendo la Ec. (5.311) en la Ec. (5.310), y evaluando las integrales encontramos

Vn,l,m;n′,l′,m′ = −e2
√

Mω

πh̄

Γ(l + 1)Γ(n+ 1/2)

Γ(l + 3/2)

√

Γ(n′ + l + 3/2)

n!n′!Γ(n+ l + 3/2)

× 3F2

(

−n′, l + 1,
1

2
; l +

3

2
,
1

2
− n; 1

)

δl,l′ δm,m′ , (5.313)

donde la serie hipergeométrica generalizada es [comparar con la Ec. (1.453)]

3F2(α1, α2, α3;β1, β2;x) =

∞
∑

k=0

(α1)k(α2)k(α3)k
(β1)k(β2)k

xk

k!
(5.314)

y donde (α)k = Γ(α + k)/Γ(α) es el śımbolo de Pochhammer. Ahora, estos elementos de matriz
los sustituimos en la representación perturbativa de Rayleigh-Schrödinger de la enerǵıa del estado
base

E(0)(ω) = E0,0,0 + V0,0,0;0,0,0 +
∑

n,l,m

′V0,0,0;n,l,mVn,l,m;0,0,0

E0,0,0 − En,l,m

−
∑

n,l,m

′V0,0,0;0,0,0
V0,0,0;n,l,mVn,l,m;0,0,0

[E0,0,0 − En,l,m]2

+
∑

n,l,m

′
∑

n′,l′,m′

′V0,0,0;n,l,mVn,l,m;n′,l′,m′Vn′,l′,m′;0,0,0

[E0,0,0 − En,l,m] [E0,0,0 − En′,l′,m′ ]
+ . . . , (5.315)

los denominadores contienen los valores propios del oscilador armónico

En,l,m = h̄ω

(

2n+ l +
3

2

)

. (5.316)
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Figure 5.27 Aproximación variacional sucesiva de primer, segundo y tercer orden a la enerǵıa

exacta -0.5 del estado base, en unidades atómicas.

Las sumas primadas en la Ec. (5.315) son para todos los valores de los número cuánticos
n, l = −∞, . . . ,+∞ y m = −l, . . . ,+l, excluyendo aquellos valores para los cuales se anula el de-
nominador. De las Ecs. (5.313)–(5.316) obtenemos la aproximación para los primeros tres términos

E(0)(ω) =
3

2
h̄ω − 2√

π

√

Mω

h̄
e2 − 4

π

(

1 + ln 2 − π

2

)M

h̄2
e4 − c

√

M3

h̄7ω
e6 + . . . , (5.317)

donde tenemos la constante

c =
1

π3/2

{ ∞
∑

n=1

1 · 3 · · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · 2n
1

n2 (n+ 1/2)
−

∞
∑

n=1

∞
∑

n′=1

1 · 3 · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · 2n

× 1 · 3 · · · (2n′ − 1)

2 · 4 · · · 2n′
3F2

(

−n′, l+ 1, 12 ; l + 3
2 ,

1
2 − n; 1

)

nn′ (n+ 1/2)

}

≈ 0.031801 . (5.318)

Dado que estamos interesados únicamente en las enerǵıas de un sistema de Coulomb puro, para el
cual ω = 0, el proceso variacional descrito luego de la Ec. (5.309) es muy simple: lo que tenemos
que hacer es reemplazar ω por

√
Ω2 − Ω2 y luego desarrollar en serie en términos del segundo

término Ω2, considerando al mismo tiempo Ω2 como una cantidad de orden e2. El primer término
en la Ec. (5.317) que es proporcional a Ω contribuye con un factor (1− 1)1/2, mismo que volvemos
a representar en su serie de potencias en términos del segundo ”1”, y a tercer orden tenemos
1 − 1

2 − 1
8 − 1

16 = 5
16 . Por lo tanto, el término 3ω/2 en la Ec. (5.317) será igual 15/32ω. De forma

idéntica, el factor ω1/2 en el segundo término de la enerǵıa (5.317) tendrá la forma Ω1/2(1−1)1/4, el
cual se puede representar a segundo orden en el segundo ”1”, i.e., en la forma Ω1/4(1− 1

4− 3
32 ) = 21

32 .
El siguiente término en la Ec. (5.317) es independiente de ω y no necesita una nueva representación
en serie, mientras que el último término permanece invariable ya que es de orden superior a e2.
De esta forma, de la Ec. (5.317) obtenemos la siguiente representación perturbativa variacional a
tercer orden

E
(0)
3 (Ω) =

15

32
h̄Ω − 21

16
√
π

√

MΩ

h̄
e2 − 4

π

(

1 + ln 2 − π

2

) M

h̄2
e4 − c

√

M3

h̄7Ω
e6 . (5.319)

Extremizando sucesivamente las Ecs. (5.304), (5.308) y (5.317) con respecto a la función de prueba
Ω, encontramos los valores óptimos a orden 1, 2 y 3

Ω1 = Ω2 =
16

9π

Me4

h̄3
, Ω3 = c′

Me4

h̄3
, (5.320)

donde c′ ≈ 0.52621. Las aproximaciones correspondientes a la enerǵıa del estado base son

E
(0)
N (ΩN ) = −γN

Me4

h̄2
, (5.321)



558 5 Teoŕıa de Perturbación Variacional

donde las constantes son

γ1 =
4

3π
≈ 0.42441 , γ2 =

5 + 4 ln 2

π
− 2 ≈ 0.47409 , γ3 ≈ 0.49012 , (5.322)

mismas que se aproximan exponencialmente al valor exacto γ = 0.5, como se muestra en la Fig. 5.27.

5.22 Polarones

Un problema importante en el desarrollo de los métodos variacionales para la
solución aproximada de las integrales de trayectoria lo ha sido el polarón [34]. Los
polarones aparecen cuando los electrones viajan a través de cristales ionicos pro-
duciendo una deformación electrostática en su vecindad. Si Pi(x, t) representa la
densidad de polarización eléctrica, originada por el desplazamiento de los iones po-
sitivos en contra de los iones negativos, un electrón verá la siguiente distribución de
carga iónica local

ρi(x, t) = ∇ ·Pi(x, t), (5.323)

la cual da origen a un potencial eléctrico que cumple la relación

∇
2A0(x, t) = 4π∇ ·Pi(x, t). (5.324)

La transformada de Fourier de esta expresión,

A0
k(t) ≡

∫ ∞

−∞
d3xA0(x, t)e−ikp, (5.325)

y la de Pi(x, t),

Pi
k(t) =

∫ ∞

−∞
d3xPi(x, t)e−ikx, (5.326)

están relacionadas mediante la expresión

A0
k(t) = − 4π

k2
ik ·Pi

k(t). (5.327)

Los únicos fonones que contribuyen a la polarización son aquellos que cumplen con la
relación Pi

k(t) ∝ k, los cuales provienen de la densidad de fluctuaciones. Aśı, debido
a estos fonones, un electrón que está en x(t) experimenta un potencial eléctrico

A0(x, t) = −
∑

k

A0
k(t)

eikx√
V

= i
∑

k

4π

|k|Pk(τ)
eikx√
V
. (5.328)

En el régimen de los fonones ópticos, cada componente de Fourier oscila aproxi-
madamente con una misma frecuencia ω, la frecuencia de los fonones ópticos longi-
tudinales. Por lo tanto, el Lagrangiano para Pi

k(t) es

L(t) =
1

2µ

∑

k

[

Ṗi
−k(t)Ṗ

i
k(t)− ω2Pi

−k(t)P
i
k(t)

]

, (5.329)
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donde µ es la constante del material y Pi
−k(t) = Pi

k

∗
(t), debido a que la polarización

es un campo real. Todo esto puede expresarse en términos de propiedades medibles
del cristal. Para ello notemos que la interacción del campo de polarización con la
distribución de carga total ρ(x, t) estará descrita por el Lagrangiano

Lint(t) = −
∫

d3x ρ(x, t)V (x, t). (5.330)

Sustituyendo ahora la Ec. (5.325) e integrando por partes tenemos

Lint(t) = 4π
∫

d3x
1

∇
2 ∇ρ(x, t) ·Pi(x′, t). (5.331)

De la ley de Gauss ∇ · D(x, t) = 4πρ(x, t) identificamos el factor Pi(x, t) con el
campo de desplazamiento eléctrico total, y tenemos

Lint(t) = 4π
∫

d3x D(x, t) ·Pi(x, t). (5.332)

Utilizando la Ec. (5.329) llegamos a la ecuación de movimiento

1

µ

[

P̈i
k(t) + ω2Pi

k(t)
]

= Dk(t). (5.333)

Analizando las componentes temporales de Fourier del vector de polarización Pi
ω′,k,

encontramos la relación

1

µ

(

ω2 − ω′2
)

Pi
ω′,k = Dω′,k. (5.334)

Para deformaciones muy lentas, tenemos

ω2

µ
Pi
ω′,k ≈ D0,k. (5.335)

Utilizando la relación general

Dω′,k = Eω′,k + 4πPω′,k, (5.336)

donde 4πPω′,k contiene ambas polarizaciones, la iónica y la electrónica, obtenemos

4πPω′,k =
(

1− 1

ǫω′

)

Dω′,k, (5.337)

donde ǫω′ es la constante dieléctrica para la frecuencia ω′. Para una electrón que se
mueve lentamente, las deformaciones de la red le representan pequeñas oscilaciones,
por lo cual podemos escribir la siguiente ecuación dependiente del tiempo para la
polarización

4πPk(t) ≈
(

1− 1

ǫ0

)

Dk(t). (5.338)
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Comparando con la Ec. (5.335) podemos determinar el parámetro µ. Sin embargo,
antes debemos restar de la Ec. (5.338) la contribución de los electrones. Estos
cumplen aproximadamente con la siguiente ecuación dependiente del tiempo

4πPel
k(t) ≈

(

1− 1

ǫ∞

)

Dk(t), (5.339)

donde ǫ∞ es la constante dieléctrica de alta frecuencia, para la cual los electrones
siguen las oscilaciones del campo. Por lo tanto, la polarización puramente iónica
está dada por

4πPi
k(t) ≈

(

1

ǫ∞
− 1

ǫ0

)

Dk(t). (5.340)

Comparando con la Ec. (5.334) obtenemos

µ ≈ ω2

4π

(

1

ǫ∞
− 1

ǫ0

)

. (5.341)

5.22.1 Función de Partición

La función de partición del sistema combinado de un electrón y la polarización
oscilante, puede ser descrita por la integral de trayectoria de tiempo imaginario

Z =
∫

D3x
∏

k

∫

D3Pk exp

(

− 1

h̄

∫ h̄β

0
dτ

{

M

2
ẋ2(τ)

+
∑

k

1

2µ

[

Ṗi
−k(t)Ṗ

i
k(t)− ω2Pi

−k(t)P
i
k(t)

]

+ ie
∑

k

4π

|k|Pk(τ)
eikx(τ)√

V

} )

, (5.342)

donde V es el volumen del sistema. Para las componentes de Fourier Pk(τ), la
integral de trayectoria es Gaussiana. Por lo tanto, con ayuda de las reglas de la
Subsección 3.8.2 podemos integrar estas componentes. Para la función de correlación
de la polarización, utilizaremos la representación de la función de Green (3.251) dada
por la suma de repeticiones periódicas de la función de Green de temperatura cero

〈Pk(τ)P−k(τ)〉 =
h̄

2ω

∞
∑

n=−∞
e−ω|τ−τ

′+nh̄β|. (5.343)

En forma abreviada
∞
∑

n=−∞
e−ω|τ−τ

′+nh̄β| ≡ e−ω|τ−τ
′|

per =
1

2ω

(

e−ω|τ−τ
′| − e−ω(h̄β−|τ−τ ′|)

) 1

1− e−h̄βω
, (5.344)

el término del lado derecho será válido para el caso h̄β > τ, τ ′ > 0, de donde
encontramos

Z =
∫

D3x exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
M

2
ẋ2(τ)

+
µ

2h̄2
4πe2

h̄

2ω

1

V

∑

k

4π

k2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′eik[x(τ)−x(τ ′)]e−ω|τ−τ

′|
per

}

. (5.345)
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Para realizar la suma sobre los vectores de onda k utilizamos la fórmula

1

V

∑

k

4π

k2
eikx =

1

|x| , (5.346)

de donde obtenemos la siguiente integral de trayectoria

Z=
∫

D3x exp

{

−1

h̄

[

∫ h̄β

0
dτ
M

2
ẋ2(τ)− a

2
√
2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

e−ω|τ−τ
′|

per

|x(τ)−x(τ ′)|

]}

, (5.347)

donde

a ≡ µ

h̄
4πe2

h̄

2ω

√
2. (5.348)

El factor
√
2 tiene una convención histórica. Con esta convención, utilizamos la

longitud de escala caracteŕıstica (9.73) asociada con la masa M y la frecuencia ω:

λω ≡
√

h̄

Mω
. (5.349)

Esta longitud de escala aparece en las funciones de onda del oscilador armónico,
Ec. (9.73). Utilizando esta longitud introducimos la constante de acoplamiento sin
dimensiones α, definida por

α ≡ 1√
2

(

1

ǫω
− 1

ǫ0

)

e2

h̄ωλω
. (5.350)

Un valor t́ıpico de α es 5, para el caso del cloruro de sodio. Para diferentes
cristales este valor vaŕıa entre 1 y 20, por lo cual se requiere de un tratamiento
de acoplamiento fuerte. En términos de α, tenemos

a = h̄ω2λωα. (5.351)

La expresión (5.347) es la famosa integral de trayectoria del problema del polarón
propuesta por Feynman en 1955 [20] y resuelta, en forma aproximada, mediante
teoŕıa de perturbación variacional.

A fin de que nuestro resultado sea aplicable al cálculo posterior de la densidad
de part́ıculas en un potencial externo, descomponemos las trayectorias en una serie
de Fourier con extremos fijos x(β) ≡ xb = xa:

x(τ) = xa +
∞
∑

n=1

xn sin νnτ, νn ≡ nπ/h̄β. (5.352)

Entonces, la integral de trayectoria será el ĺımite N → ∞ del producto de las
integrales

∫

D3x ≡
∫ d2xa
√

2πh̄2β/M
3

∞
∏

n=1







∫ d3xn
√

4π/Mν2nβ
3





 . (5.353)
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Para ver que la norma es correcta, consideremos el caso de la part́ıcula libre, para
la cual la acción es

A0 =
1

2

∞
∑

n=1

A0
nx

2
n, donde A0

n ≡ M

2
h̄β ν2n. (5.354)

Las componentes de Fourier xn pueden integrarse, de donde hallamos la integral
final

Z =
∫

d2xa
√

2πh̄2β/M
3 , (5.355)

que resulta ser exactamente la función de partición de una part́ıcula libre [comparar
con la expresión unidimensional (3.811)].

Los puntos xb = xa no aparecen en el integrando de la Ec. (5.347), lo cual es
una manifestación de la invarianza traslacional. Por lo tanto, la integral sobre los
puntos extremos da como resultado el volumen total V . Es decir, hallamos que la
integral de trayectoria con extremos fijos da origen a la densidad de part́ıculas.

5.22.2 Sistema de Prueba Armónico

El sistema de prueba armónico utilizado por Feynman como punto de partida de su
tratamiento variacional tiene la siguiente funcional generatriz

ZΩ,C[ j ] =
∫

D3x exp

{

− 1

h̄

∫ h̄β

0
dτ

[

M

2
ẋ2(τ)− j(τ)x(τ)

]

− C

2

M

h̄

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ [x(τ)− x(τ ′)]

2
e−Ω|τ−τ ′|
per

}

. (5.356)

La corriente externa se descompone en términos de sus componentes de Fourier,
como se hizo con la trayectoria x(τ) en la Ec. (5.352). Para conservar la invarianza
traslacional, suponemos que la corriente se anula en los puntos extremos: ja = 0.
Luego, los primeros dos términos en la acción (5.356) son

A[ j ] =
1

2

∞
∑

n=1

(

A0
nx

2
n − β jnxn

)

. (5.357)

La descomposición de Fourier de la doble integral (5.356) será

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

[ ∞
∑

n=1

(sin νnτ − sin νnτ
′)xn

]2

e−Ω|τ−τ ′|
per . (5.358)

Con ayuda de identidades geométricas y el cambio a las variables σ = (τ + τ ′)/2 y
∆τ = (τ − τ ′)/2, obtenemos

2
∫ h̄β

0
dσ
∫ 2h̄β

0
d∆τ

[ ∞
∑

n=1

cos νnσ sin(νn∆τ/2)xn

]2

e−Ω|∆τ |
per . (5.359)
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Integrando para σ, encontramos

h̄β
∫ 2h̄β

0
d∆τ

∞
∑

n=1

sin2(νn∆τ/2)x
2
n e

−Ω|∆τ |
per , (5.360)

luego de realizar la integral en δτ , obtenemos el siguiente resultado para la integral
(5.358)

h̄β

2

(

1− e−2h̄βΩ
)

(

1 + 2
∞
∑

n′=1

e−n
′h̄βΩ

) ∞
∑

n=1

x2
n

ν2n
ν2n + Ω2

. (5.361)

De esto, el término de interacción en la Ec. (5.356) será

−CβMβ

4Ω

∞
∑

n=1

x2
n

ν2n
ν2n + Ω2

, Cβ ≡ C
(

1− e−2h̄βΩ
)

coth
h̄βΩ

2
. (5.362)

Con lo cual, A0
n en la Ec. (5.357) será

An ≡ Mh̄βν2n
2

(

1 +
Cβ
Ω

1

ν2n + Ω2

)

= A0
n

(

1 +
Cβ
Ω

1

ν2n + Ω2

)

. (5.363)

Entonces, la función de partición de prueba sin fuente externa será aproximadamente
igual a

ZΩ,C ≡
T≈0

∫

D3x
∫ d2xa
√

2πh̄2β/M
3

∞
∏

n=1

√

A0
n

An

3

. (5.364)

El producto puede calcularse como sigue:

∞
∏

n=1

√

A0
n

An

3

=
∞
∏

n=1

√

1 +
Cβ
Ω

1

ν2n + Ω2

−3

= e−βF
Ω,C

, (5.365)

de donde hallamos la enerǵıa libre aproximada

FΩ,C =
T≈0

1

β

∞
∑

n=1

log
ν2n + Γ2

β

ν2n + Ω2
, (5.366)

donde hemos introducido la función dependiente de la frecuencia de prueba Ω:

Γ2
β(Ω) ≡ Ω2 + Cβ/Ω. (5.367)

Por lo que, con ayuda de la fórmula (2.173) encontramos

FΩ,C =
3

2β
log

sinh h̄βΓβ
sinh h̄βΩ

. (5.368)
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Por simplicidad, de ahora en adelante consideraremos sólo el régimen de baja tem-
peratura donde Cβ− > C, Γβ → Ω2 + C/Ω, y la enerǵıa libre (5.368) será aproxi-
madamente

FΩ,C =
T≈0

3h̄

2
(Γ− Ω) ≡ EΩ,C

0 . (5.369)

El término del lado derecho es la enerǵıa del estado base del sistema armónico de
prueba (5.356).

En la aproximación variacional de Feynman, la enerǵıa del estado base del po-
larón es menor que la enerǵıa dada por el mı́nimo de la expresión [comparar con las
Ecs. (5.18), (5.32) y (5.45)]

E0 ≤ EΩ,C
0 +∆EΩ,C

int −∆EΩ,C
int,harm, (5.370)

donde los dos términos adicionales son los ĺımites β → ∞ de los valores esperados
armónicos

∆EΩ,C
int = − 1

h̄β
〈Aint〉Ω,C ≡ 1

h̄β

〈

− a

2
√
2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

e−ω|τ−τ
′|

|x(τ)− x(τ ′)|

〉Ω,C

, (5.371)

y

∆EΩ,C
int,harm = − 1

h̄β
〈Aint,harm〉Ω,C≡

1

h̄β

〈

C

2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ [x(τ)−x(τ ′)]

2
e−Ω|τ−τ ′|

〉Ω,C

.

(5.372)
Para hallar de manera simple el primer valor esperado utilizamos la descomposición
de Fourier (5.345), donde debemos de hallar el valor esperado

〈

eik[x(τ)−x(τ ′)]
〉Ω,C

. (5.373)

En la integral de prueba (5.356), la exponencial corresponde a la fuente

j(τ ′′) = h̄k
[

δ(3)(τ − τ ′′)− δ(3)(τ ′ − τ ′′)
]

, (5.374)

en términos de la cual la Ec. (5.373) será

〈

ei
∫

dτ j(τ)x(τ)/h̄
〉Ω,C

. (5.375)

Introduciendo la función de correlación

〈xi(τ)xj(τ ′)〉Ω,C ≡ δijG
Ω,Γ(τ, τ ′), (5.376)

y utilizando la regla de Wick (3.309) para trayectorias con fluctuaciones armónicas,
el valor esperado (5.375) es igual a

〈

ei
∫

dτ j(τ)x(τ)/h̄
〉Ω,C

= exp

{

− 1

2h̄2

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′ j(τ)GΩ,Γ(τ, τ ′) j(τ ′)

}

. (5.377)
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Sustituyendo aqúı la fuente especial (5.373), obtenemos

〈

eik[x(τ)−x(τ ′)]
〉Ω,C

= IΩ,C(k, τ, τ ′) ≡ exp
[

k2 ḠΩ,Γ(τ, τ ′)
]

, (5.378)

donde la exponencial contiene la función de Green substraida

ḠΩ,Γ(τ, τ ′) ≡ GΩ,Γ(τ, τ ′)−1

2
GΩ,Γ(τ, τ)−1

2
GΩ,Γ(τ ′, τ ′). (5.379)

La función de Green GΩ,Γ(τ, τ ′), tiene la siguiente serie de Fourier

GΩ,Γ(τ, τ ′) = h̄
∞
∑

n=1

sin νnτ sin νnτ
′

2An/h̄β
=

h̄

M

∞
∑

n=1

ν2n + Ω2

ν2n(ν
2
n + Γ2

β)
sin νnτ sin νnτ

′. (5.380)

Esta función es solución de la ecuación de Euler–Lagrange que extremiza la acción
(5.356), con fuente j(τ) =MÆ(τ − τ ′):

{

−∂2τ + 2C
∫ h̄β

0
dτ ′ [xi(τ)− xi(τ

′)] e−Ω|τ−τ ′|
per

}

GΩ,Γ(τ, τ ′) = δ(τ − τ ′). (5.381)

Usando la descomposición

ν2n + Ω2

ν2n(ν
2
n + Γ2

β)
=

Ω2

Γ2
β

× 1

ν2n
+

Γ2
β − Ω2

Γ2
β

× 1

ν2n + Γ2
β

, (5.382)

obtenemos una combinación de las funciones de Green ordinarias, funciones que
son solución del operador de la ecuación diferencial de segundo orden (3.239), pero
con condiciones de frontera de Dirichlet. Para tales funciones de Green, la suma
espectral sobre n, para tiempos reales, se calculó en la Sección 3.4 [ver las Ecs. (3.36)
y (3.145)]. Ahora, el resultado para tiempo imaginario es

Gω2(τ, τ ′) =
∞
∑

n=1

sin νnτ sin νnτ
′

ν2n + ω2
=

sinhω(h̄β − τ) sinhωτ ′

ω sinhωh̄β
, for τ > τ ′ > 0. (5.383)

En el ĺımite de baja temperatura, tendremos

Gω2(τ, τ ′) =
1

2ω

(

e−ω(τ−τ
′) − e−ω(τ+τ

′)
)

, for τ > τ ′ > 0, (5.384)

de tal forma que

ḠΓ2(τ, τ ′) =
1

2Γ

(

e−Γ(τ−τ ′) − 1− e−Γ(τ+τ ′) +
1

2
e−2Γτ +

1

2
e−2Γτ ′

)

, for τ > τ ′ > 0.

(5.385)
En el ĺımite Γ → 0, tendremos −1

2
|τ − τ ′|. Por lo tanto, a temperatura cero obte-

nemos la función de Green

ḠΩ,Γ(τ, τ ′) =
T=0

h̄

2M

[

Ω2

Γ2
Ḡ0(τ, τ

′) +
Γ2 − Ω2

Γ2
Ḡ0(τ, τ

′)

]

(5.386)

= − h̄

2M

{

Ω2

Γ2
|τ−τ ′| + Γ2−Ω2

Γ3

(

1− e−Γ|τ−τ ′| + e−Γ(τ+τ ′) − 1

2
e−2Γτ − 1

2
e−2Γτ ′

)

}

,
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misma que ha de ser sustituida en la Ec. (5.378), a fin de obtener el valor esperado
〈

eik[x(τ)−x(τ ′)]
〉

. Podemos evitar los últimos tres términos cambiando el intervalo

temporal en consideración, aśı los limites de la serie de Fourier (5.352) cambiarán
de (0, h̄β) a (−h̄β/2, h̄β/2), los cuales cambian la función de Green (5.387) a la
forma

Gω2(τ, τ ′) =
∞
∑

n=1

sin νn(τ + h̄β/2) sin νn(τ
′ + h̄β/2)

ν2n + ω2

=
sinhω(h̄β/2− τ) sinhω(τ ′ + h̄β/2)

ω sinhωh̄β
, para τ > τ ′ > 0. (5.387)

Hemos visto en la Sección 3.20 que este cambio es importante cuando se discute
el ĺımite T → 0, lo cual mostraremos a continuación. Con los ĺımites simétricos de
integración, la función de Green (5.384) pierde su último término [comparemos con
la Ec. (3.147), para el caso de tiempos reales] de donde la Ec. (5.386) se convierte
en

ḠΩ,Γ(τ, τ ′) ≈
T=0

− h̄

2M

{

Ω2

Γ2
|τ − τ ′|+ Γ2 − Ω2

Γ3

(

1− e−Γ|τ−τ ′|
)

}

. (5.388)

Para todo valor de la temperatura, tenemos una expresión complicada para τ > τ ′:

ḠΩ,Γ(τ, τ ′) = − h̄

2M

{

Ω2

Γ2
β

[

τ − τ ′ − 1

h̄β
(τ − τ ′)

2

]

(5.389)

− Γ2
β − Ω2

Γ2
β sinh h̄βΓβ

[sinh Γβ(h̄β/2−τ) sinh Γβ(τ ′ + h̄β/2)−(τ ′ → τ)−(τ → τ ′)

]}

.

Con ayuda de la integral de Fourier (5.346), de esta expresión encontramos el valor
esperado para la interacción en la Ec. (5.347):
〈

1

|x(τ)− x(τ ′)|

〉

=
∫ d3k

(2π)3
4π

k2

〈

eik[x(τ)−x(τ ′)]
〉

=
∫ d3k

(2π)3
4π

k2
IΩ,C(k, τ, τ ′). (5.390)

Para el caso de temperatura cero, obtenemos de manera inmediata el valor esperado
de la interacción en la Ec. (5.347):

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

〈

e−ω|τ−τ
′|

|x(τ)− x(τ ′)|

〉

≈ 2h̄β
∫ h̄β/2

0
d∆τ e−ω∆τ

∫

d3k

(2π)3
4π

k2
ek

2ḠΩ,Γ(∆τ,0)

≈ 4
h̄β√
2πωλω

∫ ∞

0
d∆τ

e−ω∆τ
√

−2ḠΩ,Γ(∆τ, 0)
. (5.391)

Por otra parte, el valor esperado de la interacción armónica de prueba de la
Ec. (5.356) se puede encontrar en forma simple de la función de correlación (5.376)
[o de forma equivalente de la segunda derivada con respecto a los momenta de
IΩ,C(k, τ, τ ′)]:

〈

[x(τ)− x(τ ′)]
2
〉Ω,C

= −6ḠΩ,Γ(τ, τ ′). (5.392)
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A bajas temperaturas, tenemos la integral

CM

2h̄

∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′

〈

[x(τ)− x(τ ′)]
2
〉Ω,C

e−Ω|τ−τ ′|
per =

T=0
h̄β

3C

4ΩΓ
. (5.393)

Este valor esperado contribuye a la enerǵıa del estado base con un término de la
forma

∆EΩ,C
int, var =

3h̄C

4ΩΓ
. (5.394)

Notemos que este término puede deducirse de la derivada de la enerǵıa del estado
base (5.368), en la forma C∂CE

Ω,C
0 . Luego, del producto de −a/2

√
2 por el resultado

hallado en la Ec. (5.391) obtenemos que la desigualdad (5.370) para la enerǵıa del
estado base será

E0 ≤
3h̄

4Γ
(Γ− Ω)2 − h̄ω

αω√
πω

∫ ∞

0
d∆τ

e−ω∆τ
√

−2ḠΩ,Γ(∆τ, 0)
. (5.395)

Esto se tiene que minimizar con respecto a Ω y C, o de manera equivalente, con
respecto a Ω y Γ. Considerando el ĺımite de baja temperatura, hemos llevado el
ĺımite superior de la integral al infinito (generalmente, la frecuencia ω corresponde
a temperaturas del orden de 1000 K).

Para valores pequeños de α, los parámetros óptimos de Ω y Γ difieren por
términos de orden ĺıneal en α. Por lo tanto, podemos usar la serie de la inte-
gral (5.395) y encontramos que el mı́nimo, en unidades naturales h̄ = ω = 1, está en
Ω = 3 y Γ = 3[1 + 2α(1− P )/3Γ, donde P = 2[(1− Γ)1/2 − 1]. De esto, obtenemos
el siguiente ĺımite superior

E0 ≤ −α− α2

81
+ . . . ≈ −α − 0.0123α2 + . . . . (5.396)

El cual coincide muy bien con el siguiente resultado, hallado en una aproximación
perturbativa [21]

Eex
w = −α− 0.0159196220α2 − 0.000806070048α3 −O(α4). (5.397)

El segundo término tiene el siguiente valor exacto
[

1√
2
− log

(

1 + 3
√
2/4

)

]

α2. (5.398)

En la región de acoplamiento fuerte, los parámetros que dan el mejor ajuste son
Ω = 1, Γ = 4α2/9π − [4(log 2 + γ/2)− 1], donde γ ≈ 0.5773156649 es la constante
de Euler-Mascheroni (2.469). Con estos valores, obtenemos el siguiente valor para
el ĺımite superior

E0 ≤ −α
2

3π
− 3

(

1

4
+ log 2

)

+O(α−2) ≈ −0.1061α− 2.8294 +O(α−2). (5.399)

Este resultado coincide muy bien con la representación de acoplamiento fuerte [23].

Eex
s = −0.108513α2 − 2.836− O(α−2). (5.400)

En la Tabla 5.12 se muestran los resultados numéricos de los parámetros varia-
cionales y la enerǵıa.
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Table 5.12 Resultados numéricos de los parámetros variacionales y la enerǵıa.

α Γ Ω E0 ∆E
(2)
0 Etot corrección

1 3.110 2.871 -1.01 -0.0035 -1.02 0.35%
3 3.421 2.560 -3.13 -0.031 -3.16 1.0%
5 4.034 2.140 -5.44 -0.083 -5.52 1.5%
7 5.810 1.604 -8.11 -0.13 -8.24 1.6%
9 9.850 1.282 -11.5 -0.17 -11.7 1.4%
11 15.41 1.162 -15.7 -0.22 -15.9 1.4%
15 30.08 1.076 -26.7 -0.39 -27.1 1.5%

5.22.3 Masa Efectiva

Realizando un cambio en la velocidad de la integral de trayectoria (5.347), Feynman
pudo calcular la masa efectiva del polarón. Su resultado es

M eff =M



1 +
α

3

ω√
πω

Γ2
∫ ∞

0
d∆τ

(∆τ)2e−ω∆τ
√

−2ḠΩ,Γ(∆τ, 0)



 . (5.401)

En términos del acoplamiento débil, la masa efectiva reducida m ≡M eff/M tiene la
siguiente representación como una serie de potencias

mw = 1 +
α

6
+ 2.469136× 10−2α2 + 3.566719× 10−3α3 + . . . (5.402)

y para el caso de acoplamiento fuerte se comporta en la forma

ms ≈ 16

81π2
α4− 4

3π
(1 + log 4)α2+ 11.85579 + . . .

≈ 0.020141α4− 1.012775α2+ 11.85579 + . . . . (5.403)

Mientras, que la representaciones exactas son [31]

mex
w = 1 +

α

6
+ 2.362763× 10−2α2 +O(α4), (5.404)

mex
s = 0.0227019α4 +O(α2). (5.405)

5.22.4 Corrección a Segundo Orden

Con un poco de esfuerzo, la contribución variacional a segundo orden ha sido cal-
culada a temperatura cero en la Ref. [32]. La contribución a la enerǵıa del estado
base en esta corrección es

∆E
(2)
0 = − 1

2h̄β

1

h̄2

〈

(Aint −Aint,harm)
2
〉Ω,C

c
. (5.406)
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Donde se han usado las definiciones de las interacciones dadas en las Ecs. (5.371) y
(5.372). En esas ecuaciones tenemos tres términos

∆E
(2,1)
0 = − 1

2h̄β

1

h̄2

{

〈

A2
int

〉Ω,C −
[

〈Aint〉Ω,C
]2
}

, (5.407)

∆E
(2,2)
0 = 2

1

2h̄β

1

h̄2

{

〈AintAint,harm〉Ω,C − 〈Aint〉Ω,C 〈Aint,harm〉Ω,C
}

, (5.408)

y

∆E
(2,3)
0 = − 1

2h̄β

1

h̄2

{

〈

A2
int,harm

〉Ω,C −
[

〈Aint,harm〉Ω,C
]2
}

. (5.409)

Donde el segundo término puede escribirse en la forma

∆E
(2,2)
0 = − 1

2h̄β

1

h̄2

{

−2C∂C 〈Aint〉Ω,C
}

, (5.410)

mientras que el tercer término será

∆E
(2,3)
0 = − 1

2h̄β

1

h̄2

{

{1− C∂C ] 〈Aint,harm〉Ω,C
}

. (5.411)

La expresión final es muy complicada y será dada en el Apéndice 5C. La corrección
a segundo orden nos permite hallar el segundo término (5.398), hallado previamente
en teoŕıa de perturbación. En el ĺımite de acoplamiento fuerte, encontramos que el
término principal de la Ec. (5.399), −α2/3π ≈ −0.1061, tiene ahora la forma

− 1

4π
− 2

π

∞
∑

n=1

(2n)!

24n(n!)2n(2n+ 1)
=

−17+64 arcsin(

√
2−

√
3

2
)−32 log(4

√
2−

√
3

2
)

4 π
, (5.412)

el cual es aproximadamente igual a −0.1078. Las correcciones se muestran
numéricamente en la anterior Tabla 5.12.

5.22.5 Polarones en un Campo Magnético, Bipolarones,
Pequeños Polarones, Excitones Polarónicos y Más.

La solución de Feynman al problema del polarón ha motivado una gran cantidad
de investigación sobre este tema [34]. Hay muchos trabajos publicados sobre el
caso del polarón en un campo magnético. En particular, hubo mucha discusión
sobre sobre la válidez de la desigualdad de Jensen-Peierls (5.10) en presencia de un
campo magnético, hasta que en 1985 Larsen mostró que para campos magnéticos
suficientemente intensos, la enerǵıa variacional está por debajo de la enerǵıa exacta.
En base a este resultado la aproximación de Feynman fue cuestionada. Devreese
y colaboradores resolvieron el problema, determinando el rango variacional de los
parámetros para los cuales la desigualdad sigue siendo válida.
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De la teoŕıa de perturbación variacional de orden superior desarrollada en este
caṕıtulo encontramos que, la desigualdad no es un obstáculo a nuestros procedi-
mientos variacionales. La optimización introducida en la Sección 5.13, para las
aproximaciones pares e impares, no requiere de la desigualdad. Hemos visto que a
orden superior, la aproximación convergerá en forma exponencial al resultado exacto.
La desigualdad es útil sólo en la aproximación variacional original de Feynman de
orden menor, donde es importante saber la magnitud del error. A orden superior, la
importancia de esta información disminuye rápidamente ya que la convergencia de
la aproximación nos permite estimar el valor ĺımite en forma cuantitativa, mientras
que la desigualdad nos permite estimar la magnitud del error, el cual a menudo es
muy grande en la aproximación variacional de orden menor, el sistema de Coulomb
es un ejemplo de ello.

Hay un intéres considerable en el estado base de los dos polarones, llamados
bipolarones. Tales sistemas han ganado popularidad desde el descubrimiento de la
superconductividad de alta temperatura.3

5.22.6 Interpolación Variacional de la Enerǵıa y Masa
del Polarón

Apliquemos el método de interpolación variacional desarrollado en la Sección 5.18
al polarón. Para ello en las series de acoplamiento débil (5.397) y (5.404) utilizamos
algunos coeficientes extra, de tal forma que las curvas ajusten con las series de
acoplamiento fuerte (5.400) y (5.405). Es conveniente iniciar la serie en el término
α0 eliminando de E el factor general −α, y trabajamos con la cantidad −Eex

w /α.
Luego, de la Ec. (5.400) vemos que la potencia del término importante en la serie de
acoplamiento fuerte requiere usar p = 1, q = 1. El conocimiento de b0 y b1 nos per-
mite extender en dos términos más la serie de acoplamiento débil (5.397). Sus coe-
ficientes a3, a4 son solución de las siguientes ecuaciones [recordemos la Ec. (5.245)]

b0 =
35

128
a0c+ a1 +

15

8

a2
c
+

2a3
c2

+
a4
c3
, (5.413)

b1 =
35

32

a0
c
− 5

4

a2
c3

− a3
c3
. (5.414)

La constante c, que controla el comportamiento de ΩN para α → ∞, se obtiene
extremizando b0 con respecto a c, de esto hallamos la ecuación

35

128
a0 −

15

8

a2
c2

− 4a3
c3

− 4a4
c5

= 0. (5.415)

La solución simultánea de las Ecs. (5.413)–(5.415) nos permite hallar los valores

c4 = 0.09819868,

a3 = 6.43047343× 10−4, (5.416)

a4 = −8.4505836× 10−5.
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La nueva serie para la enerǵıa (5.238), en función de α y Ω, tiene la siguiente forma
(donde E incluye el factor, anteriormente omitido, −α)

W4(α,Ω) = a0α
(

− 35

128
Ω− 35

32Ω
+

35

64Ω3
− 7

32Ω5
+

5

128Ω7

)

− a1α
2

+ a2α
3
(

− 15

8Ω
+

5

4Ω3
− 3

8Ω5

)

+ a3α
4
(

− 2

Ω2
+

1

Ω4

)

− a4α
5 1

Ω3
. (5.417)

Extremizando esta expresión, hallamos Ω4 como función de α [es decir, encontramos
la siguiente aproximación Ω4 ≈ c4α+1/(1+0.07α)]. Esta cantidad puede compararse
con la frecuencia óptima hallada de la minimización de la aproximación de orden
menor Ω2(α,Ω):

Ω2
2 = 1 +

4a2
3a0

x2 +

√

(

1 +
4a2
3a0

x2
)2

− 1, (5.418)

la cual tiene la forma c2α+1+ . . . donde c2 =
√

8a2/3a0 ≈ 0.120154. En la Fig. 5.28
se muestra la enerǵıa resultante, donde se le compara con la enerǵıa variacional de
Feynman. Por completes, también se ha gráficado la serie de acoplamiento débil,
la serie de acoplamiento fuerte, la aproximaxión de orden menor W2(α) y las dos
aproximaciones de Padé de la Ref. [22], que acotan la enerǵıa por arriba y por abajo.

α

E

Figure 5.28 Interpolación variacional de la enerǵıa del polarón (ĺınea continua) entre la

aproximación de acoplamiento débil (ĺınea discontinua) y la aproximación de acoplamiento

fuerte (ĺınea de trazos cortos), comparada con la aproximación variacional de Feynman

(puntos gruesos), misma que representa una cota superior a la enerǵıa. Las curvas pun-

teadas son las cotas superior e inferior obtenidas de la aproximación de Padé [22]. La

curva en puntos y trazos muestra la aproximación obtenida de la teoŕıa de perturbación

variacional W2(α), la cual no hace uso de la información de acoplamiento fuerte.

Consideremos ahora la masa efectiva del polarón, donde del comportamiento
de acoplamiento fuerte de la Ec. (5.405) sabemos que los valores p = 4, q = 1,
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α

m/(1 + b0α
4)

Figure 5.29 Interpolación variacional de la masa efectiva del polarón entre la aproxi-

mación de acoplamiento débil (ĺınea a trazos) y la aproximación de acoplamiento fuerte

(ĺınea en trazos cortos). Para apreciar mejor las diferencias entre funciones que crecen

rápidamente, se ha separado el comportamiento asintótico mas = 1+b0α
4 antes de gráficar

las curvas. Los puntos gruesos muestran la aproximación variacional de Feynman. Las

curvas punteadas que acotan la figura por arriba y por abajo son la aproximación de Padé

[22].

están fijos. El coeficiente b0 nos permite determinar un valor aproximado para el
coeficiente a3 y calcular la aproximación perturbativa variacional W3(α). De la
Ec. (5.245) encontramos la ecuación

b0 = −a1c3/8 + a3c, (5.419)

cuyo mı́nimo está en c3 =
√

8a2/3a0, donde b0 =
√

32a33/27a1. Igualando b0 de la

Ec. (5.419) con el coeficiente principal de la aproximación de acoplamiento fuerte
(5.405), obtenemos a3 = [27a1b

2
0/32]

1/3 ≈ 0.0416929.
La expresión variacional de la masa del polarón, obtenida de la Ec. (5.238), es

W3(α, ω) = a0 + a1α

(

−Ω3

8
+

3Ω

4
+

3

8Ω

)

+ a2α
2 + a3α

3Ω. (5.420)

Cuyo extremum es

Ω2
3 = 1 +

4a3
3a1

x2 +

√

(

1 +
4a3
3a1

x2
)2

− 1. (5.421)

De aqúı hallamos una vez más el valor c3 =
√

8a2/3a0. La aproximación W3(α) =

W3(α,Ω3) para la masa del polarón se muestra en la Fig. 5.29, donde se le compara
con la aproximación de acoplamiento débil y acoplamiento fuerte, lo mismo que con
el resultado variacional de Feynman. Para apreciar las diferencias entre las curvas,
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las cuales crecen rápidamente en función de α, hemos separado el comportamiento
asitótico mas = 1 + b0α

4 antes de gráficar los datos. Lo mismo que para la enerǵıa,
hemos mostrado las aproximaciones de Padé dadas en la Ref. [22] como cotas superior
e inferior a la enerǵıa. Note que nuestra interpolación difiere considerablemente de
la aproximación de Feynman, por lo que en la aproximación de acoplamiento débil
y acoplamiento fuerte será necesario utilizar coeficientes de orden superior.

En términos del acoplamiento fuerte, la curva tiene la siguiente serie

ms = 0.0227019α4 + 0.125722α2 + 1.15304 +O(α−2), (5.422)

el segundo término ∝ α2 es muy diferente al hallado en la expresión de Feynman,
Ec. (5.403). Por otro lado, en términos del acoplamiento débil, una comparación
con la aproximación de Feynman, Ec. (5.402), muestra que nuestro coeficiente a3 ≈
0.0416929 es caśı diez veces mayor que el hallado en la Ec. (5.402).

Ambas diferencias son la razón por la cual nuestra curva forma un arco positivo
en la Fig. 2, mientras que la curva de Feynman muestra un valle. Por lo tanto, será
interesante hallar como se comporta ahora la masa del polarón. Esto puede verse
calculando algunos términos más en cada una de las series de acoplamiento débil y
fuerte.

Notemos que nuestro algoritmo de interpolación es mucho más poderoso que la
aproximación de Padé. Primero, en nuestra aproximación podemos usar un término
importante con una potencia arbitraria fraccional αp cuando α → ∞. Segundo,
las potencias sucesivas menores en la serie de acoplamiento fuerte pueden ser es-
paciadas por un término arbitrario de la forma 2/q. Tercero, nuestras funciones
tienen en general una sigularidad en el plano complejo α que aproxima las singulari-
dades de la función a ser interpolada (ver la discusión en la Subsección 17.10.4). La
aproximación de Padé, por otra parte, tiene siempre una representación en una serie
de potencias enteras en el ĺımite del acoplamiento fuerte, lo mismo que un espaci-
amiento unitario en este acoplamiento, y las sigularidades se aproximan mediante
los polos del modelo.

5.23 Matrices Densidad

En las integrales de trayectoria con puntos extremos fijos, el tratamiento separado
de la trayectoria promedio x0 ≡ (1/h̄β)

∫ h̄β
0 dτ x(τ) pierde sus virtudes especiales.

Recordemos que el éxito de esta separación, en la aproximación variacional, es-
tuvo basada en el hecho que para los valores fijos ix0, el cuadrado del ancho de
la fluctuación a2(x0) tiende a cero en el ĺımite de altas temperaturas en la forma
h̄2/12MkBT [recordemos la Ec. (5.25)]. Una contracción similar se presenta para
aquellas trayectorias cuyos puntos extremos se mantienen fijos, como es el caso
de las integrales de trayectoria de la densidad. Por lo tanto, no hay necesidad
de un tratamiento separado de x0, y por ello podemos desarrollar una teoŕıa per-
turbativa variacional con puntos extremos fijos. Sin embargo, los puntos extremos
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deben ser diferentes xb 6= xa, permitiendonos esto calcular directamente las matrices
densidad.4

La matriz densidad se define por la expresión normalizada

ρ(xb, xa) =
1

Z
ρ̃(xb, xa) , (5.423)

donde ρ̃(xb, xa) es la amplitud de transición no normalizada dada por la integral de
trayectoria

ρ̃(xb, xa) = (xb h̄β|xa0) =
∫

(xa,0)❀(xb,h̄/kBT )

Dx exp {−A[x]/h̄} , (5.424)

donde se ha de sumar sobre todas las trayectorias con extremos fijos x(0) = xa
y x(h̄/kBT ) = xb. Los elementos de matriz diagonales de la matriz densidad del
integrando serán, por supuesto, la densidad de part́ıculas (5.90). Los elementos
diagonales coinciden con la función densidad de partición z(x) introducida en la
Ec. (2.333).

La función de partición en el divisor de la Ec. (5.423) se encuentra de la traza

Z =

∞
∫

−∞
dx ρ̃(x, x). (5.425)

5.23.1 Oscilador Armónico

Como se acostumbra en la aproximación variacional, en la siguiente aproximación
haremos uso de la matriz densidad del problema exacto del oscilador armónico. Por
generalidad, el oscilador estará centrado alrededor de xm, donde la acción será

AΩ,xm[x] =
∫ h̄/kBT

0
dτ

{

1

2
Mẋ2(τ) +

1

2
MΩ2[x(τ)− xm]

2
}

. (5.426)

Su correspondiente matriz densidad no normalizada será [ver la Ec. (2.411)]

ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa) =

√

MΩ

2πh̄ sinh h̄Ω/kBT

× exp

{

− MΩ

2h̄ sinh h̄Ω/kBT

[

(x̃2b + x̃2a) cosh h̄Ω/kBT − 2x̃bx̃a
]

}

, (5.427)

donde utilizamos la notación

x̃(τ) ≡ x(τ)− xm. (5.428)

En los puntos extremos xb, xa y centro de oscilación xm, las funciones de correlación
mecánico cuánticas están dadas por la integral de trayectoria

〈O1(x(τ1))O2(x(τ2)) · · · 〉Ω,xmxb,xa
=

1

ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa)

×
∫

(xa,0)❀(xb,h̄/kBT )

DxO1(x(τ1))O2(x(τ2)) · · · exp {−AΩ,xm[x]/h̄} . (5.429)

4H. Kleinert, M. Bachmann, and A. Pelster, Phys. Rev. A 60 , 3429 (1999) (quant-ph/9812063).
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La trayectoria x(τ) para el tiempo imaginario τ tiene la distribución

p(x, τ) ≡ 〈 δ(x− x(τ)) 〉Ω,xmxb,xa
=

1
√

2πb2(τ)
exp

[

−(x̃− xcl(τ))
2

2b2(τ)

]

, (5.430)

donde xcl(τ) es la trayectoria clásica de una part́ıcula en el potencial armónico

xcl(τ) =
x̃b sinh Ωτ + x̃a sinhΩ(h̄/kBT − τ)

sinh h̄Ω/kBT
, (5.431)

y b2(τ) es el ancho cuadrado

b2(τ) =
h̄

2MΩ

{

coth
h̄Ω

kBT
− cosh[Ω(2τ − h̄/kBT )]

sinh h̄Ω/kBT

}

. (5.432)

En contraste al ancho cuadrado a2(x0) de la Ec. (5.24), esta cantidad depende del
tiempo Eucĺıdeo τ , lo cual hace que los cálculos sean más complicados que antes.
Dado que τ está en el intervalo 0 ≤ τ ≤ h̄/kBT , entonces la cantidad (5.432) está
acotado por

b2(τ) ≤ h̄

2MΩ
tanh

h̄Ω

2kBT
, (5.433)

compartiendo aśı con a2(x0) la propiedad de ser finito para todo valor de la tempe-
ratura. El promedio temporal de la expresión (5.432) es

b2 =
kBT

h̄

∫ h̄/kBT

0
dτ b2(τ) =

h̄

2MΩ

(

coth
h̄Ω

kBT
− kBT

h̄Ω

)

. (5.434)

De la misma forma que a2(x0), esta cantidad tiende a cero para T → ∞. Sin
embargo, notemos que el comportamiento asintótico es

b2−−−→
T→∞

h̄Ω/6kBT, (5.435)

valor que es el doble del correspondiente al comportamiento asintótico de a2(x0),
Ec. (5.25), (ver la Fig. 5.30).

5.23.2 Teoŕıa de Perturbación Variacional de la Matriz Densidad

Para obtener una aproximación variacional de la matrix densidad, dividimos la
acción total en la acción de prueba armónica y la acción de interacción

A[x] = AΩ,xm[x] +Aint[x], (5.436)

donde la acción de interacción es

Aint[x(τ)] =
∫ h̄β

0
dτ Vint(x(τ)), (5.437)
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b2

a2tot

a2(x0)

a2tot,cl

kBT/h̄Ω

l2

ancho de la
fluctuación

0.0 1.0 2.0
0.0

0.5

1.0

Figure 5.30 Ancho de la fluctuación en función de la temperatura de un punto arbitrario

x(τ) sobre la trayectoria de un oscilador armónico (l2 es el cuadrado de la magnitud

genérica en unidades de h̄/MΩ). La cantidad a2 (ĺınea a trazos) es el ancho mecánico

cuántico, mientras que a2(x0) (ĺınea a trazos y puntos) representa el ancho luego de separar

las fluctuaciones alrededor de la trayectoria promedio x0. La cantidad a2cl (ĺınea con

trazos largos) es el ancho de la distribución clásica, y b2 (ĺınea continua) es el ancho de la

fluctuación en los extremos fijos, la cual es reelevante para el cálculo de la matriz densidad

en teoŕıa de perturbación variacional (comparar con la Fig. 3.14).

y donde el potencial de interacción es la diferencia entre el potencial original V (x)
y el potencial desplazado del oscilador armónico:

Vint(x(τ)) = V (x(τ))− 1

2
MΩ2[x(τ)− xm]

2. (5.438)

Entonces, la integral de trayectoria (5.424) se representa perturbativamente alrede-
dor de la expresión armónica (5.427) como

ρ̃(xb, xa) = ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa)

[

1− 1

h̄
〈Aint[x] 〉Ω,xmxb,xa

+
1

2h̄2

〈

A2
int[x]

〉Ω,xm

xb,xa
− . . .

]

, (5.439)

donde los valores esperados armónicos están definidos en la Ec. (5.429). Puede
observarse que la suma puede evaluarse como una exponencial, de donde obtenemos
la representación en términos de los cumulantes:

ρ̃(xb, xa)= ρ̃
Ω,xm
0 (xb, xa) exp

[

−1

h̄
〈Aint[x] 〉Ω,xmxb,xa,c

+
1

2h̄2

〈

A2
int[x]

〉Ω,xm

xb,xa,c
− . . .

]

,(5.440)
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donde los cumulantes están definidos en la forma usual [ver las Ecs. (3.485), (3.486)].
La serie (5.440) se trunca en el N−ésimo término, dando origen a la aproximación
de orden N de la matriz densidad estad́ıstico–cuántica

ρ̃ Ω,xm
N (xb, xa) = ρ̃ Ω,xm

0 (xb, xa) exp

[

N
∑

n=1

(−1)n

n!h̄n
〈An

int[x] 〉Ω,xmxb,xa,c

]

, (5.441)

la cual depende expĺıcitamente de los dos parámetros variacionales Ω y xm.
Por analoǵıa con la estad́ıstica clásica, donde la distribución de Boltzmann en

el espacio de configuración es controlada por el potencial clásico V (x) de acuerdo a
[recordemos la Ec. (2.354)]

ρ̃cl(x) =

√

M

2πh̄2β
exp [−βV (x)] , (5.442)

trabajaremos ahora con el potencial efectivo clásico alternativo Ṽ eff,cl(xa, xb), in-
troducido en la Subsección 3.25.4. Este potencial rige a la matriz densidad sin
normalización [ver la Ec. (3.837)]

ρ̃(xb, xa) =

√

M

2πh̄2β
exp

[

−βṼ eff,cl(xb, xa)
]

. (5.443)

La aproximación variacional a Ṽ eff,cl(xb, xa) de N−énesimo orden puede obtenerse,
de las Ecs. (5.427), (5.441) y (5.443), como una serie en términos de cumulantes

W̃Ω,xm
N (xb, xa) =

1

2β
ln

sinh h̄βΩ

h̄βΩ
+

MΩ

2h̄β sinh h̄βΩ

{

(x̃2b + x̃2a) cosh h̄βΩ− 2x̃bx̃a
}

− 1

β

N
∑

n=1

(−1)n

n!h̄n
〈An

int[x] 〉Ω,xmxb,xa,c
. (5.444)

Las cuales tienen que optimizarse con respecto a los parámetros variacionales Ω y
xm para los puntos xb, xa. El resultado se denota como W̃N(xb, xa). Los valores
óptimos Ω(xa, xb) y xm(xa, xb) se denotan por ΩN (xa, xb), x

N
m(xa, xb). con esto, la

aproximación de orden N de la matriz densidad normalizada será

ρN (xb, xa) = Z−1
N ρ̃

Ω2
N ,x

N
m

N (xb, xa), (5.445)

donde la correspondiente función de partición es

ZN =
∫ ∞

−∞
dxa ρ̃

Ω2
N ,x

N
m

N (xa, xa). (5.446)

En principio, podŕıamos optimizar la razón completa (5.445), pero en la práctica esto
es muy complicado. Además, si la normalización diverge debido a las singularidades
del potencial, como sucede con en el átomo de hidrógeno, la optimización de la
matriz densidad no normalizada es la única opción.
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5.23.3 Fórmula de Suavizado para la Matriz Densidad

Para calcular las funciones de correlación conectadas en la representación perturba-
tiva variacional de la Ec. (5.441), debemos hallar fórmulas eficientes para evaluar
los valores esperados (5.429) para cualquier potencia de la interacción (5.437)

〈An
int[x] 〉Ω,xmxb,xa

=
1

ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa)

x̃b,h̄β
∫

x̃a,0

Dx̃
n
∏

l=1

[

∫ h̄β

0
dτl Vint(x̃(τl) + xm)

]

× exp
{

−1

h̄
AΩ,xm[x̃+ xm]

}

. (5.447)

Esto puede hacerse mediante una extensión de la fórmula de suavizado (5.30). Para
ello reescribimos el potencial de interacción como

Vint(x̃(τl) + xm)=

∞
∫

−∞
dzl Vint(zl + xm)

∞
∫

−∞

dλl
2π

eiλlzl exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ iλlδ(τ − τl)x̃(τ)

]

,

(5.448)

e introducimos una corriente

J(τ) =
n
∑

l=1

ih̄λlδ(τ − τl), (5.449)

de tal forma que la Ec. (5.447) será

〈An
int[x] 〉Ω,xmxb,xa

=
1

ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa)

n
∏

l=1

[

∫ h̄β

0
dτl

∫ ∞

−∞
dzlVint(zl + xmin)

∫ ∞

−∞

dλl
2π

eiλlzl
]

KΩ,xm [j].

(5.450)

El núcleo KΩ,xm[j] representa la funcional generatriz de todas las funciones de co-
rrelación del oscilador armónico desplazado

KΩ,xm [j] =

x̃b,h̄β
∫

x̃a,0

Dx̃ exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
[

m

2
˙̃x
2
(τ) +

1

2
MΩ2x̃2(τ) + j(τ)x̃(τ)

]

}

. (5.451)

Para una corriente j cero, esta funcional generatriz se reduce al propagador armónico
Eucĺıdeo (5.427):

KΩ,xm[j = 0] = ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa), (5.452)

y la solución de la integral funcional (5.451) está dada por (recordemos la Sección
3.1)

KΩ,xm[j] = ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa) exp

[

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ j(τ) xcl(τ)

+
1

2h̄2

∫ h̄β

0
dτ

∫ h̄β

0
dτ ′ j(τ)G

(2)
Ω2 (τ, τ

′) j(τ ′)

]

, (5.453)
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donde xcl(τ) representa la trayectoria clásica (5.431) y G
(2)
Ω2 (τ, τ ′) es la función de

Green armónica con condiciones de frontera de Dirichlet (3.389), escrita como

G
(2)
Ω2 (τ, τ

′) =
h̄

2MΩ

coshΩ(|τ − τ ′| − h̄β)− coshΩ(τ + τ ′ − h̄β)

sinh h̄βΩ
. (5.454)

La expresión (5.453) puede simplificarse utilizando expĺıcitamente la Ec. (5.449)
para la corriente j, de esto obtenemos la funcional generatriz

KΩ,xm[j] = ρ̃ Ω,xm
0 (xb, xa) exp

(

−i�Txcl −
1

2
�

T G�
)

, (5.455)

donde hemos introducido los vectores n−dimensionales � = (λ1, . . . , λn) y xcl =
(xcl(τ1), . . . , xcl(τn))

T y donde el supeŕındice T denota la transpuesta, y la matriz

n× n simétrica G tiene los siguientes elementos de matriz Gkl = G
(2)
Ω2 (τk, τl). Susti-

tuyendo la Ec. (5.455) en la Ec. (5.450) y efectuando las integrales con respecto
a λ1, . . . , λn, obtenemos la fórmula de suavizado de n−ésimo orden de la matriz
densidad

〈An
int[x] 〉Ω,xmxb,xa

=
n
∏

l=1

[

∫ h̄β

0
dτl

∫ ∞

−∞
dzl Vint(zl + xm)

]

× 1
√

(2π)n detG
exp







−1

2

n
∑

k,l=1

[zk− xcl(τk)]G
−1
kl [zl− xcl(τl)]







. (5.456)

El integrando contiene una distribución Gaussiana n−dimensional, la cual describe
tanto la fluctuación térmica como la fluctuación cuántica alrededor de la trayectoria
clásica armónica xcl(τ) (5.431) de un oscilador de prueba centrado en xm, cuya
amplitud está controlada por las funciones de Green (5.454).

Para trayectorias cerradas cuyos puntos extremos coinciden (xb = xa), la fórmula
(5.456) nos permite hallar la fórmula suavizada de orden n de la densidad de
part́ıculas

ρ(xa) =
1

Z
ρ̃(xa, xa) =

1

Z

∮

Dx δ(x(τ = 0)− xa) exp{−A[x]/h̄}, (5.457)

la cual puede escribirse como

〈An
int[x] 〉Ω,xmxa,xa

=
1

ρΩ,xm0 (xa)

n
∏

l=1

[

∫ h̄β

0
dτl

∫ ∞

−∞
dzl Vint(zl + xm)

]

× 1
√

(2π)n+1 det a2
exp



−1

2

n
∑

k,l=0

zk a
−2
kl zl



 , (5.458)

donde z0 = x̃a. Aqúı a representa una matriz n × n simétrica cuyos elementos de
matriz a2kl = a2(τk, τl) se obtienen de la función de Green armónica (3.304) para

trayectorias periódicas G
(2)
Ω2 (τ, τ ′):

a2(τ, τ ′) ≡ h̄

M
G

(2)
Ω2 (τ, τ

′) =
h̄

2MΩ

coshΩ(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh h̄βΩ/2
. (5.459)
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Los elementos de matriz diagonales a2 = a(τ, τ) son todos iguales al cuadrado del
ancho de la fluctuación (5.24).

Ambas fórmulas de suavizado (5.456) y (5.458), nos permiten calcular todos
los valores esperados armónicos en teoŕıa de perturbación variacional de las ma-
trices densidad y la densidad de part́ıculas en términos de integrales Gaussianas
ordinarias. Desafortunadamente en muchas aplicaciones que contienen potenciales
no polinomiales, es imposible resolver anaĺıticamente tanto las integrales espaciales
como las integrales temporales. Este hecho incrementa drásticamente el esfuerzo
computacional en cálculos de orden superior.

5.23.4 Aproximación Variacional de Primer Orden

La aproximación variacional de primer orden, generalmente, permite obtener una
estimación razonable de cualquier cantidad deseada. Estudiemos el ĺımite clásico
y mecánico cuántico de esta aproximación. Para facilitar la discusión, deduci-
mos primero una nueva representación de la fórmula de suavizado de primer orden
(5.458), la cual permite una evaluación directa de la integral para tiempos imagi-
narios. La expresión resultante dependerá sólo de la temperatura, de donde pueden
obtenerse fácilmente los ĺımites inferior y superior.

Fórmula Alternativa de Suavizado de Primer Orden

Por simplicidad, nos restrigimos al caso de la densidad de part́ıculas y utilizamos sólo
potenciales simétricos V (x) centrados en el origen. Si V (x) tiene sólo un mı́nimo en
el origen, entonces xm también será cero. Si V (x) tiene varios mı́nimos simétricos,
entonces xm tiende a cero sólo a temperaturas suficientemente altas, tal como se vio
en la Sección 5.7.

A primer orden, la fórmula (5.458) será

〈Aint[x] 〉Ωxa,xa=
1

ρΩ0 (xa)

h̄β
∫

0

dτ

∞
∫

−∞

dz

2π
Vint(z)

1
√

a200−a201
exp

{

−1

2

(z2+x2a)a00−2zxaa01
a200−a201

}

.

(5.460)

Usando la serie de potencias de la exponencial, y con ayuda de la fórmula de Mehler
(2.297), obtenemos la siguiente representación en términos de los polinomios de
Hermite Hn(x):

〈Aint[x] 〉Ωxa,xa=
∞
∑

n=0

h̄β

2nn!
C

(n)
β Hn





z
√

2a200





∞
∫

−∞

dz
√

2πa200
Vint(z) e

−z2/2a200 Hn





z
√

2a200



 .

(5.461)
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La dependencia como función de la temperatura proviene los elementos diagonales
del la función de Green armónica (5.459). Las funciones sin dimensiones C

(n)
β se

definen por la relación

C
(n)
β =

1

h̄β

h̄β
∫

0

dτ

(

a201
a200

)n

. (5.462)

Sustituyendo la Ec. (5.459) y realizando la integral sobre τ , obtenemos

C
(n)
β =

1

2n coshn h̄βΩ/2

n
∑

k=0

(

n

k

)

sinh h̄βΩ(n/2− k)

h̄βΩ(n/2− k)
. (5.463)

En el ĺımite de altas temperaturas estas funciones, en términos de β, tienden a la
unidad:

lim
β→0

C
(n)
β = 1. (5.464)

El ĺımite a temperatura cero es

lim
β→∞

C
(n)
β =











1, n = 0,
2

h̄βΩn
, n > 0.

(5.465)

De acuerdo a la Ec. (5.444), la aproximación a primer orden del nuevo potencial
efectivo está dado por

W̃Ω
1 (xa) =

1

2β
ln

sinh h̄βΩ

h̄βΩ
+
MΩ

h̄β
x2a tanh

h̄βΩ

2
+ V Ω

a2(xa), (5.466)

donde el potencial de interacción suavizado es

V Ω
a2(xa) =

1

h̄β
〈Aint[x] 〉Ωxa,xa . (5.467)

Para ver los efectos de las fluctuaciones clásicas puras y cuánticas puras, resulta
instructivo discutir separadamente los ĺımites β → 0 y β → ∞.

a) Ĺımite Clásico del Potencial Efectivo Clásico

En el ĺımite clásico β → 0, a primer orden el potencial efectivo clásico (5.466) se
reduce a

W̃Ω,cl
1 (xa) =

1

2
MΩ2x2a + lim

β→0
V Ω
a2(xa). (5.468)

El segundo término se determina sustituyendo el ĺımite de alta temperatura del
ancho de la fluctuación total (5.26):

a2tot,cl =
kBT

MΩ2
, (5.469)
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Figure 5.31 Comportamiento en función de la temperatura de las primeras 9 funciones

C
(n)
β , donde β = 1/kBT .

y los polinomios de la Ec. (5.464), en la representación (5.461), de donde obtenemos

V Ω
a2(xa) ≈

T→∞

∞
∑

n=0

1

2nn!
Hn





√

MΩ2β

2
xa





∞
∫

−∞

dz
√

2π/MΩ2β
Vint(z)e

−MΩ2βz2/2Hn

(

MΩ2β

2
z

)

.

(5.470)

Luego, haciendo uso de las relaciones de completes de los polinomios de Hermite

1√
π
e−x

2
∞
∑

n=0

1

2nn!
Hn(x)Hn(x

′) = δ(x− x′), (5.471)

mismas que pueden deducirse de la fórmula de Mehler (2.297) en el ĺımite b →
1−, podemos reducir el potencial de interacción suavizado V Ω

a2(xa) al potencial de
interacción puro (5.438):

lim
β→0

V Ω
a2(xa) = Vint(xa). (5.472)

Recordando la Ec. (5.438), vemos que a primer orden el potencial efectivo clásico
(5.468) se aproxima al potencial clásico:

lim
β→0

W̃Ω,cl
1 (xa) = V (xa). (5.473)
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Esto es una consecuencia de la anulación del ancho de la fluctuación b2 de las
trayectorias alrededor de las órbitas clásicas. Esta propiedad es universal en la
aproximación de orden superior del potencial efectivo clásico (5.444). Aśı, todos los
términos correctivos con n > 1 deben desaparecer en el ĺımite β → 0,

lim
β→0

−1

β

∞
∑

n=2

(−1)n

n!h̄n
〈An

int[x] 〉Ωxa,xa,c = 0. (5.474)

b) Ĺımite de Temperatura Cero

A primer orden, el ĺımite de bajas temperaturas del potencial efectivo clásico (5.466)
será

W̃Ω,qm
1 (xa) =

h̄Ω

2
+ lim

β→∞
V Ω
a2(xa). (5.475)

El ĺımite de temperatura cero del potencial suavizado, segundo término, definido en
la Ec. (5.467), se sigue de la Ec. (5.461) al utilizar el ĺımite de los polinomios C

(n)
β en

la Ec. (5.465) y del ĺımite de temperatura cero del ancho de la fluctuación total (5.26),
el cual es igual al ĺımite de temperatura cero de a2(x0):a

2
tot,0 =

T=0
a2tot = h̄/2MΩ. Aśı,

usando H0(x) = 1 y el inverso de la longitud κ ≡ 1/λΩ =
√

MΩ/h̄ [recordemos la

Ec. (2.303)], obtenemos:

lim
β→∞

V Ω
a2(xa) =

∞
∫

−∞
dz

√

κ2

π
H0(κz)

2 exp{−κ2z2} Vint(z). (5.476)

Utilizando los valores propios armónicos

EΩ
n = h̄Ω

(

n +
1

2

)

, (5.477)

y las funciones propias armónicas [recordemos las Ecs. (2.301) y (2.302)]

ψΩ
n (x) =

1√
n!2n

(

κ2

π

)1/4

e−
1
2
κ2x2 Hn(κx), (5.478)

y con ayuda de la Ec. (5.476), a primer orden el ĺımite de temperatura cero del
potencial efectivo clásico (5.475) se puede reescribir como la relación

W̃Ω,qm
1 (xa) = EΩ

0 + 〈ψΩ
0 | Vint |ψΩ

0 〉. (5.479)

Esta expresión se conoce como el resultado perturbativo a primer orden de Rayleigh-
Schrödinger para la enerǵıa del estado base.

La discusión, a primer orden, del ĺımite mecánico cuántico de la densidad nor-
malizada,

ρΩ1 (xa) =
ρ̃ Ω
1 (xa)

Z
= ρΩ0 (xa)

exp
{

− 1
h̄
〈Aint[x] 〉Ωxa,xa

}

∫∞
−∞ dxa ρΩ0 (xa) exp

{

− 1
h̄
〈Aint[x] 〉Ωxa,xa

} , (5.480)
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puede hacerse en los siguiente términos. Primero, representamos la Ec. (5.480) a
primer orden en la interacción, de donde obtenemos

ρΩ1 (xa) = ρΩ0 (xa)



1− 1

h̄



〈Aint[x] 〉Ωxa,xa −
∞
∫

−∞
dxa ρ

Ω
0 (xa) 〈Aint[x] 〉Ωxa,xa







 .(5.481)

Sustituyendo las Ecs. (5.428) y (5.461) en el tercer término de la Ec. (5.481), y
suponiendo que Ω no depende expĺıcitamente de xa, entonces la integral en xa se
reduce a la relación de ortogonalidad de los polinomios de Hermite

1

2nn!
√
π

∞
∫

−∞
dxaHn(xa)H0(xa)e

−x2a = δn0, (5.482)

tal que el tercer término de la Ec. (5.481) será

−
∞
∫

−∞
dxa ρ

Ω
0 (xa) 〈Aint[x] 〉Ωxa,xa = −β

∞
∫

−∞
dz

√

κ2

π
Vint(z) exp{−κ2z2}H0(κz). (5.483)

Pero esto es justamente el término n = 0, con signo opuesto, de la serie dada en
la Ec. (5.461), de tal forma que esto nos cancela la componente cero del segundo
término de la Ec. (5.481), el cual debeŕıa diverger para β → ∞.

A primer orden, la expresión resultante de la densidad normalizada es

ρΩ1 (xa)=ρ
Ω
0 (xa)



1−
∞
∑

n=1

β

2nn!
C

(n)
β Hn(κxa)

∞
∫

−∞
dz

√

κ2

π
Vint(z) exp(−κ2z2)Hn(κz)



 .

(5.484)

El ĺımite de temperatura cero de C
(n)
β , usando las Ecs. (5.465) y (5.477), será

lim
β→∞

βC
(n)
β =

2

EΩ
n − EΩ

0

, (5.485)

de tal forma que de la Ec. (5.484) obtenemos el ĺımite

ρΩ1 (xa) = ρΩ0 (xa)

[

1− 2
∞
∑

n=1

1

2nn!

1

EΩ
n − EΩ

0

Hn(κxa)

×
∞
∫

−∞
dz

√

κ2

π
Vint(z) exp{−κ2z2}Hn(κz)H0(κz)

]

. (5.486)

Considerando las funciones propias armónicas (5.478), podemos reescribir la
Ec. (5.486) como

ρΩ1 (xa) = |ψ0(xa)|2 = [ψΩ
0 (xa)]

2 − 2ψΩ
0 (xa)

∑

n>0

ψΩ
n (xa)

〈ψΩ
n | Vint |ψΩ

0 〉
EΩ
n −EΩ

0

, (5.487)
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que resulta ser equivalente al resultado armónico a primer orden de Rayleigh-
Schrödinger para la densidad de part́ıculas.

Como resumen de los resultados hallados en esta sección podemos decir que,
hemos mostrado que nuestro método reproduce apropiadamente los ĺımites de alta
y baja temperatura. De la relación (5.487) observamos que, la aproximación varia-
cional de la densidad de part́ıculas puede usarse para determinar apropiadamente
la función de onda del estado base ψ0(xa) del sistema en el cual que estamos intere-
sados.

5.23.5 Fórmula de Suavizado para Varias Dimensiones
Espaciales

La mayoŕıa de los sistemas poseen varios grados de libertad. Esto requiere de una extensión de
nuestro método a varias dimensiones espaciales. En general, debemos considerar sistemas de prueba
armónicos anisotrópicos, donde nuestro parámetro variacional Ω2 es la matriz Ω2

µν de dimensión
D ×D, donde µ, ν = 1, 2, . . . , D.

a) Aproximación Isotrópica

Una frecuencia isotrópica de prueba

Ω2
µν = Ω2δµν (5.488)

puede darnos una estimación aproximada de las propiedades del sistema. En este caso, la fórmula
de suavizado de n−ésimo orden (5.458) se generaliza directamente como

〈An
int[r] 〉Ωra,ra =

1

ρΩ0 (ra)

n
∏

l=1

[

∫ h̄β

0

dτl

∫

dDzl Vint(zl)

]

× 1
√

(2π)n+1 det a2
D

exp



−1

2

n
∑

k,l=0

zk a
−2
kl zl



 , (5.489)

donde zl son los vectores D−dimensionales zl = (z1l, z2l, . . . , zDl)
T . Notemos que los ı́ndices

griegos µ, ν, . . . = 1, 2, . . . , D denotan las coordenadas espaciales y los diferentes ı́ndices latinos
k, l, . . . = 0, 1, 2, . . . , n se usan para los tiempos imaginarios. El vector z0 se refiere a ra, la matriz
a2 es la misma que aparece en la Subsección 5.23.3. Con esto, la densidad armónica será

ρΩ0 (r) =

√

1

2πa200

D

exp

[

− 1

2 a200

D
∑

µ=1

x2µ

]

. (5.490)

b) Aproximación Anisotrópica

En la discusión de la aproximación anisotrópica consideraremos únicamente potenciales con
simetŕıa radial V (r) = V (|r|), debido a su simplicidad y al hecho de que estos potenciales son
muy comunes en f́ısica. Las frecuencias de prueba se descomponen naturalmente en una frecuencia
radial ΩL y una frecuencia transversal ΩT , tal como en la Ec. (5.95):

Ω2
µν = Ω2

L

xaµxaν
r2a

+ Ω2
T

(

δµν − xaµxaν
r2a

)

, (5.491)

donde ra = |ra|. Por razones prácticas rotaremos el sistema coordenado en x̄n = U xn de tal forma
que r̄a está dirigido a lo largo del primer eje coordenado,

(r̄a)µ ≡ z̄µ0 =

{

ra, µ = 1,
0, 2 ≤ µ ≤ D,

(5.492)
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y Ω2 es una matriz diagonal:

Ω2 =















Ω2
L 0 0 · · · 0
0 Ω2

T 0 · · · 0
0 0 Ω2

T · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · Ω2
T















= U Ω2 U−1. (5.493)

Luego de esta rotación, la fórmula de suaviado anisotrópica de orden n en D dimensiones será

〈An
int[r] 〉

ΩL,T

ra,ra
=

1

ρ
ΩL,T

0 (r̄a)

n
∏

l=1

[

∫ h̄β

0

dτl

∫

dDz̄l Vint(|z̄l|)
]

(2π)−D(n+1)/2 (5.494)

× (det a2L)−1/2 (det a2T )−(D−1)/2e
− 1

2

n
∑

k,l=0

z̄1kaL
−2
kl

z̄1l

e
− 1

2

D
∑

µ=2

∑n

k,l=1
z̄µkaT

−2
kl

z̄µl

.

Las componentes de las matrices longitudinal y transversal a2L y a2T son

a2Lkl = a2L(τk, τl), a2T kl = a2T (τk, τl) , (5.495)

donde en la Ec. (5.459) la frecuencia Ω debe ser sustituida por los nuevos parámetros variacionales

ΩL,ΩT , respectivamente. La densidad armónica, en el sistema rotado, ρ
ΩL,T

0 (r̄) que utilizamos
para normalizar la expresión (5.494) será

ρ
ΩL,T

0 (r̄) =

√

1

2πa2L00

√

1

2πa2T 00

D−1

exp

[

− 1

2 a2L00

x̄21 −
1

2 a2T 00

D
∑

µ=2

x̄2µ

]

. (5.496)

Apéndice 5A Integrales de Feynman para T=/ 0 sin
Frecuencia Cero

Las integrales de Feynman necesarias en teoŕıa de perturbación variacional para el oscilador anar-
mónico a temperatura distinta de cero, pueden calcularse en forma muy parecida a las halladas en
la teoŕıa de perturbación ordinaria de la Sección 3.20. El cálculo se sigue como se explica en el
Apéndice 3D, con la excepción de que ahora las ĺıneas representan la función de correlación térmica
(5.19), donde eliminamos la frecuencia cero de la descomposición espectral:

G
(2)x0

Ω̃
(τ, τ ′) =

1

2Ω̃

[

cosh Ω̃(|τ − τ ′| − h̄β/2)

sinh(Ω̃h̄β/2)

]

− 1

h̄βΩ̃2
.

Utilizando la variable sin dimensiones x ≡ h̄βω̃, y siguiendo el procedimiento que nos llevo a la
Ec. (3.550), el resultado de las cantidades a2LV definidas para cada diagrama de Feynman con L
ĺıneas y V vértices, pero ahora sin la frecuencia cero de Matsubara, será [comparemos con los
resultados de las Ecs. (3D.3)–(3D.11)]

a2 =
h̄

ω̃

1

x

(x

2
coth

x

2
− 1
)

, (5A.1)

a42 =

(

h̄

ω̃

)2
1

8x

1

sinh2 x

2

(

4 + x2 − 4 coshx+ x sinhx
)

, (5A.2)

a63 =

(

h̄

ω̃

)3
1

64x

1

sinh3 x

2

(

−3 x cosh
x

2
+ 2 x3 cosh

x

2
+ 3 x cosh

3x

2
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+48 sinh
x

2
+ 6 x2 sinh

x

2
− 16 sinh

3x

2

)

, (5A.3)

a82 =

(

h̄

ω

)4
1

768x3
1

sinh4 x

2

(

−864 + 18 x4 + 1152 coshx+ 32 x2 coshx

−288 cosh 2x− 32 x2 cosh 2x− 288 x sinhx+ 24 x3 sinhx

+144 x sinh 2x+ 3 x3 sinh 2x
)

, (5A.4)

a103 =

(

h̄

ω̃

)5
1

4096x3
1

sinh5 x

2

(

672 x cosh
x

2
− 8 x3 cosh

x

2
+ 24 x5 cosh

x

2

−1008 x cosh
3x

2
+ 3 x3 cosh

3x

2
+ 336 x cosh

5x

2
+ 5 x3 cosh

5x

2

−7680 sinh
x

2
− 352 x2 sinh

x

2
+ 72 x4 sinh

x

2
+ 3840 sinh

3x

2

+224 x2 sinh
3x

2
+12 x4 sinh

3x

2
−768 sinh

5x

2
− 64 x2 sinh

5x

2

)

, (5A.5)

a123 =

(

h̄

ω̃

)6
1

49152x4
1

sinh6 x

2

(

−107520− 7360 x2 + 624 x4 + 96 x6

+161280 coshx+ 12000 x2 coshx− 777 x4 coshx+ 24 x6 coshx

−64512 cosh 2x− 5952 x2 cosh 2x+ 144 x4 cosh 2x+ 10752 cosh 3x

−28800 x sinhx+ 1312 x2 cosh 3x+ 9 x4 cosh 3x+ 1120 x3 sinhx

+324 x5 sinhx+ 23040 x sinh 2x− 320 x3 sinh 2x− 5760 x sinh 3x

−160 x3 sinh 3x
)

, (5A.6)

a62 =

(

h̄

ω̃

)3
1

24x2
1

sinh2 x

2

(

−24−4 x2+24 coshx+ x2 coshx− 9 x sinhx
)

,

a83 =

(

h̄

ω̃

)4
1

288x2
1

sinh3 x

2

(

45 x cosh
x

2
− 6 x3 cosh

x

2
− 45 x cosh

3x

2

−432 sinh
x

2
− 54 x2 sinh

x

2
+ 144 sinh

3x

2
+ 4 x2 sinh

3x

2

)

, (5A.7)

a103′ =

(

h̄

ω̃

)5
1

2304x3
1

sinh4 x

2

(

−3456− 414 x2 − 6 x4 + 4608 coshx+

496 x2 coshx− 1152 cosh 2x− 82 x2 cosh 2x− 1008 x sinhx−
16 x3 sinhx+ 504 x sinh 2x+ 5 x3 sinh 2x

)

. (5A.8)

Seis de estas integrales son el análogo de aquellas integrales halladas en las Ecs. (3.550). Además,
tenemos las tres integrales a62, a

8
3, y a103′ , que corresponden a los siguientes tres diagramas

, , , (5A.9)

respectivamente, los cuales son muy útiles en la Subsección 5.14.2. Estas integrales han sido
calculadas, con frecuencia cero de Matsubara, en las Ecs. (3D.8)–(3D.11).

En el ĺımite de baja temperatura, donde x = Ωh̄β → ∞, los factores dependientes en x de las
Ecs. (5A.1)–(5A.8) convergen a las mismas constantes (3D.13), como sucede con los factores con
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frecuencia cero de Matsubara, y tenemos las mismas relaciones ĺımite halladas en las Ecs. (3.553)
y (3D.14).

Sin embago, en el ĺımite de alta temperatura, x→ 0, estos factores son diferentes a los factores
hallados en la Ec. (3D.16). Las integrales de Feynman tienden rápidamente a cero para altas
temperaturas. Para L ĺıneas y V vértices, h̄β(1/ω̃)V −1a2LV tiende a cero en la forma βV (β/12)L.
Los primeros V factores vienen de las V−integrales sobre τ , los segundos son consecuencia del
producto de n/2 factores a2. Aśı, a2LV tiene la forma

a2LV ∝
(

h̄

ω̃

)L

xV −1+L. (5A.10)

En las Ecs. (5A.1)–(5A.8) los factores dependientes en x se anulan en la forma

x/12, x3/720, x5/30240,

x5/241920, x7/11404800, 193x8/47551795200,

x4/30240, x6/1814400, x7/59875200, (5A.11)

respectivamente. En la serie de potencias de las Ecs. (5A.1)–(5A.8), los términos de orden menor
se cancelan entre śı. El comportamiento con la temperatura de estas integrales de Feynman puede
verse en la Fig. 5.32. En la figura hemos gráficado las integrales reducidas de Feynman â2LV (x), en
las cuales el comportamiento de baja temperatura (3.553) y (3D.14) se han dividido por a2LV .

0.5 1 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

L/x

â2LV

a2

Figure 5.32 Integrales reducidas de Feynman â2LV (x) en función de L/x = LkBT/h̄ω.

Las integrales (3D.4)–(3D.11) están representadas por curvas a trazos, donde a menor

longitud de los segmentos mayor el ı́ndice de las integrales. Compárese con la Fig. 3.16.

Las integrales (5A.2) y (5A.3), para a42 y a63, se obtienen de la integral (5A.1), para a2, luego
de usar el operador

h̄n

n!

(

− ∂

∂ω̃2

)n

=
h̄n

n!

(

− 1

2ω̃

∂

∂ω̃

)n

, (5A.12)

para n = 1 y n = 2, respectivamente. Esta expresión se obtiene siguiendo el mismo procedimiento
de las Ecs. (3D.18)–(3D.20). La ausencia de la frecuencia de Matsubara no cambia el argumento.

Tal como en las Ecs. (5.195)–(3D.21), el mismo tipo de serie nos permite deducir las tres
integrales del diagrama de un rizo (3.549).
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Apéndice 5B Demostración de la Relación de Escalamiento
de los Extrema de WN

En este ápendice demostraremos la relación de escalamiento (5.215), de la cual hemos deducido la
N−ésima aproximación WN a la enerǵıa del estado base, la cual ha sido escrita como [14]

d

dΩ
WΩ

N =
( g

Ω3

)N

pN (σ), (5B.1)

donde pN (σ) es un polinomio de orden N de la variable de escalamiento σ = Ω(Ω2 − 1)/g.
Por generalidad, consideremos un oscilador anarmónico con potencial gxP , cuya potencia P es

arbitraria. Por conveniencia, el factor 1/4 que acompaña a la cantidad g se ha omitido. El valor
propio de la enerǵıa del estado base (o cualquier estado excitado) tiene la siguiente serie en teoŕıa
de perturbación a orden N

EN (g) = ω

N
∑

l=0

El

( g

ω(P+2)/2

)l

, (5B.2)

donde El son números racionales. Luego de reemplazar la Ec. (5.188), la serie se puede representar
en una nueva serie en términos de potencias de g a orden N para un r fijo, de donde obtenemos

WΩ
N = Ω

N
∑

l=0

εl(σ)
( g

Ω(P+2)/2

)l

, (5B.3)

donde los coeficientes de la nueva serie son [comparemos con la Ec. (5.207)]

εl(σ) =

l
∑

j=0

Ej

(

(1 − P+2
2 j)/2

l− j

)

(−σ)l−j . (5B.4)

Aqúı σ es una variable de escala del potencial gxP , que generaliza la Ec. (5.208) (note que este
valor es cuatro veces mayor que el valor previo de σ, esto debido a la diferente normalización de
g):

σ ≡ Ω(P−2)/2(Ω2 − ω2)

g
. (5B.5)

Ahora, mostramos que la derivada dWN (g,Ω)/dΩ tiene la siguiente forma de escala, que ge-
neraliza la Ec. (5B.1):

dWΩ
N

dΩ
=
( g

Ω(P+2)/2

)N

pN (σ), (5B.6)

donde pN (σ) es el siguiente polinomio, de orden N , para la variable de escala σ:

pN (σ) = −2
dεN+1(σ)

dσ

= 2
N
∑

j=0

Ej

(

(1 − P+2
2 j)/2

N + 1 − j

)

(N + 1 − j) (−σ)N−j . (5B.7)

La demostración inicia al diferenciar la Ec. (5B.3) con respecto Ω, de donde

dWΩ
N

dΩ
=

N
∑

l=0

[

εl(σ) − P + 2

2
lεl(σ) + Ω

dεl
dΩ

]

( g

Ω(P+2)/2

)l

. (5B.8)

Utilizando la regla de la cadena de la diferenciación, de la Ec. (5B.4) vemos que

Ω
dεl
dΩ

=

[

2
Ω(P+2)/2

g
+
P − 2

2
σ

]

dεl
dσ

, (5B.9)
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y la Ec. (5B.8) puede escribirse como

dWΩ
N

dΩ
=

N
∑

l=0

[(

1− P + 2

2
l

)

εl(σ) +

(

2
Ω(P+2)/2

g
+
P − 2

2
σ

)

dεl
dσ

]

( g

Ω(P+2)/2

)l

.

(5B.10)

Luego de rearreglar la suma, obtenemos

dWΩ
N

dΩ
= 2

dε0
dσ

( g

Ω(P+2)/2

)−1

+

N−1
∑

l=0

[(

1 − P + 2

2
l

)

εl +
P − 2

2
σ
dεl
dσ

+ 2
dεl+1

dσ

]

( g

Ω(P+2)/2

)l

+

[(

1 − P + 2

2
N

)

εN +
P − 2

2
σ
dεN
dσ

]

( g

Ω(P+2)/2

)N

. (5B.11)

El primer término se anula de manera trivial, dado que ε0 es independiente de σ. La suma en el
segundo término se anula término a término:

(

1 − P + 2

2
l

)

εl +
P − 2

2
σ
dεl
dσ

+ 2
dεl+1

dσ
= 0, l = 1 . . .N − 1. (5B.12)

Para verlo usamos la derivada

2
dεl+1

dσ
= 2

l
∑

j=0

Ej

(

(1 − P+2
2 j)/2

l + 1 − j

)

(j − l − 1) (−σ)l−j , (5B.13)

y con ayuda de la identidad

2

(

(1 − P+2
2 j)/2

l+ 1 − j

)

=
P−2
2 j + 2l− 1

j − l − 1

(

(1 − P+2
2 j)/2

l − j

)

(5B.14)

podemos reescribir la Ec. (5B.13) en la forma

2
dεl+1

dσ
=

l
∑

j=0

Ej

(

(1 − P+2
2 j)/2

l − j

)(

P − 2

2
j + 2l− 1

)

(−σ)l−j , (5B.15)

lo cual implica que

P − 2

2
σ
dεl
dσ

=

l
∑

j=0

Ej

(

(1 − P+2
2 j)/2

l − j

)

P − 2

2
(l − j)(−σ)l−j . (5B.16)

Combinando este resultado con las Ecs. (5B.4), (5B.13), obtenemos la Eq. (5B.12) lo cual demuestra
que la segunda ĺınea de la Ec. (5B.11) se anula.

Por lo tanto, sólo tenemos el último término del lado derecho de la Ec. (5B.11). Utilizando la
Ec. (5B.12) para el caso l = N tenemos

dWΩ
N

dΩ
= −2

( g

Ω(P+2)/2

)N dεN+1(σ)

dσ
. (5B.17)

Expresando la derivada dεN+1(σ)/dσ con ayuda de la Ec. (5B.4), obtenemos

dWΩ
N

dΩ
= 2

( g

Ω(P+2)/2

)N N
∑

j=0

Ej

(

(1 − P+2
2 j)/2

N + 1 − j

)

(N + 1 − j) (−σ)N−j .

(5B.18)
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Con esto queda demostrada la relación de escalamiento (5B.6), con el polinomio de la Ec. (5B.7).
La demostración puede extenderse fácilmente a cantidades f́ısicas QN(g) con diferente di-

mensión f́ısica α, la cuales tienen una serie de potencias de la forma

QN (g) = ωα
N
∑

l=0

El

( g

ω(P+2)/2

)l

, α 6= 1, (5B.19)

en lugar de la expresión (5B.2). En este caso la cantidad [QN (g)]1/α tiene una vez más una serie
de la forma (5B.2). Al reescribir QN (g) en la forma {[QN(g)]1/α}α y usando la regla de la cadena
de la derivada, vemos que la derivada se anula si el polinomio pN (σ) se anula, el cual está formado
de [QN (g)]1/α lo mismo que en la Ec. (5B.7).

Apéndice 5C Cambio a Segundo Orden de la Enerǵıa del
Polarón

Por brevedad, introducimos la variable sin dimensiones ρ ≡ ω∆τ y

F [ρ] ≡ −2Γ2ḠΩ,Γ(ρ, 0). (5C.1)

Usando unidades naturales h̄ = M = ω = 1, la enerǵıa variacional de Feynman (5.395) tiene la
forma

E0 =
3

4Γ
(Γ − Ω)2 − 1√

π
Γ

∫ ∞

0

dρ e−ρF−1/2(ρ). (5C.2)

La corrección a segundo orden (5.406) es

∆E
(2)
0 = −412

π
Γ2I +

1

2Γ
√
π

(Γ2 − Ω2)

∫ ∞

0

dρ e−ρF−1/2(ρ) − 3

16Γ3
(Γ2 − Ω2)2

− 1

4
√
π

(Γ2−Ω2)

∫ ∞

0

dρ e−ρF−3/2(ρ)

{(

1+
Ω2

Γ

)

(

1−e−Γρ
)

+
Γ2−Ω2

Γ
ρe−Γρ

}

, (5C.3)

donde I es la siguiente integral

I =
1

4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

dρ1dρ2dρ3e
−ρ1F−1/2(ρ1)e

−ρ2F−1/2(ρ2)

(

arcsinQ

Q
− 1

)

, (5C.4)

y donde

Q = Q1 for ρ3 − ρ2 + ρ1 ≥ 0 and ρ3 − ρ2 ≥ 0,

Q = Q2 for ρ3 − ρ2 + ρ1 ≥ 0 and ρ3 − ρ2 < 0, (5C.5)

Q = Q3 for ρ3 − ρ2 + ρ1 < 0 and ρ3 − ρ2 < 0,

y además

Q1 =
1

2
F−1/2(ρ21)F

−1/2(ρ22)
Γ2− Ω2

Γ
e−Γρ3(1 − e−Γρ1)(eΓρ − 1), (5C.6)

Q2 =
1

2
F−1/2(ρ1)F

−1/2(ρ2)

×
{

Γ2− Ω2

Γ

[

e−Γ(ρ2−ρ3)− e−Γρ3(1 + e−Γ(ρ1−ρ2)− e−Γρ1)
]

− 2Ω2(ρ2 − ρ3)

}

, (5C.7)

Q3 =
1

2
F−1/2(ρ1)F

−1/2(ρ2)

×
{

Γ2− Ω2

Γ

[

−e−Γρ3(1 − e−Γρ1) − e−Γ(ρ2−ρ3)(eΓρ1 − 1)
]

− 2Ω2ρ1

}

. (5C.8)
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Aevo rarissima nostro, simplicitas.

Simplicity, a very rare thing in our age.
Ovid (43BC-17), Ars Amatoria, Book 1, 241

6

Integrales de Trayectoria con Restricciones
Topológicas

La representación, en términos de la integral de trayectoria, de las amplitudes de
evolución temporal consideradas hasta ahora fueron deducidas para las órbitas x(t)
fluctuando en el espacio Eucĺıdeo. Aunque el intervalo de valores válido para cada co-
ordenada de la órbita va desde menos infinito hasta más infinito, en muchos sistemas
de interés f́ısico las órbitas se confinan a una parte topológicamente restringida de
un sistema coordenado Cartesiano. Esto cambia la relación de completes mecánico–
cuántica y con ello la deducción de la integral de trayectoria a partir de la partición
temporal del operador de evolución temporal visto en la Sección 2.1. En este caṕıtulo
sólo consideraremos el caso de una part́ıcula puntual moviendose sobre un ćırculo,
en una parte del espacio, o en una caja. El tratamiento de la integral de trayectoria
de estos sistemas es el propotipo de toda extensión a topoloǵıas más generales.

6.1 Part́ıcula Puntual sobre un Cı́rculo

Para una part́ıcula puntual sobre un ćırculo, las órbitas pueden determinarse en
términos de una variable angular ϕ(t) ∈ [0, 2π] sujeta a la restricción topológica de
que los puntos ϕ = 0 y ϕ = 2π sean indénticos.

La deducción de la integral de trayectoria para tal sistema sigue el mismo proceso
a lo hecho anteriormente: el operador de evolución temporal se descompone en el
producto

〈ϕbtb|ϕata〉 = 〈ϕb|exp
[

− i

h̄
(tb − ta)Ĥ

]

|ϕa〉 ≡ 〈ϕb|
N+1
∏

n=1

exp
(

− i

h̄
ǫĤ
)

|ϕa〉. (6.1)

La restricción geométrica aparece en las relaciones de completes que serán insertadas
entre los factores del lado derecho para n = 1, . . . , N :

∫ 2π

0
dϕn|ϕn〉〈ϕn| = 1. (6.2)

Si el integrando es singular en ϕ = 0, los ĺımites de integración deben estar infinites-
imalmente desplazados del valor 2π. De otra forma se corre el riesgo de un doble
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conteo de las contribuciones de los puntos idénticos ϕ = 0 y ϕ = 2π. Las relaciones
de ortogonalidad sobre estos intervalos son

〈ϕn|ϕn−1〉 = δ(ϕn − ϕn−1), ϕn ∈ [0, 2π). (6.3)

La función δ puede representarse en términos de un conjunto completo de funciones
periódicas sobre el ćırculo:

δ (ϕn − ϕn−1) =
∞
∑

mn=−∞

1

2π
exp[imn(ϕn − ϕn−1)]. (6.4)

Para un sistema trivial sin Hamiltoniano, el producto escalar (6.4) nos lleva a la
siguiente representación de la amplitud de transición:

(ϕbtb|ϕata)0 =
N
∏

n=1

[
∫ 2π

0
dϕn

] N+1
∏

n=1

[

∑

mn

1

2π

]

exp

[

i
N+1
∑

n=1

mn(ϕn − ϕn−1)

]

. (6.5)

Si ahora introducimos un Hamiltoniano H(p, ϕ), para cada intervalo temporal
tendremos

(ϕntn|ϕn−1tn−1) = 〈ϕn| exp
[

− i

h̄
ǫĤ(p, ϕ)

]

|ϕn−1〉

= exp
[

− i

h̄
ǫĤ(−ih̄∂ϕn

, ϕn)
]

〈ϕn|ϕn−1〉.

Reemplazando los productos escalares por su representación espectral (6.4), en-
tramos que

(ϕntn|ϕn−1tn−1) = 〈ϕn| exp
[

− i

h̄
ǫĤ(p, ϕ)

]

|ϕn−1〉

= exp
[

− i

h̄
ǫĤ(−ih̄∂ϕn

, ϕn)
] ∞

∑

mn=−∞

1

2π
exp[imn(ϕn − ϕn−1)]. (6.6)

Aplicando el operador Hamiltoniano en cada término de la suma, obtenemos

(ϕn tn|ϕn−1 tn−1) =
∞
∑

mn=−∞

1

2π
exp

[

imn(ϕn − ϕn−1)−
iǫ

h̄
H(h̄mn, ϕn)

]

. (6.7)

Por lo tanto, la amplitud total puede escribirse como

(ϕbtb|ϕata) ≈
N
∏

n=1

[
∫ 2π

0
dϕn

]N+1
∏

n=1

[

∞
∑

mn=−∞

1

2π

]

(6.8)

× exp

{

i
N+1
∑

n=1

[

mn(ϕn − ϕn−1)−
1

h̄
ǫH(h̄mn, ϕn)

]

}

.

Esta es la generalización de la integral de trayectoria de coordendas Cartesianas
a coordenadas ćıclicas. Como una consecuencia de la indistingibilidad de ϕ(t) y
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ϕ(t) + 2πn, la integración en la variable del momentum se ha transformado en una
suma sobre números enteros. Las sumas reflejan el hecho que las funciones de onda
mecánico–cuánticas (1/

√
2π) exp(ipϕϕ/h̄) son univaluadas.

Los momenta discretos aparecen en la Ec. (6.8) a través de una “suma sobre
los momenta” y no por una integral de trayectoria. A primera vista, tal expresión
parece d́ıficil de manejar en problemas prácticos. Afortunadamente, esta suma puede
reescribirse en una forma equivalente más comoda, que involucre una integral de
trayectoria propia continua. Para esto necesitamos de una suma infinita adicional
que garantice la invarianza ćıclica de la variable ϕ. Para hallar esta forma equiva-
lente, recordemos la fórmula de Poisson (1.197),

∞
∑

l=−∞

e2πikl =
∞
∑

m=−∞

δ(k −m), (6.9)

que convierte el término del lado derecho de la Ec. (6.4) en una suma periódica de
funciones δ, de tal forma que la Ec. (6.3) puede escribirse como

〈ϕn|ϕn−1〉 =
∞
∑

l=−∞

δ(ϕn − ϕn−1 + 2πl). (6.10)

Mediante una descomposición de Fourier de las funciones δ obtenemos

〈ϕn|ϕn−1〉 =
∞
∑

l=−∞

∫ ∞

−∞

dkn
2π

exp[ikn(ϕn − ϕn−1) + 2πiknl]. (6.11)

Note que si aplicamos la fórmula de Poisson (6.9) a la suma sobre l, el término del
lado derecho se reduce a la Ec. (6.4), lo cual da origen a una suma de funciones δ
para los valores enteros de kn = mn = 0, ±1, ±2, . . . . Si utilizamos esta serie en
lugar de la serie de la Ec. (6.4), la amplitud (6.5) sin Hamiltoniano tiene la forma

(ϕbtb|ϕata)0 =
N
∏

n=1

[
∫ 2π

0
dϕn

]N+1
∏

n=1





∫ ∞

−∞

dkn
2π

∞
∑

ln=−∞



 ei
∑N+1

n=1
[kn(ϕn−ϕn−1)+2πknln]. (6.12)

En esta expresión observamos que las sumas sobre ln pueden absorberse en las
variables ϕn, cambiando el rango de integración de [0, 2π) a (−∞,∞). Esto no es
posible en la última suma

∑

lN+1
, sin embargo, aún con esto, obtenemos

(ϕbtb|ϕata)0 =
∞
∑

l=−∞

N
∏

n=1

[
∫ ∞

−∞
dϕn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dkn
2π

]

ei
∑N+1

n=1
kn(ϕn−ϕn−1+2πlδn,N+1).(6.13)

El término del lado derecho es la amplitud de una part́ıcula ordinaria, cuyo operador
es Ĥ ≡ 0, y tiene la forma

(ϕbtb|ϕata)0,no ćıclico =
N
∏

n=1

[
∫ ∞

−∞
dϕn

] N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dkn
2π

]

ei
∑N+1

n=1
kn(ϕn−ϕn−1). (6.14)
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La amplitud (6.13) difiere de esta cantidad por el término que contiene la suma
sobre las trayectorias que corren sobre todas las repeticiones periódicas del punto
final ϕb + 2πn, tb. Por lo tanto, la amplitud (6.13) puede escribirse como una suma
sobre todos los puntos finales periódicamente repetidos de la amplitud (6.14):

(ϕbtb|ϕata)0 =
∞
∑

l=−∞

(ϕb + 2πl, tb|ϕata)0,no ćıclico . (6.15)

En cada término del lado derecho podemos introducir el Hamiltoniano en la forma
usual, y con ello llegamos a la fórmula de la partición temporal

(ϕbtb|ϕata) ≈
∞
∑

l=−∞

N
∏

n=1

[
∫ ∞

−∞
dϕn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

× exp

{

i

h̄

N+1
∑

n=1

[pn(ϕn − ϕn−1 + 2πlδn,N+1)− ǫH(pn, ϕn)]

}

. (6.16)

En el ĺımite continuo, esta expresión tiende a la integral de trayectoria

(ϕbtb|ϕata)
ǫ→0

−−−→
∞
∑

l=−∞

∫

ϕa❀ϕb+2πl
Dϕ(t)

∫ Dp(t)
2πh̄

exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt[pϕ̇−H(p, ϕ)]

}

. (6.17)

El como esta integral de trayectoria ha reemplazado la suma sobre todas las trayec-
torias, en el ćırculo ϕ ∈ [0, 2π), por la suma sobre todas las trayectorias con la
misma acción sobre todo el eje ϕ está ilustrado en la Fig. 6.1.

Como un ejemplo, consideremos una part́ıcula libre moviendose sobre un ćırculo
con un Hamiltoniano

H(p, ϕ) =
p2

2M
. (6.18)

La integral de trayectoria ordinaria no ćıclica es

(ϕbtb|ϕata)no ćıclico =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M
exp

[

i

h̄

M

2

(ϕb − ϕa)
2

tb − ta

]

. (6.19)

Utilizando la Ec. (6.15), la amplitud ćıclica estará dada por la siguiente Gaussiana
periódica

(ϕbtb|ϕata) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

∞
∑

l=−∞

exp

[

i

h̄

M

2

(ϕb − ϕa + 2πl)2

tb − ta

]

. (6.20)

Por supuesto, la misma amplitud pudo haberse obtenido de un cálculo mecánico–
cuántico utilizando directamente la función de onda

ψm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ (6.21)
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Figure 6.1 Trayectoria con 3 discontinuidades en el intervalo de 2π a 0 para los puntos

tj1 , tj2 , tj3 , y con una discontinuidad en el intervalo de 0 a 2π en el punto t̄1. Esta

trayectoria puede graficarse como una trayectoria suave en el esquema de zona extendida,

donde obtenemos ϕ(n,n̄) = ϕb + (n − n̄)2π, y donde n y n̄ representan el número de

discontinuidades de primer y segundo tipo, respectivamente.

y los valores propios de enerǵıa

H =
h̄2

2M
m2. (6.22)

En la mecánica cuántica de operadores, hallamos

(ϕbtb|ϕata) = 〈ϕb|exp
[

− i

h̄
(tb − ta)Ĥ

]

|ϕa〉

=
∞
∑

m=−∞

ψm(ϕb)ψ
∗
m(ϕa) exp

[

− i

h̄

h̄2m2

2M
(tb − ta)

]

=
∞
∑

m=−∞

1

2π
exp

[

im(ϕb − ϕa)− i
h̄m2

2M
(tb − ta)

]

. (6.23)

Si la suma sobrem se transforma en una integral sobre p y una suma dual en l usando
la fórmula de Poisson (6.9), obtendremos el mismo resultado hallado previamente:

(ϕbtb|ϕata) =
∞
∑

l=−∞

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
exp

{

i

h̄

[

p(ϕb − ϕa + 2πl)− p2

2M
(tb − ta)

]}

=
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

∞
∑

l=−∞

exp

[

i

h̄

M

2

(ϕb − ϕa + 2πl)2

tb − ta

]

. (6.24)
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6.2 Pared Infinita

Conideremos el caso donde sólo la mitad del espacio es accesible a la part́ıcula, i.e., el
caso de una pared infinita, por ejemplo en x = r > 0, donde la relación de completes
es ∫ ∞

0
dr|r〉〈r| = 1. (6.25)

Si el integrando es singular, tenemos que omitir el origen en la integración. La
relación de ortogonalidad es

〈r|r′〉 = δ(r − r′); r, r′ > 0. (6.26)

Para una part́ıcula moviendose en tal geometŕıa, lo que necesitamos calcular es la
amplitud

(rbtb|rata) = 〈rb|
N+1
∏

n=1

exp
(

− i

h̄
Ĥǫ
)

|ra〉. (6.27)

Como es usual, introducimos N relaciones de completes entre los N +1 factores. En
el caso de un Hamiltoniano nulo, la amplitud (6.27) será

(rbtb|rata)0 =
N
∏

n=1

[
∫ ∞

0
drn

]N+1
∏

n=1

〈rn|rn−1〉 = 〈rb|ra〉. (6.28)

Por cada producto escalar 〈rn|rn−1〉 = δ(rn−rn−1), sustituimos su representación es-
pectral por la representación correspondiente a la condición de frontera de una pared
infinita en r = 0. Esta representación consta de una superposición de funciones de
onda de part́ıcula libre que se anulan en r = 0:

〈r|r′〉 = 2
∫ ∞

0

dk

π
sin kr sin kr′ (6.29)

=
∫ ∞

−∞

dk

2π
[exp ik(r − r′)− exp ik(r + r′)] = δ(r − r′)− δ(r + r′).

Esta representación de Fourier resulta ser más útil de lo que necesitamos. Además
de la función δ en r = r′, tenemos también una función δ para el punto imagen
sin sentido f́ısico r = −r. El punto imagen tiene un papel similar al de los puntos
periódicos que aparecen en la representación (6.11). Por la misma razón que antes,
conservamos en la fórmula los puntos imagen, tanto si ellos son cero o negativos. De
esta forma, reescribimos la representación de Fourier (6.29) como

〈r|r′〉 =
∑

x=±r

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
exp

[

i

h̄
p(x− x′) + iπ(σ(x)− σ(x′))

]

x′=r′
, (6.30)

donde
σ(x) ≡ Θ(−x) (6.31)

y donde Θ(x) es la función de Heaviside de la Ec. (1.313). Por razones de simetŕıa,
en lugar de las variables r y r′ definidas en la mitad del espacio f́ısico es conveniente
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6.2 Pared Infinita 603

introducir los estados localizados |x〉 cuyo producto escalar está definido en todo el
eje x:

〈x|x′〉 =
∑

x′′=±x

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
exp

[

i

h̄
p(x′′ − x′) + iπ(σ(x′′)− σ(x′))

]

= δ(x− x′)− δ(x+ x′). (6.32)

Utilizando estos estados, tenemos

〈r|r′〉 = 〈x|x′〉|x=r,x′=r′ . (6.33)

Ahora la amplitud de transición con Hamiltoniano cero

(rbtb|rata)0 = δ(rb − ra), (6.34)

puede extenderse sin problema con ayuda de la función δ–imagen en la forma

(rbtb|rata)0 = δ(rb − ra)− δ(rb + ra), (6.35)

y factorizarla en términos de particiones temporales:

(rbtb|rata)0 =
N
∏

n=1

[
∫ ∞

0
drn

]N+1
∏

n=1

[

∑

xn=±rn

(xnǫ|xn−10)0

]

(6.36)

(rb = rN+1, ra = r0), donde, trivialmente, la amplitud de una sola partición será

(xnǫ|xn−10)0 = 〈xn|xn−1〉, x ∈ (−∞,∞). (6.37)

Con ayuda de la Ec. (6.32), podemos reescribir esta expresión como

(rbtb|rata)0 =
N
∏

n=1

[
∫ ∞

0
drn

]N+1
∏

n=1

[

∑

xn=±rn

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

× exp

{

N+1
∑

n=1

[

i

h̄
p(xn − xn−1) + iπ(σ(xn)− σ(xn−1))

]

}

. (6.38)

La suma sobre los puntos imagen xn = ±rn se combina, para cada n, con la integral
∫∞
0 drn para construir una sola integral definida sobre todo el eje x, incluyendo el
semiplano sin sentido f́ısico x < 0. Solamente la última suma no puede ser reescrita
en esta forma, con lo que obtenemos la siguiente representación en términos de la
integral de trayectoria de la amplitud trivial

(rbtb|rata)0 =
∑

xb=±rb

N
∏

n=1

[
∫ ∞

−∞
dxn

] N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

× exp

{

N+1
∑

n=1

[

i

h̄
p(xn − xn−1) + iπ(σ(xn)− σ(xn−1))

]

}

. (6.39)
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Figure 6.2 Ilustración del comportamiento de la trayectoria cerca de la pared reflectora.

Una vez que la trayectoria toca la pared, se cancela por la trayectoria correspondiente de

igual acción que cruza la pared hacia el regimen no f́ısico (la trayectoria tiene una imagen

espejo al cruzar la pared). El factor de fase exp[iπσ(xb)] cambia el signo a la integral de

trayectoria. Sólo las trayectorias que no tocan la pared no se cancelan en la integral de

trayectoria.

Ahora, la norma de esta integral de trayectoria es del tipo convencional, donde la
integral es sobre todas las trayectorias que fluctuan en todo el espacio. La diferencia
especial es la simetrización final en xb = ±rb.

Es instructivo ver la forma en la cual la simetrización final, junto con el factor
de fase exp[iπσ(x)] = ±1, elimina todas las trayectorias incorrectas en el espacio
extendido, i.e., aquellas trayectorias que cruzan por el origen hacia el semiespacio
no f́ısico. En la Fig. 6.2 se muestra este hecho. Notemos que al suponer que
xa = ra > 0, las fase inicial σ(xa) puede omitirse. Aunque se le mantiene sólo por
razones de simetŕıa.

En el ĺımite continuo, el argumento de la exponencial corresponde a la acción

Aσ
0 [p, x] =

∫ tb

ta
dt[pẋ+ h̄π∂tσ(x)] ≡ A0[p, x] +Aσ

topol. (6.40)

El primer término es la expresión canónica usual en ausencia del Hamiltoniano. El
segundo término, que es nuevo, es un término puramente de frontera:

Aσ
topol[x] = h̄π(σ(xb)− σ(xa)), (6.41)

el cual mantiene la topoloǵıa del semiespacio x > 0, contenido en todo el espacio
x ∈ (−∞,∞). Esta es la razón por la cual la acción tiene el sub́ındice “topol”.

La acción topológica (6.41) puede escribirse formalmente como el acoplamiento
local de la velocidad en el origen:

Aσ
topol[x] = −πh̄

∫ tb

ta
dtẋ(t)δ(x(t)). (6.42)

Esto se sigue directamente de

σ(xb)− σ(xa) =
∫ xb

xa

dxσ′(x) =
∫ xb

xa

dxΘ′(−x) = −
∫ xb

xa

dxδ(x). (6.43)
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6.2 Pared Infinita 605

Ahora, consideremos una part́ıcula puntual libre moviendose en el semiespacio
positivo cuyo Hamiltoniano es

H =
p2

2M
. (6.44)

La acción de esta part́ıcula tiene la forma

A[p, x] =
∫ tb

ta
dt[pẋ− p2/2M − h̄πẋ(t)δ(x(t))], (6.45)

y la partición temporal de la integral de trayectoria es de la forma dada en la
Ec. (6.39), con la excepción de los términos energéticos adicionales −p2n/2M pre-
sentes en la acción. Dado que el nuevo término topológico es un término puramente
de frontera, todas las integrales extendidas en la Ec. (6.39) pueden evaluarse de la
misma forma que las de integrales de una part́ıcula libre en ausencia de una pared
infinita. El resultado es

(rbtb|rata) =
∑

xb=±rb

1
√

2πh̄i(tb − ta)/M

× exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
+ iπ(σ(xb)− σ(xa))

]

(6.46)

=
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

{

exp

[

i

h̄

M

2

(rb − ra)
2

tb − ta

]

− (rb → −rb)
}

donde xa = ra.
Puede verse que el resultado correcto consiste en: sustituir la transformada de

Fourier de la distribución Gassiana (Fresnel) de donde

(rbtb|rata) =
∫ ∞

−∞

dp

2πh̄

{

exp
[

i

h̄
p(rb − ra)

]

− (rb → −rb)
}

e−ip2(tb−ta)/2Mh̄

= 2
∫ ∞

0

dp

2πh̄
sin(prb/h̄) sin(pra/h̄) exp

[

− i

h̄

p2

2M
(tb − ta)

]

, (6.47)

misma que es la representación espectral usual de la amplitud de evolución temporal.
Notemos que la primera parte de la Ec. (6.46) puede escribirse en una forma más

simétrica como

(rbtb|rata) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/M

1

2

∑

xa=±ra
xb=±rb

exp

[

i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
+ iπ(σ(xb)− σ(xa))

]

.

(6.48)

En esta forma, los factores de fase eiπσ(x) están relacionados a lo que podemos con-
siderar como los “armónicos esféricos” pares e impares en una dimensión [podremos
ver más de este tema luego de las Ecs. (9.60)]

Ye,o(x̂) =
1√
2
(Θ(x)±Θ(−x)),
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donde ,

Ye(x̂) =
1√
2
, Yo(x̂) =

1√
2
eiπσ(x). (6.49)

La amplitud (6.48) es la “onda parcial” impar de la amplitud de la part́ıcula libre

(rbtb|rata) =
∑

x̂b,x̂a

|xb|=rb,|xa|=ra

Y ∗
o (x̂b)〈xbtb|xata〉Yo(x̂a), (6.50)

que es exactamente lo mismo que habŕıamos obtenido si utilizamos la mecánica
cuántica de Schrödinger.

6.3 Part́ıcula Puntual en una Caja

Si se confina una part́ıcula puntual entre dos paredes infinitamente altas, en el
intervalo x ∈ (0, d), hablamos de una part́ıcula puntual en una caja.1 La caja es
una restricción geométrica. Además tenemos una restricción sobre las funciones de
onda, a las cuales se le impone la condición de que se cancelen en las paredes de la
caja, con esto el producto escalar, en el intervalo r ∈ (0, d), entre estados localizados
estará dado por la relación de ortogonalidad mecánico–cuántica:

〈r|r′〉 = 2

d

∑

kν>0

sin kνr sin kνr
′, (6.51)

donde kν sólo admite los siguientes valores discretos positivos del momentum

kν =
π

d
ν, ν = 1, 2, 3, . . . . (6.52)

La suma sobre los valores restringidos de los momenta kν en la Ec. (6.51), puederef(6.51)
lab(6.46)
est(6.51)

llevarse a una suma sobre todos los valores de los momenta kν , donde ν =
0,±1,±2, . . ., reescribiendo la suma en la forma:

〈r|r′〉 = 1

2d

∑

kν

[

eikν(r−r′) − eikν(r+r′)
]

. (6.53)

Luego, y con ayuda de la fórmula de Poisson (6.9), el término del lado derecho puede
convertirse en una integral y una suma auxiliar:

〈r|r′〉 =
∞
∑

l=−∞

∫ ∞

−∞

dk

2π

[

eik(r−r′+2dl) − eik(r+r′+2dl)
]

. (6.54)

Utilizando el potencial σ(x) de la Ec. (6.31), esta expresión puede reescribirse como

〈r|r′〉 =
∑

x=±r

∞
∑

l=−∞

∫ ∞

−∞

dk

2π
eik(x−x′+2dl)+iπ(σ(x)−σ(x′)). (6.55)

1Ver W. Janke and H. Kleinert, Lett. Nuovo Cimento 25 , 297 (1979) (http://www.phy-
sik.fu-berlin.de/~kleinert/64).
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Figure 6.3 Ilustración del comportamiento de la trayectoria en una caja. Una trayectoria

reflejada tanto en la pared superior como en la pared inferior de la caja se elimina por

una trayectoria con la misma acción yendo hacia x
(1)
b y hacia x̄

(0)
b , x̄

(1)
b . El último caso

recibe un signo negativo en la integral de trayectoria del factor de fase exp[iπσ(xb)]. Sólo

las trayectorias que están completamente dentro de las paredes no se cancelan.

La integral de trayectoria, para la amplitud de evolución temporal de un Hamilto-
niano cero se obtiene combinando una sucesión de productos escalares de la forma
(6.51):

(rbtb|rata)0 =
N
∏

n=1

[

∫ d

0
drn

]

〈rn|rn−1〉 (6.56)

=
N
∏

n=1

[

∫ d

0
drn

]

N+1
∏

n=1

2

d

∑

kν

sin kνnrn sin kνn−1rn−1.

La representación espectral alternativa (6.55), nos permite extender las integrales
restringidas sobre xn y las sumas sobre kν para completar las integrales en el espacio
fase, y podemos escribir

(rbtb|rata)0 =
∑

xb=±rb

∞
∑

l=−∞

N
∏

n=1

[
∫ ∞

−∞
dxn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

exp
(

i

h̄
AN

0

)

, (6.57)

donde la partición temporal de la acción para H ≡ 0, será:

AN
0 =

N+1
∑

n=1

[pn(xn − xn−1) + h̄π(σ(xn)− σ(xn−1))] . (6.58)

El punto final xb se suma sobre todos los puntos finales repetidos periódicamente
rb + 2dl y sus reflexiones −rb + 2dl.

Ahora, introducimos un término dinámico a la anterior integral de trayectoria
mediante la adición de un Hamiltoniano H(p, x), de tal forma que ahora la acción
es

A =
∫ tb

ta
dt[pẋ−H(p, x)− h̄πẋδ(x)]. (6.59)
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Figure 6.4 Una part́ıcula en una caja es topológicamente equivalente a una part́ıcula

sobre un ćırculo con una pared infinita en un punto.

La amplitud para esta acción puede escribirse formalmente como una integral de
trayectoria

(rbtb|rata) =
∞
∑

l=−∞

∑

xb=±rb+2dl

∫

Dx
∫ Dp

2πh̄
exp

(

i

h̄
A
)

. (6.60)

Donde en términos de la partición temporal, la acción es

AN = AN
0 − ǫ

N+1
∑

n=1

H(pn, xn). (6.61)

La forma en la cual la suma sobre las posiciones finales xb = ±rb + 2dl junto con el
factor de fase exp[iπσ(xb)] elimina las trayectorias no f́ısicas, se ilustra en la Fig. 6.3.
El mecanismo es una combinación de los dos casos anteriores. Una part́ıcula en una
caja de longitud d se comporta como una part́ıcula sobre un ćırculo de circunferencia
2d, con condiciones de frontera periódicas, donde introducimos una pared infinita en
algún punto de la circunferencia. En la Fig. 6.4. se ilustra este caso. La periocidad
en 2d selecciona los momenta

kν = (π/d)ν, ν = 1, 2, 3, . . . ,

como es de esperar.
Para una part́ıcula libre con Hamiltoniano H = p2/2M , las integraciones sobre

xn, pn pueden hacerse en la forma usual y obtenemos la amplitud (xa = ra)

(rbtb|rata) =
∞
∑

l=−∞

∑

xb=±rb+2dl

1
√

2πh̄i(tb − ta)/M

[

e
i
h̄

M
2

(xb−xa+2dl)2

tb−ta − (xb → −xb)
]

.

(6.62)

La transformada de Fourier y una aplicación de la fórmula de Poisson (6.9) muestra
que esto es igual a la expresión mecánico–cuántica

(rbtb|rata) = 〈rb|exp
[

− i

h̄
(tb − ta)Ĥ

]

|ra〉

=
2

d

∞
∑

ν=1

sin kνrb sin kνra exp

[

−ih̄ k2ν
2M

(tb − ta)

]

. (6.63)
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En analoǵıa con la discusión de la Sección 2.6, identificamos en el argumento
de las exponenciales los valores propios de los niveles energéticos etiquetados por
ν − 1 = 0, 1, 2, . . . :

E(ν−1) =
h̄2k2ν
2M

, ν = 1, 2, 3 . . . . (6.64)

Los factores que anteceden a la exponencial son las funciones de onda asociadas con
estas enerǵıas:

ψ(ν−1)(x) =
2

d
sin kνx. (6.65)

6.4 Teoŕıa de Acoplamiento Fuerte para una Part́ıcula en
una Caja

La teoŕıa de acoplamiento fuerte, desarrollada en el Caṕıtulo 5, nos permite abordar
el tratamiento de sistemas mecánico–cuánticos con potencial de pared dura median-
te teoŕıa de perturbación. Luego de convertir series divergentes de acoplamiento
débil en series convergentes de acoplamiento fuerte, el ĺımite de acoplamiento fuerte
de una función puede evaluarse a partir de su serie de acoplamiento débil a todo
nivel de precisión deseado. De la combinación con el procedimiento variacional,
encontramos que mediante teoŕıa de perturbación, podemos estudiar toda una nueva
serie de problemas f́ısicos. Por ejemplo, por este método se ha resuelto el problema
importante de la presión ejercida por un conjunto de membranas sobre las paredes
del recipiente que las contiene.2

En esta Sección motraremos el uso de la teoŕıa en el tratamiento del sistema es-
tudiando en una Sección anterior, la part́ıcula puntual en una caja uni–dimensional.

Este es una ejercicio mecánico–cuántico para el estudio de otros problemas f́ısicos
más interesantes. De acuerdo a la Ec. (6.64), la enerǵıa del estado base de este
sistema tiene el valor E(0) = π2/2d2. Por simplicidad, usaremos unidades naturales,
por lo cual podemos omitir las constantes de Planck y Boltzmann en todo momento.
A continuación mostraremos como este resultado puede hallarse de la teoŕıa de
acoplamiento fuerte mediante teoŕıa de perturbación.

6.4.1 Función de Partición

La discusión es más simple si consideramos la función de partición estad́ıstico–
cuántica de la part́ıcula. Encontramos que esta función de distribución está dada
por la integral de trayectoria (siempre en unidades naturales)

Z =
∫

Du(τ)e 1
2

∫ h̄β

0
dτ(∂u)2 , (6.66)

donde la coordenada desplazada de la part́ıcula u(τ) ≡ x(τ) − d/2 está restringida
al intervalo simétrico −d/2 ≤ u(τ) ≤ d/2. Dado que en la Ec. (6.66), la restricción

2Ver las Notas y Referencias al final del Caṕıtulo.
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de pared dura es d́ıficil de tratar anaĺıticamente, suavizamos la pared dura intro-
duciendo en la acción Eucĺıdea un potencial que diverge en las paredes. Es decir,
consideramos la acción Eucĺıdea auxiliar

Ae =
1

2

∫ h̄β

0
dτ
{

[∂u(τ)]2 + V (u(τ))
}

, (6.67)

donde V (u) está dado por

V (u) =
ω2

2

(

d

π
tan

πu

d

)2

=
ω2

2

(

u2 +
2

3
gu4 + . . .

)

. (6.68)

Aqúı hemos introducido, en el término de la derecha, el parámetro g ≡ π2/d2.

6.4.2 Representación Perturbativa

La serie para el potencial, en términos de las potencias de g, puede tratarse per-
turbativamente, de donde hallamos la representación de Z alrededor de la parte
armónica de la función de partición. Para este caso, las integrales sobre u(τ) se
evaluán en todo el eje u, y pueden integrarse tal como se describe en la Sección 2.15.
El resultado será [ver la Ec. (2.489)]

Zω = e−(1/2)Tr log(∂2+ω2). (6.69)

Para β → ∞, de la exponencial obtenemos la densidad de enerǵıa libre F =
−β−1 logZ, que es igual a la enerǵıa del estado base del oscilador armónico

Fω =
ω

2
. (6.70)

El tratamiento de los términos de la interacción puede organizarse en potencias de
g, de donde hallamos la serie para la enerǵıa libre en su forma genérica

F = Fω + ω
∞
∑

k=1

ak

(

g

ω

)k

. (6.71)

El cálculo de los coeficientes ak, en esta serie, se obtiene de la siguiente forma.
Primeramente, para hallar la serie de potencias de la enerǵıa de interacción, usamos
la serie del potencial definido en la Ec. (6.67)

Aint
e =

ω2

2

∫

dτ
(

gv4u
4 + g2v6u

6 + g3v8u
8 + . . .

)

=
ω2

2

∞
∑

k=1

∫

dτ gkv2k+2[u
2(τ)]k+1 , (6.72)

donde tenemos que los coeficientes son

v4 =
2

3
, v6 =

17

45
, v8 =

62

315
, v10 =

1382

14175
, v12 =

21844

467775
, v14 =

929569

42567525
,
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v16 =
6404582

638512875
, v18 =

443861162

97692469875
, v20 =

18888466084

9280784638125
, v22 =

113927491862

126109485376875
,

v24 =
58870668456604

147926426347074375
, v26 =

8374643517010684

48076088562799171875
, v28 =

689005380505609448

9086380738369043484375
,

v30 =
129848163681107301953

3952575621190533915703125
, v32 =

1736640792209901647222

122529844256906551386796875
,

v34 =
418781231495293038913922

68739242628124575327993046875
, . . . . (6.73)

De acuerdo a la regla de Wick’s de la Sección 3.10, los términos de la interacción
∫

dτ [u2(τ)]k+1, y sus productos, se representan como la suma del producto de las
funciones de correlación armónicas de dos puntos

〈u(τ1)u(τ2)〉 =
∫

dk

2π

eik(τ1−τ2)

k2 + ω2
=
e−ω|τ1−τ2|

2ω
. (6.74)

Los valores esperados locales asociados son 〈u2〉 = 1/2ω, y

〈u∂u〉 =
∫

dk

2π

k

k2 + ω2
= 0

〈∂u∂u〉 =
∫ dk

2π

k2

k2 + ω2
= −ω

2
, (6.75)

donde la última integral se calcula usando la regularización dimensional, en la cual
∫

dk kα = 0 para todo α. Las contracciones de Wick se organizan con la ayuda
de los diagramas de Feynman, tal como se explica en la Sección 3.20. Por lo que
encontramos que sólo los diagramas conectados contribuyen a la densidad de enerǵıa
libre. La representación gráfica de la enerǵıa libre a cuatro rizos es

F =
ω

2
+

(

ω2

2

)

{

gv4 3 + g2v615 + g3v8105
}

− 1

2!

(

ω2

2

)2
{

g2v24 [72 + 24 ] +g3 2v4v6
[

540 + 360
]}

+
1

3!

(

ω2

2

)3

g3v34

{

2592 + 1728 +3456 + 1728
}

. (6.76)

Notemos que diferentes rizos contribuyen a los términos de orden gn. El cálculo de los
diagramas de la Ec. (6.76) se simplifica por la siguiente propiedad de factorización:
si un diagrama consta de dos subdiagramas unidos por un solo vértice, la integral
de Feynman asociada a tal diagrama se factoriza en las integrales correspondientes
a tales subdiagramas. En cada diagrama, la última integral en t da como resultado
un factor general β, debido a la simetŕıa de invarianza traslacional sobre el eje t, los
otros diagramas dan un factor 1/ω. Utilizando la expresión (6.75) para las ĺıneas de
los diagramas, hallamos los siguientes valores para las integrales de Feynman:

= β
1

16ω5
, = β

1

64ω8
,
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= β
1

32ω5
, = β

3

128ω8
,

= β
1

32ω6
, = β

5

8 · 64ω8
, (6.77)

= β
1

32ω6
, = β

3

8 · 64ω8
.

Sumando todas las contribuciones en la Ec. (6.76), a tercer orden en g, obtenemos:

F3 = ω

{

1

2
+

3

8
v4

(

g

ω

)

+
[

15

16
v6 −

21

32
v24

] (

g

ω

)2

+
[

105

32
v8 −

45

8
v4 v6 +

333

128
v34

] (

g

ω

)3
}

,

(6.78)

expresión que tiene la forma genérica hallada en la Ec. (6.71).
Podemos obtener una aproximación de orden superior utilizando una extensión

de la relación de recursión de Bender-Wu (3C.20), para la enerǵıa del estado base
del oscilador anarmónico de orden cuarto, en la siguiente forma:

2p′Cp′

n = (p′ + 1)(2p′ + 1)Cp′

n +
1

2

n
∑

k=1

v2k+2C
p′−k−1
n−k −

n−1
∑

k=1

C1
kC

p′

n−k, 1 ≤ p′ ≤ 2n,

C0
0 = 1, Cp′

n = 0 (n ≥ 1, p′ < 1). (6.79)

Luego de resolver estas relaciones de recursión, encontramos que los coeficientes ak
de la Ec. (6.71) estarán dados por ak = (−1)k+1Ck,1. Por brevedad, a continuación
damos los primeros dieciséis coeficientes de la serie de F , los cuales ha sido calculados
con ayuda del paquete REDUCE del programa MATHEMATICA:3

a0 =
1

2
, a1 =

1

4
, a2 =

1

16
, a3 = 0, a4 = − 1

256
, a5 = 0,

a6 =
1

2048
, a7 = 0, a8 = − 5

65536
, a9 = 0,

a10 =
7

524288
, a11 = 0, a12 = − 21

8388608
, a13 = 0,

a14 =
33

67108864
, a15 = 0, a16 = − 429

4294967296
, . . . . (6.80)

6.4.3 Aproximación Variacional de Acoplamiento Fuerte

Ahora estamos en condiciones de calcular aproximaciones sucesivas de acoplamiento
fuerte de la función F (g). Además, resulta conveniente eliminar la dependencia en
d, π2/d2, de la función F (g), y estudiar solamente la función F̃ (ḡ) ≡ F (g)/g la cual
depende sólo de la constante de acoplamiento reducida sin dimensiones ḡ = g/ω.
El ĺımite ω → 0 corresponde al ĺımite de acoplamiento fuerte, en términos de la
constante de acoplamiento ḡ. De acuerdo a la representación general de la teoŕıa de

3Las rutinas utilizadas para hallar los resultados mostrados pueden encontrarse en
www.physik.fu-berlin.de/˜kleinert/b5/programs
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perturbación variacional y su ĺımite de acoplamiento fuerte de las Secciones 5.14 y
5.17, la aproximación de orden N al ĺımite de acoplamiento fuerte de F̃ (ḡ), denotado
por F̃ ∗, se encuentra luego de reemplazar, en la serie truncada de orden N , la

frecuencia ω por la expresión idéntica
√

Ω2 − gr2/2M , donde

r2 ≡ 2M(Ω2 − ω2)/g. (6.81)

Por el momento esta expresión se trata como una variable independiente, mientras
que Ω es un páramentro mudo. Luego usaremos la representación en series del

radical, en términos de las potencias de g, y la serie de F̃N (g/
√

Ω2 − gr2/2M) será

representada a orden gN . Luego de lo cual, r se reemplaza por su valor propio.
De esta forma obtenemos una función F̃N(g,Ω) que depende de Ω, donde Ω será
el parámetro variacional. La mejor aproximación se obtiene luego de extremizar
F̃N(g,Ω) con respecto a ω. Utilizando el valor ω = 0, vamos al ĺımite de acoplamiento
fuerte g → ∞. En este ĺımite el valor óptimo de Ω crece proporcionalmente a g,
de tal forma que g/Ω = c−1 es finito, y la expresión variacional F̃N (g,Ω) es función
de fN (c). En este ĺımite, la anterior representación consiste en reemplazar cada
una de las potencias ωn, en cada uno de los términos de la serie de F̃N (ḡ), por
la serie binomial de (1 − 1)−n/2 truncada luego del término de orden (N − n), y
reemplazando ḡ por c−1. En la Tabla 6.1 tenemos las primeras nueve funciones
variacionales fN (c). Las funciones fN (c) se minimizan a partir de f2(c) buscando
el mı́nimo de cada función sucesiva f3(c), f3(c), . . . próxima a la anterior. Las
funciones fN(c) al igual que su mı́nimo se gráfican en la Fig. 6.5. El mı́nimo está
en

(N, fmin
N ) = (2, 0.466506), (3, 0.492061), (4, 0.497701),

(5, 0.499253), (6, 0.499738), (7, 0.499903),

(8, 0.499963), (9, 0.499985), (10, 0.499994),

(11, 0.499998), (12, 0.499999), (13, 0.5000),

(14, 0.50000), (15, 0.50000), (16, 0.5000). (6.82)

Las cuales convergen rápidamente al valor 1/2, como se muestra en la Fig. 6.6.

Table 6.1 Las nueve primeras funciones variacionales fN (c).

f2(c) =
1
4
+ 1

16 c
+ 3 c

16

f3(c) =
1
4
+ 3

32 c
+ 5 c

32

f4(c) =
1
4
− 1

256 c3
+ 15

128 c
+ 35 c

256

f5(c) =
1
4
− 5

512 c3
+ 35

256 c
+ 63 c

512

f6(c) =
1
4
+ 1

2048 c5
− 35

2048 c3
+ 315

2048 c
+ 231 c

2048

f7(c) =
1
4
+ 7

4096 c5
− 105

4096 c3
+ 693

4096 c
+ 429 c

4096

f8(c) =
1
4
− 5

65536 c7
+ 63

16384 c5
− 1155

32768 c3
+ 3003

16384 c
+ 6435 c

65536

f9(c) =
1
4
− 45

131072 c7
+ 231

32768 c5
− 3003

65536 c3
+ 6435

32768 c
+ 12155 c

131072
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6.4.4 Propiedades Especiales de la Serie

El lector alerta habrá notado que los coeficientes de la serie (6.80) poseen dos propiedades especiales:
primeramente, estos coeficientes no muestran un comportamiento factorial a orden superior, lo cual
podŕıa hallarse para una sola potencia [u2(τ)]k+1 del potencial de interacción, esto se menciona
en la Ec. (3C.27) y será demostrado en la Ec. (17.323). El comportamiento factorial se cancela
por la combinación espećıfica de las diferentes potencias en la interacción (6.72), lo que hace que
la serie (6.71) converga en un ćırculo. Aunque el radio de convergencia es finito (la prueba de la
razón muestra que el radio es uno) y aún cuando la serie es convergente, no podemos evaluarla
en el ĺımite de valores grandes de g, tal como lo queremos hacer, lo cual muestra que la teoŕıa
variacional de acoplamiento fuerte no es superflua. Sin embargo, hay una segunda propiedad
importante de los coeficientes (6.80): estos coeficientes contienen un número finito de ceros para
los coeficientes sucesivos de número impar, con la excepción del primero. Haciendo uso de esta
propiedad separamos el término irregular a1g = g/4 = π2/4d2, usando α = g2/4ω2, de donde
reescribimos F̃ (ḡ) como

F̃ (α) =
1

4

[

1 +
1√
α
h(α)

]

, h(α) ≡
N
∑

n=0

22n+1a2nα
n. (6.83)

Sustituyendo los factores (6.80), la serie de h(α) será

h(α) = 1 +
α

2
− α2

8
+
α3

16
− 5

128
α4 +

7

256
α5 − 21

1024
α6 +

33

2048
α7 − 429

32768
α8 + . . . .

(6.84)

0.8 0.85 0.9 0.95

0.49

0.492

0.494

0.496

0.498

fN(c)

c

Figure 6.5 Representación de las funciones variacionales fN (c), y sus respectivos

mı́nimos, de la part́ıcula encerrada en una caja a orden N = 16, donde se aprecia que la

coordenada y tiende rápidamente al valor 1/2.

0.00005

0.499992

0.499994

0.499996

0.499998

0.5

fmin
N

e−N

Figure 6.6 Convergencia exponencial al valor exacto de la aproximación de acoplamiento

fuerte.
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Notemos ahora que esta serie es la representación binomial de
√

1 + α. Sustitutendo esta expresión
en la Ec. (6.83), encontramos la enerǵıa exacta del estado base de la acción Eucĺıdea (6.67)

E(0) =
π2

4d2

(

1 +

√

1 +
1

α

)

=
π2

4d2

(

1 +

√

1 + 4ω2
d4

π4

)

. (6.85)

Ahora, podemos hallar el ĺımite de acoplamiento fuerte α → ∞ y recuperar la enerǵıa exacta del
estado base E(0) = π2/2d2.

La enerǵıa (6.85) puede, por supuesto, obtenerse directamente resolviendo la ecuación de
Schrödinger asociada con el potencial (6.72),

1

2

{

− ∂2

∂x2
+

[

λ(1 − λ)

cos2 x
− 1

]}

ψ(x) =
d2

π2
Eψ(x), (6.86)

donde hemos reemplazado u→ dx/π y usamos ω2d4/π4 ≡ λ(λ − 1), de tal forma que

λ =
1

2

(

1 +

√

1 + 4ω2
d4

π4

)

. (6.87)

La Ec. (6.86) es del tipo Pöschl-Teller [ver la Subsección 14.4.5], cuya función de onda del estado
base es de la forma, a ser deducida en la Ec. (14.141),

ψ0(x) = const × cosλ x , (6.88)

con valores propios π2E(0)/d2 = (λ2 − 1)/2, mismos que concuerdan con la Ec. (6.85).
Si aplicamos el método variacional a la serie h(α)/

√
α en la función F , Ec. (6.83), mediante el

reemplazo del factor 1/ω2n, contenido en cada una de las potencias αn, por Ω =
√

Ω2 − rα, y reex-
presando luego todo en potencias de α en lugar de g, hallaŕıamos que toda aproximación de orden
hN (c) debe poseer un mı́nimo con valor igual a la unidad, de tal forma que las correspondientes
funciones extremas fN(c) daŕıan la enerǵıa final correcta a cada orden N .

6.4.5 Convergencia Exponencial

Conociendo el valor exacto, calculemos la aproximación exponencial del comportamiento varia-
cional observado en la Fig. (6.6). Escribamos la enerǵıa exacta (6.85), en la forma

E(0) =
1

4
(g +

√

g2 + 4ω2). (6.89)

Luego del reemplazo ω →
√

Ω2 − ρg, tenemos

E(0) =
Ω

4

(

ĝ +
√

ĝ2 − 4ρĝ + 4
)

, (6.90)

donde ĝ ≡ g/Ω2. La aproximación de orden N , fN(g), de E(0) se obtiene luego de representar la
expresión (6.90) en potencias de ĝ a orden N ,

fN(g) = Ω
N
∑

0

hk(ρ)ĝ
k, (6.91)

y sustituyendo ρ por 2Mr2 = (1 − ω̂2)/ĝ [comparemos con la Ec. (6.81)], donde ω̂2 ≡ ω2/Ω2.
Finalmente, la función resultante ha de ser optimizada en téminos de ĝ.

Es directo hallar la representación integral de FN (g). Usando rĝ ≡ z, tenemos

FN =
1

2πi

∮

C0

dz

zN+1

1 − zN+1

1 − z
f(z), (6.92)
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donde el contorno C0 se refiere a un pequeño ćırculo alrededor del origen y

F (z) =
Ω

4

(

z

r
+

√

z2

r2
− 4z + 4

)

=
1

4r

(

z +
√

(z − z1)(z − z2)
)

, (6.93)

con puntos de ramificación en z1,2 = 2r2
(

1 ±
√

1 − 1/r2
)

. Para z < 1, podemos reescribir

1 − zN+1 = (1 − z)(1 + z + . . .+ zN) = (1 − z)(N + 1)

−(1 − z)2
[

N + (N − 1)z + . . .+ zN−1
]

(6.94)

y una estimación para z ≈ 1 será

1 − zN+1 = (1 − z)(N + 1) + O(|1 − z|2N2). (6.95)

Dividiendo el aproximante (6.92) entre Ω, e indicando esto mediante la notación F̂ , y con ayuda de
la Ec. (6.94) podemos representar F̂N como una suma sobre las discontinuidades en los dos puntos
de ramificación:

F̂N =
(N + 1)

2πi

∮

C0

dzF̂ (z)

zN+1
F̂ (z) =

(N + 1)

N !
F̂ (N)(0)

= (N + 1)

2
∑

i=1

∫

∞

zi

dz

zN+1
F̂ (z). (6.96)

La integral da como resultado una constante y un producto

∆F̂N ≈ (N + 1)(N − 3
2 )!

N !

1

(r2)N
1

(1 + r2)N
, (6.97)

el cual para valores grandes de N puede ser aproximado mediante la fórmula de Stirling (5.204),
es decir

∆F̂N ≈ A

(r2)N
√
N
e−r2N . (6.98)

En el ĺımite de acoplamiento fuerte, el cual es el que nos interesa, ω̂2 = 0, y r = 1/ĝ = Ω/g = c.
En la Fig. 6.5 vemos que los valores óptimos c tienden a la unidad para N → ∞, de tal forma que
∆f̂N tiende a cero en la forma e−N , como se observa en la Fig. 6.6.
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Mirum, quod divina natura dedit agros.

It’s wonderful that divine nature has given us fields.

Varro, (116 BC–27BC)

7

Órbitas de Muchas Part́ıculas —
Estad́ıstica y Segunda Cuantización

Normalmente los sistemas f́ısicos reales contienen conjuntos de part́ıculas idénticas,
tales como átomos o electrones. Enfocándonos sólo en uno de estos conjuntos, eti-
quetaremos sus órbitas por x(ν)(t) donde ν = 1, 2, 3, . . . , N. El Hamiltoniano de este
conjunto de part́ıculas es invariante bajo el grupo de todas las N ! permutaciones de
los ı́ndices orbitales ν. Sus funciones de onda de Schrödinger pueden entonces clasi-
ficarse de acuerdo a las representaciones irreducibles del grupo de permutaciones.

No todas las representaciones posibles ocurren en la naturaleza. En espacios de
más de dos dimensiones, existe una regla de superselección , cuyo origen no se ha
explicado aún, la cual elimina todas las representaciones complicadas y permite que
se cumplan sólo las dos más simples: las representaciones completamente simétricas
y las representaciones completamente antisimétricas. Las part́ıculas con funciones
de onda simétricas se llaman bosones . Estas part́ıculas tienen esṕın con valores
enteros. Las part́ıculas con funciones de onda antisimétricas se llaman fermiones ,1

y tienen un esṕın cuyo valor es un semientero.
Las funciones de onda simétricas y antisimétricas dan lugar al caracteŕıstico

comportamiento estad́ıstico de los bosones y de los fermiones. Los electrones,
por ejemplo, siendo part́ıculas de esṕın 1/2, aparecen sólo con funciones de onda
antisimétricas. La antisimetŕıa es el origen del famoso principio de exclusión de

Pauli , el cual exige que una part́ıcula con una orientación definida de esṕın, tenga
acceso a un sólo estado cuántico. Esta es la causa principal de la existencia de la
tabla periódica de los elementos, y aśı de la materia en general. Por otra parte, los
átomos en un gas de helio tienen esṕın cero y se describen por medio de funciones
de onda simétricas. Estas funciones de onda pueden acomodar un número infinito
de part́ıculas en un sólo estado cuántico, dando lugar al famoso fenómeno de la
condensación de Bose-Einstein. En ausencia de interacciones, este fenómeno puede
observase en su forma más pura, en donde a temperatura cero todas las part́ıculas
se condensan en el estado base. Para sistemas con interacciones, la estad́ıstica de
Bose-Einstein puede llevar al sorprendente estado cuántico de la superfluidez.

1De no haber permanecido olvidado por más de medio año, durante 1925, en el portafolios
de M. Born, entonces editor del Zeitschrift für Physik, un art́ıculo sobre este tema de P. Jordan,
estas part́ıculas podŕıan haber sido llamadas jordanones . Ver las notas bibliográficas de B. Schroer
(hep-th/0303241).
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En espacios de más de dos dimensiones la asociación particular de simetŕıa y
esṕın se puede explicar dentro de las teoŕıas cuánticas de campos relativistas, donde
está demostrado que esta asociación esta ı́ntimamente ligada con la localidad y la
causalidad de la teoŕıa.

En dos dimensiones puede haber part́ıculas con un comportamiento estad́ıstico
excepcional. Sus propiedades serán discutidas en la Sección 7.5. En el Caṕıtulo 16,
tales part́ıculas servirán para explicar el efecto Hall cuántico fraccional.

El problema que será resuelto en este caṕıtulo es el cómo incorporar las
propiedades estad́ısticas en una descripción que utiliza la integral de trayectoria
de las órbitas de un sistema de muchas part́ıculas. A continuación describimos el
formalismo de la segunda cuantización o cuantización de campo en el cual cambia-
mos la integral de trayectoria de las órbitas de muchas part́ıculas idénticas, en favor
de una integral de trayectoria sobre un sólo campo fluctuante, la cual es capaz de
tomar en cuenta las propiedades estad́ısticas en una manera más natural.

7.1 Órbitas de Ensembles de Part́ıculas de Bose y Fermi

En el caso de bosones, la incorporación de las propiedades estad́ısticas en la integral
de trayectoria orbital es bastante fácil. Por el momento, consideremos part́ıculas
distinguibles. La amplitud de evolución temporal de un sistema de muchas part́ıculas
está dada por la integral de trayectoria

(x
(1)
b , . . . ,x

(N)
b ; tb|x(1)

a , . . . ,x(N)
a ; ta) =

N
∏

ν=1

[∫

DDx(ν)
]

eiA
(N)/h̄, (7.1)

donde la acción es de la forma t́ıpica

A(N) =
∫ tb

ta
dt







N
∑

ν=1

[

M (ν)

2
ẋ(ν)2 − V (x(ν))

]

− 1

2

N
∑

ν 6=ν′=1

Vint(x
(ν) − x(ν′))







, (7.2)

y donde V (x(ν)) es un potencial común para todas las part́ıculas cuya interacción
es mediante un potencial de pares Vint(x

(ν) − x(ν′)). Por simplicidad, ignoraremos
interacciones que involucren más de dos part́ıculas al mismo tiempo.

Si queremos aplicar la integral de trayectoria (7.1) a part́ıculas indistinguibles de
esṕın cero simplemente tenemos que añadir , a la suma sobre todas las trayectorias
x(ν)(t) cuyas posiciones finales son x

(ν)
b , la suma de todas aquellas trayectorias cuyas

posiciones finales incluyen las permutaciones indistinguibles x
(p(ν))
b . Con esto, la

amplitud de evolución temporal para n bosones será

(x
(1)
b , . . . ,x

(N)
b ; tb|x(1)

a , . . . ,x(N)
a ; ta)=

∑

p(ν)

(x
(p(1))
b , . . . ,x

(p(N))
b ; tb|x(1)

a , . . . ,x(N)
a ; ta), (7.3)

donde p(ν) denota las N ! permutaciones de los ı́ndices ν. Para bosones de esṕın
superior, un procedimiento similar es válido para cada subconjunto de part́ıculas
con igual orientación de esṕın.
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Una discusión similar se cumple para fermiones. En este caso la función de onda
de Schrödinger requiere una antisimetrización completa en las posiciones finales.
En forma correspondiente, la amplitud (7.1) debe de sumarse sobre todas las posi-

ciones finales permutadas x
(p(ν))
b , agregando un signo menos por cada permutación

impar p(ν). Aśı, la integral de trayectoria involucra tanto sumas como restas de las
trayectorias. Hasta aqúı, el cálculo de la trayectoria de la integración ha sido sólo
una suma sobre las trayectorias. Por esta razón será preferible atribuir el signo de
las trayectorias a una interacción entre las órbitas, que será llamada la interacción

estad́ıstica. Esta interacción será deducida en la Sección 7.4.
En el tratamiento de la mecánica estad́ıstica de sistemas de Bose y Fermi con-

sideraremos la versión de tiempo imaginario de la amplitud (7.3):

(x
(1)
b , . . . ,x

(N)
b ; h̄β|x(1)

a , . . . ,x
(N)
a ; 0)=

∑

p(ν)

ǫp(ν)(x
(p(1))
b , . . . ,x

(p(N))
b ; h̄β|x(1)

a , . . . ,x
(N)
a ; 0),

(7.4)

donde ǫp(ν) = ±1 es la paridad de las permutaciones pares e impares p(ν), que serán
usadas para Bosones y Fermiones, respectivamente. La traza de la integral espacial
nos dará la función de partición de las órbitas de N part́ıculas:

Z(N) =
1

N !

∫

dDx(1) · · ·dDx(N) (x(1), . . . ,x(N); h̄β|x(1), . . . ,x(N); 0). (7.5)

El factor 1/N ! tiene en cuenta la indistinguibilidad de las permutaciones finales.
Para part́ıculas libres, cada término de la Ec. (7.4) se factoriza como sigue:

(x
(p(1))
b , . . . ,x

(p(N))
b ; h̄β|x(1)

a , . . . ,x(N)
a ; 0)0=(x

(p(1))
b h̄β|x(1)

a 0)0 · · · (x(p(N))
b h̄β|x(N)

a 0)0,(7.6)

donde cada factor puede representarse como una integral de trayectoria, i.e.,

(x
(p(ν))
b h̄β|x(ν)

a 0)0 =
∫ x(ν)(h̄β)=x

(p(ν))
b

x(ν)(0)=x
(ν)
a

DDx(ν) exp

[

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
M

2
ẋ(ν)2(τ)

]

, (7.7)

la cual puede evaluarse usado la versión de tiempo imaginario de la Ec. (2.74):

(x
(p(ν))
b h̄β|x(ν)

a 0)0 =
1

√

2πh̄2β/M
D exp











−1

h̄

M

2

[

x
(p(ν))
b −x(ν)

a

]2

h̄β











. (7.8)

Por lo tanto, la función de partición puede reescribirse en la forma

Z
(N)
0 =

1
√

2πh̄2β/M
ND

1

N !

∫

dDx(1) · · · dDx(N)
∑

p(ν)

ǫp(ν)
N
∏

ν=1

exp











−1

h̄

M

2

[

x(p(ν))−x(ν)
]2

h̄β











.

(7.9)
Esta expresión, para la función de partición, es el producto de integrales de con-
volución Gaussianas, el cual puede ser resuelto fácilmente utilizado, en la expresión
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de la amplitud de evolución temporal (2.76) de part́ıculas libres, la Ec. (2.75). Lo que
cada integral de convolución hace es extender el intervalo temporal en la fluctuación
h̄β. Debido a la indistinguibilidad de las part́ıculas sólo algunas trayectorias tendrán
sus puntos finales conectados con los puntos iniciales, i.e., sólo algunas trayectorias
satisfacen condiciones de frontera periódicas en el intervalo (0, h̄β). La suma sobre
las permutaciones conecta el punto final de algunas trayectorias con el punto ini-
cial de una trayectoria diferente, como se ilustra en la Fig. 7.1. Tales trayectorias

Figure 7.1 Trayectorias utilizadas en la función de partición (7.9). Debido a la indis-

tinguibilidad de las part́ıculas, los puntos finales de una trayectoria se pueden conectar a

los puntos iniciales de otra.

satisfacen condiciones de frontera periódicas sobre un intervalo (0, wh̄β), donde w
es un número entero. Esto se ve más claramente llevando las trayectorias de la
Fig. 7.1 a un esquema de zona extendida, como se muestra en la Fig. 7.2, mismo
que es reminiscente del gráfico mostrado en la Fig. 6.1. También, el esquema de
zona extendida se puede colocar en un hipercilindro, como el que se ilustra en el
lado derecho de la Fig. 7.2. De este modo, todos las trayectorias se descomponen
en grupos mutuamente desconectados de trayectorias cerradas rodeando el cilindro,
cada una con un número diferente de vueltas w [1]. Como ejemplo, una trayectoria
conectada que da 3 vueltas alrededor del cilindro D–dimensional, contribuye a la
función de partición con el factor [aqúı hemos usado la Fórmula (2.75)]:

∆Z
(N)
0

3 =
1

√

2πh̄2β/M
3D

∫

dDx(1)dDx(2)dDx(3) exp











−1

h̄

M

2

[

x(3)−x(2)
]2

h̄β











× exp











−1

h̄

M

2

[

x(2)−x(1)
]2

h̄β











exp











−1

h̄

M

2

[

x(1)−x(3)
]2

h̄β











=
VD

√

2πh̄23β/M
D .(7.10)

Si los ciclos tienen longitud w, la contribución es

∆Z
(N)w
0 = Z0(wβ) , (7.11)

donde Z0(wβ) es la función de partición de un part́ıcula libre en el volumen
D−dimensional VD, para un intervalo temporal imaginario wh̄β:

Z0(wβ) =
VD

√

2πh̄2wβ/M
D . (7.12)
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Figure 7.2 Representación periódica de las trayectorias utilizadas en la función de

partición (7.9), tanto en el esquema de zona extendida, como en el hipercilindro D-

dimensional, contenido en el espacio de dimensión D + 1. Las trayectorias corresponden

a las mostradas en la Fig. 7.1. En el cilindro tenemos sólo una trayectoria cerrada. En

general se observan varias partes desconectadas de las trayectorias cerradas.

En términos de la longitud de onda térmica de deBroglie le(h̄β) ≡
√

2πh̄2β/M
asociada con la temperatura T = 1/kBβ [recordemos la Ec. (2.353)], esto se puede
escribir como

Z0(wβ) =
VD

lDe (wh̄β)
. (7.13)

En la Ec. (7.11) hay un factor adicional 1/w, ya que del total de w! vueltas conec-
tadas sólo hay (w − 1)! trayectorias cerradas. En el lenguaje de teoŕıa de grupos,
esto corresponde al número de ciclos de longitud w, usualmente denotados por
(1, 2, 3, . . . , w), más las (w − 1)! permutaciones de los números 2, 3, . . . , w. Estas
permutaciones están ilustradas en la Fig. 7.3, para w = 2, 3, 4. En una descom-
posición de todas las N ! permutaciones como el producto de los ciclos, el nuḿero
de elementos consistentes de C1, C2, C3, . . . ciclos de longitud 1, 2, 3, . . . contiene

M(C1, C2, . . . , CN) =
N !

∏N
w=1Cw!w

Cw
(7.14)

elementos [2].
Conociendo estos factores combinatorios, de inmediato podemos escribir la

función de partición canónica (7.9) para N bosones o fermiones, como la suma
sobre todas órbitas alrededor del cilindro, descomponiendola en ciclos:

Z
(N)
0 (β) =

1

N !

∑

p(ν)

ǫp(ν)M(C1, . . . , CN)
N
∏

w=1
N = ΣwwCw

[

Z0(wβ)
]Cw

. (7.15)

La suma puede reordenarse como sigue:

Z
(N)
0 =

1

N !

∑

C1,...,CN

N = ΣwwCw

M(C1, . . . , CN) ǫw,C1,...,Cn

N
∏

w=1

[

Z0(wβ)
]Cw

. (7.16)
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Figure 7.3 De las w! permutaciones asociadas a las diferentes vueltas alrededor del

cilindro, (w − 1)! estarán conectadas. Estas permutaciones están encerradas por cuadros

punteados. En la notación de ciclos de los elementos de las permutaciones, estas per-

mutaciones son (12) para dos elementos, (123), (132) para tres elementos, (1234), (1243),

(1324), (1342), (1423), (1432) para cuatro elementos. Los ciclos se muestran en la parte su-

perior de cada gráfica, los ciclos triviales de longitud unitaria se han omitido. Las gráficas

están ordenadas de acuerdo al número decreciente de ciclos.

La paridad ǫw,C1,...,Cn
de las permutaciones es igual a (±1)Σw(w+1)Cw . Con el uso de

la Ec. (7.14), la suma (7.16) puede reordenarse aún más, de donde encontramos que

Z
(N)
0 (β) =

∑

C1,...,CN

N = ΣwwCw

1
∏N
w=1Cw!w

Cw
(±1)Σw(w+1)Cw

N
∏

w=1

[

Z0(wβ)
]Cw

=
∑

C1,...,CN

N = ΣwwCw

N
∏

w=1

1

Cw!

[

(±1)w−1
Z0(wβ)

w

]Cw

. (7.17)

Para N = 0, esta fórmula dará la función de partición del vaćıo Z
(0)
0 (β) = 1, i.e.,

el estado trivial sin part́ıcula. Para N = 1, i.e., para una part́ıcula, encontramos
Z

(1)
0 (β) = Z0(β). A orden superior, Z

(N)
0 se puede escribir en forma eficiente si

introducimos una temperatura caracteŕıstica

T (0)
c ≡ 2πh̄2

kBM

[

N

VDζ(D/2)

]2/D

, (7.18)
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donde medimos la temperatura T en unidades de T (0)
c , y definimos la temperatura

reducida t ≡ T/T (0)
c . Luego, reescribimos Z

(1)
0 (β) como tD/2VD. Además, si intro-

ducimos la variable dependiente en N

τN ≡
[

N

ζ(D/2)

]2/D

t, (7.19)

encontramos que Z
(1)
0 = τ

D/2
1 . Algunos ejemplos de funciones para fermiones y

bosones, utilizando valores pequeños de N , son:

Z
(2)
0 = ±2−1−D/2τ

D/2
2 + τD2 ,

Z
(3)
0 = ±3−1−D/2τ

D/2
3 + 2−1−D/2τD3 ± 3−12−1τ

3D/2
3 , (7.20)

Z
(4)
0 = ±2−2−Dτ

D/2
4 + (2−3−D + 3−1−D/2) τD4 ±2−2−

D
2 τ

3D/2
4 + 3−12−3τ 2D4 .

De la expresión para Z
(N)
0 (β), calculamos el calor espećıfico de un ensemble canónico

libre [recordemos la Ec. (2.602)]:

C
(N)
0 = T

d2

dT 2
[T logZ

(N)
0 ] = τN

d2

dτ 2N
[τN logZ

(N)
0 ], (7.21)

y lo graficamos en la Fig. 7.4 en función de t para diferentes valores del número de
part́ıculas N [3]. En el ĺımite N → ∞, las curvas se aproximan a la forma t́ıpica
de una transición de fase en T = T (0)

c , la cual será deducida para el ensemble gran
canónico en las Ecs. (7.67) y (7.70).

Las funciones de partición se pueden calcular fácilmente con ayuda de una
relación de recurrencia [4, 5], empezando con Z

(0)
0 ≡ 1:

Z
(N)
0 (β) =

1

N

N
∑

n=1

(±1)n−1Z0(nβ)Z
(N−n)
0 (β). (7.22)

Esta relación puede demostrarse con ayuda de la función de partición gran
canónica, la cual se obtiene formando las sumas sobre todas las funciones de par-
tición canónicas Z

(N)
0 (β) con factor de peso zN :

ZG 0(β) ≡
∞
∑

N=0

Z
(N)
0 (β) zN . (7.23)

El parámetro z es el factor de Boltzmann de una part́ıcula con el potencial qúımico
µ:

z = z(β) ≡ eβµ, (7.24)

y es llamado la fugacidad del ensemble. Utilizando la descomposición en ciclos de
la Ec. (7.17), la suma se convierte en

ZG 0(β) =
∑

C1,...,CN

N = ΣwwCw

N
∏

w=1

1

Cw!

[

(±1)w−1
Z0(wβ)e

wβµ

w

]Cw

. (7.25)



7.1 Órbitas de Ensembles de Part́ıculas de Bose y Fermi 625

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

T/T 0
(c)

C
(N)
0 /NkB

N = ∞
N = 10

✛

✛

Figure 7.4 Gráfica del calor espećıfico de un gas de bosones libres, para N =

10, 20, 50, 100, 500, ∞ part́ıculas. Para valores grandes de T , las curvas se aproximan

al ĺımite de Dulong-Petit 3kBN/2, correspondiente a los tres grados de libertad armónicos

del Hamiltoniano clásico p2/2M . No hay grados de libertad del potencial armónico.

El lado derecho puede rearreglarse como sigue

ZG 0(β) =
∞
∏

w=1

∞
∑

Cw=0

1

Cw!

[

(±1)w−1
Z0(wβ)e

wβµ

w

]Cw

= exp

[

∞
∑

w=1

(±1)w−1
Z0(wβ)

w
ewβµ

]

. (7.26)

De aqúı obtenemos la enerǵıa libre gran canónica de un conjunto de part́ıculas
idénticas sin interacción [recordemos la Ec. (1.545)]

FG(β) ≡ − 1

β
logZG 0(β) = − 1

β

∞
∑

w=1

(±1)w−1
Z0(wβ)

w
ewβµ. (7.27)

Este resultado es simplemente la suma de las contribuciones dadas por la Ec. (7.11),
de las trayectorias conectadas, a la función de partición canónica, la cual dará w =
1, 2, 3, . . . vueltas alrededor del cilindro [1, 6]. Aśı, nos encontramos con la misma
situación ya observada en la Sección 3.20: la enerǵıa libre de cualquier sistema
mecánico–cuántico se puede obtener a partir de la representación perturbativa de la
función de partición, donde conservamos únicamente los diagramas conectados.

La función de partición canónica se obtiene de la Ec. (7.27) por medio de las
derivadas:

Z
(N)
0 (β) =

1

N !

∂N

∂zN
ZG 0(β)

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

. (7.28)

Con este resultado es fácil obtener la relación de recurrencia de la Ec. (7.22). Uti-
lizando la forma expĺıcita dada en la Ec. (7.27), vemos que

∂

∂z
ZG 0 = −

(

∂

∂z
βFG

)

ZG 0 . (7.29)
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Aplicando N − 1 veces la derivada, obtenemos

∂N−1

∂zN−1

[

∂

∂z
ZG 0

]

= −
N−1
∑

l=0

(N − 1)!

l!(N − l − 1)!

(

∂l+1

∂zl+1
βFG

)

∂N−l−1

∂zN−l−1
ZG0 .

Para obtener Z
(N)
0 debemos de dividir esta ecuación por N ! y evaluar las derivadas

en z = 0. De la Ec. (7.27) vemos que la l+1-ésima derivada de la enerǵıa libre gran
canónica es

∂l+1

∂zl+1
βFG

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

= −(±1)l l!Z0((l + 1)β). (7.30)

Aśı, obtenemos

1

N !

∂N

∂zN
ZG 0

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

=
1

N

N−1
∑

l=0

(±1)l Z0((l + 1)β)
1

(N − l − 1)!

∂N−l−1

∂zN−l−1
ZG0

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

.

Sustituyendo aqúı la Ec. (7.28) y reemplazando l → n− 1, obtenemos directamente
la relación de recurrención (7.22).

La enerǵıa libre gran canónica (7.27) se puede simplificar usando la propiedad
de la función de partición de part́ıcula libre (7.12)

Z0(wβ) = Z0(β)
1

wD/2
, (7.31)

con lo cual eliminanos el factor 1/
√
w
D
de Z0(wβ). Con esto la Ec. (7.27), tendrá

la forma

FG = − 1

β
Z0(β)

∞
∑

w=1

(±1)w−1
ewβµ

wD/2+1
. (7.32)

El número promedio de part́ıculas se encuentra de las derivadas son respecto al
potencial qúımico 2

N = − ∂

∂µ
FG = Z0(β)

∞
∑

w=1

(±1)w−1
ewβµ

wD/2
. (7.33)

Las sumas sobre w convergen lo mismo para potenciales qúımicos µ negativos como
nulos, i.e., para fugacidades menores que la unidad. En la Sección 7.3 veremos que
para fermiones, la convergencia se extiende también para valores positivos de µ.

Si las part́ıculas tienen esṕın S diferente de cero, las expresiones anteriores tienen
un factor de multiplicidad gS = 2S + 1, el cual es igual a 2 para los electrones.

En lo que sigue estudiaremos en detalle la enerǵıa libre gran canónica dada
por la Ec. (7.32), de donde obtendremos propiedades importantes de las órbitas
de un sistema que contiene un gran número de bosones y fermiones, a saber, la
capacidad de los primeros de experimentar la condensación de Bose-Einstein y,
para los últimos, la capacidad de formar una esfera de Fermi en el espacio del
momentum.

2En los ensembles gran canónico, normalmente tratamos con el número medio de part́ıculas
〈N〉, por lo cual se escribe la etiqueta N en todas las ecuaciones termodinámicas [recordemos la
Ec. (1.551)]. Esto no debe dar origen a ninguna confusión .
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7.2 Condensación de Bose-Einstein

A continuación discutiremos el fenómeno observable más interesante de un sistema
que contiene un gran número de bosones, el proceso de condensación de Bose-
Einstein.

7.2.1 Gas Libre de Bose

Para bosones, las funciones termodinámicas de las Ecs. (7.32) y (7.33) contienen las
funciones

ζν(z) ≡
∞
∑

w=1

zw

wν
. (7.34)

Las cuales, para valores pequeños de z son proporcionales a z, y para z → 1 tien-
den a ζ(ν), donde ζ(z) es la función zeta de Riemann (2.521). En la literatura
matemática [7], las funciones ζν(z) son llamadas funciones Polilogaŕıtmicas , y se
denotan por Liν(z). Estas funciones están relacionadas con la función zeta de Hur-

witz , ζ(ν, a, z) ≡ ∑∞
w=0 z

w/(w + a)ν , mediante la expresión ζν(z) = zζ(ν, 1, z). Las
funciones φ(z, ν, a) = ζ(ν, a, z) también son conocidas como funciones de Lerch.

En términos de las funciones ζν(z) y la forma expĺıcita de la función de partición
Z0(β), dada por la Ec. (7.12), a partir de las Ecs. (7.32) y (7.33) podemos escribir
FG y N como

FG = − 1

β
Z0(β)ζD/2+1(z) = − 1

β

VD
lDe (h̄β)

ζD/2+1(z), (7.35)

N = Z0(β)ζD/2(z) =
VD

lDe (h̄β)
ζD/2(z). (7.36)

El rango más interesante, donde queremos conocer las funciones ζν(z), es para
valores pequeños y negativos del potencial qúımico µ. Para estos valores la conver-
gencia es muy lenta y es útil encontrar una representación donde la convergancia
sea más rápida. Como se hizo en la Subsección 2.15.6, reescribimos la suma para
z = eβµ, sobre los valores de w, como una integral más la diferencia entre una suma
y una integral

ζν(e
βµ) ≡

∫ ∞

0
dw

ewβµ

wν
+

(

∞
∑

w=1

−
∫ ∞

0
dw

)

ewβµ

wν
. (7.37)

La integral puede evaluarse fácilmente y hallamos el valor Γ(1 − ν)(−βµ)ν−1, y lo
que resta se puede representar en una serie de potencias de µ, y obtenemos la serie
de Robinson (2.581):

ζν(e
βµ) = Γ(1− ν)(−βµ)ν−1 +

∞
∑

k=0

1

k!
(βµ)kζ(ν − k). (7.38)

Existe una representación integral útil de las funciones ζν(z):

ζν(z) ≡
1

Γ(ν)
iν(βµ), (7.39)
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donde iν(α) representa la integral

iν(α) ≡
∫ ∞

0
dε

εν−1

eε−α − 1
, (7.40)

que contiene la función de distribución de Bose (3.93):

nb
ε =

1

eε−α − 1
. (7.41)

De hecho, representando el denominador del integrando en una serie de potencias

1

eε−α − 1
=
∞
∑

w=1

e−wεewα, (7.42)

y realizando las integrales en ε, obtenemos directamente las series de la Ec. (7.34).
Es instructivo expresar la enerǵıa libre gran canónica FG en términos de las

funciones iν(α). Combinando la Ec. (7.35) con las Ecs. (7.39) y (7.40), obtenemos

FG=− 1

β
Z0(β)

iD/2+1(βµ)

Γ(D/2+1)
=− 1

βΓ(D/2+1)

VD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε

εD/2

eε−βµ − 1
. (7.43)

La integral se puede escribir en otra forma mediante integración parcial, usando el
hecho de que

1

eε−βµ − 1
=

∂

∂ε
log(1− e−ε+βµ). (7.44)

Los términos de frontera se anulan e inmediatamente encontramos:

FG =
1

βΓ(D/2)

VD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε εD/2−1 log(1− e−ε+βµ). (7.45)

Obviamente, esta expresión es igual a la suma sobre los momenta de las funciones
de partición de osciladores con enerǵıa h̄ωp ≡ p2/2M , evaluados en el ĺımite ter-
modinámico N → ∞, donde usamos una densidad de part́ıculas fija N/V , y donde
los estados del momentum forman un continuo:

FG =
1

β

∑

p

log(1− e−βh̄ωp+βµ). (7.46)

Es fácil constatar la válidez de esta expresión, reescribiendo la suma como una
integral con ayuda de la fórmula (1.558), para la superficie de la esfera unitaria
en D dimensiones, y hacemos un cambio de variable a la enerǵıa reducida de la
part́ıcula ε = βp2/2M

∑

p

→ VD

∫

dDp

(2πh̄)D
= VDSD

1

(2πh̄)D

∫

dp pD−1 = VDSD
(2M/β)D/2

(2πh̄)D
1

2

∫

dε εD/2−1

=
1

Γ(D/2)

VD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε εD/2−1. (7.47)
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Otra forma de expresar este ĺımite es

∑

p

→
∫ ∞

0
dεNε, (7.48)

donde Nε es la densidad de estados reducida por unidad de enerǵıa:

Nε ≡
1

Γ(D/2)

VD
√

2πh̄2β/M
D εD/2−1. (7.49)

La enerǵıa libre del oscilador (7.46) difiere de la expresión usual del oscilador
armónico, Ec. (2.485), por la falta de la enerǵıa del estado base h̄ωp/2. El origen de
esta diferencia será explicado en las Secciones 7.7 y 7.14.

El número de part́ıculas correspondiente a las representaciones integrales (7.45)
y (7.46) es

N = − ∂

∂µ
FG =

1

Γ(D/2)

VD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε

εD/2−1

eε−βµ − 1
≈
∑

p

1

eβh̄ωp−βµ − 1
. (7.50)

Para un número de part́ıculas dado N , la Ec. (7.36) nos permite calcular la
fugacidad como función del inverso de la temperatura, z(β), y de ésta el potencial
qúımico µ(β) = β−1 log z(β). Esto se hace en forma más simple resolviendo en la
Ec. (7.36) la expresión para β en función de z, e invirtiendo la función resultante
β(z). Las funciones ζν(z) se muestran en la Fig. 7.5.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ζ3/2(z)/ζ(3/2)

ζ5/2(z)/ζ(5/2)

z

Figure 7.5 Representación gráfica de las funciones ζν(z) para ν = 3/2 y 5/2. Estas

funciones aparecen en la termodinámica de Bose-Einstein.

Habrá una solución z(β), sólo si el número total de part́ıculas N es menor que
la función caracteŕıstica definida por el lado derecho de la Ec. (7.36) para una fu-
gacidad unitaria z(β) = 1, o un potencial qúımico nulo µ = 0:

N <
VD

lDe (h̄β)
ζ(D/2). (7.51)

Ya que le(h̄β) decrece cuando aumenta la temperatura, la condición anterior se
cumple para T suficientemente grande. Para temperaturas decrecientes, la solución
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existe sólo en tanto la tempertura es mayor que la temperatura cŕıtica Tc = 1/kBβc,
determinada por

N =
VD

lDe (h̄βc)
ζ(D/2). (7.52)

Esto determina la densidad cŕıtica de los átomos. La longitud de deBroglie, en
términos de la cual expresamos la temperatura cŕıtica, aparecerá con tanta frecuen-
cia que la abreviaremos como ℓc:

le(h̄βc) = ℓc ≡
[

N

VDζ(D/2)

]−1/D

. (7.53)

La densidad cŕıtica se alcanza a la temperatura caracteŕıstica T (0)
c , introducida en la

Ec. (7.18). Nótese que para un sistema bidimensional, la Ec. (7.18) tiene T (0)
c = 0,

debido a que ζ(1) = ∞, lo cual implica que no existe el condensado. Sin embargo, se
observan señales interesantes en la vecindad de la transición. De hecho, hasta ahora
hemos ignorado la interacción entre átomos, misma que generalmente es repulsiva.
Esta interacción dará lugar a un tipo especial de transición de fase llamada transición
de Kosterlitz-Thouless. Para una discusión de esta transición ver los textos de la
Ref. [8].

Combinado la Ec. (7.18) con la Ec. (7.36) obtenemos una ecuación para z en
función de la temperatura, para valores superiores a Tc:

1 =
(

T

Tc

)D/2 ζD/2(z(T ))

ζ(D/2)
, T > Tc. (7.54)

Esto puede resolverse fácilmente calculando T/Tc como función de z = eβµ. Dado
que para valores pequeños de z, todas las funciones ην(z) tienen una dependencia
lineal en z, el comportamiento de alta temperatura de z será z ≈ ζ(D/2)(Tc/T )

D/2

Si la temperatura es menor que Tc, el sistema no podrá acomodar todas las
part́ıculas N en un estado normal. Una cierta fracción de estas part́ıculas, por
ejemplo Ncond(T ), son forzadas a condensarse en el estado base de momentum cero,
formando el llamado condensado de Bose-Einstein. El condensado actúa como un
contenedor de part́ıculas con potencial qúımico cero.

Ambas fases se pueden describir por un sola ecuación, la ecuación para el número
total de part́ıculas normales, i.e., aquellas part́ıculas que están fuera del condensado:

Nn(T ) =
VD

lDe (h̄β)
ζD/2(z(β)). (7.55)

Para T > Tc, todas las part́ıculas están en el estado normal y la relación entre µ y
la temperatura se encuentra de la ecuación Nn(T ) = N , de donde la Ec. (7.55) se
reduce a la Ec. (7.36). Sin embargo, para T < Tc, el potencial qúımico se anula de
tal manera que z = 1 y la Ec. (7.55) se reduce a

Nn(T ) =
VD

lDe (h̄β)
ζD/2(1), (7.56)
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de donde hallamos el número de part́ıculas en el estado normal en función de la
temperatura:

Nn(T )

N
=
(

T

Tc

)D/2

, T < Tc. (7.57)

Por lo tanto, la densidad de part́ıculas en el estado condensado será

Ncond(T )

N
= 1− Nn(T )

N
= 1−

(

T

Tc

)D/2

. (7.58)

Ahora, encontramos que la enerǵıa interna está dada por

E = FG + TS + µN = FG − T∂TFG + µN = ∂β(βFG) + µN, (7.59)

de acuerdo con la relación general de la termodinámica, Ec. (1.553). Si expresamos
N como −∂FG/∂µ, entonces podemos escribir

E = FG + (β∂β − µ∂µ)FG. (7.60)

Utilizando la Ec. (7.35) vemos que sólo la derivada del prefactor con respecto a β
es distinta de cero, ya que el efecto de aplicar el operador (β∂β − µ∂µ) a cualquier
función de z = eβµ da como resultado una contribución nula. Aśı obtenemos

E = −D
2
FG, (7.61)

luego, junto con las Ecs. (7.35) y (7.36), obtenemos:

E =
D

2β
Z0(β)ζD/2+1(z) =

D

2

ζD/2+1(z)

ζD/2(z)
NkBT. (7.62)

La entroṕıa se encuentra usando la relación termodinámica (1.574):

S =
1

T
(E − µN − FG) =

1

T

(

−D + 2

2
FG − µN

)

, (7.63)

o más expĺıcitamente,

S = kB

[

D + 2

2
Z0(β)ζD/2+1(z)− βµN

]

= kBN

[

D + 2

2

ζD/2+1(z)

ζD/2(z)
− βµ

]

. (7.64)

Para T < Tc, la entroṕıa está dada por (7.64), donde µ = 0, z = 1 y N se
reemplaza por el número Nn de part́ıculas en el estado normal de la Ec. (7.57):

S< = kBN
(

T

Tc

)D/2 (D + 2)

2

ζD/2+1(1)

ζD/2(1)
, T < Tc. (7.65)

Las part́ıculas en el estado condensado no contribuyen ya que están en un estado
único. Tampoco contribuyen a E y FG ya que tienen enerǵıa cero y µ = 0. Similar-
mente, de la Ec. (7.62), encontramos que:

E< =
D

2
NkBT

(

T

Tc

)D/2 ζD/2+1(1)

ζD/2(1)
=

D

D + 2
TS<, T < Tc. (7.66)
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Utilizando la expresión (7.65), el calor espećıfico C a volumen constante, en unidades
de kB, para T < Tc y con la relación C = T∂TS|N , será [recordemos la Ec. (2.602)]:

C = kBN
(

T

Tc

)D/2 (D + 2)D

4

ζD/2+1(1)

ζD/2(1)
, T < Tc. (7.67)

Para T > Tc y para un N fijo, el potencial qúımico satisface la ecuación

β∂β(βµ) =
D

2

ζD/2(z)

ζD/2−1(z)
. (7.68)

Esto se obtiene directamente de la cancelación de la derivada β∂βN = 0, producto
del hecho de que el número de part́ıculas N es fijo. Aplicando la derivada a la
Ec. (7.36) y usando la relación z∂zζν(z) = ζν−1(z), aśı como también usando el
hecho de que β∂βf(z) = z∂zf(z) β∂β(βµ), obtenemos

β∂βN = [β∂βZ0(β)]ζD/2(z)+Z0(β)β∂βζD/2(z)

= −D
2
Z0(β)ζD/2(z)+Z0(β) ζD/2−1(z)β∂β(βµ)=0, (7.69)

con lo cual demostramos la Ec. (7.68).
El calor espećıfico C, a volumen constante, en unidades de kB, se encuentra por

medio de la derivada C = T∂TS|N = −β2∂βE|N , usando una vez más la Ec. (7.68),
obtenemos:

C = kBN

[

(D + 2)D

4

ζD/2+1(z)

ζD/2(z)
− D2

4

ζD/2(z)

ζD/2−1(z)

]

, T > Tc. (7.70)

A altas temperaturas, C tiende al ĺımite de Dulong-Petit DkBN/2, ya que para
valores pequeños de z, la función ζν(z) se comporta como z.

Consideremos ahora el caso f́ısico donde D = 3, en este caso el segundo de-
nominador de la Ec. (7.70) contiene la función ζ1/2(z). A medida que, para valores
mayores que TC , la temperatura se acerca al punto cŕıtico, z tiende a la unidad, y
ζ1/2(z) diverge. Aśı, 1/ζ1/2(1) = 0 y el segundo término en (7.70) no cotribuye, de
donde obtenemos un máximo en tres dimensiones

Cmax = kBN
15

4

ζ5/2(1)

ζ3/2(1)
≈ kBN 1.92567. (7.71)

Este valor es el mismo que el valor cŕıtico de la Ec. (7.67) para valores menores a
Tc. Por lo tanto, el calor espećıfico es continuo en Tc. Sin embargo, exhibe una dis-
continuidad notable. Para calcular la discontinuidad en la pendiente, calcularemos
el comportamiento de las cantidades termodinámicas para T >∼Tc. A medida que,
para valores menores a Tc, T pasa por Tc, el potencial qúımico empieza a tomar
valores menores a cero, y podemos usar la serie de potencias de la Ec. (7.54)

1 =
(

T

Tc

)3/2
[

1 +
∆ζ3/2(z)

ζ3/2(1)

]

, (7.72)
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donde el śımbolo ∆ aplicado a alguna cantidad, indica que se le ha quitado su
valor de potencial qúımico cero. Para valores de T cercanos a Tc, podemos usar la
aproximación

(

T

Tc

)3/2

− 1 ≈ −∆ζ3/2(z)

ζ3/2(1)
. (7.73)

Si ahora, utilizamos la serie de Robinson (7.38) para aproximar la función ζ3/2(z)
para valores pequeños y negativos de µ:

ζ3/2(e
βµ)=Γ(−1/2)(−βµ)1/2+ζ(3/2)+βµζ(1/2)+ . . . , (7.74)

donde Γ(−1/2) = −2
√
π. Con esto, el lado derecho de la Ec. (7.73) será

−∆ζ3/2(z)/ζ3/2(1) = −2
√
π/ζ(3/2)(−βµ)1/2. Sustituyendo este valor en la

Ec. (7.73), obtenemos la dependencia en la temperatura de −µ para T >
∼ Tc:

−µ ≈ 1

4π
kBTc ζ

2(3/2)

[

(

T

Tc

)3/2

− 1

]2

. (7.75)

El término dominante en la Ec. (7.74), la ráız cuadrada, también puede obtenerse
de la representación integral (7.40), misma que tiene su principal contribución de
los valores pequeños de α ≈ 0, de donde ∆i3/2(α) puede aproximarse usando la
expresión

∆i3/2(α)=
∫ ∞

0
dz z1/2

(

1

ez−α−1
− 1

ez−1

)

≈ α
∫ ∞

0
dz

1

z1/2(z − α)
=−π

√
−α. (7.76)

Usando la relación (7.61) para D = 3, podemos calcular la derivada de la enerǵıa
con respecto al potencial qúımico

∂E

∂µ

∣

∣

∣

∣

T,V
= −3

2

∂FG
∂µ

∣

∣

∣

∣

T,V
. (7.77)

Esto nos permite encontrar la enerǵıa interna para valores de T por arriba de la
temperatura cŕıtica Tc, donde −µ es pequeño, en la forma

E ≈ E< +
3

2
Nµ = E< − 3

8π
NkBTc ζ

2(3/2)

[

(

T

Tc

)3/2

− 1

]2

. (7.78)

De la derivada de esta cantidad con respecto a la temperatura encontramos que la
pendiente del calor espećıfico, para valores superiores e inferiores a Tc, tiene una
discontinuidad en

∆

(

∂C

∂T

)

≈ 27

16π
ζ2(3/2)N

kB
Tc

≡ 3.6658N
kB
Tc
, (7.79)

donde, de la Ec. (7.66) y usando D = 3, cada una de las pendientes serán (aqúı,
hemos usado ∂C/∂T = ∂2E/∂T 2):

(

∂C<
∂T

)

=
15

4

3

2

ζ(5/2)

ζ(3/2)

NkB
Tc

≈ 2.8885
NkB
Tc

, T < Tc, (7.80)
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y de la Ec. (7.78):
(

∂C>
∂T

)

=

(

∂C<
∂T

)

−∆

(

∂C

∂T

)

≈ −0.7715
NkB
Tc

, T > Tc. (7.81)

El calor espećıfico del gas tri-dimensional de Bose está graficado en la Fig. 7.6,
donde se le compara con el calor espećıfico del helio superfluido, utilizando los
parámetros atómicos apropiados n = 22.22 nm−3, M = 6.695×10−27 kg, y donde la
temperatura cŕıtica es Tc ≈ 3.145K, la cual es algo mayor que la temperatura cŕıtica
del helio, Tc ≈ 2.17 K.

Figure 7.6 Calor espećıfico de un gas de Bose, cuya transición de fase es en Tc. Por

comparación también se ha graficado el calor espećıfico del helio superfluido, utilizando

los mismos parámetros atómicos. La curva experimental se ha reducido en un factor 2, a

fin de que tenga el mismo ĺımite de Dulong-Petit de bosones libres.

Existen dos grandes desacuerdos en la descripción precedente debido a las inte-
racciones fuertes en el helio. Primero, el comportamiento para valores pequeños de T
es (T/Tc)

3/2, en lugar del conocido comportamiento (T/Tc)
3 esperado para fonones.

Segundo, el ĺımite de Dulong–Petit de un sistema en interacción es más cercano
al caso de osciladores armónicos, el cual es dos veces mayor que el de part́ıculas
libres. Recuerdese que de acuerdo a la ley de Dulong–Petit (2.603), C tiene una
contribución de NkBT/2 por grado de libertad armónico, ya sea este potencial o
cinético. La enerǵıa de una part́ıcula libre es armónica sólo en el momentum.

La condensación de Bose–Einstein para un gas diluido, en la descripción simple
dada arriba, fue observada en 1995 [9]. Esto se hizo enfriando átomos de 87Rb en una
trampa magnética a una temperatura inferior a los 170 nK, donde se observó que
alrededor de 50 000 átomos formaron el condensado, una especie de “superátomo”.
Recientemente, estos condensados se han puesto en rotación y se ha mostrado que
son perforados por ĺıneas de vórtices [10], tal como sucede con el helio superfluido
II.
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7.2.2 Gas de Bose en una Caja Finita

Para entender mejor el proceso de condensación, consideremos un sistema con un
número muy grande, pero finito, de bosones contenidos en una caja cúbica, cuyos
lados L son lo suficientemente grandes para albergar nuestro sistema de bosones.
Luego, la suma en el lado derecho de la Ec. (7.50) dará la contribución de los estados
de momentum discreto al número total de part́ıculas. Esto implica que la función
ζD/2(z) en la Ec. (7.36) ha de ser reemplazada por la función ζboxD/2(z), definida por
la suma sobre los vectores de momentum discreto pn = h̄π(n1, n2, . . . , nD)/L, donde
ni = 1, 2, 3, . . . :

N =
VD

lDe (h̄β)
ζboxD/2(z) =

∑

p
n

1

eβp2
n
/2M−βµ − 1

. (7.82)

Esto puede expresarse en términos de la función de partición auxiliar unidimensional
de una part́ıcula en un ”caja” unidimensional:

Z1(b) ≡
∞
∑

n=1

e−bn
2/2, b ≡ βh̄2π2/ML2 = πl2e(h̄β)/2L

2, (7.83)

como

N =
VD

lDe (h̄β)
ζboxD/2(z) =

∑

w

ZD
1 (wb)zw. (7.84)

La función Z1(b) está relacionada con la función eĺıptica theta

ϑ3(u, z) ≡ 1 + 2
∞
∑

n=1

zn
2

cos 2ν (7.85)

a través de Z1(b) = [ϑ3(0, e
−b/2) − 1]/2. El comportamiento para valores pequeños

de b de esta función puede hallarse fácilmente siguiendo la técnica de la Subsección
2.15.6. Reescribimos la suma con la ayuda de la fórmula de suma de Poisson (1.205),
como una suma sobre las integrales

ϑ3(0, e
−b/2) =

∞
∑

k=−∞

e−k
2b/2 =

∞
∑

m=−∞

∫ ∞

−∞
dk e−k

2b/2+2πikm

=

√

2π

b

(

1 + 2
∞
∑

m=1

e−2π
2m2/b

)

. (7.86)

Aśı, hasta pequeñas correcciones exponenciales, podemos reemplazar ϑ3(0, e
−b/2)

por
√

2π/b, y de esta manera para valores pequeños de b (i.e., valores grandes de

L/
√
β), tenemos:

Z1(b) =

√

π

2b
− 1

2
+O(e−2π

2/b). (7.87)
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Para valores grandes de b, Z1(b) decae en forma exponencial a cero.
En la suma (7.82), el nivel de menor enerǵıa, donde p1,...,1 = h̄π(1, . . . , 1)/L,

juega un papel especial. Su contribución al número total de part́ıculas es el número
de part́ıculas en el estado condensado:

Ncond(T ) =
1

eDb/2−βµ − 1
=

zD
1− zD

, zD ≡ eβµ−Db/2. (7.88)

Este número diverge para zD → 1, donde la función de la caja ζboxD/2(z) tiene un polo
en 1/(Db/2 − βµ). Este polo evita que al resolver la Ec. (7.82), para el número de
part́ıculas en la caja, βµ sea exactamente igual a Db/2.

En un sistema finito pero con un gran número de part́ıculas y para valores
cercanos a T = 0, caśı todas las part́ıculas estarán en el estado condensado, de
tal manera que Db/2 − βµ será muy pequeño, del orden de 1/N , pero no cero. El
ĺımite termodinámico se puede hallar fácilmente definiendo una función regularizada
ζ̄boxD/2(z), en la cual omitimos el término singular en la suma (7.82). Definamos el
número de part́ıculas en el estado normal , como aquellas que no han condensado
hacia el estado de momentum cero, por la relación Nn(T ) = N−Ncond(T ). Entonces
podemos reescribir la Ec. (7.82) como una ecuación para el número de part́ıculas en
el estado normal

Nn(T ) =
VD

lDe (h̄β)
ζ̄boxD/2(z(β)), (7.89)

expĺıcitamente tendremos

Nn(T ) = SD(zD) ≡
∞
∑

w=1

[ZD
1 (wb)ewDb/2 − 1]zwD. (7.90)

Un posible punto cŕıtico se puede determinar utilizando zD = 1 e igualando el
número de part́ıculas resultante Nn, con el número total de part́ıculas N . Si N es
suficientemente grande, sólo necesitaremos el ĺımite de SD(1) para valores pequeños
de b, mismo que será calculado en el Apéndice 7A [ver la Ec. (7A.12)], de manera
tal que la temperatura asociada T (1)

c estará determinada por la ecuación

N =

√

π

2bc

3

ζ(3/2) +
3π

4b
(1)
c

logC3bc + . . . , (7.91)

donde C3 ≈ 0.0186. En el ĺımite termodinámico, la temperatura cŕıtica T (0)
c se

obtiene ignorando el segundo término, de donde obtenemos

N =

√

π

2b
(0)
c

3

ζ(3/2), (7.92)

en total acuerdo con la Ec. (7.52), donde hemos de utilizar el valor de b hallado en
la Ec. (7.83). Con esta expresión reescribimos la Ec. (7.91) como

1 ≡
(

T (1)
c

T
(0)
c

)3/2

+
3

2N

π

2b
(0)
c

logC3b
(0)
c . (7.93)
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Utilizando la Ec. (7.92) podemos expresar a b(0)c en términos de N , lo cual implica
que

δT (1)
c

T
(0)
c

≈ 1

ζ2/3(3/2)N1/3
log

2

πC3

N2/3

ζ2/3(3/2)
. (7.94)

La temperatura T (1)
c no es fácil de medir experimentalmente, pero lo que si

podemos hacer es hallar el lugar donde la densidad del estado condensado tiene
su curvatura máxima, i.e., donde d3Ncond/dT

3 = 0. La temperatura asociada T exp
c

es mayor, por el factor 1 + O(1/N), que T (1)
c . Sin embargo, esto no modifica la

corrección a orden 1/N1/3 del término dominante. La demostración será dada en el
Apéndice 7B.

7.2.3 Efecto de las Interacciones

El Helio superfluido tiene una temperatura de transición más baja que la del gas
ideal de Bose. Esto es de esperarse ya que la repulsión átomica impide el proceso de
condensación de los átomos en el estado de momentum cero. De hecho un cálculo
perturbativo simple, utilizando un potencial cuya transformada de Fourier para
valores pequeños del momenta se comporte como

Ṽ (k) = g
[

1− r2effk
2/6 + . . .

]

, (7.95)

tendrá un cambio negativo ∆Tc ≡ Tc−T (0)
c , proporcional a la densidad de part́ıculas

[11]:

∆Tc

T
(0)
c

= − 1

3h̄2
Mr2effg

N

V
, (7.96)

donde V es el volumen tridimensional. Al discutir el sistema interactuante nos
referiremos a la temperatura cŕıtica, calculada previamente, para el sistema libre
como T (0)

c . Este resultado se sigue del hecho de que para valores pequeños de g y
reff , la expresión de la enerǵıa para la part́ıcula libre ǫ0(k) = h̄2k2/2M cambia a la
forma ǫ(k) = ǫ(0) + h̄2k2/2M∗, donde el inverso de la masa efectiva renormalizada
es 1/M∗ = [1 − Mr2effgN/3h̄

2V ]/M . Sustituyendo este valor en la Ec. (7.18), de
la cual podemos extraer la ecuación para el cambio de la temperatura ∆Tc/T

(0)
c =

M/M∗ − 1, obtenemos el resultado (7.96). El parámetro reff es llamado el rango
efectivo del potencial. El parámetro g, definido en la Ec. (7.95), se puede determinar
midiendo la longitud de dispersión a de una onda–s en un experimento de dispersión
de dos cuerpos. La relación se obtiene de la solución de la ecuación de Lippmann–
Schwinger (1.525) para la matrix-T . En tres dimensiones, para un gas diluido,
obtenemos

g =
2πh̄2

M/2
a. (7.97)
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El denominadorM/2 es la masa reducida de los dos bosones idénticos. En el espacio
de dimensión D = 2, donde g tiene las dimensiones de enerǵıa × longitud D, la
Ec. (7.97) se reemplaza por [12, 13, 14, 15, 17]

g =
πD/2−1

22−DΓ(1−D/2)(naD)D−2 + Γ(D/2− 1)

2πh̄2

M/2
aD−2 ≡ γ(D, naD)

2πh̄2

M/2
aD−2.

(7.98)
En el ĺımite D → 2, obtenemos

g = − 2πh̄2/M

ln(eγna2/2)
, (7.99)

donde γ es la constante de Euler-Mascheroni. El logaritmo en el denominador im-
plica que la repulsión efectiva disminuye muy lentamente en función de una densidad
decreciente [16].

Para una densidad de part́ıculas N/V baja, el rango efectivo reff se vuelve irre-
levante y el cambio ∆Tc depende de la densidad en una potencia menor (N/V )κ/3,
donde κ < 3. El ĺımite de baja densidad puede analizarse manteniendo en la
Ec. (7.95) sólo el primer término, el cual corresponde a una función δ de repulsión

V (x− x′) = g δ(3)(x− x′). (7.100)

Para esta interacción, la correción de menor orden a la enerǵıa, en D dimensiones,
será

∆E = g
∫

dDxn2(x), (7.101)

donde n(x) es la densidad local de part́ıculas. Para un gas homogéneo, el cambio a
la enerǵıa libre gran canónica, dada en la Ec. (7.35), será

FG = − 1

β

VD
lDe (h̄β)

ζD/2+1(z) + g VD

[

ζD/2(z)

lDe (h̄β)

]2

+O(g2), (7.102)

donde hemos substituido n(x) por la densidad constante N/VD de la Ec. (7.36).
Introducimos ahora un parámetro de longitud α, proporcional a la constante de
acoplamiento g:

g ≡ 2

β

α

le(h̄β)
lDe (h̄β). (7.103)

En tres dimensiones y en el ĺımite diluido (naD pequeño), α coincide con la longitud
de dispersión a de una onda-s, Ec. (7.97). En D dimensiones, la relación es

α = γ(D, naD)

[

a

le(h̄β)

]D−3

a. (7.104)

En dos dimensiones, esta relación tiene el ĺımite

α = − le(h̄β)

ln(eγna2/2)
. (7.105)
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Además, por brevedad, introducimos la constante adimensional de acoplamiento
α̂ ≡ α/le(h̄β) = γ(D, naD) [a/le(h̄β)]

D−2 [recordemos la Ec. (7.104)]. En términos
de α̂, la enerǵıa libre gran canónica (7.102) tiene la forma

FG = − 1

β

VD
lDe (h̄β)

{

ζD/2+1(z)− 2α̂[ζD/2(z)]
2
}

+O(α2). (7.106)

Un cálculo perturbativo a segundo orden cambia esta expresión por el término [18,
19]

∆FG = − 1

β

VD
lDe (h̄β)

{

8α̂2hD(z)
}

, (7.107)

donde hD(z) = h
(1)
D (z)+h

(2)
D (z) es la suma de los dos términos siguientes. El primero

es simplemente

h
(1)
D (z) ≡ [ζD/2(z)]

2ζD/2−1(z), (7.108)

el segundo ha sido calculado sólo para D = 3:

h
(2)
3 (z) ≡

∞
∑

n1,n2,n3=1

zn1+n2+n3

√
n1n2n3(n1+n2)(n1+n3)

. (7.109)

El número asociado de part́ıculas es

N =
VD

lDe (h̄β)

{

ζD/2(z)− 4α̂ζD/2−1(z)ζD/2(z) + 8α̂2z
dhD(z)

dz

}

+O(α3). (7.110)

Para valores pequeños de α, podemos combinar las ecuaciones para FG y N y ob-
tenemos la siguiente relación sencilla entre el cambio de la temperatura cŕıtica y el
cambio de la densidad de part́ıculas causada por la interacción

∆Tc

T
(0)
c

≈ − 2

D

∆n

n
. (7.111)

Esta ecuación es correcta a orden menor en términos de la magnitud de interacción.
El cálculo de ∆Tc/T

(0)
c en tres dimensiones es un problema dif́ıcil. La razón es

que se ha encontrado que la serie perturbativa de la representación del lado derecho
de la Ec. (7.111) es una serie de potencias de (T − T (0)

c )−n, la cual necesita una
evaluación de acoplamiento fuerte para T → T (0)

c . Muchos art́ıculos teóricos han
dado resultados completamente diferentes, incluso en el signo. La herramienta ideal
para tales cálculos, la teoŕıa perturbativa variacional de teoŕıa de campo, ha sido
desarrollada recientemente [20], y ha dado resultados aproximados en buen acuerdo
con datos Monte Carlo [21]. A continuación revisamos brevemente el caso.

Todos los resultados teóricos hallados en la literatura tienen la forma genérica

∆Tc

T
(0)
c

= c[ζ(3/2)]κ/3
[

a

ℓc

]κ

= c aκ
(

N

V

)κ/3

, (7.112)
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donde el lado derecho de la ecuación se sigue de la parte media v́ıa la Ec. (7.53).
En un primer cálculo [22], basado en la función potencial δ dada por la Ec. (7.100),
se encontró que κ debe ser igual a 1/2, con una curvatura negativa de Tc. Sin
embargo, estudios más recientes han mostrado que hay un signo opuesto [23]–[38].
Los exponentes κ encontrados por diferentes autores oscilan entre κ = 1/2 [23,
18, 31] y κ = 3/2 [19]. Cálculos más recientes reportan κ = 1 [24]–[28], i.e., una
proporcionalidad directa entre ∆Tc/T

(0)
c y la longitud de dispersión a de la onda tipo

s, resultado que también se ha encontrado mediante simulaciones Monte Carlo [29,
30, 38] y por la extrapolación de datos experimentales medidos para 4He superfluido,
el cual es un sistema de interacción fuerte, después de diluirlo con la ayuda de un
recipiente Vycor [40]. En lo que respecta a la constante de proporcionalidad c, la
literatura ofrece varios valores que vaŕıan, para κ = 1, desde c = 0.34 ± 0.03 [29]
hasta c = 5.1 [40]. Recientemente se ha hallado el valor negativo c ≈ −0.93 [41],
el cual se obtiene de una errónea relación entre la función de partición canónica y
gran canónica [42]. Un resultado Monte Carlo anterior encontró c ≈ 2.3 [30], el
cual se acerca a los resultados teóricos de las Refs. [23, 27, 28], quienes hallaron
c1 ≈ −8ζ(1/2)/3ζ1/3(3/2) ≈ 2.83; 8π/3ζ4/3(3/2) ≈ 2.33; 1.9, respectivamente,
mientras que la extrapolación de los datos experimentales de 4He en el recipiente
Vycor favorecen el valor c = 5.1, cercano a la estimación teórica c = 4.66 de Stoof
[24]. Sin embargo, los datos Monte Carlo más recientes, apuntan hacia un valor
menor c ≈ 1.32±0.02, cercano a los resultados teóricos 1.48 y 1.14 de las Refs. [35, 39]
y 1.14± 0.11 de la Ref. [21].

No hay espacio aqúı para discutir en detalle cómo hallar la evaluación. Sólo que-
remos señalar que considerando únicamente la primera corrección perturbativa de
la enerǵıa gran canónica dada por la Ec. (7.106), sorprendentemente y en contraste
con el potencial de rango efectivo finito de la Ec. (7.96), la función de repulsión δ
de la Ec. (7.100), la cual contiene sólo un cambio de fase, no da origen a ningún
cambio lineal en función de Tc de la forma an1/D. Una aproximación no perturbativa
sencilla que muestra este hecho es como sigue: observemos que la expresión a un
lazo para la enerǵıa libre puede considerarse como un extremum con respecto a σ
de la expresión variacional

F σ
G = − 1

β

VD
lDe (h̄β)

[

ζD/2+1(ze
σ)− σ2

8α̂

]

, (7.113)

la cual es, en efecto, correcta a primer orden en a. Por brevedad, hemos introducido
el parámetro de acoplamiento adimensional α̂ ≡ α/le(h̄β) = γ(D, naD) [a/le(h̄β)]

D−2

[recordemos la Ec. (7.104)]. El valor extremal se encuentra en σ = Σ, la cual es una
solución expĺıcita a la ecuación

Σ ≡ −4α̂ζD/2(ze
Σ). (7.114)

La enerǵıa libre extremal es

FΣ
G = − 1

β

VD
lDe (h̄β)

{

ζD/2+1(Z)− 2α̂[ζD/2(Z)]
2
}

, Z ≡ zeΣ. (7.115)



7.2 Condensación de Bose-Einstein 641

La ecuación para el número de part́ıculas, obtenida de la derivada de la enerǵıa libre
(7.113) con respecto a −µ, será

N =
VD

lDe (h̄β)
ζD/2(Z), (7.116)

con lo cual Z quedará fija. Esta ecuación tiene la misma forma que el caso libre
(7.36), de tal manera que la transición de fase tiene lugar en Z = 1, lo cual implica, a
este orden, la misma tempertura de transición que el sistema libre. Como se discutió
anteriormente, el cambio no nulo (7.112) sólo se puede encontrar después de sumar
varios diagramas de Feynman de orden mayor, sin embargo, se encuentra que en la
temperatura cŕıtica todos estos diagramas divergen.

Señalaremos también que el enfoque de integrales de trayectoria no es una herra-
mienta adecuada para discurtir la fase condensada para temperaturas menores que la
temperatura cŕıtica, ya que se necesitan las órbitas de una infinidad de part́ıculas. En
la fase condensada, una formulación en teoŕıa cuántica de campos es más apropiada
(ver la Sección 7.6). El resultado de tal discusión es que, debido al valor positivo de c
en la Ec. (7.112), el diagrama de fase tiene una forma poco usual, como se muestra en
la Fig. 7.7. La protuberancia de la curva, de la transición de fase, implica que, si se
incrementa la interacción, el sistema puede tener una condensación de Bose-Einstein
ligeramente arriba de T (0)

c (ver la Ref. [43]).

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

superfluidez

normal

T/T
(0)
c

aeff/aeff(T = 0)

Figure 7.7 Transición propuesta en el diagrama de fase de la condensación de Bose-

Einstein para diferentes valores de la intensidad de interacción. En la Ref. [43] las curvas se

obtuvieron a partir de una aproximación variacional mejorada a un lazo en una descripción

de teoŕıa de campo, definiendo apropiadamente una pendiente positiva de T
(0)
c (la longitud

de la ĺınea a trazos aumenta con el orden de la teoŕıa de perturbación variacional). La

curva pequeña (ĺınea sólida) y la ĺınea a trazos, que empiezan en T
(0)
c , se obtienen de las

Refs. [38] y [21]. Los diamantes corresponden a datos de Monte Carlo de la Ref. [29], y

la ĺınea de puntos se tomaron de la Ref. [44], ambos han sido escalados a su valor cŕıtico

aeff(T = 0) ≈ 0.63.

Una consecuencia importante de una interacción repulsiva de corto alcance es
un cambio en las enerǵıas de excitación de las part́ıculas debajo de Tc. Bogoliubov
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[46] demostró que esto transforma la enerǵıa de la forma cuadrática ǫ(p) = p2/2M
a la forma

ǫ(p) =
√

ǫ2(p) + 2gnǫ(p), (7.117)

la cual, para valores pequeños de p, tiene la siguiente forma lineal ǫ(p) =
√

gn/M |p| = h̄
√

4πan/M |p|, donde la pendiente define la segunda velocidad del
sonido. En el helio superfluido fuertemente interactuante, la dependencia en el mo-
mentum tiene la forma mostrada en la Fig. 7.8. Bogoliubov [46] demostró que un

ǫ(p)/kB

o
K

p/h̄ (rA−1)

Figure 7.8 Enerǵıas de las excitaciones elementales del 4He superfluido medidas por

dispersión de neutrones, mostrando la enerǵıa de excitación de bosones NG [según R.A.

Cowley y A.D. Woods, Can. J. Phys 49, 177 (1971)].

sistema en el cual ǫ(p) > vc |p|, para un cierta velocidad cŕıtica finita vc, mostrará
superfluidez siempre que se mueva con velocidad v = ∂ǫ(p)/∂p menor que vc. Esto
se sigue luego de construir la enerǵıa libre en un marco de referencia que se mueve
con velocidad v. Esta enerǵıa está determinada por la transformada de Legendre:

f ≡ ǫ(p)− v · p, (7.118)

la cual tiene un mı́nimo en p = 0 siempre que |v| < vc, lo cual implica que las
part́ıculas no se mueven. Visto desde el marco de referencia en movimiento, estas
part́ıculas se mantienen en movimiento con velocidad constante −v, sin disminuir.
Esto contrasta con las part́ıculas cuyo espectro libre es ǫ(p) = p2/2M , para las
cuales f tiene un mı́nimo en p = Mv, implicando que estas part́ıculas se mueven
con la misma velocidad que el marco de referencia. Note que la segunda onda de
sonido de longitud de onda larga tiene un enerǵıa ǫ(p) = c|p| tal como las ondas
de luz en el vaćıo, con la velocidad de la luz intercambiada por la del sonido. A
pesar de que la superfluidez no es relativista, las ondas de sonido se comportan
como part́ıculas relativistas. Este fenómeno se observa para las ondas de sonido en
cristales, donde se comportan en forma similar a part́ıculas relativistas sin masa. De
hecho, la teoŕıa de Debye del calor espećıfico es muy similar a la teoŕıa del cuerpo
negro de Planck, excepto que el parámetro de red aparece expĺıcitamente como una
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longitud de onda pequeña de corte. Recientemente se ha especulado que el mundo
relativista invariante que observamos es meramente el ĺımite de longitudes de onda
larga de un mundo cristalino cuya constante de red es muy pequeña [47], del orden
de la longitud de onda de Planck ℓP ≈ 8.08× 10−33 cm.

7.2.4 Condesación de Bose-Einstein en Trampas Armónicas

En una trampa magnética armónica, la integral de trayectoria (7.7) de las órbitas
individuales se convierte en

(x
(p(ν))
b h̄β|x(ν)

a 0)ω=
∫ x(p(ν))(τb)=x

(ν)
b

x(ν)(τa)=x
(ν)
a

DDx(ν)exp

{

−1

h̄

∫ h̄β

0
dτ
M

2

[

ẋ(ν)2+ ω2x(ν)2
]

}

, (7.119)

y tiene como solución la expresión [recordemos la Ec. (2.411)]

(x
(p(ν))
b h̄β|x(ν)

a 0)ω =
1

√

2πh̄/M
D

√

ω

sinh βh̄ω

D

(7.120)

× exp

{

− 1

2h̄

Mω

sinh βh̄ω
[(x

(p(ν)) 2
b + x(ν) 2

a ) cosh βh̄ω−2x
(p(ν))
b x(ν)

a ]

}

.

Por lo tanto, la función de partición (7.5) se puede reescribir en la forma

Z(N)
ω =

√

Mω

2πh̄ sinh βh̄ω

ND
1

N !

∫

dDx(1) · · · dDx(N)

×
∑

p(ν)

exp

{

− 1

2h̄

Mω

sinh βh̄ω
[(x(p(ν)) 2 + x(ν) 2) cosh βh̄ω − 2x(p(ν))x(ν)]

}

. (7.121)

7.2.5 Funciones Termodinámicas

Ahora, de las trayectorias conectadas, las cuales dan w = 1, 2, 3, . . . vueltas alrede-
dor del cilindro, y con los mismos argumentos de conteo anteriores obtenemos una
contribución a la función de partición

∆Z(N)w
ω = Zω(wβ)

1

w
=
∫

dDx zω(wβ;x)
1

w
, (7.122)

donde

Zω(β) =
1

[2 sinh(βh̄ω/2)]D
(7.123)

es la función de partición armónica en D dimensiones (2.407), y zω(wβ;x) la densi-
dad asociada [comparar con las Ecs. (2.333) y (2.412)]:

zω(β;x) =

√

ωM

2πh̄ sinh βh̄ω

D

exp

[

−Mω

h̄
tanh

βh̄ω

2
x2

]

. (7.124)
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La integral espacial de esta expresión es la función de partición de la part́ıcula libre
en el intervalo temporal imaginario β [comparar con la Ec. (2.412)]. La suma sobre
todas las contribuciones conectadas (7.122), es la enerǵıa libre gran canónica

FG = − 1

β

∞
∑

w=1

Zω(wβ)
ewβµ

w
= − 1

β

∞
∑

w=1

∫

dDx zω(wβ;x)
ewβµ

w
. (7.125)

Nótese la diferencia importante entre esta expresión y la correspondiente a la del
bosón libre (7.27). En la Ec. (7.27), el número de vueltas aparece como el fac-
tor w−D/2 el cual se ha eliminado de Z0(wβ) mediante la sustitución Z0(wβ) =
Z0(β)/w

D/2 lo que conduce a la Ec. (7.32), aqúı esto ya no es posible. Luego, el
número promedio de part́ıculas estará dado por

N = − ∂

∂µ
FG =

∞
∑

w=1

Zω(wβ)e
wβµ =

∫

dDx
∞
∑

w=1

zω(wβ;x)e
wβµ. (7.126)

Dado que para valores grandes de w, Zω(wβ) ≈ e−wDh̄ωβ/2, la suma sobre w converge
sólo si µ < Dh̄ω/2. Introduciendo la fugacidad asociada con la enerǵıa del estado
base

zD(β) = e−(Dh̄ω/2−µ)β = e−Dβh̄ω/2z, (7.127)

en analoǵıa con la fugacidad (7.24) del estado de momentum cero, podemos rees-
cribir la Ec. (7.126) como

N = − ∂

∂µ
FG = Zω(β)ζD(βh̄ω; zD). (7.128)

Aqúı las funciones ζD(βh̄ω; zD) son la generalización de las expresiones (7.34):

ζD(βh̄ω; zD) ≡
∞
∑

w=1

[

sinh(ωh̄β/2)

sinh(wωh̄β/2)

]D

ewβµ=Z−1ω (β)
∞
∑

w=1

1

(1− e−2wβh̄ω)D/2
zwD, (7.129)

las cuales se reducen a ζD(z) en el ĺımite de trampa cero, i.e., ω → 0, donde
zD → z. La expresión (7.128) es lo más acercano a la fórmula del bosón libre,
Ec. (7.36). Podemos definir versiones locales de las funciones ζD(βh̄ω; zD), tal
como en la Ec.(7.124):

ζD(βh̄ω; zD;x)≡Z−1ω (β)
∞
∑

w=1

1

(1− e−2wβh̄ω)D/2

(

ωM

πh̄

)D/2

e−Mω tanh(wβh̄ω/2)x2/h̄zwD,(7.130)

en términos de las cuales el número de part́ıculas (7.128) es

N = − ∂

∂µ
FG =

∫

dDxnω(x) ≡ Zω(β)
∫

dDx ζD(βh̄ω; zD;x), (7.131)

y la enerǵıa libre (7.125) será

FG =
∫

dDx f(x) ≡ − 1

β
Zω(β)

∫

dDx
∫ zD

0

dz

z
ζD(βh̄ω; z;x). (7.132)
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Para una frecuencia ω de atrapamiento pequeña, la función (7.130) tendrá el si-
guiente ĺımite:

ζD(βh̄ω; zD;x)
ω≈0≈

(

βh̄ω

2π

)D/2
1

λDω

∞
∑

w=1

1

wD/2
e−wβ(Mω2x2/2−µ), (7.133)

donde λω es la escala de longitud de la oscilación
√

h̄/Mω, Ec. (2.303). Ahora, junto

con el prefactor Zω(h̄β) de la Ec. (7.131), el cual para ω pequeño será Zω(h̄β) ≈
1/(βh̄ω)D, obtenemos la densidad de part́ıculas

n0(β; z;x) =
1

lDe (h̄β)

∞
∑

w=1

1

wD/2
e−wβ[V (x)−µ] =

1

lDe (h̄β)
ζD/2(e

−β[V (x)−µ]), (7.134)

donde V (x) =Mω2x2/2 es el potencial del oscilador y le(h̄β) la escala de la longitud
térmica (2.353). En esta expresión existe sólo un cambio con respecto a la relación
correspondiente para la densidad del gas homogéneo [comparar con la Ec. (7.36)]:
la fugacidad z = eβµ se sustituye por la fugacidad local

z(x) ≡ e−β[V (x)−µ]. (7.135)

La función ζD(βh̄ω; zD) inicialmente es igual a zD, y para zD → 1 diverge como
[2 sinh(βh̄ω/2)]D/(zD − 1). Esta divergencia es el análogo a la divergencia de la
función (7.82), lo cual refleja la formación del condensado en el estado base discreto,
donde el número de part́ıculas es [comparar con la Ec. (7.88)]

Ncond =
1

eDβh̄ω/2−βµ − 1
. (7.136)

El número de part́ıculas diverge para µ→ Dh̄ω/2, es decir, para zD → 1.
En una caja con un número finito de part́ıculas, la ecuación para el número de

part́ıculas, Ec. (7.36), fue reemplazada por la ecuación normal para el número de
part́ıculas (7.89), la cual está dada por las funciones ζ̄boxD/2(z), normalizadas en la caja.
En el ĺımite termodinámico, esto se convierte en la función ζD/2(z), en la cual la suma
sobre los momenta se evalúa como una integral. Las actuales funciones, ζD(βh̄ω; zD),
que controlan el número de part́ıculas en la trampa armónica desempeñan el papel
de las anteriores funciones de la caja, con su correspondiente término singular, el
cual tiene que eliminarse, de donde definimos la función regularizada

ζ̄D(βh̄ω; zD) ≡ ζD(βh̄ω; zD)−Z−1ω (β)
zD

1−zD
= Z−1ω (β)SD(βh̄ω; zD), (7.137)

donde S(βh̄ω, zD) está dada por la suma

S(βh̄ω, zD) ≡
∞
∑

w=1

[

1

(1−e−wβh̄ω)D
− 1

]

zwD (7.138)

La función local (7.130) tiene una divergencia equivalente, que puede regularizarse
por una substración similar.



646 7 Órbitas de Muchas Part́ıculas — Estad́ıstica y Segunda Cuantización

La suma (7.138) controla directamente el número de las part́ıculas normales

Nn(T ) = Zω(β)ζ̄D(βh̄ω; zD) ≡ SD(βh̄ω, zD). (7.139)

El reemplazo de la ecuación singular (7.128) por la ecuación regular (7.139) es com-
pletemente análogo al reemplazo de la función singular (7.82) por la función regular
(7.89) en la caja.

7.2.6 Temperatura Cŕıtica

La condensación de Bose–Einstein puede verse como una transición de fase propia
en el ĺımite termodinámico, en el cual N tiende a infinito, para un densidad media
de part́ıculas constante en la trampa definida por N/λDω ∝ NωD. En este ĺımite, ω
tiende a cero y la suma (7.139) se convierte en ζD(zD)/βh̄ω

D. La ecuación asociada
para el número de part́ıculas

Nn =
1

(βh̄ω)D
ζD(zD) (7.140)

puede resolverse siempre que zD < 1. Para valores de la temperatura mayores que
Tc, esta ecuación determina a zD en función de T de la condición de que todas
las part́ıculas están en el estado normal, Nn = N . Para valores menores de Tc, la
expresión determina la dependencia en la temperatura del número de part́ıculas en
el estado normal al utilizar zD = 1, de donde

Nn =
1

(βh̄ω)D
ζ(D). (7.141)

La fracción de part́ıculas en el estado base de un condensado está dada por
Ncond(T )/N ≡ 1 − Nn(T )/N. En la Fig. 7.9 se presenta Ncond en función de la
temperatura para un número total de part́ıculas equivalente a N = 40 000.

El punto cŕıtico, donde T = Tc, µ = µc = Dω/2, se alcanza si Nn es igual al
número total de part́ıculas N , de donde

kBT
(0)
c = h̄ω

[

N

ζ(D)

]1/D

. (7.142)

Esta fórmula tiene solución sólo si D > 1.
Sustituyendo la Ec. (7.142) en la Ec. (7.162), podemos re–escribir la fracción de

part́ıculas en el estado normal en función de la temperatura como sigue:

N (0)
n

N
≈
(

T

T
(0)
c

)D

, (7.143)

y la fracción de part́ıculas en el estado condensado será

N
(0)
cond

N
≈ 1−

(

T

T
(0)
c

)D

. (7.144)
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Si incluimos el siguiente término en la aproximación (7.162), la fracción de part́ıculas
en el estado condensado será

N
(0)
cond

N
≈ 1−

(

T

T
(0)
c + δTc

)D

. (7.145)

Figure 7.9 Fracción de part́ıculas en el estado condensado Ncond/N ≡ 1 − Nn/N en

función de la temperatura para el número total de part́ıculas N. Las curvas de trazos

cortos y largos del lado izquierdo muestran las aproximaciones a orden cero (7.144) y

primer orden (7.163), respectivamente. La curva punteada muestra el comportamiento de

bosones libres (7.58). La figura de la derecha muestra datos experimentales para 40 000

átomos de 87Rb para temperaturas cercanas a Tc obtenidos de Ensher et. al., Phys. Rev.

Lett. 77 , 4984 (1996). Las ĺıneas continuas describen el gas de Bose no interactuante en

una trampa armónica [cf. (7.144)]. Las ĺıneas punteadas son una corrección que tiene en

cuenta el hecho de que N es finito [cf. (7.163)]. Las ĺıneas a trazos muestran el mejor ajuste

a los datos. La transición se encuentra en Tc ≈ 280 nK, aproximadamente 3% debajo de

la ĺınea a trazos.

Resulta interesante reescribir la temperatura cŕıtica (7.142) en términos de la
densidad de part́ıculas en el origen la cual, de acuerdo a la Ec. (7.134), en el punto
cŕıtico, será

n0(0) =
1

lDe (h̄βc)
ζ(D/2), (7.146)

donde la notación se ha abreviado en una forma obvia. De aqúı obtenemos

kBT
(0)
c =

2πh̄2

M

[

n0(0)

ζ(D/2)

]2/D

. (7.147)

Comparando con la temperatura cŕıtica sin trampa, Ec. (7.18), vemos que ambas ex-
presiones concuerdan si reemplazamos N/V por la densidad uniforme n0(0). Como
una generalización obvia, concluimos que la condensación de Bose podrá observarse
en cualquier trampa una vez que la densidad en el punto más bajo alcance el valor
cŕıtico determinado por la Ec. (7.147) [y la Ec. (7.18)].
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Nótese la diferencia en el exponente D y el argumento de la función ζ(D) en la
Ec. (7.142) en comparación con el valor del bosón libre D/2 de la Ec. (7.18). Como
consecuencia de esto encontramos que, en contraste con el gas libre de Bose, en dos
dimensiones un gas en un trampa puede formar un condensando. Sin embargo, en
una dimensión D = 1 tenemos un problema, dado que para este caso la Ec. (7.142)
dará una temperatura de transición nula. En la temperatura cŕıtica, la expresión
(7.142) puede calcularse a partir de una consideración estad́ıstica simple. Para
valores pequeños de ω, la densidad de estados disponibles para los bosones está
dada por la expresión clásica (4.216):

ρcl(E) =
(

M

2πh̄2

)D/2 1

Γ(D/2)

∫

dDx [E − V (x)]D/2−1. (7.148)

El número de part́ıculas en el estado normal está dado por la ecuación

Nn =
∫ ∞

Emin

dE
ρcl(E)

eE/kBT − 1
, (7.149)

donde Emin es la enerǵıa clásica del estado base. Para un trampa armónica, puede
calcularse la integral espacial de la Ec. (7.148) y se encuentra que es proporcional
a ED, después de lo cual se tiene que en la Ec. (7.149) la integral sobre E será
[kBT/h̄ω]

Dζ(D) = (T/T (0)
c )DN , de acuerdo con la Ec. (7.143).

Alternativamente podemos usar la fórmula del espacio fase

Nn =
∫

dDx
dDp

(2πh̄)D
1

eβ[p2/2M+V (x)] − 1
=
∞
∑

n=1

∫

dDx
dDp

(2πh̄)D
e−nβ[p

2/2M+V (x)]

=
∞
∑

n=1

1
√

2πh̄2nβ/M
D

∫

dDx e−nβV (x), (7.150)

donde la intregración espacial da origen a un factor
√

2π/Mω2nβ, de tal manera

que el lado derecho de esta expresión será una vez más (T/T (0)
c )DN .

7.2.7 Trampas Anisotrópicas Más Generales

La ecuación (7.150) para el número de part́ıculas se puede calcular fácilmente para
una trampa más general, donde el potencial tiene un comportamiento anisotrópico
en función de su exponente

V (x) =
M

2
ω̃2ã2

D
∑

i=1

(

|xi|
ai

)pi

, (7.151)

aqúı ω̃ es un parámetro con unidades de frecuencia y ã es la media geométrica

ã ≡
[

ΠD
i=1ai

]1/D
. Sustituyendo la Ec. (7.151) en la Ec. (7.150) encontramos el

producto de integrales

D
∏

i=1

∫ ∞

−∞
dx e−nβMω̃2ã2(|xi|/ai)pi/2 =

D
∏

i=1

ai
(βMω̃2ã2/2)1/pi

Γ(1 + 1/pi), (7.152)
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tal que el lado derecho de la Ec. (7.150) será (T/T (0)
c )D̃N , y la tempertura cŕıtica es

kBT
(0)
c =

Mã2ω̃2

2

(

h̄ω̃

Mã2ω̃2

)D/D̃ [
NπD/2

ζ(D̃)
∏D
i=1 Γ(1 + 1/pi)

]1/D̃

, (7.153)

donde D̃ es el parámetro adimensional

D̃ ≡ D

2
+

D
∑

i=1

1

pi
. (7.154)

que será el equivalente a D en la fórmula armónica (7.142). Una trampa armónica
con diferentes frecuencias de oscilación, ω1, . . . , ωD sobre los D ejes cartesianos, es
un caso especial de la Ec. (7.151), donde pi ≡ 2, ω2

i = ω̃2ã2/a2i y además D̃ = D.
Luego, la fórmula (7.153) se reduce a la Ec. (7.142), donde ω se reemplaza por

la media geométrica de las frecuencias ω̃ ≡ (ω1 · · ·ωD)1/D. Aśı el parámetro ã
desaparece de la fórmula. Un gas libre de Bose en una caja de dimensiones VD =
∏D
i=1(2ai) = 2DãD está descrito por la Ec. (7.151) en el ĺımite pi → ∞, donde

D̃ = D/2. Luego, la Ec. (7.153) se reduce a

kBT
(0)
c =

πh̄2

2Mã2

[

N

ζ(D/2)

]2/D

=
2πh̄2

M

[

N

VDζ(D/2)

]2/D

, (7.155)

en completo acuerdo con las Ecs. (7.53) y (7.18).
Otro ĺımite interesante es el de una caja de longitud L = 2a1 en la dirección x

donde p1 = ∞, y en las otras dos direcciones dos osciladores de frecuencia diferente
ω2 y ω3. Para encontrar T (0)

c para tal gas de Bose identificamos ω̃2ã2/a22,3 = ω2
2,3 en

el potencial (7.151), de manera tal que ω̃4/ã2 = ω2
2ω

2
3/a

2
1, y obtenemos

kBT
(0)
c = h̄ω̃

(

πh̄

2Mω̃

)1/5 [
N

a1ζ(5/2)

]2/5

= h̄ω̃

(

2πλω1λω2

L2

)1/5 [
N

ζ(5/2)

]2/5

. (7.156)

7.2.8 Gas de Bose-Einstein en Rotación

Puede prepararse en el laboratorio otro potencial interesante haciendo rotar un
condensado de Bose [48] con velocidad angular Ω alrededor del eje z. La frecuencia
vertical de la trampa es ωz ≈ 2π × 11.0Hz ≈ 0.58×nK, la frecuencia horizontal es
ω⊥ ≈ 6 × ωz. Adicionalmente, las fuerzas centŕıfugas crean un potencial armónico
repulsivo, llevando el potencial de rotación a la forma

V (x) =
Mω2

z

2

(

z2 + 36ηr2⊥ +
κ

2

r4⊥
λ2ωz

)

=
h̄ωz
2

(

z2

λ2ωz

+ 36η
r2⊥
λ2ωz

+
κ

2

r4⊥
λ4ωz

)

, (7.157)

donde r2⊥ = x2 + y2, η ≡ 1 − Ω2/ω2
⊥, κ ≈ 0.4, y λωz

≡ 3.245µm ≈ 1.42 × 10−3K.
Para Ω > ω⊥, η será negativo y el potencial toma la forma de un sombrero de
charro mexicano como se muestra en la Fig. 3.13, con un mı́nimo circular en r2m =



650 7 Órbitas de Muchas Part́ıculas — Estad́ıstica y Segunda Cuantización

−36ηλ2ωz
/κ. Para una velocidad de rotación grande, el potencial se puede aproximar

por un pozo circular armónico, y aśı podemos aplicar la fórmula (7.156), con a1 =
2πrm, para obtener el valor η independiente de la temperatura cŕıtica

kBT
(0)
c ≈ h̄ωz

(

κ

π

)1/5
[

N

ζ(5/2)

]2/5

. (7.158)

Para κ = 0.4 y N = 300 000, obtenemos Tc ≈ 53nK.

Para la velocidad de rotación cŕıtica Ω = ω⊥, el potencial es puramente de orden

cuadrado r⊥ =
√

(x2 + y2). Para estimar T (0)
c , por el momento aproximaremos el

potencial por otro ligeramente diferente dado por la Ec. (7.151), donde usamos las
potencias p1 = 2, p2 = 4, p3 = 4, a1 = λωz

, a2 = a3 = λωz
(κ/2)1/4, y aśı la fórmula

(7.153) se convierte en

kBT
(0)
c = h̄ωz

[

π2κ

16Γ4(5/4)

]1/5 [
N

ζ(5/2)

]2/5

. (7.159)

Es fácil cambiar este resultado de tal manera que sea válido para el potencial ∝ r4 =
(x + y)4 en vez de x4 + y4: para ello multiplicamos el lado derecho de la ecuación
(7.149) por el factor

2π
∫

rdrdxdy e−r
4

∫

dxdy e−x4−y4
=

π3/2

Γ[5/4]2
. (7.160)

Este factor aparece de forma inversa enfrente de N en la Ec. (7.161), y aśı obtenemos
la temperatura cŕıtica en el gas rotatorio de Bose

kBT
(0)
c = h̄ωz

(

4κ

π

)1/5
[

N

ζ(5/2)

]2/5

. (7.161)

Por lo tanto, la temperatura cŕıtica en Ω = ω⊥ es mayor que la correspondiente a
Ω infinita, por un factor de 41/5 ≈ 1.32. En una aproximación semi-clásica, este
ĺımite es meramente académico, el tratamiento riguroso exige tomar en cuenta la
naturaleza cuántica del oscilador.

7.2.9 Correciones para Dimensiones Finitas

Los experimentos nunca tienen lugar en el ĺımite termodinámico. Por otro lado,
el número de part́ıculas es finito, y por comparación con los datos experimentales
debemos de introducir correcciones que tomen en cuenta lo finito de las dimensiones,
las cuales aparecen del hecho de que para N finita, la frecuencia ω ≈ 1/N1/D es
pequeña, pero no cero. La transición ya no es aguda y la definición de temperatura
cŕıtica tampoco es precisa. Lo mismo que en el ĺımite termodinámico, debemos
de identificar la transición en donde en la Ec. (7.139) zD = 1, para el caso donde
Nn = N . Para D > 3, las correcciones se obtienen representando el primer término
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en la suma (7.138) en potencias de ω y haciendo las sumas sobre w y restando ζ(0)
para la suma

∑∞
w=1 1:

Nn(Tc) =
1

(βh̄ω)D

[

ζ(D) +
βh̄ω

2
Dζ(D−1) +

(ωh̄β)2

24
D(3D−1)ζ(D−2) + . . .

]

− ζ(0). (7.162)
En la serie, los términos de orden superior contienen expresiones logaŕıtmicas que
divergen. Por ejemplo en una dimensión el primer término ζ(1), y en tres dimen-
siones ζ(D − 2) = ζ(1). Estas divergencias indican que la serie de potencias de
βh̄ω se ha hecho inapropiadamente en un punto singular. Sólo los términos cuyas
funciones ζ tienen un argumento positivo son confiables. Una cuidadosa discusión,
como la que se hace en la Subsección 2.15.6, revela que ζ(1) se debe reemplazar por
ζreg(1) = − log(βh̄ω) + const., similar al reemplazo hecho en la Ec. (2.590). La serie
se deduce en el Apéndice 7A.

Para D > 1, la serie (7.162) puede ser usada hasta los términos ζ(D − 1) y de
ah́ı obtenemos la corrección, para dimensión finita, del número de part́ıculas en el
estado normal

Nn

N
=

(

T

T
(0)
c

)D

+
D

2

ζ(D − 1)

ζ1−1/D(D)

1

N1/D
. (7.163)

Utilizando Nn = N , obtenemos el cambio de la temperatura cŕıtica por la cantidad
relativa

δTc

T
(0)
c

= −1

2

ζ(D− 1)

ζ (D−1)/D(D)

1

N1/D
+ . . . . (7.164)

En tres dimensiones, la primera corrección disminuye la temperatura cŕıtica T (0)
c en

un 2% para 40 000 átomos.
Note que la corrección (7.164) no tiene una dependencia directa en ω, la depen-

dencia está contenida de manera impĺıcita a través de T (0)
c de la Ec. (7.142). En

una trampa armónica anisotrópica, el cambio en la temperatura contiene el factor
adimensional ω̃/ω̄ donde ω̄ es la media aritmética ω̄ ≡

(

∑D
i=1 ωi

)

/D.
Considerando lo finito de las dimensiones, las correcciones de orden superior

para un número de part́ıculas pequeño se calculan en el Apéndice 7A. El resultado
se puede deducir de una manera bastante sencilla recordando que, de acuerdo a
la representación de Robinson (2.583), el primer término en la simple e incorrecta
representación en serie de potencias de ζν(e

−b) =
∑∞
w=1 e

−wb/wν =
∑∞
k=0(−b)kζ(ν −

k)/k! se corrige cambiando el término principal ζ(ν) por Γ(1 − ν)(−b)ν−1 + ζ(ν)
el cual es finito para todo ν entero positivo. Por tanto podemos esperar que la
ecuación correcta para la temperatura cŕıtica se obtiene llevando a cabo este cambio
en la Ec. (7.162) para cada ζ(ν). Esta idea se confirma en el Apéndice 7A. De esto,
para D = 3, 2, 1, obtenemos las ecuaciones para el número de part́ıculas en el estado
excitado

Nn =
1

βh̄ω

[

− (log βh̄ω − γ)− βh̄ω

2
ζ(0) +

(βh̄ω)2

12
ζ(−1) + . . .

]

, (7.165)
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Nn =
1

(βh̄ω)2

[

ζ(2)− βh̄ω
(

log βh̄ω − γ +
1

2

)

− 7(βh̄ω)2

12
ζ(0) + . . .

]

, (7.166)

Nn =
1

(βh̄ω)3

[

ζ(3) +
3βh̄ω

2
ζ(2)− (βh̄ω)2

(

log βh̄ω − γ +
19

24

)

+ . . .

]

, (7.167)

donde γ = 0.5772 . . . es el número de Euler-Mascheroni (2.469). Nótese que todos
los términos no logaŕıtmicos en las series coinciden con los términos correspondientes
de la serie (7.162).

Para obtener la temperatura cŕıtica de la posible transición de fase, podemos
hallar la solución para β en las ecuaciones para Nn = N .

Una vez que estudiamos el estado de las posibles transiciones de fase para di-
mensiones finitas, tiene sentido incluir también el caso D = 1 donde el ĺımite ter-
modinámico no tiene transición en absoluto. Existe un gran incremento en el número
de part́ıculas en el estado base para la “temperatura cŕıtica”, la cual puede deter-
minarse igualando la Ec. (7.165) con el número total de part́ıculas N , de donde
obtenemos

kBT
(0)
c = h̄ωN

1

(− log βh̄ω + γ)
≈ h̄ωN

1

logN
, D = 1. (7.168)

Nótese que este resultado también se puede encontrar de la serie divergente (7.162),
sustituyendo la cantidad ζ(1) por la expresión dimensionalmente regularizada
ζreg(1) = − log(βh̄ω), dada por la Ec. (2.590).

7.2.10 Entroṕıa y Calor Espećıfico

Comparando la Ec. (7.126) con la Ec. (7.125) vemos que la enerǵıa libre gran
canónica puede obtenerse de Nn usado la Ec. (7.162), simplemente multiplicando
por −1/β y aumentando los argumentos de las funciones zeta ζ(ν) en una unidad.
Luego, incluyendo correcciones a primer orden en ω, tenemos

FG(β, µc) = − 1

β(βh̄ω)D

[

ζ(D + 1) + βh̄ω
D

2
ζ(D) + . . .

]

. (7.169)

De aqúı, inmediatamente calculamos la entroṕıa, S = −∂TFG = kBβ
2∂βFG, como

S = −kB(D + 1)βFG = kB(D + 1)
1

(βh̄ω)D

[

ζ(D + 1) + βh̄ω
D

2
ζ(D) + . . .

]

. (7.170)

A menor orden, en términos de la temperatura cŕıtica (7.142), obtenemos

S = kBN(D + 1)







(

T

T
(0)
c

)D
ζ(D + 1)

ζ(D)
+
D

2

[

ζ(D)

N

]1/D (
T

T
(0)
c

)D−1

+ . . .







. (7.171)

De aqúı, para valores de la temperatura menores que Tc, obtenemos el calor espećıfico
C = T∂TS:

C=kBN(D+1)







D

(

T

T
(0)
c

)D
ζ(D+1)

ζ(D)
+
D(D−1)

2

[

ζ(D)

N

]1/D(
T

T
(0)
c

)D−1

+ . . .







.(7.172)
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El valor máximo lo tenemos para cuando la temperatura alcanza su valor cŕıtico,

Cmax≈kBN(D+1)D
ζ(D+1)

ζ(D)

{

1+

[

D−1

2

ζ1+1/D(D)

ζ(D+1)
−D

2

ζ(D−1)

ζ1−1/D(D)

]

1

N1/D

}

. (7.173)

En tres dimensiones, las dos aproximaciones de menor orden tienen sus respectivos
máximos en

C(0)
max ≈ kBN 10.805, C(1)

max ≈ kBN 9.556. (7.174)

Para valores por arriba de Tc, representamos el número total de part́ıculas (7.126)
en potencias de ω como en la Ec. (7.162). La fugacidad del estado base es ahora
diferente de la unidad:

N(β, µ) =
1

(βh̄ω)D

[

ζD(zD) + βh̄ω
D

2
ζD−1(zD) + . . .

]

. (7.175)

La enerǵıa libre gran canónica es

FG(β, µ) = − 1

β(βh̄ω)D

[

ζD+1(zD) + βh̄ω
D

2
ζD(zD) + . . .

]

, (7.176)

y la entroṕıa será

S(β, µ)=kB
1

(βh̄ω)D

{

(D + 1)ζD+1(zD) +
1

2

(

βh̄ωD2 − 2βµ
)

ζD(zD) + . . .
}

. (7.177)

El calor espećıfico C se encuentra de la derivada −β∂βS|N , y tenemos

C(β, µ) = kB
1

(βh̄ω)D

{

(D+1)D ζD+1(zD)

+
1

2

[

D
(

D2 + 1
)

βh̄ω−Dβµ− β∂β(βµ)
]

ζD(zD)+. . .
}

. (7.178)

Como antes, la derivada β∂β(βµ) se encuentra de la condición: ∂N(β, µ(β))/∂β = 0,
lo cual implica que:

0 =
1

(βh̄ω)D

{

−
[

DζD(zD) + βh̄ω
D

2
(D − 1)ζD−1(zD)

]

+
[

ζD−1(zD) + βh̄ω
D

2
ζD−2(zD)

] [

β∂β(βµ)−βh̄ω
D

2

]

+ . . .
}

, (7.179)

y aśı obtenemos

β∂β(βµ) = D
ζD(zD) + βh̄ω

D

2
ζD−2(zD) + . . .

ζD−1(zD) + βh̄
D

2
ωζD−2(zD) + . . .

. (7.180)

Consideremos primero la aproximación de menor orden, donde
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N(β, µ) ≈ 1

(βh̄ω)D
ζD(z), (7.181)

FG(β, µ) ≈ − 1

β

1

(βh̄ω)D
ζD+1(z) = −N 1

β

ζD+1(z)

ζD(z)
, (7.182)

S(β, µ) ≈ 1

T

[

D + 1

β

1

(βh̄ω)D
ζD+1(z)− µN

]

= NkB

[

D + 1

(βh̄ω)D
ζD+1(z)

ζD(z)
− βµ

]

,

(7.183)
de tal forma que de la Ec. (7.60), tenemos

E(β, µ) ≈ D

β

1

(βh̄ω)D
ζD+1(z) = N

D

β

ζD+1(z)

ζD(z)
. (7.184)

El potencial qúımico, para N fijo, satisface la ecuación

β∂β(βµ) = D
ζD(z)

ζD−1(z)
. (7.185)

El calor espećıfico a volumen constante es

C = kBN

[

(D + 1)D
ζD+1(z)

ζD(z)
−D2 ζD(z)

ζD−1(z)

]

. (7.186)

Para altas temperaturas, C tiende al ĺımite de Dulong-Petit DNkB, ya que para z
pequeño, ζν(z) se comporta como z. Esta cantidad es el doble del ĺımite de Dulong-
Petit del gas libre de Bose, ya que aqúı tenemos el doble de modos armónicos.

A medida que la temperatura tiende positivamente al punto cŕıtico, z tiende
negativamente a la unidad y obtenemos un valor máximo en tres dimensiones

C(0)
max = kBN

[

12
ζ4(1)

ζ3(1)
− 9

ζ3(1)

ζ2(1)

]

≈ kBN 4.22785. (7.187)

El calor espećıfico para un número grande y fijo de part́ıculas en una trampa
tiene un máximo mucho más agudo que para el gas libre de Bose. Las dos curvas se
comparan en la Fig. 7.10, donde también mostramos cómo se suaviza la curva para
diferentes valores finitos de N .3

7.2.11 Interacciones en Trampas Armónicas

Estudiemos ahora el efecto de las interacciones en un gas de Bose en una trampa
armónica e isotrópica. Esto se hace fácilmente agregando a la enerǵıa libre (7.132)
la interacción (7.101), donde utilizamos la expresión (7.131) para n(x), con esto, y
en analoǵıa con (7.102), la enerǵıa libre gran canónica, será

FG =
∫

dDx

{

− 1

β
Zω(β)

∫ zD

0

dz

z
ζD(βh̄ω; z;x) + g [Zω(β)ζD(βh̄ω; zD;x)]

2

}

.

(7.188)

3P.W. Courteille, V.S. Bagnato, y V.I. Yukalov, Laser Physics 2 , 659 (2001).
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Figure 7.10 Curva del calor espećıfico en una trampa armónica para un número infinito

de part́ıculas (gráfica izquierda) y varios números finitos de part́ıculas N , 100, 1000, 10 000

(gráfica del lado derecho). La curva para N grande se compara con la de un gas libre de

Bose.

Usando la relación (7.103), encontramos que esta expresión tiene una forma más
similar a (7.106):

FG = − 1

β
Zω(β)

∫

dDx

{

∫ zD

0

dz

z
ζD(βh̄ω; z;x)−2â lDe (h̄β)Zω(β) [ζD(βh̄ω; zD;x)]

2

}

.

(7.189)
Como en la Ec. (7.113), ahora construimos la enerǵıa libre variacional la cual

habremos de extremizar con respecto al parámetro local σ(x). Más aún, encontramos
que resulta conveniente expresar ζ(z) como

∫ z
0 (dz

′/z′)ζ(z′). Esto nos conduce a la
expresión variacional

F σ
G = − 1

β
Zω(β)

∫

d3x

[

∫ zDe
σ(x)

0

dz

z
ζD(βh̄ω; z;x)−

σ2(x)

8ã

]

, (7.190)

donde zD = e−(Dh̄ω/2−µ)β = e−Dβh̄ω/2z y

ã ≡ â lDe (h̄β)Zω(β) =
a

le(h̄β)
lDe (h̄β)Zω(β). (7.191)

El extremum se encuentra en σ(x) = Σ(x) donde, por analoǵıa con la Ec. (7.114):

Σ(x) ≡ −4ãζD(βh̄ω; zDe
Σ(x);x). (7.192)

Si en la trampa tenemos una frecuencia ω pequeña, podemos usar la función
ζD(βh̄ω; zD;x) en la forma aproximada de la Ec. (7.133), es decir

ζD(βh̄ω; zD;x) ≡
∞
∑

w=1

√

ω2Mβ

2πw

D

zwDe
−Mwβω2x2/2. (7.193)

Con esta aproximación, la Ec. (7.192) se convierte en

Σ(x)
ω≈0≈ −4ã

∞
∑

w=1

√

ω2Mβ

2πw

D

zwD e
wΣ(x)e−Mwβω2x2/2. (7.194)
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Para valores pequeños de ã, Σ(x) también es pequeño, con lo cual el factor ewΣ(x)

es cercano a la unidad y se puede omitir. Sustituyendo en la ecuación del número
de part́ıculas, para valores mayores a Tc:

N =
∫

dDxn(x) = Zω(β)
∫

dDx ζ̄D(βh̄ω; zDe
Σ(x);x). (7.195)

Recordemos que en el ĺımite termodinámico D > 1, donde propiamente existe
la transición de fase, y en virtud de las Ecs. (7.139) y (7.141), ζD(βh̄ω; zD;x) y
ζ̄D(βh̄ω; zD;x) coinciden.

De la Ec. (7.195) hallamos la siguiente ecuación para la temperatura cŕıtica en
función de zD:

1 =
Zω(β)

Zω(β
(0)
c )

∫

dDx
ζ̄D(βh̄ω; zDe

Σ(x);x)

ζ̄D(β
(0)
c h̄ω; 1)

, (7.196)

donde T (0)
c es la temperatura cŕıtica de la trampa sin la interacción repulsiva. La

temperatura cŕıtica Tc del sistema interactuante se obtiene si el segundo argumento
de ζ̄D(βh̄ω; zDe

Σ(x);x) es igual al radio de convergencia unitario de la serie (7.130)
para x = 0, i.e., si zDe

Σ(0) = 1. Aśı encontramos la ecuación para Tc:

1 =
Zω(βc)

Zω(β
(0)
c )

∫

dDx
ζ̄D(βch̄ω; e

Σc(x)−Σc(0);x)

ζ̄D(β
(0)
c h̄ω; 1)

, (7.197)

donde el sub́ındice de Σc(x) indica que β en (7.194) ha sido igualado a βc. En
particular, ã contenido en Σc(x) es igual a ãc ≡ a/ℓc. Ya que este valor es pequeño
por hipótesis, podemos representar el numerador de (7.197) en la forma

1 ≈ Zω(βc)

Zω(β
(0)
c )

{

1 +
1

ζ̄D(β
(0)
c h̄ω; 1)

∫

dDx∆ζ̄D(β
(0)
c h̄ω; 1;x)

}

, (7.198)

donde, para ω pequeña, la integral tiene la forma expĺıcita

∫

dDx
∞
∑

w=1

√

√

√

√
ω2Mβ

(0)
c

2πw

D

e−Mwβ
(0)
c ω2x2/2

(

ew[Σc(x)−Σc(0)] − 1
)

. (7.199)

En el término eliminado hemos usado el hecho de que para ω pequeño,
ζ̄D(β

(0)
c h̄ω; 1) ≈ ζ̄D(βch̄ω; 1) ≈ ζ(D) es independiente de β [ver la Ec. (7.139) y

la Ec. (7.141)].
A continuación, para valores cercanos a T (0)

c , aproximaremos la relación:

Zω(βc)

Zω(β
(0)
c )

≡ 1 +D
∆Tc

T
(0)
c

β(0)
c h̄ω/2

tanh(β
(0)
c h̄ω/2)

ω≈0≈ 1 +D
∆Tc

T
(0)
c

, (7.200)

de manera tal que de la Ec. (7.198) hallamos una relación para ∆Tc/T
(0)
c :

∆Tc

T
(0)
c

≈ − 1

D

1

ζ(D)

∫

dDx∆ζ̄D(β
(0)
c h̄ω; 1;x). (7.201)
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Sustituyendo la Ec. (7.199) en el término del lado derecho, donde la cantidad Σc(x)
la aproximamos por la Ec. (7.194) para β(0)

c , en la cual el factor ewΣc(x) se reemplaza
por 1, y con esto encontramos que la integral (7.199), será:

−4ãc

∫

dDx
∞
∑

w=1

√

√

√

√
ω2Mβ

(0)
c

2πw

D

e−Mwβ
(0)
c ω2x2/2 w

∞
∑

w′=1

√

√

√

√
ω2Mβ

(0)
c

2πw′

D
(

eMw′β
(0)
c ω2x2/2−1

)

.

Evaluando la integral tenemos

−4ãc

√

√

√

√
ω2Mβ

(0)
c

2π

D
∞
∑

w,w′=1

1

wD/2−1w′D/2

[

1

(w + w′)D/2
− 1

wD/2

]

≡ −4âcS(D), (7.202)

donde S(D) es una forma abreviada de la doble suma y, usando la Ec. (7.191) y el
heho de que para ω pequeña, Zω(β

(0)
c ) ≈ (ωh̄β(0)

c )−D, el prefactor se ha simplificado a
−4âc. ParaD = 3, la doble suma tiene el valor S(3) ≈ 1.2076−ζ(2)ζ(3/2)≈ −3.089.
Sustituyendo todo esto en la Ec. (7.201), obtenemos que para a y ω pequeños el cam-
bio en la temperatura cŕıtica, será

∆Tc

T
(0)
c

≈ 4âc
D

S(D)

ζ(D)
≈
D=3

− 3.427
a

ℓc
. (7.203)

Contrario al gas libre de Bose donde, usando una aproximación similar a la usada
aqúı, una pequeña repulsión tipo función δ no produce ningún cambio [recordemos
la Ec. (7.116)], y sólo un cálculo de orden superior en los rizos conduce a un cambio
proporcional a a, la temperatura cŕıtica del gas de Bose en una trampa cambia hacia

abajo. Podemos expresar ℓc en términos de la longitud de escala λω ≡
√

h̄/Mω

asociada con el oscilador armónico [recordemos la Ec. (2.303)] y reescribimos ℓc =
λω

√
2πβch̄ω. Ahora, en unión con la relación (7.142), encontramos

∆Tc

T
(0)
c

≈ −3.427
1√

2π[ζ(3)]1/6
a

λω
N1/6 ≈ −1.326

a

λω
N1/6. (7.204)

Nótese que debido a que ω es pequeña, la fórmula del cambio de la temperatura
(7.201) también se puede expresar en términos de la densidad ω–cero (7.134) como

∆Tc
ω, ã≈0≈ 2g

∫

d3x [∂µn0(x)] [n0(x)− n0(0)]
∫

d3x ∂Tn0(x)
, (7.205)

donde, por brevedad, hemos omitido los argumentos β y z de n0(β; z;x). Para
deducir esta fórmula reescribimos la enerǵıa libre gran canónica (7.190) como

FG = − 1

β

∫

d3x

[

∫ zeβν(x)

0

dz′

z′
n0(β; z

′;x)− β
ν2(x)

4g

]

, (7.206)

de tal manera que la ecuación del número de part́ıculas Ec. (7.195) toma la forma

N =
∫

d3xn0(β; ze
βν(x);x). (7.207)
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Extremizando a FG en términos de ν(x), obtenemos la ecuación autoconsistente

ν(x) = −2gn0(β; ze
βν(x);x). (7.208)

Como antes alcanzamos la temperatura cŕıtica para zeβν(0) = 1, lo cual implica que

N =
∫

d3xn0(βc; ze
−2βg[n0(x)−n0(0)];x). (7.209)

Una vez más, en el exponente hemos omitido los argumentos β y z de n0(β; z;x). Si
ahora imponemos la condición de que N es constante, ∆N = (∆Tc∂T+∆µ∂µ)N = 0,
e insertamos ∆µ = −2g[n0(x) − n0(0)], encontramos la Ec. (7.205). Sustituyendo
en la Ec. (7.205) la expresión de la densidad (7.134), para la trampa general (7.151),
encontramos la generalización de (7.203):

∆Tc

T
(0)
c

≈ 4âc

D̃

1

ζ(D̃)

∞
∑

w,w′=1

1

wD/2−1w′D/2

[

1

(w + w′)D̃−D/2
− 1

wD̃−D/2

]

, (7.210)

la cual se anula para el gas homogéneo, como se concluyó en base a la Ec. (7.116).

Comparemos el resultado (7.204) con los datos experimentales para el cambio de
la temperatura para el 87Rb en una trampa con una temperatura cŕıtica Tc ≈ 280 nK,
el cual se encuentra alrededor de 3% debajo la temperatura del gas no interactuante
de Bose (ver la Fig. 7.9). La longitud térmica de deBroglie se calcula mejor en
unidades átomicas. Donde la longitud de escala fundamental es el radio de Bohr
aH = h̄/Mpcα, aqúı Mp es la masa del protón y α ≈ 1/137.035, la constante de
estructura fina. La escala fundamental de enerǵıa es EH = Mec

2α2. Escribiendo
ahora la longitud térmica de deBroglie, para la temperatura cŕıtica, como

a

ℓc
=

2πh̄2

MkBTc
=

√
2π

√

EH
kBTc

√

Me

87Mp

aH , (7.211)

de los valores
√

EH/kBTc ≈
√

27.21 eV/(280× 10−9/11 604.447 eV) ≈ 1.06 × 106

y
√

Me/87Mp ≈
√

0.511eV/(87× 938.27eV) ≈ 0.002502, encontramos que el valor
estimado para ℓc será ≈ 6646aH .

La longitud de dispersión del triplete de la onda–s del 87Rb es a ≈ (106± 4) aH ,
de tal forma que de la Ec. (7.203) encontramos

∆Tc

T
(0)
c

≈ −5.4%, (7.212)

lo cual es compatible con los datos experimentales de la trampa de la Fig. 7.9.

Mencionaremos finalmente que estudios recientes de sistemas más realistas, dados
en la Ref. [45], presentan el caso de bosones en una trampa que interactuan mediante
interacciones de largo alcance.
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7.3 Gas de Fermiones Libres

Para fermiones, las funciones termodinámicas (7.32) y (7.33) contienen las funciones

ζ fν(z) ≡
∞
∑

w=1

(−1)w−1
zw

wν
, (7.213)

las cuales para z pequeño se comportan como z. Para z = 1, tendremos

ζ fν(1) =
1

1
− 1

2ν
+

1

3ν
− 1

4ν
+ . . . =

∞
∑

k=0

1

kν
− 21−ν

∞
∑

k=0

1

kν
=
(

1− 21−ν
)

ζ(ν). (7.214)

Contrario a la función ζν(z) de la Ec. (7.34), esta función está perfectamente bien
definida para todos los potenciales qúımicos por continuación anaĺıtica. La razón
es que en la serie (7.213) tenemos un signo negativo que se va alternando. Por
analoǵıa con las Ecs.(7.39), (7.40), la continuación anaĺıtica se consigue expresando
ζ fν(z) como la integral:

ζ fn(z) ≡
1

Γ(n)
ifn(α), (7.215)

donde ifn(α) son las integrales

ifn(α) ≡
∫ ∞

0
dε

εn−1

eε−α + 1
. (7.216)

Reconocemos en el integrando la función de distribución de Fermi dada en la
Ec. (3.111), en la que ωh̄β se reemplaza por ε− α:

nf
ε =

1

eε−α + 1
. (7.217)

La cantidad ε tiene el papel de una enerǵıa reducida ε = E/kBT , y α es un potencial
qúımico reducido α = µ/kBT .

Expresemos también la enerǵıa libre gran canónica FG, en términos de las fun-
ciones ifn(α). Combinado las Ecs. (7.32), (7.213) y (7.216), para fermiones con
gS = 2S + 1 orientaciones de esṕın, obtenemos:

FG=− 1

β
Z0(β)

gS
Γ(D/2+1)

ifD/2+1(βµ)=− 1

βΓ(D/2+1)

gSVD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε

εD/2

eε−βµ + 1
,

(7.218)
mediante integración por partes, la integral se puede llevar a la forma

FG = − 1

βΓ(D/2)

gSVD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε εD/2−1 log(1 + e−ε+βµ). (7.219)
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Recordando la Ec. (7.47), esto se puede reescribir como una suma sobre los momenta
de osciladores con enerǵıa h̄ωp ≡ p2/2M :

FG = −gS
β

∑

p

log(1 + e−βh̄ωp+βµ). (7.220)

En la Section 7.14 estudiaremos en detalle esta enerǵıa libre.
El número de part́ıculas correspondiente a las representaciones integrales (7.219)

y (7.220) es

N=− ∂

∂µ
FG =

1

Γ(D/2)

gSVD
√

2πh̄2β/M
D

∫ ∞

0
dε

εD/2−1

eε+βµ − 1
=gS

∑

p

1

eβh̄ωp+βµ − 1
. (7.221)

Recordando las densidad reducida de estados, el número de part́ıculas se puede
escribir, con la ayuda de la función de distribución de Fermi nf

ω de la Ec. (7.217),
como

N = gSVD

∫ ∞

0
dεNε n

f
ε. (7.222)

La función de Bose contiene un polo en α = 0 que evita la existencia de una
solución para α positivo. Por otra parte, en la función fermiónica anaĺıticamente
continuada el punto α = 0 es completamente regular.

Consideremos ahora una gas de Fermi cercano a la temperatura cero, a este se
le llama el ĺımite degenerado. En este ĺımite, las variables reducidas ε = E/kBT y
α = µ/kBT son muy grandes y la función de distribución (7.217) se reduce a

nf
ε =

{

1
0

for
ε < α
ε > α

}

= Θ(ε− α). (7.223)

Todos los estados con enerǵıa E menor que el potencial qúımico µ están ocupados,
mientras que los estados con enerǵıa mayor que este potencial qúımico estarán vaćıos.
A temperatura cero, el potencial qúımico µ se conoce como la enerǵıa de Fermi EF:

µ
∣

∣

∣

T=0
≡ EF. (7.224)

La enerǵıa de Fermi para un número dado de part́ıculas N , en un volumen VD, se
encuentra resolviendo la integral (7.222) para T = 0:

N = gSVD

∫ EF

0
dεNε=

1

Γ(D/2+1)

gSVDE
D/2
F

√

2πh̄2/M
D =

1

Γ(D/2+1)

gSVD√
4π

D

(

pF
h̄

)D

, (7.225)

donde
pF ≡

√

2MEF (7.226)

es el momentum de Fermi asociado con la enerǵıa de Fermi. De la Ec. (7.225)
hallamos una expresión para EF, donde

EF =
2πh̄2

M

[

Γ(D/2 + 1)

gS

]2/D (
N

VD

)2/D

, (7.227)
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y para el momentum de Fermi obtenemos

pF = 2
√
πh̄

[

Γ(D/2 + 1)

gS

]1/D (
N

VD

)1/D

h̄. (7.228)

Nótese que en términos del número de part́ıculas N , la densidad de estados por
unidad de enerǵıa y volumen se puede escribir como

Nε ≡
d

2

N

VD

√

kBT

EF

D/2

εD/2−1. (7.229)

A medida que el gas se calienta ligeramente, la degeneración en la función de
distribución de part́ıculas, Ec. (7.223), se atenua. La temperatura donde esto sucede
está dada por la razón kT/EF. De aqúı que resulta de utilidad definir una tempe-
ratura caracteŕıstica, la llamada temperatura de Fermi

TF ≡ EF

kB
=

1

kB

pF
2

2M
. (7.230)

Sabemos que para los electrones de un metal, pF es del orden de h̄/1rA. Donde,
usando M = me = 9.109558 × 10−28 g, además kB = 1.380622 × 10−16 erg/K y
h̄ = 6.0545919× 10−27 erg sec, vemos que el orden de magnitud de TF es

TF ≈ 44 000K. (7.231)

Por lo que, aún para temperaturas muy por arriba de la temperatura ambiente
la relación T/TF ≪ 1 se satisface bastante bien, y al evaluar las propiedades ter-
modinámicas del gas de electrones a temperaturas diferentes de cero, esta razón se
puede usar como un parámetro en una serie de potencias.

Calculemos, en D = 3 dimensiones, los efectos de T finita. De la Ec. (7.225)
obtenemos

N = N(T, µ) ≡ gSV

l3e(h̄β)

2√
π
if3/2

(

µ

kBT

)

. (7.232)

Expresando el número de part́ıculas en términos de la enerǵıa de Fermi, con
ayuda de la Ec. (7.225), obtenemos para la relación entre la temperatura y el po-
tencial qúımico una ecuación análoga a la Ec. (7.54):

1 =

(

kBT

EF

)3/2
3

2
if3/2

(

µ

kBT

)

. (7.233)

Para evaluar esta ecuación, escribimos la representación integral (7.216) como

ifn(α) =
∫ ∞

−α
dx

(α+ x)n−1

ex + 1

=
∫ α

0
dx

(α− x)n−1

e−x + 1
+
∫ ∞

0
dx

(α + x)n−1

ex + 1
. (7.234)
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donde ε = x+α. En la primera integral substituimos 1/(e−x + 1) = 1− 1/(ex + 1),
y obtenemos

ifn(α)=
∫ α

0
dx xn−1 +

∫ ∞

0
dx

(α+x)n−1 − (α−x)n−1
ex + 1

+
∫ ∞

α
dx

(α−x)n−1
ex + 1

. (7.235)

En el ĺımite α→∞, sólo el primer término sobrevive, mientras que el último término
es exponencialmente pequeño. Aśı que puede ignorase en una representación en serie
de potencias de 1/α. Representando el segundo término en tales series:

2
∞
∑

k=odd

(

n−1

k

)

αn−1−k
∫ ∞

0
dx

xk

ex + 1
= 2

∑

k=odd

(n−1)!

(n−1−k)!α
n−1−k(1− 2−k)ζ(k + 1).

(7.236)
En la ecuación hemos usado la fórmula integral de la función ζ de Riemann4

∫ ∞

0
dx

xν−1

eµx + 1
= µ−ν(1− 21−ν)ζ(ν). (7.237)

Para argumentos pares positivos e impares negativos, la función zeta está relacionada
con los números de Bernoulli mediante la Ec. (2.569). Los valores de menor orden
de ζ(x) que aparecen en la serie (7.236) son ζ(2), ζ(4), . . . , cuyos valores numéricos
están dados en la Ec. (2.571), por lo que los primeros términos de la representación
de ifn(α) son de la forma

ifn(α) =
1

n
αn + 2(n−1)

1

2
ζ(2)αn−2 + 2(n−1)(n−2)(n−3)

7

8
ζ(4)αn−4 + . . . . (7.238)

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (7.233), donde n = 3/2, encontramos la serie
a baja temperatura

1 =

(

kBT

EF

)3/2
3

2

[

2

3

(

µ

kBT

)3/2

+
π2

12

(

µ

kBT

)−1/2

+
7π4

3 · 320
(

µ

kBT

)−5/2

. . .

]

,

(7.239)
de donde, para µ tendremos la serie

µ = EF



1− π2

12

(

kBT

EF

)2

+
7π4

720

(

kBT

EF

)4

+ . . .



 . (7.240)

Estas series son asintóticas. Tienen radio de convergencia cero, es decir, divergen
para cualquier valor de T . Sin embargo, si T es suficientemente pequeña o después
de una manipulación variacional al estilo de la Sección 5.18, es posible usar estas
series en el cálculo de propiedades f́ısicas.

Regresemos ahora a la expresión de la enerǵıa libre gran canónica FG. En
términos de la función (7.216), tendremos

FG = − 1

β

gSV

l3e(h̄β)

1

Γ(5/2)
if5/2(α). (7.241)

4I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 3.411.3.
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Usando otra vez la Ec. (7.238), tendremos la representación

FG(T, µ, V ) = FG(0, µ, V )



1 +
5π2

8

(

kBT

µ

)2

− 7π4

384

(

kBT

µ

)4

+ . . .



 , (7.242)

donde

FG(0, µ, V ) ≡ −2

5
gSV

√
2M3/2

3π2h̄3
(µ)3/2 µ = −2

5
N
(

µ

EF

)3/2

µ.

Diferenciando FG con respecto a la temperatura, para µ fijo, obtenemos el com-
portamiento de baja temperatura de la entroṕıa

S = kB
π2

2

kBT

EF

N + . . . . (7.243)

De esto encontramos el calor espećıfico a volumen constante

C = T
∂S

∂T

∣

∣

∣

∣

V,N

T≈0≈ S = kB
π2

2

kBT

EF

N + . . . . (7.244)

Puede verse que el calor espećıfico crece linealmente con el aumento de la tempe-
ratura y se satura en el valor constante 3kBN/2, lo cual obedece la ley de Dulong-
Petit de la Sección 2.12, correspondiente a los tres grados de libertad cinéticos en
el Hamiltoniano clásico p2/2M , sin potencial armónico. La Fig. 7.11 muestra el
comportamiento del calor espećıfico para todo valor de la temperatura. El com-

Figure 7.11 Comportamiento del calor espećıfico del gas libre de Fermi en términos de

la temperatura. Tal como en el caso del gas libre de Bose, la ley de Dulong-Petit da como

ĺımite de alta temperatura el valor 3kBN/2, para los tres grados de libertad cinéticos en

el Hamiltoniano clásico p2/2M . No existen grados de libertad asociados con un potencial

armónico.

portamiento lineal se debe al atenuamiento progresivo cerca de la superficie de la
distribución de Fermi, lo cual hace que los electrones sean térmicamente cada vez
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más excitables. Experimentalmente se sabe que en los metales, en el ĺımite de baja
temperatura, la contribución de las vibraciones de la red al calor espećıfico, se com-
porta como (T/TD)

3. Aqúı TD es la temperatura de Debye la cual caracteriza la
rigidez elástica del cristal y va desde TD ≈ 90K para metales suaves como el plomo,
TD ≈ 389K para el aluminio, hasta TD ≈ 1890K para diamante. Experimental-
mente se obtiene que la pendiente es usualmente mayor que el valor para el gas de
electrones libres dado en la Ec. (7.244). Esto se puede explicar principalmente por
las interacciones con la red, lo cual resulta en una mayor masa efectiva, Meff > M .

Note que la cantidad FG(0, µ, V ) depende de la temperatura v́ıa el potencial
qúımico µ. Sustituyendo la Ec. (7.240) en la Ec. (7.242) encontramos la dependencia
completa en T .

FG(T, µ, V ) = FG(0, EF, V )



1 +
5π2

12

(

kBT

EF

)2

− π4

16

(

kBT

EF

)4

+ . . .



 , (7.245)

donde

FG(0, EF, V ) = −2

5
NEF. (7.246)

Como en el caso del gas de bosones, tenemos una expresión de la forma (7.61)
para la relación entre la enerǵıa y la enerǵıa libre gran canónica:

E = −3

2
FG, (7.247)

tal que la Ec. (7.245) nos permite hallar el comportamiento para bajas tamperaturas
de la enerǵıa interna:

E =
3

5
NEF



1 +
5π2

12

(

kBT

EF

)2

− π4

16

(

kBT

EF

)4

+ . . .



 . (7.248)

El primer término es la enerǵıa de la esfera de Fermi de temperatura cero. Usando
la relación cV = ∂E/V ∂T , el segundo término da una vez más el comportamiento
dominante del calor espećıfico (7.244) para T → 0.

Este comportamiento del calor espećıfico se puede observar en metales donde los
electrones de conducción se comportan como un gas de electrones libres. Debido al
Teorema de Bloch, un electrón solitario en una red perfecta se comportaŕıa igual
que una part́ıcula libre. En muchos casos, esto seŕıa aproximamente cierto si la masa
del electrón se reemplaza por una masa efectiva.

Otro sistema macroscópico importante donde la Ec. (7.244) se puede observar
es el ĺıquido consitente del isótopo fermiónico de 3He. Existen en este sistema dos
espines electrónicos y un número impar de espines nucleónicos, lo que hace de este
átomo un fermión. En el ĺıquido de Fermi las interacciones fuertes producen un
efecto de apantallamiento que eleva la masa a un valor efectivo de 8 veces la masa
del átomo.
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7.4 Estad́ıstica de la Interacción

Consideremos, primeramente, sólo dos part́ıculas idénticas; la generalización para n
part́ıculas será obvia. Por simplicidad, ignoramos el potencial de un cuerpo V (x(ν))
en (7.2) ya que este causa sólo complicaciones innecesarias. Entonces, la acción
orbital total es

A =
∫ tb

ta
dt

[

M (1)

2
ẋ(1)2 +

M (2)

2
ẋ(2)2 − Vint(x

(1) − x(2))

]

. (7.249)

El cambio de variable estándar al centro de masas y coordenadas relativas

X = (M (1)x(1) +M (2)x(2))/(M (1) +M (2)), x = (x(1) − x(2)), (7.250)

respectivamente, separa la acción en una parte para el centro de masa libre y otra
para la acción relativa

A = ACM +Arel =
∫ tb

ta
dt
M

2
Ẋ2 +

∫ tb

ta
dt
[

µ

2
ẋ2 − Vint(x)

]

, (7.251)

con masa total M = M (1) +M (2) y masa reducida µ = M (1)M (2)/(M (1) +M (2)).
De forma correspondiente, la amplitud de evolución temporal del sistema de dos
cuerpos se puede factorizar en una de una part́ıcula libre ordinaria de masa M ,
(Xbtb|Xata), y una amplitud relativa (xbtb|xata). La integral de trayectoria para el
movimiento del centro de masa se resuelve como en el Caṕıtulo 2. Sólo la amplitud
relativa se verá afectada por la estad́ıtica de las part́ıculas y necesita un tratamiento
por separado para bosones y fermions.

Primero trabajaremos en una sóla dimensión. Muchas de las fórmulas que surgen
en este caso son las mismas que las de la Sección 6.2, donde derivamos la integral
de trayectoria para un part́ıcula moviendose en el semi–espacio x = r > 0; sólo
que la interpretación es diferente. Tomamos en cuenta la indistinguibilidad de las
part́ıculas restringiendo x al semi–eje positivo x = r ≥ 0; el vector opuesto −x
describe una configuración idéntica. Por lo tanto, la relación de completes de los
estados locales se escribe como

∫ ∞

0
dr|r〉〈r| = 1. (7.252)

Para escribir la relación de ortogonalidad, debemos especificar la naturaleza bosónica
o fermiónica de las funciones de onda. Dado que estas funciones son simétricas
o antisimétricas, respectivamente, expresamos 〈rb|ra〉 en términos de un conjunto
completo de funciones con estas propiedades de simetŕıa:

〈rb|ra〉 = 2
∫ ∞

0

dp

πh̄

{

cos prb/h̄ cos pra/h̄
sin prb/h̄ sin pra/h̄

}

. (7.253)

Esto se puede reescribir como

〈rb|ra〉 =
∫ ∞

−∞

dp

2πh̄

(

eip(rb−ra)/h̄ ± eip(rb+ra)/h̄
)

= δ(rb − ra)± δ(rb + ra). (7.254)
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La amplitud de evolución temporal infinitesimal del movimiento relativo es entonces,
en la formulación canónica,

(rn ǫ|rn−1 0) = 〈rn|e−iǫĤrel/h̄|rn−1〉

=
∫ ∞

−∞

dp

2πh̄

(

eip(rn−rn−1)/h̄ ± eip(rn+rn−1)/h̄
)

e−iǫHrel(p,rn)/h̄, (7.255)

donde Hrel(p, x) es el Hamiltoniano del movimiento relativo asociado con la acción
Arel de la Ec. (7.251). Combinando N+1 factores, encontramos la partición temporal
de la amplitud

(rbtb|rata) =
N
∏

n=1

[∫ ∞

0
drn

]N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

(7.256)

×
{

exp

[

i

h̄

N+1
∑

n=1

pn(rn − rn−1)

]

± exp

[

i

h̄

N+1
∑

n=1

pn(rn + rn−1)

]}

e−
i
h̄
ǫ
∑N+1

n=1
Hrel(pn,rn),

válida para bosones y fermiones, respectivamente. Extendiendo la integral radial
sobre el todo el espacio es posible eliminar el término que sigue al signo ± escribiendo

(rbtb|rata) =
∑

xb=±rb

N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

] N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

]

(7.257)

× exp

{

i

h̄

N+1
∑

a=1

[pn(xn − xn−1)− ǫHrel(pn, xn) + h̄π(σ(xn)− σ(xn−1))]

}

,

donde la función σ(x) se anula idénticamente para los bosones, mientras para los
fermiones es

σ(x) = Θ(−x), (7.258)

donde Θ(x) es la función de Heaviside (1.313). Como es usual, hemos identificado
xb ≡ xN+1 y xa ≡ x0 el cual es igual a ra. La suma final sobre xb = ±rb da cuenta
de la indistinguibilidad de las dos órbitas. Los factores de fase eiπσ(xn) dan el signo
negativo necesario cuando se intercambian las posiciones de dos fermiones.

Usemos esta fórmula para calcular expĺıcitamente la integral de trayectoria de
la amplitud relativa de un par de part́ıculas libres. En el caso bósonico, donde el
término σ se anula, obtenemos simplemente la amplitud de part́ıcula libre sumada
sobre las posiciones finales ±rb:

(rbtb|rata) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/µ

{

exp

[

i

h̄

µ

2

(rb − ra)
2

tb − ta

]

+ (rb → −rb)
}

. (7.259)

Para fermiones, las fases σ(xn) en (7.257) se cancelan mutuamente de forma suce-
siva, excepto para el término de frontera

eiπ(σ(xb)−σ(xa)). (7.260)
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Cuando en la Ec. (7.257) se suma sobre xb = ±rb, obtenemos un cambio de signo
del término con xb = −rb lo cual nos da como resultado una amplitud antisimétrica

(rbtb|rata) =
1

√

2πh̄i(tb − ta)/µ

{

exp

[

i

h̄

µ

2

(rb − ra)
2

(tb − ta)

]

− (rb → −rb)
}

. (7.261)

Escribamos también el ĺımite continuo de la partición temporal de la acción
(7.257), tenemos

A = Arel +Af =
∫ tb

ta
dt [pẋ−Hrel(p, x) + h̄πẋ(t)∂xσ(x(t))] . (7.262)

El último término es la interacción buscada para la estad́ıstica de Fermi. También
podemos escribir este término en la forma

Af = −h̄π
∫ tb

ta
dtẋ(t)δ(x(t)) = h̄π

∫ tb

ta
dt∂tΘ(−x(t)). (7.263)

La expresión del lado derecho muestra claramente el carácter puramente de frontera
de Af , el cual no cambia las ecuaciones de movimiento. Tal interacción es llamada
una interacción topológica.

Ya que las integrales sobre x y p en (7.257) cubren ahora todo el espacio fase
y σ(x) aparece solamente en las fronteras del eje temporal, es posible agregar a la
acción cualquier potencial Vint(r). Si la integral de trayectoria ordinaria se puede
calcular, también la integral de trayectoria con los términos adicionales σ en (7.257)
se puede calcular de inmediato.

Es fácil generalizar este resultado para cualquier número de órbitas fermiónicas
x(ν)(t), ν = 1, . . . , n. La estad́ıstica de la interacción es entonces

∑

ν<ν′ Af [x
(ν,ν′)],

donde los vectores de distancia son x(ν,ν
′) ≡ x(ν) − x(ν

′). Cuando se suma sobre
todos los estados permutados de las posiciones finales, la función de onda de muchos
fermiones será antisimétrica. La amplitud está dada por la generalización de la
Ec. (7.257):

(x
(νb)
b ; tb|x(νa)a ; ta) =

∑

p(νb)

n
∏

ν=1

{

N
∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dx(ν)n

] N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dp(ν)n

2πh̄

]}

× exp

(

i

h̄

N+1
∑

n=1

{

n
∑

ν=1

[

p(ν)n (x(ν)n − x
(ν)
n−1)− ǫHrel(p

(ν)
n , x(ν)n )

]

+h̄π
∑

ν<ν′

[

σ(x(ν,ν
′)

n )− σ(x
(ν,ν′)
n−1 )

]









 , (7.264)

donde Σp(νb) representa la suma sobre todas las permutaciones de las posiciones
finales. Las fases exp[iπσ(x)] dan la antisimetŕıa completa para los fermiones.
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Consideremos ahora dos part́ıculas que se mueven en un espacio bi–dimesional,
y describamos el movimiento relativo en términos de coordenadas polares. Para
part́ıculas distinguibles, el producto escalar de estados localizados es

〈rbϕb|raϕa〉 =
∫ ∞

0
dkk

∞
∑

m=−∞

im(krb)im(kra)
1

2π
eim(ϕb−ϕa)

=
1√
rbra

δ(rb − ra)δ(ϕb − ϕa). (7.265)

Esto se obtiene directamente de usar, en el producto escalar, la representación en
series de Bessel de las exponenciales eikx = eikr cosϕ

〈xb|xa〉 =
∫

d2k

(2π)2
eikxbe−ikxa = δ(2)(xb − xa), (7.266)

donde usamos la conocida fórmula5

eacosϕ =
∞
∑

m=−∞

im(a)e
imϕ, (7.267)

y escribiendo δ(2)(xb − xa) como (rbra)
−1/2δ(rb − ra)δ(ϕb − ϕa). Para part́ıculas

indistinguibles, el ángulo ϕ está restringido al semi–espacio, digamos a ϕ ∈ [0, π).
Cuando se consideran bosones o fermiones, el factor de fase eim(ϕb−ϕa) debe de reem-
plazarse por eim(ϕb−ϕa) ± eim(ϕb+π−ϕa), respectivamente. En el producto de tales
amplitudes, en una partición temporal de la integral de trayectoria, los términos ±
en (7.256) se pueden considerar de nueva cuenta introduciendo la otra mitad del
espacio en ϕ, usando [−π, π), e introduciendo el campo σ(ϕ). Incluyendo el Hamil-
toniano y regresando a las coordenadas Euclideas x1, x2, obtenemos a la amplitud
relativa

(xbtb|xat) =
∫

D2x
∫ D2p

2π

{

exp
[

i

h̄
Arel +

i

h̄
Af

]

+ (xb → −xb)
}

, (7.268)

con una partición temporal equivalente a la dada en la Ec. (7.257).
En coordenadas polares, la estad́ıstica de interacción de Fermi Af se ve como en

la Ec. (7.263), reemplazando x por ϕ:

Af = h̄π
∫ tb

ta
dtϕ̇(t)∂ϕσ(ϕ(t)). (7.269)

Adaptando la función escalón σ(ϕ) a la naturaleza periódica de la variable ϕ,
podemos hallar la continuación anaĺıtica de la función periódicamente en ϕ. Pode-
mos reemplazar esta función escalón por la función equivalente σp(ϕ), la cual salta
en una unidad para cada entero multiple de π y escribimos

Af = h̄
∫ tb

ta
dt ẋ(t) · a(x(t)), (7.270)

5I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 6.633.1.
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donde usamos el potencial vectorial

a(x) ≡ π∇σp(ϕ). (7.271)

Cuando se calculan distribuciones de part́ıculas o funciones de partición que
satisfacen condiciones de frontera periódicas, este acoplamiento es invariante bajo
transformaciones de norma locales del potencial vectorial

a(x) → a(x) +∇Λ(x), (7.272)

donde las funciones Λ(x) son suaves y univaluadas, i.e., Λ(x) satisfacen la condición
de integrabilidad de Schwarz:

(∂i∂j − ∂j∂i)Λ(x) = 0. (7.273)

Haciendo uso del carácter invariante de la norma, en la Ec. (7.271) podemos reem-
plazar σp(ϕ) por cualquier función de x en tanto que ésta cambie en una unidad
cuando vayamos de ϕb a ϕb + π. Una elección conveniente es

σp(x) =
1

π
ϕ(x) ≡ 1

π
arctan

x2
x1
. (7.274)

Con esto, la estad́ıstica de la interacción (7.270) se convierte en

Af = h̄
∫ tb

ta
dtẋ∂xϕ(x) = h̄

∫ tb

ta
dtǫij

xiẋj
x2

, (7.275)

donde ǫij es el tensor antisimétrico unitario de Levi-Civita en dos dimensiones.
Al igual que en la expresión (7.263), esta es una interacción puramente

topológica. Por comparación con la Ec. (7.270), identificamos el potencial vecto-
rial de la estad́ıstica de la interacción como

ai(x) = ∂iϕ = −ǫij
xj
x2
. (7.276)

Encontraremos que la estad́ıstica de Fermi es aún útil, si en lugar del potencial
vectorial (7.276) escogemos arbitrariamente un múltiplo impar de este potencial:

ai(x) = ∂iϕ = −(2n+ 1)ǫij
xj
x2
, n = 0,±1,±2, . . .. (7.277)

Por otra parte, los múltiplos pares

ai(x) = ∂iϕ = −2nǫij
xj
x2
, n = 0,±1,±2, . . ., (7.278)

dan lugar a la estad́ıstica de Bose.
Cuando tenemos más de dos part́ıculas, la amplitud (7.268) se generaliza al

análogo bi-dimensional de la Ec. (7.264). En espacios de una y dos dimensiones
hemos tenido éxito en tomar en cuenta la indistinguibilidad de las part́ıculas y la
naturaleza fermiónica, simplemente por medio de los términos de la estad́ıstica de
la interacción (7.263) y (7.275). La indistinguibilidad de las part́ıculas requiere que
la integral de trayectoria sobre todas las trayectorias, desde el punto inicial xa hasta
el punto final xb, tenga que extenderse por todas las trayectorias que pasan por el
punto reflejado −xb. La estad́ıstica de la interacción garantiza la antisimetŕıa de la
amplitud resultante.
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7.5 Estad́ıstica Fraccional

Las anteriores consideraciones dan origen a una importante pregunta. ¿Es posible
que existan en la naturaleza part́ıculas con un múltiplo real arbitrario de la norma de
la estad́ıstica de la interacción (7.275)? De ser el caso, tales part́ıculas mostraŕıan
un comportamiento estad́ıstico inusual. Si el prefactor es denotado por µ0 y la
estad́ıstica de la interacción se escribe como

Af = h̄µ0

∫ tb

ta
dt ẋ ·∇ϕ(x) = h̄µ0

∫ tb

ta
dtǫij

xiẋj
x2

, (7.279)

un intercambio de los puntos orbitales finales en la integral de trayectoria da lugar al
factor de fase eiπµ0 . Si µ0 es par o impar, la amplitud describe bosones o fermiones
respectivamente. Sin embargo, para valores racionales de µ0 las part́ıculas no son
ni lo uno ni lo otro. En este caso tenemos los llamados aniones . La fase de la
amplitud regresa a su valor inicial sólo después que las part́ıculas han rotado las unas
alrededor de las otras varias veces. El comportamiento estad́ıstico de tales part́ıculas
será estudiando en detalle en la Sección 16.2. En esa sección veremos que para dos
part́ıculas ordinarias, el comportamiento estad́ıstico aniónico se puede generar por
una interacción magnética. Una interacción de la forma (7.279) aparece del flujo
magnético de un tubo delgado infinitesimal de intensidad Φ = µ0Φ0, donde Φ0 =
2πh̄c/e. De hecho, la interacción magnética está dada por la expresión invariante
de norma

Amg =
e

c

∫ tb

ta
dt ẋ(t)A(x(t)), (7.280)

y el potencial vectorial del flujo magnético Φ, producido por un tubo delgado será

Ai(x) =
Φ

2π
∂iϕ = −Φǫij

xj
x2
. (7.281)

Para el flujo Φ0 = 2πh̄c/e o un múltiplo impar de este mismo, la interacción
magnética coincide con la estad́ıstica de interacción de dos fermiones (7.275). La
estad́ıstica de Bose se aplica para el caso donde Φ es cero o un múltiplo par de Φ0.
El campo magnético se puede escoger tal que de origen a un valor cualquiera de
µ0. Esta analoǵıa nos permitirá calcular, en la Sección 16.3, el segundo coeficiente
del virial de un gas de aniones. En esa sección veremos también que el parámetro
estad́ıstico µ0 determina el comportamiento de la función de onda cerca del origen.
Encontramos también que, mientras que las funciones de onda de bosones y fermio-
nes llevan un momenta angular azimutal con m par o impar, respectivamente, y
se anulan como |x|m cuando |x| → 0, las funciones de onda de los aniones tienen
cualquier valor entero m, comportandose como |x||m+µ0| con un exponente no entero.

En la Sección 16.2 demostraremos que los flujos tubulares, cuyo flujo Φ es un
múltiplo entero de Φ0, i.e., aquellos con un flujo correspondiente a la estad́ıstica de
Fermi o de Bose, tienen una amplitud de dispersión nula con respecto a las part́ıculas
de carga e (efecto Aharonov-Bohm).

Tales flujos tubulares pueden usarse como un artefacto teórico para construir el
potencial vectorial de un monopolo magnético. Aunque los campos magnéticos no
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tienen fuentes, un monopolo se puede traer desde infinito, e introducirlo dentro de
un tubo infinitesimalmente delgado de flujo Φ = nΦ0 (n = entero), lo cual llamamos
una cuerda de Dirac. Ya que esto no puede detectarse por ningún experimento
de dispersión electromagnética, los puntos extremos de una cuerda se comportan
como un monopolo magnético. 6 Un aspecto importante a notar es que, la analoǵıa
entre la estad́ıstica de interacción y la magnética no es perfecta y la actual integral
de trayectoria es diferente de la que gobierna la amplitud de dispersión magnética:
La amplitud de dispersión magnética trata con dos part́ıculas diferentes, una con
una carga eléctrica y la otra con un carga magnética. Por lo tanto, las trayectorias
con puntos extremos fijos se suman. Por otra parte, en el caso estad́ıstico la suma
incluye el punto final xb y el punto reflejado −xb.

Por esta razón, la analoǵıa magnética se puede usar para imponer una estad́ıstica
arbitraria sólo para dos part́ıculas y no sobre un ensemble de muchas part́ıculas
indénticas. Sin embargo, en el desarrollo teórico reciente la analoǵıa ha sido útil, en
particular en la explicación del efecto Hall cuántico fraccionario (a ser discutido en
las Secciones 16.13–16.12).

Part́ıculas en dos dimensiones con una estad́ıstica fraccionaria se han convertido
recientemente en una fuente de inspiración en teoŕıa de campos, llevando a nuevos
e interesantes enfoques.

7.6 Segunda Cuantización de Campos de Bose

Hemos visto anteriormente que la integral de trayectoria de un sistema con muchas
part́ıculas idénticas es bastante complicada de manejar. Afortunadamente existe
una descripción de la integral de trayectoria mucho más simple y eficiente para
el estudio de un sistema de muchas part́ıculas. En la formulación de Schrödinger
de la mecánica cuántica, es posible generalizar la ecuación de Schrödinger de una
sóla part́ıcula a un número arbitrario y variable de part́ıculas, permitiendo que los
campos complejos de Schrödinger ψ(x, t) sean operadores de campo en lugar de ser
sólo números complejos c. Estos operadores de campo se denotan por ψ̂(x, t) y se
postula que satisfacen las relaciones de conmutación del oscilador armónico en todo
punto x del espacio. Para imponer apropiadamente tal regla local de cuantización,
el espacio se discretiza en pequeños cubos de volumen ǫ3, centrados alrededor de los
puntos xn = ǫ(n1, n2, n3), donde n1,2,3 admiten valores enteros. Si, por brevedad,
omitimos los sub́ındices n, las reglas de cuantización son

[ψ̂(x, t), ψ̂†(x′, t)] = δxx′,

[ψ̂†(x, t), ψ̂†(x′, t)] = 0, (7.282)

[ψ̂(x, t), ψ̂(x′, t)] = 0.

La conmutatividad de los operadores en diferentes puntos asegura la independencia
de los osciladores asociados. Las condiciones (7.282) son llamas la segunda cuan-

6Ver también la discusión en H. Kleinert, Int. J. Mod. Phys. A 7 , 4693 (1992) (http://www.phy-
sik.fu-berlin.de/~kleinert/203); Phys. Lett. B 246 , 127 (1990) (ibid.http/205).
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tización o cuantización de los campos . También hablamos de la cuantización del

número de part́ıculas . Las relaciones de conmutación generan un espacio de Hilbert
de dimensión infinita en cada punto del espacio x. La aplicación, en el punto x,
del operador ψ̂†(x, t) n–veces al estado base del oscilador armónico |0〉x, da origen
a estados con n excitaciones en x:

|n,x〉 = 1√
n!
[ψ̂†(x, 0)]n|0〉. (7.283)

Estos estados se interpretan como estados que describen n part́ıculas en el punto x.
El estado base de todos los osciladores es

|0〉 ≡
∏

x

|0〉x . (7.284)

Este estado es llamado el estado de vaćıo del sistema. El número total de part́ıculas
para todo t se mide por el operador

N̂(t) =
∑

x

ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t). (7.285)

La acción clásica más simple, cuya teoŕıa cuántica tiene la estructura anterior, des-
cribe un ensemble de bosones libres con potencial qúımico µ:

A[ψ∗, ψ] =
∑

x

∫ tb

ta
dt

[

ψ∗(ih̄∂t + µ)ψ(x, t)− h̄2

2M
ψ∗∇x∇xψ(x, t)

]

. (7.286)

Los śımbolos ∇x,∇x denotan los operadores diferencia en el espacio tridimensional
discreto, donde definimos cada componente ∇i, ∇i de la misma forma como hemos
definido el operador diferencia ∇, ∇ sobre la partición del eje temporal, según las
Ecs. (2.97). Aplicados a una onda plana de momentum p, los valores propios son

−ih̄∇ie
ipx/h̄ = Pie

ipx/h̄, − ih̄∇ie
ipx/h̄ = P̄ie

ipx/h̄, (7.287)

donde

Pi = −ih̄
ǫ

[

eiǫpi/h̄ − 1
]

, P̄i = P ∗i . (7.288)

De la descomposión de Fourier del campo

ψ(x, t) =

√

ǫ3

V

∑

p

eipx/h̄ap(t), (7.289)

encontramos que los operadores diferencia ∇x, ∇x están diagonalizados, y la acción
se puede descomponer en una suma directa de los campos a∗p(t), ap(t) para un
momentum fijo p,

A[a∗, a] = h̄
∑

p

∫ tb

ta
dt
[

a∗p(t)i∂tap(t)− ω(p)a∗p(t)ap(t)
]

, (7.290)
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donde ω(p) son las frecuencias de una sóla part́ıcula

ω(p) ≡ 1

h̄

[

|P|2
2M

− µ

]

, (7.291)

donde

|P|2 ≡ h̄2

ǫ2
∑

i

2
[

1− cos
(

ǫpi
h̄

)]

. (7.292)

Al extremizar la Ec. (7.286) obtenemos la ecuación de campo

(

ih̄∂t + µ+
h̄2

2M
∇x∇x

)

ψ(x, t) = 0. (7.293)

Esta es la ecuación de Schrödinger ordinaria de una part́ıcula libre (la ecuación de
campo de primera cuantización), donde hay un cambio constante para la enerǵıa
debido al potencial qúımico µ. Recordemos que el potencial qúımico garantiza un
número medio de part́ıculas fijo el cual, en los experimentos, es forzado por el
contacto con un recipiente apropiado de part́ıculas (ver la Sección 1.17). En el
espacio del momentum, la ecuación será

[i∂t − ω(p)]ap(t) = 0.

De la relación general entre el operador y la descripción de integral de trayectoria
de la mecánica cuántica, y suponiendo que las variables de campo a∗p(t) y ap(t)
en la acción son variables c fluctuantes y que sumamos sobre todas sus configu-
raciones con amplitud exp{(i/h̄)A[a∗, a]}, esperamos que las anteriores reglas de
segunda cuantización de los operadores sean completas. La forma precisa de esta
integral de trayectoria se puede inferir de la naturaleza oscilatoria de las relaciones
de conmutación (7.282). De la transformación de Fourier (7.289), las componentes
âp(t), â

†
p(t) satisfacen

[âp(t), â
†
p′(t)] = δpp′,

[â†p(t), â
†
p′(t)] = 0, (7.294)

[âp(t), âp′(t)] = 0.

Dado que los osciladores con momenta p diferente son independientes unos de otros,
y ya que la acción es una suma directa, en lo que sigue omitimos el sub́ındice p y
sólo consideraremos campos de un solo momentum.

Es claro que los conmutadores (7.294) son los mismos que los de un oscilador
armónico, y son obtenidos de los conmutadores canónicos usuales

[p̂, x̂] = −ih̄ (7.295)

mediante la transformación canónica

â† =
√

M/2h̄ω(ωx̂− ip̂/M), â =
√

M/2h̄ω(ωx̂+ ip̂/M). (7.296)
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Nótese que en el presente contexto, el momentum p̂ del oscilador es el momentum
conjugado del operador de campo y no tiene relación con el momentum p de la
part́ıcula (existe un operador de campo para cada momentum p de la part́ıcula).
La transformación (7.296) lleva el Hamiltoniano del oscilador armónico

Ĥω =
1

2M
p̂2 +

Mω2

2
x̂2 (7.297)

a la forma de operadores de creación y aniquilación

Ĥω =
h̄ω

2
(â†â + â â†). (7.298)

Mientras que la acción clásica, de la forma canónica,

A[p, q] =
∫ tb

ta
dt [pq̇ −Hω(p, q)] (7.299)

se convierte en

A[a∗, a] = h̄
∫ tb

ta
dt (a∗i∂ta− ωa∗a). (7.300)

Si queremos describir la estad́ıstica cuántica, tenemos que reemplazar t → −iτ y
usar la acción Euclidea (donde β = 1/kBT )

Ae[a
∗, a] = h̄

∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa+ ωa∗a), (7.301)

la cual coincide con la acción (7.290) para part́ıculas de momentum único.

7.7 Campos Fluctuantes de Bose

Construiremos ahora una formulación en integrales de trayectoria que reemplace la
estructura de operadores de segunda cuantización. Ya hemos estudiando extensa-
mente el oscilador armónico para tiempos reales e imaginarios, y ya que sabemos
como ir de una a otra de las expresiones mecánico–cuánticas y mecánico–estad́ısticas,
considaremos aqúı sólo el caso de tiempo imaginario con la acción Euclideana(7.301).
Por simplicidad, calculamos únicamente la función de partición. La extensión a ma-
trices densidad es directa. Las funciones de correlación serán discutidas en detalle
en el Caṕıtulo 18.

Debido a que la acción (7.300) del oscilador armónico es puramente una forma de
reescribir la acción canónica (7.299), la función de partición del oscilador armónico
está dada por la integral de trayectoria [ver la Ec. (2.339)]

Zω =
∮

Dx(τ)
∫ Dp(τ)

2πh̄
exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa + ωa∗a)

]

, (7.302)

donde la traza mecánico–cuántica requiere que las órbitas x(τ) sean periódicas en
τ → τ + h̄β, y usamos aqúı la representación de Fourier

x(τ) =
1√
h̄β

∞
∑

m=−∞

xme
−iωmτ , ωm = 2πm/h̄β. (7.303)
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Las integraciones sobre el momentum no están restringidas.
Si los estados del momentum fuesen usados como la base diagonal para la

derivación de las integrales de trayectoria, la norma seŕıa
∫ Dx ∮ (Dp/2πh̄). En

el caso en que p(τ) sea periódica bajo la transformación τ → τ + h̄β, y que las inte-
graciones en x(τ) no estén restringidas. Entonces, esto daŕıa lugar a una expresión
diferente para la partición temporal; sin embargo, el ĺımite continuo ǫ → 0, seŕıa el
mismo.

Debido a que en la acción las variables conjugadas expĺıcitas son ahora a and a∗,
se acostumbra expresar la norma de la integral de trayectoria en términos de estas
variables y escribir

Zω ≡
∮ Da∗(τ)Da(τ)

π
exp

{

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa + ωa∗a)

}

, (7.304)

donde
∮ Da∗Da denota la norma

∮

Da∗Da =
∮ ∞

−∞
DRe a

∫ ∞

−∞
D Im a . (7.305)

Dado que la acción es la de un oscilador con la partición temporal, sabemos de
la Ec. (2.409) que, en el ĺımite continuo, el resultado de la integral de trayectoria es

Zω =
1

2 sinh(h̄ωβ/2)
. (7.306)

En el contexto de la segunda cuantización, en realidad este no es el resultado
deseado. Para valores grandes de β, la función de partición (7.306) se comporta
como

Zω → e−h̄ωβ/2, (7.307)

exhibiendo en el exponente la enerǵıa del estado base del oscilador E0 = h̄ω/2.
Sin embargo, en la interpretación de la segunda cuantización, el estado base es el
estado sin part́ıcula. Por lo que su enerǵıa debeŕıa ser cero. En la formulación
de operadores, esto se puede corregir mediante un apropiado ordenamiento de los
operadores, escogiendo que el operador del Hamiltoniano sea

Ĥ = h̄ωâ†â, (7.308)

en lugar de la expresión del oscilador (7.298). En la integral de trayectoria, esto se
logra por medio de una conveniente partición temporal de la integral de trayectoria
(7.304) y escribiendo

ZN
ω =

N
∏

n=0

[

∫

da∗ndan
π

]

exp
{

−1

h̄
AN
ω

}

, (7.309)

donde la partición de la acción es

AN
ω = h̄

N
∑

n=1

[a∗n(an − an−1) + ǫωa∗nan−1] . (7.310)
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En términos del operador diferencia, tenemos

AN
ω = h̄ǫ

N
∑

n=1

a∗n
[

(1− ǫω)∇+ ω
]

an. (7.311)

Las órbitas a(τ) son funciones periódicas de τ , con representación de Fourier

a(τ) =
1√
h̄β

∞
∑

m=−∞

ame
−iωmτ , ωm = 2πm/h̄β. (7.312)

Notemos que contrario a los coeficientes xm de la representación (7.303), am y a−m
son independientes uno de otro, ya que a(τ) es compleja. La periodicidad de a(τ)
surge como sigue: En la partición temporal de la integral de trayectoria deducida
en la base x con variables de integración x0, . . . , xN+1 y p1, . . . , pN+1, introducimos
un momentum ficticio p0, el cual igualamos con pN+1. Luego, el término tempo-
ral

∫ h̄β
0 dτpẋ,

∑N+1
n=1 pn∇xn, puede reemplazarse por −∑N+1

n=1 xn∇pn [ver las reglas
para la integración por partes en la red , Ec. (2.103)] o por −∑N+1

n=1 xn∇pn. El
primer término en la partición temporal de la acción (7.310) surge de simetrizar las
anteriores dos sumas de la red.

Para efectuar las integrales en (7.309), hacemos uso de la fórmula Gaussiana
válida para ReA > 0,

∫

da∗n dan
π

e−a
∗
nAnan =

1

An
, ReAn > 0. (7.313)

Tomando el producto de N Gausianas, tenemos

N
∏

n=0

[

∫ da∗n dan
π

]

e−
∑

n
a∗nAnan =

N+1
∏

n=1

1

An
, ReAn > 0. (7.314)

Esto es obviamente un caso especial de la fórmula matricial

Z =
N
∏

n=0

[

∫

da∗n dan
π

]

e
−
∑

n,m
a∗nAnmam =

1

detA
, (7.315)

en la cual la matriz A = Ad tiene sólo elementos en la diagonal con parte real
positiva. Ahora observamos que la norma es ciertamente invariante bajo cualquier
transformación unitaria de las componentes an:

an →
∑

n′

Un,n′ an′ . (7.316)

Aśı también lo es el determinante de A:

detA→ det (U Ad U †) = detAd. (7.317)

Pero en realidad la fórmula (7.315) es válida para cualquier matriz A que puede
diagonalizarse por medio de transformación unitaria y tiene sólo valores propios
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con parte real positiva. En el presente caso, la posibilidad de diagonalizar A está
garantizado por el hecho de que A satisface la relación AA† = A†A, i.e., es una
matriz normal . Esta propiedad permite que las partes Hermı́ticas y anti-Hermı́ticas
de A conmuten entre śı, permitiendoles ser diagonalizadas simultáneamente.

En la función de partición (7.309), la matriz A de dimensión (N + 1)× (N + 1)
tiene la forma

A = ǫ(1− ǫω)∇+ ǫω =























1 0 0 . . . 0 −1 + ǫω
−1 + ǫω 1 0 . . . 0 0

0 −1 + ǫω 1 . . . 0 0
0 0 −1 + ǫω . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . −1 + ǫω 1























.

(7.318)

Esta matriz actúa en un espacio vectorial complejo. Su determinante se puede
calcular inmediatamente por un desarrollo repetido sobre la primera fila [recordemos
el cálculo de los determinantes de las Ecs. (2.204) y (2.418)], dando

detN+1A = 1− (1− ǫω)N+1. (7.319)

De esta forma, obtenemos la partición temporal de la función de partición

ZN
ω =

1

detN+1[ǫ(1− ǫω)∇+ ǫω]
=

1

1− (1− ǫω)N+1
. (7.320)

Aqúı resulta de utilidad introducir la frecuencia auxiliar

ω̄e ≡ −1

ǫ
log(1− ǫω). (7.321)

El sub́ındice e da cuenta de la naturaleza Euclideana del tiempo [en analoǵıa con
las frecuencias ω̃e de la Ec. (2.399)]. En términos de ω̄e, Z

N
ω tiene la forma

ZN
ω =

1

1− e−βh̄ω̄e
. (7.322)

Esta es la conocida función de partición de part́ıculas de Bose para un sólo estado
de enerǵıa ω̄e. Esta función tiene la representación

Zω = 1 + e−βh̄ω̄e + e−2βh̄ω̄e + . . . , (7.323)

en la cual el n–ésimo término contiene el factor de Boltzmann para una ocupación del
estado de una part́ıcula por n part́ıculas, de acuerdo con el operador Hamiltoniano

Ĥω = h̄ω̄eN̂ = h̄ω̄ea
†a. (7.324)

En el ĺımite continuo ǫ→ 0, la frecuencia auxiliar tiende a ω,

ω̄e

ǫ→0−−−→ ω, (7.325)
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y ZN
ω se reduce a

Zω =
1

1− e−βh̄ω
. (7.326)

La generalización de la función de partición a un sistema con una frecuencia depen-
diente del tiempo Ω(τ) es de la forma

ZN
ω =

N
∏

n=0

[

∫

da†ndan
π

]

exp
{

−1

h̄
AN

}

, (7.327)

con la partición de la acción

AN
ω = h̄

N
∑

n=1

[a∗n(an − an−1) + ǫΩna
∗
nan−1] , (7.328)

o, expresada en términos del operador diferencia ∇,

AN
ω = h̄ǫ

N
∑

n=1

a∗n
[

(1− ǫΩn)∇+ Ωn
]

an. (7.329)

El resultado es

ZN
ω =

1

detN+1[ǫ(1− ǫΩ)∇ + ǫΩ]
=

1

1−∏N
n=0(1− ǫΩn)

. (7.330)

Aqúı introducimos la frecuencia auxiliar

Ω̄e ≡ − 1

(N + 1)ǫ

N
∑

n=0

log(1− ǫΩn), (7.331)

la cual nos permite escribir la función ZN
ω en la forma

ZN
ω =

1

1− e−βh̄Ω̄e
. (7.332)

Por comparación, evaluemos también la integral de trayectoria directamente en
el ĺımite continuo. En este caso, el operador diferencia (7.318) se convierte en el
operador diferencial

(1− ǫω)∇+ ω → ∂τ + ω, (7.333)

el cual actúa sobre las funciones complejas periódicas e−iωmτ , donde ωm son las
frecuencias de Matsubara. Luego, la función de partición continua del oscilador
armónico se puede escribir como

Zω =
∮ Da∗Da

π
exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa + ωa∗a)

]

= Nω
1

det (∂τ + ω)
. (7.334)
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La constante de normalización se fija por comparación con respecto al caso de la
partición temporal. Los valores propios del operador ∂τ + ω son −iωm + ω. El
producto de estos valores propios se calcula considerando las razones con respecto a
los valores ω = 0.

∞
∏

m=−∞, 6=0

−iωm + ω

−iωm
=

sinh(h̄ωβ/2)

h̄ωβ/2
. (7.335)

Este producto es la razón de los determinantes funcionales

det (∂τ + ω)

det ′(∂τ )
= ω

sinh(h̄ωβ/2)

h̄ωβ/2
, (7.336)

donde la prima en el determinante con ω = 0 denota la omisión de la frecuencia
cero, ω0 = 0, en el producto de valores propios; el prefactor ω da cuenta de esto.

Nótese que la fómula de la razón de los determinantes de las fluctuaciones del
continuo da en forma natural sólo la función de partición del oscilador armónico
(7.306), y no la expresión de la segunda cuantización (7.322). De hecho, después de
fijar el factor de normalización Nω en la Ec. (7.334), la integral de trayectoria en la
formulación continua se puede escribir como

Zω =
∮ Da∗Da

π
exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa + ωa∗a)

]

=
kBT

h̄

det ′(∂τ )

det (∂τ + ω)
=

1

2 sinh(h̄ωβ/2)
. (7.337)

En el continuo, la relación con el factor de fluctuación del oscilador se puede estable-
cer directamente observando que en el determinante, el operador ∂τ + ω se puede
reemplazar por el operador conjugado −∂τ + ω, ya que todos los valores propios
vienen en parejas de complejos conjugados, excepto para el valor m = 0, el cual es
real. Por lo tanto el determinante de ∂τ + ω puede substituirse por

det (∂τ + ω) = det (−∂τ + ω) =
√

det (−∂2τ + ω2), (7.338)

reescribiendo la función de partición (7.337) como

Zω =
kBT

h̄

det ′(∂τ )

det (∂τ + ω)

=
kBT

h̄

[

det ′(−∂2τ )
det (−∂2τ + ω2)

]1/2

=
1

2 sinh(h̄ωβ/2)
, (7.339)

donde la segunda ĺınea contiene las expresiones del oscilador (2.396).
Una situación similar se cumple para una frecuencia con dependencia temporal

arbitraria, donde la función de partición es

Zω(τ) =
∮ Da∗(τ)Da(τ)

π
exp

{

−
∫ h̄β

0
dτ

[

a†∂τa + Ω(τ)a†a
]

}

=
kBT

h̄

[

det ′(−∂2τ )
det (−∂2τ + Ω2(τ))

]1/2

=
1

2sinh(h̄ωβ/2)

[

det (−∂2τ + ω2)

det (−∂2τ + Ω2(τ))

]1/2

.(7.340)
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Mientras que la función de partición del oscilador se puede calcular en forma di-
recta en el ĺımite continuo, luego de formar las razones de los valores propios,
la intergral de trayectoria de segunda cuantización depende sensiblemente de la
elección a†nan−1 en la acción (7.310). Es fácil verificar que las particiones alternati-
vas a†n+1an y a†nan deben permitirnos hallar las funciones de partición [eβh̄ω − 1]−1 y
[2 sinh(h̄ωβ/2)]−1, respectivamente. Las diferentes particiones temporales producen
obviamente la misma f́ısica que los operadores Hamiltonianos correspondientes or-
denados temporalmente Ĥ = T̂ â†(t)â(t′) en los cuales t′ se aproxima a t algunas
veces por la derecha, otras veces por la izquierda y algunas veces simétricamente
por ambos lados.

Es fácil decidir cual de estas aproximaciones matemáticamente posibles, es
f́ısicamente correcta. La mecánica clásica es invariante bajo transformaciones
canónicas. Aśı mismo lo es la teoŕıa de Schrödinger. Por lo que necesitamos que las
integrales de trayectoria tengan la misma invarianza. Ya que las acciones clásicas
de las Ecs. (7.300) y (7.301) se obtienen de la acción de oscilador mediante el uso
de la transformación canónica de la Ec. (7.296), las funciones de partición asocia-
das deben de ser las mismas. Con esto fijamos la partición temporal del oscilador
armónico a la forma simétrica, con función de partición dada por la Ec. (7.339) y el
resultado general de la Ec. (7.340).

Otro argumento en favor de este ordenamiento simétrico del oscilador armónico
fue dado en la Subsección 2.15.4. Veremos en la Sección 10.6 que para asegurar
el carácter invariante de las integrales de trayectoria bajo transformaciones de las
coordenadas, la cual está garantizada en la teoŕıa de Schrödinger, las integrales de
trayectoria deben definirse por regularización dimensional. En este marco, obtene-
mos el resultado simétrico dado por la Ec. (7.340).

Sin embargo, se debe aclarar que aunque el ordenamiento simétrico de la acción
del oscilador es correcto, eso no implica que sea cierto para toda acción arbitraria con
ordenamiento ambiguo, como será discutido en la Subsección 10.3.1. De hecho, hasta
donde el autor entiende, no existe una regla general de como llevar el procedimiento
de regularización dimensional al lenguaje de operadores de orden.

Se debe de señalar que el resultado simétrico de la Ec. (7.339) da lugar a un
importante, aunque muy pobremente entendido, problema en la teoŕıa de muchos
cuerpos. Ya que cada oscilador armónico en el universo tiene un estado base de
enerǵıa ω impĺıcito en el ĺımite (7.307), cada estado de momentum de cada campo
de part́ıculas en el universo contribuye con la enerǵıa h̄ω/2 a la enerǵıa de vaćıo.
Si se suman todas las contribuciones h̄ω/2, esto conduciŕıa a una divergencia en
la constante cosmológica, eliminando con ello nuestro universo. De alguna manera
se debe cancelar el infinito de los osciladores libres mediante interacciones de corto
alcance, desafortunadamente no poseemos una teoŕıa que explique como sucedeŕıa
esta cancelación. Las teoŕıas cuánticas de campo actuales utilizan sólo interacciones
que son completamente locales. Aunque esto es una simplificación del problema,
sin embargo tiene la ventaja de que el efecto de las interacciones se puede calcular
perturbativamente a todo orden, según la magnitud de la interacción. Más aún,
si la Lagrangiana local se escoge adecuadamente, los infinitos provenientes de las
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interacciones locales serán tales que no importaŕıa el desconocer su verdadero com-
portamiento de corto alcance. Los resultados dependeŕıan sólo de los parámetros
medidos experimentalmente, tales como la masa y la magnitud del acoplamiento.
Tales Lagrangianas locales son llamadas renormalizables . En una teoŕıa renormali-
zable, tenemos la regla fundamental de que todos los infinitos puedan sustraerse y
ser absorbidos en los parámetros iniciales de la acción, de tal manera que podamos
reproducir los parámetros observados experimentalmente. La enerǵıa total de todas
las oscilaciones del punto cero es uno de estos infinitos que pueden absorberse en la
enerǵıa del vaćıo a f́ın de reproducir la constante cosmológica observada experimen-
talmente.

Algunos autores prefieren ignorar esta libertad de sustracción y proponen una
suma finita sobre las enerǵıas del punto cero justo al nivel del campo libre. La
única forma de que esto pueda ser aceptable, es imaginar que para cada campo de
Bose del universo posee un campo de Fermi el cual, como veremos en la Ec. (7.427),
contribuye con una enerǵıa de vaćıo negativa al estado base. En consecuencia, se
ha propuesto que el universo está descrito por una teoŕıa con una supersimetŕıa

rota, donde la acción supersimétrica fundamental contiene fermiones y bosones de
forma completamente simétrica. Desafortunadamente, todas las teoŕıas de part́ıculas
elementales propuestas hasta ahora poseen un espectro de part́ıculas f́ısicamente
inviable.

Sin embargo, la supersimetŕıa posee importantes propiedades matemáticas con
aplicaciones interesantes. Una de ellas tiene un papel crucial al definir la norma
en las teoŕıas de norma no abeliana, donde la supersimetŕıa residual (la llamada
simetŕıa BRST) es importante en la renormalización. La otra aparece en el contexto
del desorden y será presentada en la Sección 18.16.

7.8 Estados Coherentes

Cuando calculamos la función de partición del oscilador armónico usando las varia-
bles a∗(τ) y a(τ), las integrales de trayectoria no difieren de aquellas del oscilador
armónico (excepto por la posible ausencia de la enerǵıa del estado base). La situación
cambia si queremos calcular la integral de trayectoria (7.334) espećıficamente para
los valores iniciales y finales aa = a(τa) y ab = a(τb), implicando también que
a∗a = a∗(τa) y a

∗
b = a∗(τb) por conjugación compleja. En la definición de la integral

de trayectoria canónica de la Sección 2.1, fue necesario escoger entre las normas
(2.46) y (2.47), dependiendo de cual de las dos relaciones de completes

∫

dx |x〉〈x| = 1,
∫

dp

2π
|p〉〈p| = 1 (7.341)

deseamos usar en la factorización del factor de Boltzmann e−βĤ en términos de
productos de e−ǫĤ. Por otra parte, la partición temporal de la integral de trayectoria
(7.309), es sobre a∗(τ) y a(τ), lo cual corresponde a la evidente relación de completes

∫

dx
∫

dp

2π
|x p〉〈x p| = 1. (7.342)
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El uso de la identidad en esta relación es a primera vista sorprendente, ya que en
un sistema mecánico-cuántico no podemos definir al mismo tiempo ambas variables
x y p. Por lo cual, esperamos que la Ec. (7.342) sea estructuralmente diferente de la
relación de completes (7.341). De hecho, la Ec. (7.342) puede llamarse una relación

de sobrecompletes .
Para entender esto, construimos estados coherentes [49] similares a los usados

anteriormente en la Ec. (3A.5):

|z〉 ≡ ezâ
†−z∗â|0〉, 〈z| ≡ 〈0|e−zâ†+z∗â. (7.343)

La fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (2.9) nos permite reescribir

ezâ
†−z∗â = ez

∗z[â†,â]/2ezâ
†

e−z
∗â = e−z

∗z/2ezâ
†

e−z
∗â. (7.344)

Ya que â aniquila el estado de vaćıo, podemos usar la serie

|z〉 = e−z
∗z/2ezâ

† |0〉 = e−z
∗z/2

∞
∑

n=0

zn√
n!

|n〉. (7.345)

Los estados |n〉 y 〈n| se pueden recobrar de los estados coherentes |z〉 y 〈z| por
medio de las operaciones:

|n〉 =
[

|z〉ez∗z/2 ←∂nz
]

z=0

1√
n!
, 〈n| = 1√

n!

[

∂nz∗e
z∗z/2〈z|

]

z=0
. (7.346)

Para un operador Ô, la traza se puede calcular de la integral sobre los elementos de
la diagonal

tr Ô =
∫ dz∗dz

π
〈z|Ô|z〉 =

∫ dz∗dz

π
e−z

∗z
∞
∑

m,n=0

z∗m√
m!

zn√
n!

〈m|Ô|n〉. (7.347)

Haciendo z = reiφ, esto se convierte en

tr Ô =
∫

dr2
[

dφ

2π
e−i(m−n)φ

]

e−r
2
∞
∑

m,n=0

(

r2
)(m+n)/2 1√

m!

1√
n!

〈m|Ô|n〉. (7.348)

De la integral sobre φ obtenemos una delta de Kronecker δm,n, y la integral sobre r2

cancela los factoriales, aśı nos quedamos con la suma de la diagonal

tr Ô =
∫

dr2 e−r
2
∞
∑

n=0

(

r2
)n 1

n!
〈n|Ô|n〉 =

∞
∑

n=0

〈n|Ô|n〉. (7.349)

La suma en el lado derecho de la Ec. (7.345) nos permite calcular inmediatemente
el producto escalar de los estados:

〈z1|z2〉 = e−z
∗
1z1/2−z

∗
2z2/2+z

∗
1z2. (7.350)
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Los estados coherentes (7.343) tienen la propiedad dada por la Ec. (7.342), i.e.,
podemos identificar:

|x p〉 ≡ |z〉, donde z ≡ (x+ ip)/
√
2. (7.351)

Con esto, la Ec. (7.345) se puede escribir como

|x p〉 = e−(x
2+p2)/4

∞
∑

n=0

(x+ ip)n√
2nn!

|0〉, (7.352)

y
∫

dx
dp

2π
|x p〉〈x p|=

∫

dx
dp

2π
|x p〉〈x p|e−(x2+p2)/2

∞
∑

m,n=0

(x− ip)m√
2mm!

(x+ ip)n√
2nn!

|m〉〈n|.

(7.353)
Usando (x− ip)/

√
2 ≡ reiφ, la anterior expresión se puede reescribir como

∫

dx
dp

2π
|x p〉〈x p|=

∫

dr2
[

dφ

2π
e−i(m−n)φ

]

e−r
2
∞
∑

m,n=0

(

r2
)(m+n)/2 1√

m!

1√
n!
|m〉〈n|. (7.354)

La integración angular implica la igualdad m = n, y las integrales sobre r2 can-
celan los factoriales, como en la Ec. (7.348), probando con esto la identidad de la
Ec. (7.342), la cual también puede escribirse como

∫

dz∗dz

π
|z〉〈z| = 1. (7.355)

Esta identidad puede usarse ahora en la descomposición del operador de Boltzmann

〈zb|e−βĤω |za〉 = 〈zb|e−βĤω/(N+1)e−βĤω/(N+1) · · · e−βĤω/(N+1)|za〉, (7.356)

para llegar a una partición de la integral de trayectoria [comparar con las Ecs. (2.2)–
(2.4)]

〈zb|e−βĤω |za〉=
N
∏

n=1

[

∫

dz∗ndzn
π

]

N+1
∏

n=1

〈zn|e−ǫĤω |zn−1〉, z0= za, zN+1= zb, ǫ≡β/(N+1).

(7.357)

Calculamos ahora los elementos de matriz 〈zn|e−ǫĤω |zn−1〉, y encontramos

〈zn|e−ǫĤω |zn−1〉 ≈ 〈zn|1− ǫĤω|zn−1〉 = 〈zn|zn−1〉 − ǫ〈zn|Ĥω|zn−1〉. (7.358)

Usando la Ec. (7.350) tendremos

〈zn|zn−1〉 = e−z
∗
nzn/2−z

∗
n−1zn−1/2+z∗nzn−1 = e−(1/2)[z

∗
n(zn−zn−1)−(z∗n−z∗n−1)zn−1]. (7.359)

Podemos hallar fácilmente los elementos de matriz del operador Hamiltoniano
(7.298). Los estados coherentes (7.345) son estados propios del operador de
aniquilación â con valores propios z:

â|z〉 = e−z
∗z/2

∞
∑

n=0

zn√
n!
â|n〉 = e−z

∗z/2
∞
∑

n=1

zn
√

(n− 1)!
|n− 1〉 = z|z〉. (7.360)
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Aśı, encontramos inmediatamente

〈zn|Ĥω|zn−1〉 = h̄ω〈zn|(â†â + â â†)|zn−1〉 = h̄ω
(

z†nzn−1 +
1

2

)

. (7.361)

Sustituyendo esta expresión junto con la Ec. (7.359) en la Ec. (7.358), obtenemos,
para un ǫ pequeño, la integral de trayectoria

〈zb|e−βĤω |za〉 =
N
∏

n=1

[

∫ dz∗ndzn
π

]

e−A
N
ω [z∗,z]/h̄, (7.362)

con la partición temporal de la acción

AN
ω [z

∗, z] = h̄ǫ
N+1
∑

n=1

{

1

2

[

z∗n∇zn − (∇z∗n)zn−1
]

+ ω
(

z∗nzn−1 +
1

2

)}

. (7.363)

Los términos del gradiente se pueden reagrupar usando la fórmula (2.35), y reescri-
biendo el lado derecho como pN+1xN+1 − p0x0 +

∑N+1
n=1 (pn − pn−1)xn−1, con lo cual

obtenemos

AN
ω [z

∗, z] =
h̄

2
(−z∗b zb + z∗aza) + h̄ǫ

N+1
∑

n=1

{

z∗n∇zn + ω
(

z∗nzn−1 +
1

2

)}

. (7.364)

Excepto por los términos de superficie, los cuales desaparecen para trayectorias
periódicas, esta acción concuerda con la partición temporal de la acción Euclideana
(7.310), excepto quizás por un cambio trivial de variables a→ z.

Como una breve prueba de la fórmula (7.362) hacemos N = 0 y encontramos

A0
ω[z
∗, z] =

h̄

2
(−z∗b zb + z∗aza) + h̄z∗b (zb − za) + ω

(

z∗b za +
1

2

)

, (7.365)

y la amplitud para tiempos cortos (7.364) será

〈zb|e−ǫĤω |za〉 = exp
[

−1

2
(z∗b zb + z∗aza) + z∗b za − ǫh̄ω

(

z∗b za +
1

2

)]

. (7.366)

Aplicando las operaciones (7.346) encontramos

〈0|e−ǫĤω|0〉 =
[

e(z
∗
b
zb+z

∗
aza)/2〈zb|e−ǫĤω |za〉

]

z∗=0,z=0
= e−ǫh̄ω/2, (7.367)

〈1|e−ǫĤω|1〉 =
{

∂z
[

e(z
∗
b
zb+z

∗
aza)/2〈zb|e−ǫĤω |za〉

]←

∂
∗
z

}

z∗=0,z=0
= e−ǫ3h̄ω/2, (7.368)

〈0|e−ǫĤω|1〉 = 〈1|e−ǫĤω |0〉 = 0. (7.369)

Aśı, hemos probado que para extremos fijos, la integral de trayectoria se corres-
ponde con la amplitud para que un estado coherente inicial |za〉 vaya a un estado
coherente final |zb〉. La función de partición (7.337) se obtiene de esta amplitud
hallando la integral de la diagonal

Zω =
∫

dz∗ dz

π
〈z|e−βĤω |z〉. (7.370)
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7.9 Campos de Fermi en Segunda Cuantización

La existencia de la tabla periódica de los elementos se basa en el hecho de que los
electrones pueden ocupar cada estado orbital sólo uno a la vez (contando los estados
de esṕın arriba y abajo separadamente). Las part́ıculas que obedecen esta estad́ıstica
son llamadas fermiones . En el espacio de Hilbert anterior, en el cual los estados de
n–part́ıculas en un punto x están representados por los estados del oscilador |n,x〉,
esto implica que el número de ocupación de la part́ıcula n sólo puede tomar los
valores

n = 0 (sin electrón),

n = 1 (un electrón).

Es posible construir tal espacio restrindigo de Hilbert, para un sistema de muchas
part́ıculas, adjuntando expĺıcitamente a los campos cuantizados ψ̂†(x), ψ̂(x), o sus
componentes de Fourier â†p, âp, un conjunto de relaciones de anticonmutación, en
lugar de las relaciones de conmutación (7.282), i.e., postulando que

[ψ̂(x, t), ψ̂†(x′, t)]+ = δxx′ ,

[ψ̂†(x, t), ψ̂†(x′, t)]+ = 0,

[ψ̂(x, t), ψ̂(x′, t)]+ = 0, (7.371)

o para las componentes de Fourier

[âp(t), â
†
p′(t)]+ = δpp′ ,

[â†p(t), â
†
p′(t)]+ = 0,

[âp(t), âp′(t)]+ = 0. (7.372)

Aqúı [Â, B̂]+ representa el anticonmutador de los operadores Â y B̂

[Â, B̂]+ ≡ ÂB̂ + B̂Â. (7.373)

Aparte de las relaciones de anticonmutación, la descripción de segunda cuantización
de los campos de Fermi es completamente análoga a la descrita para los campos de
Bose en la Sección 7.6.

7.10 Campos Fluctuantes de Fermi

Ahora, queremos saber si es posible encontrar una formulación en términos de in-
tegrales de trayectoria que reemplaze la estructura anticonmutativa de operadores.
La respuesta a tal pregunta es afirmativa, pero a expensas de una estructura alge-
braica algo fuera de lo convencional. Las trayectorias fluctuantes ya no se pueden
tomar como números c. En su lugar, estos números deben describirse por variables
anticonmutativas.
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7.10.1 Variables de Grassmann

Matemáticamente, tales objetos son conocidos con el nombre de variables de Grass-

mann. Estas variables están definidas por la propiedad algebraica.

θ1θ2 = −θ2θ1, (7.374)

la cual las hace nilpotentes :

θ2 = 0. (7.375)

Las variables tienen la curiosa particularidad de que toda función arbitraria que
dependa de ellas posee sólo dos coeficientes de Taylor, F0 y F1,

F (θ) = F0 + F1θ. (7.376)

Estos coeficientes se obtienen de F (θ) como sigue:

F0 = F (0), (7.377)

F1 = F ′ ≡ ∂

∂θ
F.

La existencia de sólo dos parámetros para la función F (θ), es la razón por la cual
tales funciones describen naturalmente las amplitudes de los dos estados locales de
los fermiones: F0 para una ocupación cero, y F1 para una ocupación unidad.

Con estas expresiones podemos definir integrales en términos de funciones que
dependan sólo de estas variables, de tal manera que el formalismo descrito pre-
viamente para las integrales de trayectoria puede ser utilizado sin cambios en la
notación, y por lo tanto obtenemos los mismos resultados que los hallados en la
teoŕıa de segunda cuantización de anticonmutadores. Recordemos que para fun-
ciones reales ordinarias, las integrales son funcionales lineales. Postulamos que esta
propiedad es válida también para integrales con variables de Grassmann. Ya que
una función F (θ) arbitraria, en términos de variables de Grassmann, es a lo más
lineal en θ, su integral está completamente determinada conociendo solamente las
dos integrales fundamentales

∫

dθ y
∫

dθ θ. Los valores de estas integrales, que de-
finen la f́ısica aceptable, en una notación convencional de integrales de trayectoria,
son

∫

dθ√
2π

= 0, (7.378)

∫

dθ√
2π

θ = 1. (7.379)

Usando la propiedad de linealidad, se encuentra que una función arbitraria F (θ)
tiene la integral

∫

dθ√
2π
F (θ) = F1 = F ′. (7.380)
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Aśı, la integración de F (θ) coincide con la diferenciación. Esto se debe tener en
cuenta siempre que las variables de integración de Grassmann sean intercambiadas.
La integral se transforma con su inversa de acuerdo al Jacobiano usual. Obviamente,
a partir de la ecuación

∫ dθ√
2π
F (c · θ) = c · F ′ = c ·

∫ dθ′√
2π
F (θ′) (7.381)

para todo número complejo c, obtenemos la siguiente relación

∫

dθ√
2π
F (θ′(θ)) =

∫

dθ′√
2π

[

dθ

dθ′

]−1

F (θ′). (7.382)

Para variables de integración ordinarias, el Jacobiano dθ/dθ′ aparecerá sin la poten-
cia −1.

Cuando integramos el producto de dos funciones F (θ) y G(θ), la regla de la inte-
gración por partes es válida siempre que incluyamos un signo opuesto con respecto
a las integrales ordinarias:

∫

dθ√
2π
G(θ)

∂

∂θ
F (θ) =

∫

dθ√
2π

[

∂

∂θ
G(θ)

]

F (θ). (7.383)

Existe una generalización simple de la función δ de Dirac en términos de las
variables de Grassmann. Definimos esta función por la identidad integral

∫ dθ′√
2π
δ(θ − θ′)F (θ′) ≡ F (θ). (7.384)

Sustituyendo la forma general (7.376) para F (θ), vemos que la función

δ(θ − θ′) = θ′ − θ (7.385)

satisface la Ec. (7.384). Note que la función δ es una variable de Grassmann y, en
contraste con la función δ de Dirac, es antisimétrica. Su derivada tiene la propiedad

δ′(θ − θ′) ≡ ∂θδ(θ − θ′) = −1. (7.386)

Es interesante ver que la función δ′ comparte con la función δ′ de Dirac la siguiente
propiedad:

∫

dθ′√
2π
δ′(θ − θ′)F (θ′) = −F ′(θ), (7.387)

con signo opuesto respecto al caso de Dirac. Esto se sigue de la regla anterior
de la integración por partes o, de manera más simple, usando la Ec. (7.386) y la
descomposición (7.376) para F (θ).

La integración se puede extender a variables complejas de Grassmann, las cuales
son combinaciones de dos variables reales de Grassmann θ1, θ2:
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a∗ =
1√
2
(θ1 − iθ2), a =

1√
2
(θ1 + iθ2). (7.388)

La norma se define por

∫

da∗da

π
≡
∫

dθ2dθ1
2πi

≡ −
∫

da da∗

π
. (7.389)

Usando las Ecs. (7.378) y (7.379) vemos que las reglas de integración para variables
complejas de Grassmann son

∫

da∗ da

π
= 0,

∫

da∗ da

π
a = 0,

∫

da∗ da

π
a∗ = 0, (7.390)

∫

da∗ da

π
a∗a =

∫

dθ2 dθ1
2πi

iθ1θ2 = 1. (7.391)

Toda función de a∗a tiene a lo más dos términos:

F (a∗a) = F0 + F1 a
∗a. (7.392)

En particular, la exponencial exp{−a∗Aa}, con A un número complejo, tiene la
siguiente serie de Taylor

e−a
∗Aa = 1− a∗Aa. (7.393)

De esta manera encontramos la siguiente fórmula para la integral Gaussiana:

∫

da∗ da

π
e−a

∗Aa = A. (7.394)

La regla (7.390) se puede usar directamente para calcular la versión Grassmann
del producto de integrales (7.315). Para toda matriz A que puede diagonalizarse
por una transformación unitaria, obtenemos

Z f =
∏

n

[

∫ da∗ndan
π

]

eiΣn,n′a∗nAn,n′an′ = detA. (7.395)

Sorprendentemente, el resultado de la integración para el caso de fermiones es inverso
al resultado hallado en la Ec. (7.315) para el caso de bosones.

7.10.2 Determinante Funcional Fermiónico

Consideremos ahora la partición temporal de la función de partición dada en la
Ec. (7.309), pero utilizando variables fermiónicas anticonmutativas. Para encontrar
el mismo resultado que en mecánica cuántica de operadores, es necesario que los
campos anticonmutativos de Grassmann a(τ), a∗(τ) sean antiperiódicos en el inter-
valo τ ∈ (0, h̄β), i.e.,

a(h̄β) = −a(0), (7.396)

o en forma de una partición
aN+1 = −a0. (7.397)
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Luego el exponente de la Ec. (7.395) tiene la misma forma que en la Ec. (7.315),
excepto que en la Ec. (7.318) la matriz A se reemplaza por

Af =ǫ(1− ǫω)∇τ + ǫω =























1 0 0 . . . 0 1− ǫω
−1 + ǫω 1 0 . . . 0 0

0 −1 + ǫω 1 . . . 0 0
0 0 −1 + ǫω . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . −1 + ǫω 1























,

(7.398)

donde el número de filas y columnas va desde 1 hasta N + 1. El elemento en la
esquina superior derecha es positivo y por lo tanto tiene el signo opuesto al de la
matriz bosónica de la Ec. (7.318). Esto tiene una implicación importante, mientras
para ω = 0 la matriz bosónica tiene el valor

det (−ǫ∇)ω=0 = 0, (7.399)

debido al carácter invariante translacional en τ , ahora tenemos

det (−ǫ∇)ω=0 = 2. (7.400)

El determinante de la matriz fermiónica (7.398) se puede calcular mediante un desa-
rrollo repetido a lo largo de la primera fila [recordemos el cálculo de los determinantes
de las Ecs. (2.204) y (2.418)], el cual se encuentra que es

detN+1A = 1 + (1− ǫω)N+1. (7.401)

Aśı, obtenemos la partición temporal de la función de partición fermiónica

Z f,N
ω = detN+1[ǫ(1− ǫω)∇+ ǫω] = 1 + (1− ǫω)N+1. (7.402)

Como en el caso bosónico, introducimos la frecuencia auxiliar

ω̄e ≡ −1

ǫ
log(1− ǫω) (7.403)

y escribimos Z f,N
ω en la forma

ZN
ω = 1 + e−βh̄ω̄e. (7.404)

Esta función de partición muestra las propiedades t́ıpicas de las part́ıculas de Fermi.
Existen sólo dos términos, uno para cero part́ıculas y otro para el estado de una
part́ıcula en un punto. Sus enerǵıas son 0 y h̄ω̄e, correspondientes al operador
Hamiltoniano

Ĥω = h̄ω̄eN̂ = h̄ω̄ea
†a. (7.405)
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En el ĺımite continuo ǫ → 0, en donde ω̄e → ω, la función de partición Zω
N tiende

a la expresión

Zω = 1 + e−βh̄ω. (7.406)

Generalizando la función de partición del fermión a un sistema con frecuencia
dependiente del tiempo Ω(τ), tendremos

Z f,N
ω =

N
∏

n=0

[

∫

da∗ndan
π

]

exp
(

−1

h̄
AN
ω

)

, (7.407)

con la partición de la acción

AN
ω = h̄

N
∑

n=1

[a∗n(an − an−1) + ǫΩna
∗
nan−1] , (7.408)

o, en términos del operador diferencia ∇,

AN
ω = h̄ǫ

N
∑

n=1

a∗n
[

(1− ǫΩn)∇+ Ωn
]

an. (7.409)

Con lo anterior, tenemos

Z f,N
ω = detN+1[ǫ(1− ǫΩ)∇ + ǫω] = 1−

N
∏

n=0

(1− ǫΩn). (7.410)

Como en el caso bosónico, es útil introducir la frecuencia auxiliar

Ω̄e ≡ − 1

(N + 1)ǫ

N
∑

n=0

log(1− ǫΩn), (7.411)

de donde Z f,N
ω tendrá la forma

Z f,N
ω = 1 + e−βh̄Ω̄e. (7.412)

Si intentamos escribir una representación para fermions en términos de las in-
tegrales de trayectoria directamente en el ĺımite continuo, encontraremos el mismo
fenómeno que en el caso bosónico. El operador diferencia (7.318) se convierte en el
operador diferencial correspondiente

(1− ǫω)∇+ ω → ∂τ + ω, (7.413)

el cual actúa sobre funciones periódicas complejas e−iω
f
mτ con frecuencias de Mat-

subara impares

ωf
m = π(2m+ 1)kBT/h̄, m = 0,±1,±2, . . . . (7.414)
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La función de partición continua se puede escribir como una integral de trayectoria

Z f
ω =

∮ Da∗Da
π

exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa + ωa∗a)

]

= Nωdet (∂τ + ω), (7.415)

con la constante de normalización Nω determinada por comparación con el resultado
para la partición temporal. Para calcular Z f

ω, utilizamos los valores propios del
operador ∂τ + ω, los cuales son −iωf

m + ω, y evaluamos el producto de los cocientes

∞
∏

m=−∞

−iωf
m + ω

−iωf
m

= cosh(h̄ωβ/2). (7.416)

Esto corresponde a la razón de los determinantes funcionales

det (∂τ + ω)

det (∂τ )
= cosh(h̄ωβ/2). (7.417)

Contrario al caso bosónico (7.336), no necesitamos la primada en el determinante
∂τ puesto que no existe frecuencia cero en el producto de valores propios (7.416).
Usando la expresión Nω = 1/2det (∂τ ), de la fórmula del cociente obtenemos la
función de partición correcta

Z f
ω = 2cosh(h̄ωβ/2). (7.418)

Con esto hallamos que la integral de trayectoria del fermión libre en la forma con-
tinua, es:

Z f
ω =

∮ Da∗Da
π

exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa+ ωa∗a)

]

= 2
det (∂τ + ω)

det (∂τ )

= 2 cosh(h̄ωβ/2). (7.419)

El determinante del operador ∂τ + ω se puede reemplazar una vez más por

det (∂τ + ω) = det (−∂τ + ω) =
√

det (−∂2τ + ω2). (7.420)

Como en el caso bosónico, este análogo de Fermi de la función de partición del
oscilador armónico concuerda con el resultado de la regularización dimensional dada
en la Subsección 2.15.4, lo cual reafirma el carácter invariante de las integrales de
trayectoria bajo un cambio de variables, como se verá en la Sección 10.6. La función
de partición propia de Fermi, correspondiente a la regularización dimensional de la
Subsección 2.15.4, se obtiene de la partición temporal de la versión fermiónica de la
función de partición del oscilador al evaluar

Z f,N
ω =

[

detN+1(−ǫ2∇∇̄+ ǫ2ω2)
]1/2

=
N
∏

m=0

[

ǫ2Ωf
mΩ̄

f
m + ǫ2ω2

]1/2

≡
N
∏

m=0

[

2(1− cosωf
mǫ) + ǫ2ω2

]1/2
=

N
∏

m=0

[

2 sin2 ǫω
f
m

2
+ ǫ2ω2

]1/2

, (7.421)
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donde el producto es sobre las frecuencias impares de Matsubara ωf
m. El resultado

es

Z f,N
ω = 2cosh(h̄ω̃eβ), (7.422)

donde los valores de ω̃e se obtienen de

sinh(ω̃e/2) = ǫω/2. (7.423)

Esto se sigue del análogo de Fermi a las fórmulas (2.400), (2.402):7

N/2−1
∏

m=0



1− sin2 x

sin2 (2m+1)π
2(N+1)



 =
cos(N + 1)x

cosx
, N = par, (7.424)

(N−1)/2
∏

m=0



1− sin2 x

sin2 (2m+1)π
2(N+1)



 = cos(N + 1)x, N = impar. (7.425)

Para N impar, donde todas las frecuencias ocurren dos veces, de la Ec. (7.425)
encontramos de que

N
∏

m=0



1− sin2 x

sin2 (2m+1)π
2(N+1)





1/2

= cos(N + 1)x, (7.426)

y aśı, usando la Ec. (7.423), encontramos directamente la Ec. (7.422). Para N par,
donde la frecuencia con m = N/2 ocurre sólo una vez, la fórmula (7.424) da una
vez más la misma respuesta, demostrando con esto la válidez de la Ec. (7.426) tanto
para N par como para N impar.

No existe una acción real del oscilador armónico fermiónico ya que para fermiones
los términos x2 y ẋ2 se anulaŕıan idénticamente, debido a la nilpotencia (7.375) de
las variables de Grassmann. El producto de los valores propios en la Ec. (7.421)
emerge naturalmente de una integral de trayectoria en la cual la acción (7.408) se
reemplaza por una acción simétricamente segmentada.

Una propiedad importante de la función de partición (7.418), que la hace dife-
rente de la función (7.422), es que la enerǵıa del estado base es negativa:

E(0) = − h̄ω
2
. (7.427)

Como se discute al final de la Sección 7.7, por cada enerǵıa bosónica de vaćıo se
requiere de tal enerǵıa de Fermi del vaćıo para evitar una enerǵıa infinita de vaćıo
del universo, lo cual produciŕıa una constante cosmológica infinita, mientras que el
valor observado experimentalmente es extremadamente pequeño.

7I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 1.391.2, 1.391.4.



7.10 Campos Fluctuantes de Fermi 693

7.10.3 Estados Coherentes para Fermiones

En el caso de la integral de trayectoria bosónica (7.304), estudiada en la Sección 7.8,
hemos mantenido fijos los puntos extremos aa = a(τa) y ab = a(τb) de las trayectorias
a(τ). Como resultado, hallamos el elemento de matriz del operador de Boltzmann

e−βĤω entre estados coherentes |a〉 = e−a
∗a/2eaâ

† |0〉 [recordemos la Ec. (7.345)]. Exis-
te una interpresentación similar para la integral de trayectoria del fermión (7.415),
si mantenemos fijos los valores finales aa = a(τa) y ab = a(τb) de las trayectorias de
Grassmann. Por analoǵıa con la Ec. (7.345), introducimos los estados coherentes
[50]

|ζ〉 ≡ e−ζ
∗ζ/2ea

†ζ |0〉 = e−ζ
∗ζ/2

(

|0〉 − ζ |1〉
)

. (7.428)

Los estados adjuntos correspondientes son

〈ζ | ≡ e−ζ
∗ζ/2〈0|eζ∗a = e−ζ

∗ζ/2
(

〈0|+ ζ∗〈1|
)

. (7.429)

Nótese que por consistencia del formalismo, los elementos de Grassmann ζ anticom-
mutan con los operadores fermiónicos. Los estados |0〉 y |1〉 y sus conjugados 〈0|
y 〈1| se pueden recobrar de los estados coherentes |ζ〉 y 〈ζ | mediante las siguientes
operaciones:

|n〉 =
[

|ζ〉eζ∗ζ/2 ←∂nζ
]

ζ=0

1√
n!
, 〈n| = 1√

n!

[

∂nζ∗e
ζ∗ζ/2〈ζ |

]

ζ=0
. (7.430)

Estas fórmulas se simplifican a la forma

|0〉 =
[

|ζ〉eζ∗ζ/2
]

ζ=0
, 〈0| =

[

eζ
∗ζ/2〈ζ |

]

ζ=0
, (7.431)

|1〉 =
[

|ζ〉eζ∗ζ/2 ←∂ ζ
]

ζ=0
, 〈1| =

[

∂ζ∗e
ζ∗ζ/2〈ζ |

]

ζ=0
. (7.432)

Para un operador Ô, la traza se puede calcular de la integral sobre los elementos
antidiagonales

tr Ô =
∫

dζ∗dζ

π
〈−ζ |Ô|ζ〉 =

∫

dζ∗dζ

π
e−ζ

∗ζ
(

〈0| − ζ∗〈1|
)

Ô
(

|0〉 − ζ |1〉
)

. (7.433)

Usando las reglas de integración (7.390) y (7.391), obtenemos

tr Ô = 〈0|Ô|0〉+ 〈1|Ô|1〉. (7.434)

Los estados |ζ〉 forman un conjunto sobre–definido en el espacio de Hilbert de
un fermión. Los productos escalares son [comparar con la Ec. (7.350)]:

〈ζ1|ζ2〉 = e−ζ
∗
1 ζ1/2−ζ

∗
2 ζ2/2+ζ

∗
1 ζ2

= e−ζ
∗
1 (ζ1−ζ2)/2+(ζ∗1−ζ

∗
2 )ζ2/2.

(7.435)
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La identidad (7.355) se encuentra como sigue [recordemos la Ec. (7.390)]:

∫

dζ∗dζ

π
|ζ〉〈ζ | =

∫

dζ∗dζ

π
e−ζ

∗ζ
[

|0〉〈0| − ζ |1〉〈0|+ ζ∗|0〉〈1|
]

=
∫

dζ∗dζ

π

[

|0〉〈0|+ |1〉〈0|ζ + ζ∗|0〉〈1|+ ζζ∗
(

|0〉〈0|+ |1〉〈0|
)]

= 1. (7.436)

Ahora, sustituimos esta identidad en el producto de los factores de Boltzmann

〈ζb|e−βĤω |ζa〉 = 〈ζb|e−ǫĤωe−ǫĤω · · · e−ǫĤω |ζa〉 (7.437)

donde ǫ ≡ β/(N + 1), y por analoǵıa con la Ec. (7.362) obtenemos la partición
temporal de la integral de trayectoria

〈zb|e−βĤω |za〉 =
N
∏

n=1

[

∫

dz∗ndzn
π

]

e−Ae[z∗,z]/h̄, (7.438)

donde la partición temporal de la acción es similar al caso bosónico, Ec. (7.364):

AN
ω [ζ

∗, ζ ] =
h̄

2
(−ζ∗b ζb + ζ∗aζa) + h̄ǫ

N+1
∑

n=1

{

ζ∗n∇ζn + ω
(

ζ∗nζn−1 +
1

2

)}

. (7.439)

Excepto por el término de superficie, el cual desaparece para trayectorias an-
tiperiódicas, esta acción concuerda con la partición temporal de la acción Euclidea
(7.310), salvo por el cambio trivial de variables a→ ζ .

Aśı, hemos mostrado que, como en el caso de Bose, la integral de trayectoria con
extremos fijos da la amplitud para que un estado coherente inicial |ζa〉 vaya a un
estado coherente final |ζb〉. La función de partición de Fermi (7.419) se obtiene de

esta amplitud formando la traza del operador e−βĤω , la cual por la fórmula (7.434)
está dada por la integral sobre los elementos antidiagonales de la matriz

Z f
ω =

∫

dζ∗ dζ

π
〈−ζ |e−βĤω |ζ〉. (7.440)

Los elementos antidiagonales de la matriz conducen a las condiciones de frontera
antiperiódicas de la integral de trayectoria fermiónica.

7.11 Espacio de Hilbert de Variables de Grassmann

Cuantizadas

Para entender el espacio de Hilbert asociado con una integral de trayectoria sobre
una variable de Grassmann, recordemos que una integral de trayectoria con un
Hamiltoniano nulo sirve para definir el espacio de Hilbert v́ıa su producto escalar,
como se mostró en la Ec. (2.18):

(xbtb|xata) =
∫

Dx
∫ Dp

2πh̄
exp

[

i
∫

dt p(t)ẋ(t)
]

= 〈xb|xa〉 = δ(xb − xa). (7.441)
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Una variable de momentum dentro de la integral corresponde a un operador deriva-
tivo p̂ ≡ −ih̄∂x fuera de la amplitud, y este operador satisface, junto con x̂ = x, la
relación canónica de conmutación [p̂, x̂] = −ih̄ [ver la Ec. (2.19)].

Por una analoǵıa completa con esto, es posible crear el espacio de Hilbert de
ı́ndices espinoriales con la ayuda de una integral de trayectoria sobre variables de
Grassmann anticonmutativas. Para entender este espacio de Hilbert, consideraremos
tres casos diferentes.

7.11.1 Variable Única y Real de Grassmann

Primero consideremos la integral de trayectoria de un campo real de Gassmann con
Hamiltoniano nulo

∫ Dθ
2π

exp

[

i

h̄

∫

dt
ih̄

2
θ(t)θ̇(t)

]

. (7.442)

Del Lagrangiano

L(t) = i

2
h̄θ(t)θ̇(t) (7.443)

obtenemos un momentum canónico

pθ =
∂L
∂θ̇

= −ih̄
2
θ. (7.444)

Nótese que el signo menos en (7.444) surge del hecho de que las derivadas con
respecto a θ̇ anticonmutan con la variable θ a su izquierda.

El momentum canónico es proporcianal a la variable dinámica. El sistema está
por lo tanto sujeto a la restricción

χ = pθ +
ih̄

2
θ = 0. (7.445)

En la clasificación de Dirac, esta es una restricción de segunda clase, en cuyo caso
la cuantización procede al formar los corchetes de Dirac en lugar de los corchetes
clásicos de Poisson (1.20), y reemplazandolos por ±i/h̄–veces las relaciones de con-
mutación o anticonmutación, respectivamente. Para n variables dinámicas qi y m
restricciones χp los corchetes de Dirac se definen por

{A,B}D = {A,B} − {A, χp}Cpq{χq, B}, (7.446)

donde Cpq es la inversa de la matriz

Cpq = {χp, χq}. (7.447)

Para las variables de Grassmann pi, qi, los cochetes de Poisson (1.20) contienen por
definición un signo menos general si A contiene un producto impar de variables de
Grassmann. Aplicando esta regla al sistema presente sustituimos A = pθ y B = θ en
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los corchetes de Poisson (1.20) y vemos que se anula. Por otra parte, la restricción
(7.445), satisface

{χ, χ} =

{

pθ +
ih̄

2
θ, pθ +

ih̄

2
θ

}

= −ih̄{pθ, θ} = −ih̄. (7.448)

Por tanto C = −ih̄, con la inversa i/h̄. Por lo tanto, el corchete de Dirac es

{pθ, θ}D = {pθ, θ} −
i

h̄
{pθ, χ}{χ, θ} = 0− −i

h̄

(

ih̄

2

)

(h̄) = − h̄
2
. (7.449)

Con la regal de substitución {A,B}D → (−i/h̄)[Â, B̂]+, obtenemos por tanto la
relación canónica de anticonmutación de tiempos iguales para este sistema con cons-
tricciones:

[p̂(t), θ̂(t)]+ = −ih̄
2
, (7.450)

o, por la Ec. (7.444),
[θ̂(t), θ̂(t)]+ = 1. (7.451)

La proporcionalidad de pθ y θ ha llevado a un factor 1/2, en el lado derecho, con
respecto a las relaciones canónicas usuales de anticonmutación.

Sea ψ(θ) una función de onda arbitraria de la forma general (7.376):

ψ(θ) = ψ0 + ψ1θ. (7.452)

El producto escalar en el espacio de todas las funciones de onda está definido por la
integral

〈ψ′|ψ〉 ≡
∫ dθ

2π
ψ′∗(θ)ψ(θ) = ψ′0

∗ψ1 + ψ′1
∗ψ0 . (7.453)

En el espacio definido de Hilbert, el operador θ̂ es diagonal, mientras que el operador
p̂ está dado por el operador diferencial

p̂ = ih̄∂θ, (7.454)

con lo cual se cumple la Ec. (7.450).
Los elementos de matriz del operador p̂ son

〈ψ′|p̂|ψ〉 ≡
∫ dθ

2π
ψ′∗(θ)ih̄

∂

∂θ
ψ(θ) = ih̄ψ′1

∗ψ1. (7.455)

Calculando

〈p̂ψ′|ψ〉 ≡
∫

dθ

2π

[

ih̄
∂

∂θ
ψ′(θ)

]∗

ψ(θ) = −ih̄ψ′1∗ψ1, (7.456)

vemos que el operador p̂ es anti-Hermı́tico, esto está de acuerdo con el signo opuesto
en la regla de integración por partes, Ec. (7.383).

Sean los estados propios |θ〉, donde el operador θ̂ es diagonal:

θ̂|θ〉 = θ|θ〉. (7.457)
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El operador θ̂ es Hermitiano, de tal manera que

〈θ|θ̂ = 〈θ|θ = θ〈θ|. (7.458)

El producto escalar satisface por tanto la relación usual

(θ′ − θ)〈θ′|θ〉 = 0. (7.459)

Por otra parte, la regla general (7.376) nos dice que el producto escalar S = 〈θ′|θ〉
debe de ser una combinación lineal de S0+S1θ+S ′1θ

′+S2θθ
′. Sustituyendo esto en

(7.459), encontramos
〈θ′|θ〉 = −θ′ + θ + S2θθ

′, (7.460)

donde las constantes de proporcionalidad S0 y S1 se fijan por la propiedad

〈θ′|θ〉 =
∫

dθ′′

2π
〈θ′|θ′′〉〈θ′′|θ〉. (7.461)

La constante S2 es un número real arbitrario. Recordando la Ec. (7.385) vemos que
la Ec. (7.460) implica que el producto escalar 〈θ′|θ〉 es igual a una función δ:

〈θ′|θ〉 = δ(θ − θ′), (7.462)

igual que en la mecánica cuántica ordinaria. Nótese que la propiedad

〈θ′|θ〉∗ = −〈θ|θ′〉 = 〈−θ| − θ′〉, (7.463)

y el hecho de que, puesto que el producto escalar 〈θ′|θ〉 es un objeto de Grassmann,
una variable de Grassmann anticonmuta con el producto escalar. Como que hemos
supuesto en (7.458) que la variable de Grassmann θ se puede tomar a la izquierda
del vector 〈θ|, el vector |θ〉 debe de ser tratado como una variable de Grassmann,
i.e.,

θ̂|θ〉 = θ|θ〉 = −|θ〉θ. (7.464)

El operador de momentum tiene los siguientes elementos de matriz

〈θ′|p̂|θ〉 = −ih̄∂θ′〈θ′|θ〉 = ih̄. (7.465)

Sea |p〉 un estado propio de p̂ con valor propio ip, entonces su producto escalar con
|θ〉 satisface

〈θ|p̂|p〉 =
∫

dθ′

2π
〈θ|p̂|θ′〉〈θ′|p〉 = ih̄

∫

dθ′

2π
〈θ′|p〉 = ih̄∂θ′〈θ′|p〉, (7.466)

el último paso se sigue de la regla (7.380). Resolviendo la Ec. (7.466) encontramos

〈θ|p〉 = eiθp/h̄, (7.467)

siendo, por supuesto, el lado derecho igual a 1 + iθp/h̄.
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Es fácil encontrar un conjunto base de vectores ortonormales en el espacio de las
funciones de onda (7.452):

ψ+(θ) ≡
1√
2
(1 + θ) , ψ−(θ) ≡

1√
2
(1− θ) . (7.468)

Fácilmente podemos checar que estas funciones son ortogonales entre śı, y que tienen
el siguiente producto escalar

∫

dθ

2π
ψ∗±(θ)ψ±(θ) = ±1. (7.469)

El espacio de Hilbert contiene estados de norma negativa a los que se les refiere
como fantasmas . Debido a la restricción, sólo la mitad del espacio de Hilbert tiene
una interpretación f́ısica. Para más detalles sobre estos problemas, ver la literatura
sobre mecánica cuántica supersimétrica.

7.11.2 Cuantización del Oscilador Armónico con Variables

de Grassmann

Veamos ahora el sistema f́ısico más importante que contiene dos variables de Grass-
mann θ1 y θ2, combinado las variables complejas de Grassmann (7.388). Se supone
que el Lagrangiano tiene la misma forma que el de un oscilador armónico ordinario:

L(t) = h̄
[

a∗(t)i∂ta(t)− ωa∗(t)a(t)
]

. (7.470)

Podemos tratar a(t) y a∗(t) como variables independientes, de tal manera que no
existen restricciones en el sistema. La ecuación clásica de movimiento

iȧ(t) = ωa(t) (7.471)

tiene como solución

a(t) = e−iωta(0), a†(t) = e−iωta†(0). (7.472)

El momentum canónico es

pa(t) =
∂L(t)
∂ȧ(t)

= −ih̄a(t), (7.473)

y el sistema está cuantizado por la relación de anticonmutación de tiempos iguales

[p̂a(t), â(t)]+ = −ih̄, (7.474)

o
[â†(t), â(t)]+ = 1. (7.475)

Adicionalmente tenemos

[â(t), â(t)]+ = 0, [â†(t), â†(t)]+ = 0. (7.476)
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Debido a estas relaciones de anticonmutación, el operador de número independiente
del tiempo

N̂ ≡ a†(t)a(t) (7.477)

satisface las relaciones de anticonmutación

[N̂ , a†(t)] = a†(t), [N̂, a(t)] = −a(t). (7.478)

Podemos resolver el álgebra definida por las Ecs. (7.475), (7.476) y (7.478) para todo
tiempo, digamos t = 0, en la forma usual, definiendo un estado base |0〉 por medio
de la condición

a|0〉 = 0, (7.479)

y un estado excitado |1〉 como
|1〉 ≡ a†|0〉. (7.480)

Estos son los únicos estados, y para estos estados el operador Hamiltoniano Ĥ = ωN̂
posee los valores propios 0 y ω. Sean ψ(a) las funciones de onda en la representación
en la que el operador a es diagonal. El operador canónicamente conjugado p̂a = ih̄â†

tiene entonces la forma
p̂a ≡ −ih̄∂a. (7.481)

7.11.3 Sistemas de Esṕın con Variables de Grassmann

Con el propósito de construir posteriormente, en el Caṕıtulo 19, integrales de trayec-
toria de electrones relativistas discutimos aqúı otro sistema con variables de Grass-
mann.

Álgebra de Pauli

Primero introducimos tres campos reales de Grassmann θi, i = 1, 2, 3, y considera-
mos la integral de trayectoria

3
∏

i=1

[∫

Dθi
]

exp

[

i

h̄

∫

dt
ih̄

2
θi(t)θ̇i(t)

]

. (7.482)

La ecuación de movimiento es
θ̇i(t) = 0, (7.483)

aśı que θi(t) son variables independientes del tiempo. Los tres operadores del
momentum conllevan ahora a la versión tridimensional de la relación de anticon-
mutación de tiempos iguales (7.451)

[θ̂i(t), θ̂j(t)]+ = 2δij , (7.484)

donde los argumentos temporales se pueden omitir debido a la Ec. (7.483). El álgebra
se resuelve con ayuda de las matrices espinoriales de Pauli (1.448). La solución de
la Ec. (7.484) es obviamente

〈B|θ̂i|A〉 = σiBA, A, B = 1, 2. (7.485)
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Agregemos ahora en el exponente de la integral de trayectoria trivial un Hamil-
toniano

HB = −S ·B(t), (7.486)

donde

Si ≡ − i

4
ǫijkθjθk (7.487)

juega el papel de un vector espinorial. Esto se puede verificar calculando las rela-
ciones canónicas de conmutación entre los operadores

[Ŝi, Ŝj] = iǫijkŜ
k, (7.488)

y
[Ŝi, θ̂j ] = iǫijkθ̂

k. (7.489)

Aśı, el operador Ĥ describe el acoplamiento de un vector espinorial a un campo
magnético B(t). Usando la relación de conmutación (7.488), encontramos la
ecuación de Heisenberg (1.283) para las variables de Grassmann:

�̇ = B× �, (7.490)

la cual es similar a una ecuación para el vector espinorial:

Ṡ = B× S. (7.491)

La observación importante ahora es que la integral de trayectoria (7.482), con el
Hamiltoniano magnético (7.486) con extremos fijos θib = θi(τb) y θ

i
a = θi(τa) escrita

como
∫ θi

b
=θi(τb)

θia=θ
i(τa)

D3θ exp

[

i

h̄

∫

dt

(

ih̄

4
θiθ̇i +Bi i

4
ǫijkθjθk

)]

, (7.492)

representa la matriz

T̂ exp
(

− i

h̄

∫

dtB(t) · �
2

)

, (7.493)

donde T̂ es el operador de ordenamiento temporal defindo en la Ec. (1.241). Este
operador es necesario para el tratamiento de un campo B(t) dependiente del tiempo,
ya que para tiempos diferentes las matrices B(t)�/2 en general no conmutan entre
śı.

Los resultados se pueden expresar en una notación ligeramente diferente usando
los tensores espinoriales

Sij ≡ ǫijkSk =
1

2i
θiθj, (7.494)

cuyos elementos de matriz satisfacen el álgebra de rotación

[Ŝij, Ŝkl] = i
(

δikŜjl − δilŜjk + δjlŜik − δjkŜil
)

, (7.495)
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y los cuales tienen la representación matricial

〈B|Ŝij|A〉 = 1

2
σijBA ≡ 1

4i
[σi, σj]BA = ǫijk

σk

2
. (7.496)

Notemos que la normalización es

σ12 = σ3. (7.497)

Introduciendo el tensor de campo magnético análogo

Fij ≡ ǫijkBk, (7.498)

también podemos escribir el resultado final en la forma tensorial

T̂ exp
(

− i

4h̄

∫

dt Fij(t)σ
ij
)

=
∫ θi

b
=θi(τb)

θia=θ
i(τa)

D3θ exp

[

i

h̄

∫

dt

(

ih̄

4
θiθ̇i +

i

4
Fijθ

iθj
)]

.(7.499)

Por supuesto, la traza del lado izquierdo está dada por la integral de trayectoria
sobre todas las trayectorias antiperiódicas de Grassmann del lado derecho.

Siempre que encontremos el ordenamiento temporal de una exponencial que con-
tiene una integral sobre matrices la podemos transformar en una integral de trayec-
toria fluctuante sobre variables de Grassmann. Si lo que deseamos es hallar algunos
elementos de matriz en particular, tendremos que hacer uso de las fórmulas de re-
cuperación extendidas apropiadamente, Ecs. (7.431) y (7.432).

Para un campo B constante, se puede ignorar el operador de orden temporal y
obtenemos inmediatamente la exponencial (7.493) [ver la Ec. (1A.2)].

En aplicaciones futuras necesitaremos únicamente la traza de la matriz (7.493).
De acuerdo a la Ec. (7.440), esta traza se encuentra de la integral impĺıcita en
la Ec. (7.492), donde θib = −θia, lo cual implica hallar la integral sobre todas las
trayectorias antiperiódicas de Grassmann θi(τ). Para un campo B constante, la
traza del operador (7.493) se obtiene de manera inmediata de la Ec. (1A.2):

∮

D3θ exp

[

i

h̄

∫

dt

(

ih̄

4
θiθ̇i +Bi i

4
ǫijkθjθk

)]

= 2 cos[|B|(tb − ta)/2h̄]. (7.500)

Este resultado se puede hallar también directamente de la integral de trayectoria
sobre las variables θi de Grassmann, la cual dará la ráız cuadrada del determinante
funcional

2Det1/2
[

δij i∂t +
i

h̄
Fij(x(t))

]

. (7.501)

Donde el factor de normalización 2 se obtiene de la integral de trayectoria para el
caso Fij = 0, lo cual simplemente representa el conteo de los dos posibles estados de
la representación matricial (7.496), como en el caso de la traza del lado izquierdo de
la Ec. (7.499) para Fij = 0. Es decir,

∫

D3θ exp

{

i

h̄

∫

dt

[

ih̄

4
θiθ̇i

]}

= 2. (7.502)



702 7 Órbitas de Muchas Part́ıculas — Estad́ıstica y Segunda Cuantización

Este factor de normalización concuerda con las Ecs. (7.415) y (7.418), donde la
integral de trayectoria de un solo campo fermiónico complejo da el mismo factor 2
para ω = 0

Para un campo B constante en la dirección del eje z, con condiciones de frontera
antiperiódicas en el intervalo (tb, ta), la matriz entre corchetes tiene la forma







ωf
m iB 0

−iB ωf
m 0

0 0 ωf
m





 , ωf
m =

π(2m+ 1)

tb − ta
, (7.503)

donde las ωf
m representan la versión para tiempo real de las frecuencias impares de

Matsubara, Ec. (7.415). Entonces, el determinante funcional de la Ec. (7.501) se
obtiene del producto [comparemos con la Ec. (7.416)]

Det1/2
[

δij i∂t +
i

h̄
Fij

]

=

[

∞
∏

m=−∞

|ωm|(ω2
m − B2/h̄2)

]1/2

= cos[B(tb − ta)/2h̄]. (7.504)

El determinante en la segunda expresión es el determinante ordinario de la matriz de
dimensión 4×4 del argumento del coseno, el cual se habrá de calcular del desarrollo
de Taylor.

Álgebra de Dirac

Existe una integral de trayectoria similar apropiada para describir sistemas de es-
pines relativistas. Si introducimos cuatro variables de Grassmann θµ, µ = 0, 1, 2, 3,
la integral de trayectoria

3
∏

µ=0

[
∫

Dθµ
]

exp

{

i

h̄

∫

dt

[

−ih̄
4
θµ(t)θ̇

µ(t)

]}

, (7.505)

conduce a una ecuación de movimiento

θ̇µ(t) = 0, (7.506)

y un álgebra de operadores a tiempos iguales

{θ̂µ(t), θ̂ν(t)} = 2gµν , (7.507)

donde gµν es la métrica en el espacio de Minkowski

gµν =











1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1











. (7.508)

El argumento temporal en la Ec. (7.507) se puede eliminar debido a la Ec. (7.506).
El álgebra de la Ec. (7.507) se resuelve con los elementos de matriz [recordemos la
Ec. (7.485)]

〈β|θ̂µ(t)|α〉 = (γµ)βα , β, α = 1, 2, 3, 4, (7.509)
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donde las matrices γµ y γ5 están compuestas por las matrices de dimensión 2 × 2,
0, 1 y σi en la forma:

γ0 ≡
(

0 1
− 1 0

)

, γi ≡
(

0 σi

− σi 0

)

, γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =

(

−1 0
0 1

)

≡ γ5.

(7.510)
También, podemos introducir una variable de Grassmann adicional θ5, tal que la
integral de trayectoria

3
∏

µ=0

[∫

Dθ5
]

exp

[

i

h̄

∫

dt
ih̄

4
θ5(t)θ̇5(t)

]

, (7.511)

de como resultado los siguientes elementos de matriz de γ5(t):

〈β|θ̂5(t)|α〉 = (γ5)βα , β, α = 1, 2, 3, 4. (7.512)

Las variables de Grassmann θµ y θ5 anticonmutan entre śı, y aśı también las matrices
γ5γ

µ y γ5.
En términos de las variables θµ de Grassmann es posible hallar una versión

cuatro-dimensional de la integral matricial 2 × 2 con ordenamiento temporal,
Ec. (7.499), como una integral de trayectoria sin ordenamiento temporal:

T̂ exp
(

− i

2h̄

∫

dt FµνΣ
µν
)

=
∫

D4θ exp

{

i

h̄

∫

dt

[

−ih̄
2
θµθ̇

µ +
i

4
Fµνθ

µθν
]}

, (7.513)

donde Σµν es la generalización en el espacio de Minkowski de la matriz tensorial de
esṕın σij/2 dada en la Ec. (7.496):

Σµν ≡ i

4
[γµ, γν ] = −Σνµ. (7.514)

Como una demostración usamos la Ec. (7.510) y encontramos

Σ12 =
1

2

(

σ12 0
0 σ12

)

=
1

2

(

σ3 0
0 σ3

)

, (7.515)

en acuerdo con la Ec. (7.497).
Como se comentó anteriormente, en aplicaciones futuras necesitaremos sólo la

traza de la matriz (7.493), la cual se encontró, de acuerdo a la Ec. (7.440), de
la integral sobre (7.492) usando θib = −θia, i.e., haciendo la integral sobre todas las
trayectorias antiperiódicas de Grassmann θi(τ). Si queremos encontrar elementos de
matriz individuales, tenemos que hacer uso de las fórmulas de recuperación (7.431)
y (7.432).

Las integrales de trayectoria sobre todas las trayectorias antiperiódicas para
Fµν = 0 definen la normalización. Para el caso donde los campos están ausentes, la
traza del lado izquierdo de la Ec. (7.513) es igual a 4, aśı que tenemos

∫

D4θ exp

{

i

h̄

∫

dt

[

−ih̄
4
θµθ̇

µ

]}

= 4. (7.516)
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Este factor de normalización concuerda con las Ecs. (7.415) y (7.418), donde encon-
tramos que la integral de trayectoria del campo complejo de un sólo fermión tiene
un factor de normalización igual a 2. Para campos reales cuatro-dimensionales este
factor será igual a 4.

Si el tensor de campo es diferente de cero, el resultado de la integral de trayectoria
(7.513) es por tanto

∫

D4θ e(i/4h̄)
∫

dt{[−ih̄θµθ̇µ+iFµνθµθν]} = 4Det1/2
[

−gµν i∂t −
i

h̄
Fµν(x(t))

]

. (7.517)

En presencia de un campo eléctrico y magnético constantes orientados en la
dirección z, donde F03 = E, y

Fµν =











0 0 0 E
0 0 −B 0
0 B 0 0
E 0 0 0











. (7.518)

De donde hallamos que

eFµν t =











coshEt 0 0 sinhEt
0 cosBt − sinBt 0
0 sinBt cosBt 0

sinhEt 0 0 coshEt











, (7.519)

de tal forma que

Det
(

−gµν i∂t +
i

h̄
Fµν

)

=det cos
(

Fµν
tb−ta
2h̄

)

=cos2
(

B
tb−ta
2h̄

)

cosh2
(

E
tb−ta
2h̄

)

. (7.520)

Campos Eléctrico y Magnético Constantes en una Dirección Arbitraria

Si ahora tenemos tanto campos eléctricos como magnéticos en una dirección ar-
bitraria, el cálculo puede reducirse al caso de campos orientados en una dirección
paralela a una eje dado usando una simple transformación de Lorentz. Siempre se
puede encontrar un sistema de referencia de Lorentz en el cual los campos son par-
alelos. Este sistema de referencia se conoce como el sistema de referencia del centro
de los campos , los campos transformados en este sistema de referencia se denotarán
como BCF y ECF. La transformación tiene la forma

ECF = γ
(

E+
v

c
×B

)

− γ2

γ + 1

v

c

(

v

c
· E
)

, (7.521)

BCF = γ
(

B− v

c
×E

)

− γ2

γ + 1

v

c

(

v

c
·B
)

, (7.522)

donde la velocidad de la transformación está determinada por la relación

v/c

1 + (|v|/c)2 =
E×B

|E|2 + |B|2 , (7.523)
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y γ ≡ [1 − (|v|/c)2]−1/2. Por supuesto, los campos |ECF| ≡ E y |BCF| ≡ B son
cantidades invariantes de Lorentz, los cuales se pueden expresar en términos de los
dos invariantes cuadráticos del campo electromagnético de Lorentz: el escalar S y
el pseudoescalar P , definidos por las relaciones

S ≡ −1

4
FµνF

µν =
1

2

(

E2 −B2
)

=
1

2

(

E2 − B2
)

, P ≡ −1

4
FµνF̃

µν = EB = EB.
(7.524)

La solución de estas ecuaciones es

{E
B
}

≡
√√

S2 + P 2 ± S =
1√
2

√

√

(E2 −B2)2 + 4(EB)2 ± (E2 −B2). (7.525)

Luego de estas transformaciones, el resultado dado en la Ec. (7.520) sigue siendo
válido para cualquier dirección del campo constante si hacemos el intercambio E →
E , B → B.

Relación entre el Oscilador Armónico y el Álgebra de Pauli y de Dirac

Existe una relación simple entre las integrales de trayectoria de los tres párrafos
anteriores. Simplemente observemos que las combinaciones

â†=
1

2

(

σ1+ iσ2
)

=
1

2
σ+ =

(

0 0
1 0

)

, â=
1

2

(

σ1− iσ2
)

=
1

2
σ− =

(

0 1
0 0

)

, (7.526)

satisfacen las reglas de conmutación

[â, â†]+ = 1, [â†, â†]+ = 1, [â, â]+ = 0. (7.527)

El estado de vaćıo aniquilado por a es el espinor de esṕın hacia abajo, y el estado
de la part́ıcula es el espinor de esṕın hacia arriba:

|0〉 =
(

0
1

)

, |1〉 =
(

1
0

)

. (7.528)

Se puede encontrar una construción similar para el álgebra de Dirac. Existen
ahora dos tipos de operadores de creación y aniquilación

â†=
1

2

(

γ1+ iγ2
)

=
1

2

(

0 σ+

−σ+ 0

)

, â=
1

2

(

−γ1+ iγ2
)

=
1

2

(

0 −σ−
σ− 0

)

, (7.529)

y

b̂†=
1

2

(

γ0+ γ3
)

=
1

2

(

0 iσ2σ+

−iσ2σ+ 0

)

, b̂=
1

2

(

γ1− γ3
)

=
1

2

(

0 iσ2σ−

−iσ2σ− 0

)

.

(7.530)
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Los estados |na, ab〉, que tienen na cuantos a y nb cuantos b, son los siguientes:

|0, 0〉 = 1√
2











0
1
0
1











, |1, 0〉 = a†|0, 0〉 = 1√
2











1
0

−1
0











, (7.531)

|0, 1〉 = b†|0, 0〉 = 1√
2











0
−1
0
1











, |1, 1〉 = a†b†|0, 0〉 = 1√
2











1
0
1
0











. (7.532)

De estas relaciones podemos fácilmente deducir las fórmulas de recuperación
apropiadas, generalizando aśı las Ecs. (7.431) y (7.432).

7.12 Fuentes Externas en la Integral de Trayectoria
de a

∗, a

En el Caṕıtulo 3 resolvimos la integral de trayectoria del oscilador armónico con-
siderando una corriente externa arbitraria j(τ). Esto dio origen a la funcional genera-
triz Z[j], con la cual calculamos todas las funciones de correlación de x(τ). Ahora
estamos interesados en la funcional generatriz de las funciones de correlación de
a(τ) y a∗(τ). Para esto necesitamos en la integral de trayectoria la cuadratura
de las variables a(τ) y a∗(τ) acopladas a las corrientes externas. Consideremos,
entonces, la acción Euclideana

A[a∗, a] +Afuente = h̄
∫ h̄β

0
dτ [a∗(τ)∂τa(τ) + ωa∗a(τ)− (η∗(τ)a(τ) + c.c.)], (7.533)

con condiciones de frontera periódicas para a(τ) y a∗(τ). Por simplicidad usa-
mos la formulación continua de la función de partición, aśı que nuestros resultados
corresponderán a la partición temporal del oscilador armónico, cuyas enerǵıas son
En = (n + 1/2)h̄ω. No existe problema alguno para utilizar la formulación de
segunda cuantización, donde las enerǵıas son En = nh̄ω. La función de partición
está dada por la integral de trayectoria

Zω[η
∗, η] =

∮ Da∗Da
π

exp
{

−1

h̄

(

A[a∗, a] +Afuente
)

}

. (7.534)

Como en el Caṕıtulo 3, definimos la matriz funcional entre a∗(τ) y a(τ ′) como

Dω,e(τ, τ
′) ≡ (∂τ + ω)δ(τ − τ ′), τ, τ ′ ∈ (0, h̄β). (7.535)

La inversa es la función de Green Euclideana

Gp
ω,e(τ, τ

′) = D−1ω,e(τ, τ
′), (7.536)
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misma que cumple condiciones de frontera periódicas. Ahora completamos las
cuadraturas y reescribimos la acción (7.533), donde usamos los campos desplaza-
dos

a′(τ) = a(τ)−
∫ h̄β

0
dτ ′Gp

ω,e(τ, τ
′)η(τ ′), (7.537)

como

Ae = h̄
∫ h̄β

0
dτ
∫ h̄β

0
dτ ′[a′∗(τ)Dω,e(τ, τ

′)a′(τ ′)− η∗(τ)Gp
ω,e(τ, τ

′)η(τ ′)]. (7.538)

Sobre un intervalo β infinito la función de Green se puede reescribir fácilmente en
términos de la función de Heaviside (1.313):

Gω,e(τ, τ
′) = Gω,e(τ − τ ′) = e−ω(τ−τ

′)Θ(τ − τ ′). (7.539)

Como hemos visto en la Sección 3.3, la función periódica de Green se obtiene cam-
biando a una suma periódica

Gp
ω,e(τ, τ

′) = Gp
ω,e(τ − τ ′) =

∞
∑

n=−∞

e−ω(τ−τ
′−nh̄β)Θ(τ − τ ′ − nh̄β), (7.540)

la cual es igual a

Gp
ω,e(τ) =

e−ω(τ−h̄β/2)

2sinh(ωh̄β/2)
= (1 + nb

ω)e
−ωτ , (7.541)

donde nω es la función de distribución de Bose-Einstein

nω =
1

eβh̄ω − 1
(7.542)

[comparemos con las Ecs. (3.92) y (3.93)].
Las mismas consideraciones se mantienen para las variables anticonmutantes

con condiciones de frontera antiperiódicas, en cuyo caso encontramos una vez más
la acción (7.538) con la función de Green antiperiódica [comparar con la Ec. (3.112)]

Ga
ω,e(τ) =

e−ω(τ−h̄β/2)

2cosh(ωh̄β/2)
= (1− nf

ω)e
−ωτ , (7.543)

donde nω es la función de distribución de Fermi-Dirac [ver la Ec. (3.111)]:

nf
ω =

1

eβh̄ω + 1
. (7.544)

En cualquier caso, podemos descomponer las corrientes de la Ec. (7.538) en su
parte real e imaginaria, j y k, usando las relaciones

η =
√

ω/2Mh̄(j − iωMk), (7.545)

η∗ =
√

ω/2Mh̄(j + iωMk),
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y escribimos el término fuente de la acción original (7.533) en la forma

Afuente = h̄
∫ h̄β

0
dτ(a∗η + η∗a) =

∫ h̄β

0
dτ(jx+ kp). (7.546)

Por ende, la corriente real η = η∗ =
√

ω/2Mh̄ j corresponde al término fuente

dado anteriormente en la Ec. (3.2). Sustituyendo esta corriente en la acción (7.538),
obtenemos la cuadratura del término fuente

As
e = − 1

2Mω

∫ h̄β

0
dτ
∫ τ

0
dτ ′

e−ω(τ−τ
′)

1− e−βh̄ω
j(τ)j(τ ′). (7.547)

Que también se puede escribir como

As
e = − 1

2Mω

∞
∑

n=0

∫ h̄ω

0
dτ
∫ τ

0
dτ ′e−ω(τ−τ

′+nh̄β)j(τ)j(τ ′), (7.548)

el cual, para una corriente periódica será igual a h̄β:

As
e = − 1

2Mω

∫ h̄ω

0
dτ
∫ τ

−∞
dτ ′ e−ω(τ−τ

′)j(τ)j(τ ′). (7.549)

Intercambiando τ y τ ′ este resultado será igual a

As
e = − 1

4Mω

∫ h̄ω

0
dτ
∫ ∞

−∞
dτ ′e−ω|τ−τ

′|j(τ)j(τ ′), (7.550)

en completo acuerdo con la Ec. (3.279).

7.13 Generalización a Términos Pares

Existe una generalización importante de lo discutido anteriormente para el caso
donde la cuadratura del término de la frecuencia h̄

∫

dτ Ω2(τ)a∗(τ)a(τ) se exten-
diende a una cuadratura más general

h̄
∫

dτ
[

Ω2(τ)a∗(τ)a(τ) +
1

2
∆∗(τ)a2(τ) +

1

2
∆(τ)a∗2(τ)

]

. (7.551)

Los términos adicionales fuera de la diagonal, proporcionales al producto de a∗, a,
son llamados términos pares . Estos términos tienen un papel importante en la
teoŕıa de la superconductividad. El mecanismo f́ısico básico de éste fenómeno será
explicado en la Sección 17.10. Aqúı sólo mencionaremos que las vibraciones de la red
dan lugar a la formación de estados ligados entre pares de electrones, llamados pares
de Cooper . Mediante ciertas manipulaciones de la integral de trayectoria del campo
del electrón, en la interpretación de la segunda cuantización, es posible introducir
una pareja de campos complejos ∆x(t) en cada punto del espacio que se acopla al
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campo del electrón con una acción del tipo (7.551). La función de partición a ser
estudiada es entonces de la forma genérica

Z =
∮ Da∗Da

π
exp

[

−
∫ h̄β

0
dτ (a∗∂τa+ Ω2a∗a+ 1

2∆
∗a2 + 1

2∆ a∗2)

]

. (7.552)

Es fácil calcular esta función de partición usando las fómulas anteriores. Para este
fin reescribimos la acción en forma matricial, usando los dobletes de campo

f(τ) ≡
(

a(τ)
a∗(τ)

)

, (7.553)

como

Ae =
h̄

2

∫ h̄β

0
dτ f ∗T (τ)

(

∂τ + Ω(τ) ∆(τ)
∆∗(τ) ∓(∂τ ± Ω(τ))

)

f(τ), (7.554)

donde los términos derivativos requieren una integración parcial para obtener esta
forma. La función de partición se puede escribir como

Z =
∫ Df ∗Df

π
e−

1
2f

∗Mf , (7.555)

con la matriz

M =

(

∂τ + Ω(τ) ∆(τ)
∆∗(τ) ∓(∂τ ± Ω(τ))

)

. (7.556)

Los campos f ∗ y f no son independientes unos de otros, ya que

f ∗ =

(

0 1
1 0

)

f. (7.557)

Aśı, comparado con un campo complejo usual, sólo tenemos la mitad de las inte-
grales independientes. La consecuencia de esto es que la integración funcional de la
Ec. (7.555) dará como resultado la ráız cuadrada del determinante de M ,

Z = N b,fdet

(

∂τ + Ω(τ) ∆(τ)
∆∗(τ) ∓(∂τ + Ω(τ))

)∓1/2

, (7.558)

donde los factores de normalizaciónN b,f se fijan por comparación con las Ecs. (7.337)
y (7.419).

Un determinante de fluctuación de este tipo aparece en la teoŕıa de la super-
conductividad [32], donde ω y ∆ son parámetros constantes. Cuando se aplica a
funciones que oscilan en la forma e−iω

f
mτ , la matriz M se convierte en

M =

(

−iωf
m + ω ∆
∆∗ ∓(−iωf

m ± ω)

)

. (7.559)
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La cual puede ponerse en forma diagonal con la llamada, en este contexto, transfor-
mación de Bogoliubov [33]

M →Md =

(

−iωf
m + ω∆ 0
0 ∓(−iωf

m ± ω∆)

)

, (7.560)

donde la frecuencia ω∆ es

ω∆ =
√
ω2 +∆2. (7.561)

En un superconductor, estas frecuencias corresponden a las enerǵıas de las cuasi-
part́ıculas asociadas con los electrones. Esto generaliza las cuasipart́ıculas introduci-
das por Landau en su teoŕıa de ĺıquidos de Fermi. Luego, la función de partición
(7.552) está dada por

Zω,∆ = N b,fdet

(

∂τ + ω ∆
∆∗ ∓∂τ ± ω

)∓1/2

= N b,f
[

det (−∂2τ + ω2
∆)
]∓1/2

=

{

[2 sinh(h̄βω∆/2)]
−1 ,

2 cosh(h̄βω∆/2),
(7.562)

para bosones y fermiones, respectivamente. Esta expresión es igual a la función de
partición de un operador de Hamilton simetrizado

Ĥ =
ω∆

2
∆
(

â†â+ ââ†
)

= ω∆

(

â†â± 1

2

)

, (7.563)

cuyo espectro de valores propios es ω∆

(

n± 1
2

)

, donde n = 0, 1, 2, 3 . . . para bosones
y n = 0, 1 para fermiones:

Zω,∆ =
∞,1
∑

n

e−h̄ω∆(n±1/2)β . (7.564)

En la interpretación de la segunda cuantización, donde se omiten las enerǵıas de
punto cero, tenemos

Zω,∆ =

{

(1− e−h̄βω∆)−1,
(1 + e−h̄βω∆).

(7.565)

7.14 Grados de Libertad Espaciales

En el tratamiento de integrales de trayectoria de las últimas secciones las part́ıculas
han sido restringidas a un estado de momentum p particular. En un volumen
tridimensional, los campos a∗(τ), ∆(τ) y su frecuencia ω dependen de p. Con esta
extensión trivial se obtiene una teoŕıa cuántica de campos libre.
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7.14.1 Ensemble Gran Canónico de Órbitas de Part́ıculas

a partir de Campos Fluctuantes Libres

La acción de la part́ıcula libre es una suma sobre los estados del momentum

Ae[a
∗, a] = h̄

∫ h̄β

0
dτ

∑

p

[

a∗p∂τap + ω(p)a∗pap
]

. (7.566)

La partición temporal de la función de partición está dada por el producto

Z =
∏

p

{

det [ǫ(1− ǫω)∇+ ǫω(p)]
}∓1

(7.567)

=







exp
[

−∑p log
(

1− e−h̄βω̄e(p)
)]

para bosones,

exp
[

∑

p log
(

1 + e−h̄βω̄e(p)
)]

para fermiones.

La enerǵıa libre
F = −kBT log Z (7.568)

para bosones es
F = kBT

∑

p

log
(

1− e−h̄βω̄e(p)
)

, (7.569)

mientras que para fermiones es

F = −kBT
∑

p

log
(

1 + e−h̄βω̄e(p)
)

. (7.570)

En un volumen grande, la suma de los momenta se puede reemplazar por la integral

∑

p

→
∫ dDp V

(2πh̄)D
. (7.571)

Para particiones temporales infinitesimales, tenemos que ǫ→ 0 y ω̄e(p) se reduce a
ω(p) mientras que las relaciones (7.569) y (7.570) son las expresiones normales de la
enerǵıa libre de bosones y fermiones. Estas expresiones están en completo acuerdo
con las Ecs. (7.46) y (7.220) deducidas a partir de la suma sobre las órbitas.

A continuación podemos introducir un campo fluctuante espacial con tiempo
imaginario

ψ(x, τ) =
1√
V

∑

p

eipxap(τ), (7.572)

y reescribimos la acción (7.566) en la forma local

Ae[ψ
∗, ψ] =

∫ h̄β

0
dτ
∫

dDx

[

ψ∗(x, τ)h̄∂τψ(x, τ) +
h̄2

2M
∇ψ∗(x, τ)∇ψ(x, τ)

]

. (7.573)

La función de partición está dada por la integral funcional

Z =
∮

DψDψ∗e−Ae[ψ∗,ψ]/h̄. (7.574)
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Aśı, puede verse que la integral funcional sobre un campo fluctuante reproduce la
función de partición ya obtenida para el caso de la suma sobre un ensemble gran
canónico de órbitas fluctuantes. Las estad́ısticas de Bose y de Fermi quedan descritas
naturalmente usando variables de campo complejo o de Grassmann, con condiciones
de frontera periódicas o antiperiódicas, respectivamente. La teoŕıa basada en la
acción descrita por la Ec. (7.573) es completamente equivalente a la teoŕıa de segunda
cuantización de operadores de campo.

Para distinguir la segunda cuantización, o la descripción de campo cuántico, del
sistema de muchas part́ıculas de la anterior descripción en términos de integrales de
trayectoria de órbitas de muchas part́ıculas, a esta última descripción se le conoce
como la aproximación de primera cuantización, o también la aproximación de la
ĺınea universo.

La acción dada por la Ec. (7.573) puede generalizarse aún más e incluir un
potencial externo V (x, τ), i.e., puede contener un operador general de Schrödinger
Ĥ(τ) = p̂2 + V (x, τ) en lugar del gradiente:

Ae[ψ
∗, ψ]=

∫ h̄β

0
dτ
∫

dDx
{

ψ∗(x, τ)h̄∂τψ(x, τ)+ψ
∗(x, τ)

[

Ĥ(τ)− µ
]

ψ(x, τ)
}

. (7.575)

En aras de la generalidad tenemos que agregar también un potencial qúımico para
permitir el estudio de los ensembles gran canónico. Esta acción se puede usar para la
descripción en segunda cuantización del gas libre de Bose atrapado en un potencial
magnético externo V (x), el que por supuesto conducirá a los mismos resultados que
el enfoque de primera cuantización hallado en la Sección 7.2.4. La enerǵıa libre
asociada con esta acción,

F =
1

β
Tr log[h̄∂τ + Ĥ(τ)− µ], (7.576)

fue calculada en la Ec. (3.139) en términos de la serie

F =
1

2h̄β
Tr

[

∫ h̄β

0
dτ Ĥ(τ)

]

− 1

β

∞
∑

n=1

1

n
Tr

{

T̂ e−n
∫ h̄β

0
dτ ′′ [Ĥ(τ ′′)−µ]/h̄

}

, (7.577)

La suma se puede evaluar en la representación semiclásica desarrollada en la
Sección 4.9. Por simplicidad, consideramos aqúı sólo potenciales externos indepen-
dientes del tiempo, donde debemos de calcular la Tr [e−nβ (Ĥ−µ)]. El ĺımite
semiclásico fue dado en la Ec. (4.258) en la apropiada continuación a tiempos ima-
ginarios. De esto obtenemos

F =
1

2
Tr Ĥ − 1

β

1
√

2πh̄2β/M
D

∞
∑

n=1

∫

dDx
[z(x)]n

nD/2+1
, (7.578)

donde z(x) ≡ e−β[V (x)−µ] es la fugacidad local (7.24). La suma concuerda con el
resultado de primera cuantización hallado previamente en las Ecs. (7.132) y (7.133).
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El primer término proviene del tratamiento simétrico de los campos en la acción
(7.575) [recordemos la discusión después de la Eq. (7.340)].

Podemos calcular correcciones cuánticas a esta serie, para ello necesitamos incluir
términos de orden superior del gradiente en la representación semiclásica (4.258).
Si el potencial es dependiente del tiempo, la serie (4.258) debe de generalizarse
adecuadamente.

7.14.2 Primera Cuantización vs Segunda Cuantización

Existe un conjunto de fórmulas simples que ilustran adecuadamente las diferencias
entre la primera y la segunda cuantización, i.e., entre las trayectorias y la cuanti-
zación de los campos. Puede pensarse que ambas están basadas en dos diferentes
representaciones de la función δ de Dirac. La primera representación cuantizada es

δ(D)(xb − xa) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

DDx
∮ DDp

(2πh̄)D
e
(i/h̄)

∫ tb

ta
dtpẋ

, (7.579)

la segunda representación cuantizada será

ih̄δ(D)(xb−xa)δ(tb− ta)=
∮

DψDψ∗ ψ(xb, tb)ψ∗(xa, ta)e(i/h̄)
∫

dDx
∫∞

−∞
dtψ∗(x,t)ψ(x,t)

.

(7.580)
La primera representación se convierte en una amplitud de transición cuando actúa
sobre la función delta el operador de evolución temporal e−iĤ(tb−ta), lo cual dará

(xbtb|xata) = eiĤ(tb−ta)δ(D)(xb − xa) =
∫

DDx
∮ DDp

(2πh̄)D
e
(i/h̄)

∫ tb

ta
dt(pẋ−H)

. (7.581)

Multiplicando esta expresión por la función de Heaviside Θ(tb − ta), obtenemos la
solución de la ecuación inhomogénea de Schrödinger

(ih̄∂t − Ĥ)Θ(tb − ta)(xbtb|xata) = ih̄δ(D)(xb − xa)δ(tb − ta). (7.582)

En términos de una representación de integral de trayectoria, el resultado se puede
expresar mediante el resolvente
〈

xbtb

∣

∣

∣

∣

∣

ih̄

ih̄∂t − Ĥ

∣

∣

∣

∣

∣

xata

〉

=Θ(tb − ta)
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

DDx
∮ DDp

(2πh̄)D
e
(i/h̄)

∫ tb

ta
dt(pẋ−H)

. (7.583)

La misma cantidad se obtiene de la segunda representación (7.580) cambiando en el
integrando de la exponencial la cantidad ψ∗(x, t)ψ(x, t) por ψ∗(x, t)(ih̄∂t−Ĥ)ψ(x, t):

〈

xbtb

∣

∣

∣

∣

∣

ih̄

ih̄∂t − Ĥ

∣

∣

∣

∣

∣

xata

〉

=
∮

DψDψ∗ ψ(xb, tb)ψ∗(xa, ta)e(i/h̄)
∫

dDx
∫∞

−∞
dtψ∗(x,t)(ih̄∂t−Ĥ)ψ(x,t)

. (7.584)

Esta es la representación en segunda cuantización de la integral funcional del resol-
vente.
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7.14.3 Campos Interactuantes

La interacción entre órbitas de part́ıculas en un ensemble gran canónico puede
describirse considerando términos anarmónicos en los campos de las part́ıculas.
Una interacción entre una pareja de órbitas, por ejemplo, corresponde a una auto-
interacción de cuarto orden. Un ejemplo es la interacción en el condensado de Bose-
Einstein, que corresponde a la enerǵıa de la Ec. (7.101). Expresada en términos de
los campos tenemos

Aint
e [ψ∗, ψ]=−

∫ h̄β

0
dτ ∆E = −g

2

∫ h̄β

0
dτ
∫

d3xψ∗(x, τ + η)ψ∗(x, τ + η)ψ(x, τ)ψ(x, τ),

(7.585)
donde el caso η > 0 corresponde a un desplazamiento temporal infinitesimal. Es
decir, es posible desarrollar una teoŕıa perturbativa utilizando diagramas de Feyn-
man, en completa analoǵıa con el tratamiento de la Sección 3.20 para el caso del
oscilador anarmónico considerando una auto interacción de cuarto orden. La función
de correlación libre es la suma en los momenta de las funciones de correlación del
oscilador:

〈ψ(x, τ)ψ∗(x′, τ ′)〉 =
∑

p,p′

〈ap(τ)a∗p′(τ ′)〉ei(px−p′x′) =
∑

p

〈ap(τ)a∗p(τ ′)〉eip(x−x
′). (7.586)

Un η > 0 pequeño en la Ec. (7.585) nos dice donde será la discontinuidad de las
funciones de correlación (recordemos la Fig. 3.2). El valor esperado de ∆E está
dado por la Ec. (7.101), donde usamos el prefactor g en lugar de g/2 debido a las
dos posibles contracciones de Wick. Sustituyendo la función de correlación periódica
dada por la Ec. (7.541), obtenemos la integral de Fourier

〈ψ(x, τ)ψ∗(x′, τ ′)〉 =
∑

p

(1 + nωp
)e−ωp(τ−τ ′)+ip(x−x′). (7.587)

Recordando la representación dada por la Ec. (3.287) para la función periódica de
Green en términos de la suma sobre las frecuencias de Matsubara, tendremos

〈ψ(x, τ)ψ∗(x′, τ ′)〉 = 1

h̄β

∑

ωm,p

−1

iωm − ωp

e−iωm(τ−τ ′)+ip(x−x′). (7.588)

Puede mostrarse que los diferentes términos hallados en las expresiones (7.102) y
(7.107), para las enerǵıas libres, donde usamos las expresiones (7.108) y (7.109), se
obtienen de la primera ĺınea de los diagramas de Feynman mostrados en la Fig. 3.7.

En un ensemble gran canónico la enerǵıa h̄ωp de la Ec. (7.588) se reemplaza por
h̄ωp − µ. El mismo reemplazo aparece para la frecuencia ωp en la Ec. (7.587), lo
cual lleva la función de distribución nωp

a la forma [recordemos la Ec. (7.542)]

nωp−µ/h̄ =
1

z−1eβh̄ωp − 1
, (7.589)

donde z es la fugacidad, z = eβµ. La representación de las integrales de Feynman
en potencias de z da directamente las expresiones (7.102) y (7.107).
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7.14.4 Teoŕıa Efectiva Clásica de Campos

Con el próposito de estudiar transiciones de fase, utilizando la interacción (7.585),
debemos realizar una integral funcional, a temperatura finita, sobre los campos
ψ(x, τ). Para esto, es útil introducir una extensión tridimensional directa del poten-
cial efectivo clásico V eff cl(x0), presentado en la Sección 3.25 y usado eficientemente
en el Caṕıtulo 5. Por analoǵıa, en una teoŕıa de campo podemos utilizar una acción

efectiva clásica, la cual es un funcional del campo tridimensional de Matsubara
φ(x) ≡ ψ0(x), que incluye la frecuencia cero. Las ventajas, discutidas en la Sección
3.25, son que las fluctuaciones de frecuencia cero tienen un ancho de fluctuación
que diverge linealmente a temperatura alta, siguiendo la ley de Dulong-Petit. Aśı,
sólo los modos diferentes de cero se pueden tratar de manera eficiente utilizando los
métodos perturbativos explicados en la Subseción 3.25.6.

En analoǵıa con el cambio de norma de la integral de trayectoria, dada en la
Ec. (3.808), podemos factorizar la integral funcional (7.574) en una parte que con-
tiene una frecuencia de Matsubara cero y otra parte que contiene una frecuencia
diferente de cero, en la forma:

Z =
∮

DψDψ∗e−Ae[ψ∗,ψ] =
∮

Dψ0Dψ∗0
∮

D′ψD′ψ∗e−Ae[ψ∗,ψ], (7.590)

e introducimos el factor de Boltzmann [comparar con la Ec. (3.813)] que contiene la
acción efectiva clásica

B[ψ∗0 , ψ0] ≡ e−A
eff cl[ψ∗

0 ,ψ0] ≡
∮

D′ψD′ψ∗ e−Ae[ψ∗,ψ], (7.591)

y con ello podemos expresar la función de partición como una integral funcional

sobre campos tridimensionales independientes del tiempo, en la forma:

Z =
∮

Dψ0Dψ∗0e−A
eff cl[ψ∗

0 ,ψ0]. (7.592)

En la Subsección 3.25.1 hemos visto que en el ĺımite de altas temperaturas el poten-
cial efectivo clásico total V eff cl(x0), Ec. (3.812), se reduce al potencial inicial V (x0).
Por la misma razón, la acción efectiva clásica total de la integral funcional (7.590)
se puede aproximar, en el ĺımite de alta temperatura, mediante la acción efectiva

clásica completa, la cual es simplemente la parte que incluye la frecuencia cero en
la acción inicial:

Aeff cl
b [ψ∗0, ψ0]=β

∫

d3x
{

ψ∗0(x)
(

− 1

2m
∇2 − µ

)

ψ0(x) +
2πa

m
[ψ∗0(x)ψ0(x)]

2
}

. (7.593)

Esto se sigue directamente del hecho de que en el ĺımite de altas temperaturas las
fluctuaciones en la integral funcional (7.591) se cancelan con los términos cinéticos
cuyas frecuencias de Matsubara tienden al ĺımite de valores grandes.

Sorprendentemente, la ausencia de un cambio a primer orden en función de la
temperatura cŕıtica de la enerǵıa hallada en la Ec. (7.113), deducida en la Ec. (7.116),
implica que a este orden no hay cambio alguno en el potencial qúımico de la acción
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efectiva clásica [34]. Por esta razón, el cambio a menor orden en función de la
temperatura cŕıtica de un condensado de Bose-Einstein con interacción débil se
puede calcular completamente en la teoŕıa efectiva clásica de campo tridimensional
de la Ec. (7.590), usando en el factor de Boltzmann la acción efectiva clásica completa
dada por la Ec. (7.593).

La acción (7.593) se puede escribir en una forma más convencional introduciendo
el campo de dos componentes, con diferente normalización, φ = (φ1, φ2), el cual
está relacionado con el campo complejo original ψ mediante la relación ψ(x) =√
MT [φ1(x) + iφ2(x)]. Si definimos también el cuadrado de la masa m2 ≡ −2Mµ y

un acoplamiento cuadrático u = 48πaMT , la acción efectiva clásica completa será

Aeff cl
b [ψ∗0 , ψ0] = A[φ] =

∫

d3x
[

1

2
|∇φ|2 + 1

2
m2φ2 +

u

4!
(φ2)2

]

. (7.594)

En la teoŕıa de campo descrita por la acción (7.594), la relación (7.111) para el
cambio en la temperatura cŕıtica a menor orden en la constante de acoplamiento
será

∆Tc

T
(0)
c

≈ −2

3

mT (0)
c

n

〈

∆φ2
〉

= −4π

3

(mT (0)
c )2

n
4!

〈

∆φ2

u

〉

a

= −4π

3

(2π)2

[ζ(3/2)]4/3
4!

〈

∆φ2

u

〉

an1/3, (7.595)

donde 〈∆φ2〉 es el cambio en el valor esperado de φ2 debido a la interacción. Dado
que una interacción repulsiva separa las part́ıculas, entonces, 〈∆φ2〉 es negativo, lo
cual explica porque el cambio en la temperatura cŕıtica es positivo. La evaluación
del valor esperado 〈∆φ2〉 utilizando la integral de trayectoria (7.590), con la acción
efectiva clásica tridimensional completa (7.594) en el exponente, puede hallarse usan-
do alguna de las teoŕıas de campo conocidas [51]. Las herramientas teóricas para
calcular acoplamientos fuertes en estas teoŕıas están bien desarrolladas, esto ha
permitido hallar el cambio mencionado hasta en un orden de cinco lazos [21].

En la Ref. [34] se han calculado algunas correcciones a menor orden a la acción
efectiva clásica (7.593) usando la integral de trayectoria (7.591).

7.15 Bosonización

La formulación en integrales de trayectoria de los sistemas mecánico-cuánticos es
muy flexible. Igual que las integrales se pueden calcular usando diferentes variables
de integración, las integrales de trayectoria se pueden representar usando diferentes
variables de trayectoria. Esto tiene aplicaciones importantes en el estudio de los
sistemas de muchos cuerpos, los cuales contienen una rica variedad de los llamados
fenómenos colectivos. Prácticamente todos los sistemas de fermiones muestran ex-
citaciones colectivas tales como el sonido, la segunda velocidad del sonido y las ondas
de esṕın. Estos sistemas están descritos fenomenológicamente por campos bosónicos.
Adicionalmente, existen transiciones de fase cuya descripción requiere un parámetro
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de orden bosónico. La superconductividad es un ejemplo famoso donde aparece
un parámetro de orden bosónico en un sistema de fermiones—la brecha de enerǵıa.
En todos estos casos es útil transformar las variables de trayectoria iniciales a las
llamadas variables de trayectoria colectivas, en dimensiones de orden superior estas
variables se convierten en los campos colectivos [32].

Ilustremos la técnica con un modelo simple, definido por el Lagrangiano

L(t) = a∗(t)i∂ta(t)−
ε

2
[a∗(t)a(t)]2 , (7.596)

donde a∗ y a son variables conmutativas o anticonmutantivas. Todas las funciones
de Green se pueden calcular usando la funcional generatriz

Z[η∗, η] = N
∫

Da∗Da exp
[

i
∫

dt (L+ η∗a + a∗η)
]

, (7.597)

donde hemos omitido un factor promedio irrelevante.

En el lenguaje de operadores, el modelo está definido por el operador hamilto-
niano

Ĥ = ε(â†â)2/2, (7.598)

donde â† y â son los operadores de creacción y aniquilación, ya sea de un bosón o
un fermión, en cada punto. En el caso de un bosón, los estados propios son

|n〉 = 1√
n!
(â†)n|0〉, n = 0, 1, 2, . . . , (7.599)

y su espectro de enerǵıa es

En = ε
n2

2
. (7.600)

En el caso del fermión, sólo existen dos soluciones

|0〉 con E0 = 0, (7.601)

|1〉 = a†|0〉 con E1 =
ε

2
. (7.602)

Aqúı las funciones de Green se obtienen de la funcional generatriz

Z[η†, η] = 〈0|T̂ exp
[

i
∫

dt(η∗â + â†η)
]

|0〉, (7.603)

donde T̂ es el operador de ordenamiento temporal dado en la Ec. (1.241). Para T =
0, la derivada funcional con respecto a las fuentes η∗, η genera todas las funciones
de Green del tipo dado por la relación (3.299).
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7.15.1 Campos Colectivos

Introduzcamos ahora un campo colectivo adicional usando la transformación de
Hubbard-Stratonovich [52]

exp
{

−iε
2

∫

dt[a∗(t)a(t)]2
}

=N
∫

Dρ(t) exp
{

i
∫

dt

[

ρ2(t)

2ε
− ρ(t)a∗(t)a(t)

]}

, (7.604)

donde N es un factor irrelevante. En forma equivalente, multipliquemos la función
de partición dada en la Ec. (7.597) por la integral de trayectoria Gaussiana trivial

1 = N
∫

Dρ(t) exp
{∫

dt
1

2ε

[

ρ(t)− εa†(t)a(t)
]2
}

, (7.605)

para obtener la funcional generatriz

Z[η†, η] = N
∫

Da∗DaDρ

× exp

{

∫

dt

[

a∗(t)i∂ta(t)− ερ(t)a∗(t)a(t) +
ρ2(t)

2ε
+ η∗(t)a(t) + a∗(t)η(t)

]}

.(7.606)

De la Ec. (7.604) vemos que el campo colectivo ρ(t) fluctua armónicamente alrededor
de la cantidad dada por el producto de ε por la densidad de part́ıculas. Extremizando
la acción dada en la Ec. (7.606) con respecto a ρ(t) obtenemos la igualdad clásica:

ρ(t) = εa∗(t)a(t). (7.607)

La virtud de la transformación de Hubbard-Stratonovich es que las variables fun-
damentales a∗ y a aparecen en cuadratura en la acción y se pueden integrar para
obtener una integral de trayectoria que involucra sólo las variables colectivas ρ(t):

Z[η∗, η] = N
∫

Dρ exp
{

iA[ρ]−
∫

dtdt′η∗(t)Gρ(t, t
′)η(t′)

}

, (7.608)

donde la acción colectiva es

A[ρ] = ±iTr log
(

iG−1ρ
)

+
∫

dt
ρ2(t)

2
, (7.609)

y donde Gρ es la función de Green de las variables de trayectoria fundamentales en
el potencial externo de ρ(t), la cual satisface la relación [comparar con la Ec. (3.75)]

[i∂t − ρ(t)]Gρ(t, t
′) = iδ(t− t′). (7.610)

Anteriormente hallamos la función de Green en la Ec. (3.124). Aqúı hemos encon-
tado una vez más esta solución de una manera diferente, lo cual será de utilidad en
lo que sigue. Introducimos el campo auxiliar

ϕ(t) =
∫ t

ρ(t′)dt′, (7.611)
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en términos del cual Gρ(t, t
′) es simplemente

Gρ(t, t
′) = e−iϕ(t)eiϕ(t

′)G0(t− t′), (7.612)

donde G0 es el propagador libre del campo de las part́ıculas fundamentales. A
continuación debemos definir las condiciones de frontera de G0(t − t′), las cuales
tienen que adaptarse a la situación f́ısica del sistema. Supongamos que el intervalo
temporal es infinito. Entonces G0 está dada por la Ec. (3.100), y aśı, como en la
Ec. (3.124), obtenemos

Gρ(t, t
′) = e−iϕ(t)eiϕ(t

′)Θ̄(t− t′). (7.613)

La función Θ̄ de Heaviside definida en la Ec. (1.313), corresponde al campo ρ(t)
acoplado al operador simétrico combinado (â†â+ ââ†)/2. Sin embargo, en el Hamil-
toniano (7.598) encontramos que, en el producto de operadores â†â, los operadores
de creacción están a la izquierda de los operadores de aniquilación. En este caso
debemos de usar la función de Heaviside Θ(t − t′) dada en la Ec. (1.304). Susti-
tuyendo esta función en la Ec. (7.613), hallamos que el lado derecho de la ecuación
se anula para t = t′.

Usando esta propiedad vemos que la derivada funcional de la traza logaŕıtmica
en la Ec. (7.609) es igual a cero:

δ

δρ(t)

{

±iTr log(iG−1ρ )
}

=
δ

δρ(t)
{±iTr log [i∂t−ρ(t)]}=∓Gρ(t, t

′)|t′=t = 0. (7.614)

Esto convierte a la traza logaŕıtmica en una constante irrelevante. La funcional
generatriz es entonces simplemente

Z[η†, η] = N
∫

Dϕ(t) exp
{

i

2ε

∫

dt ϕ̇(t)2 −
∫

dtdt′η†(t)η(t′)e−iϕ(t)e−iϕ(t
′)Θ(t− t′)

}

,

(7.615)
donde hemos usado el Jacobiano

Dρ = DϕDet(∂t) = Dϕ, (7.616)

ya que de acuerdo a la Ec. (2.537) el Det(∂t) = 1. Observemos que la trans-
formación dada por la Ec. (7.611) nos proporciona el campo ϕ(t) con el término
cinético estándar ϕ̇2(t).

La teoŕıa original se ha transformado en una nueva teoŕıa involucrando un campo
colectivo ϕ. En una generalización tridimensional de esta teoŕıa aplicada al gas de
electrones, el campo ϕ describe la densidad de onda [32].

7.15.2 Teoŕıa Bosónica versus Teoŕıa Original

El primer término en la acción bosónica, Ec. (7.615), se obtiene del Lagrangiano

L0(t) =
1

2ε
ϕ̇(t)2 (7.617)
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que describe las part́ıculas libres sobre el eje ϕ infinito. Su función de correlación
diverge y con el fin de poder definirla se necesita una frecuencia pequeña, digamos
κ. La representación de la función de correlación en una serie de potencias de κ,
será

〈ϕ(t)ϕ(t′)〉 = ε
∫ dω

2π

i

ω2 − κ2 + iǫ
e−iω(t−t

′)

=
ε

2κ
e−κ|t−t

′| =
ε

2κ
− ε

i

2
|t− t′|+O(κ). (7.618)

El primer término juega un papel importante en el cálculo de las funciones de
correlación bosónicas generadas por la generatriz funcional Z[η∗, η], dada en la
Ec. (7.615). Diferenciando esta expresión n veces con respecto a η y η∗ e igua-
lando el resultado con cero, obtenemos

G(n)(tn, . . . , t1; t
′
n, . . . , t

′
1) = (−1)n〈e−iϕ(tn) · · · e−iϕ(t1) eiϕ(t′n) · · · eiϕ(t′1)〉

×
∑

p

ǫpΘ(tp1 − t1) · · ·Θ(tpn − t1), (7.619)

donde la suma se calcula sobre todas las permutaciones p de los tiempos etiquetados
t1 . . . tn, asegurandonos de esta forma que todos estos tiempos son posteriores a los
tiempos t′1 . . . t

′
n. El factor ǫp refleja las propiedades de conmutación de las fuentes

η, η∗, siendo igual a 1 para todas las permutaciones si η y η∗ conmutan. Para las
variables de Grassmann η, η∗, el factor ǫp es igual a −1 si la permutación p es impar.
El valor esperado se define mediante la intergral de trayectoria

〈 . . . 〉 ≡ 1

Z[0, 0]

∫

Dϕ(t) . . . e(i/2ε)
∫

dt ϕ̇(t)2 . (7.620)

Calculemos el valor esperado de las exponenciales en la Ec. (7.619), para ello lo
escribimos en la forma

〈

exp

[

i
2n
∑

i=1

qiϕ(ti)

]

〉

=
〈

exp

[

∑

i

∫

dt δ(t− ti)qiϕ(t)

]〉

, (7.621)

donde hemos renombrado los tiempos en la forma t1, t2, . . . t2n en lugar de
t1, t

′
1, t2, t

′
2, . . . tn, t

′
n. La mitad de las 2n “cargas” qi son igual a 1, la otra mitad

es igual a −1. Usando el teorema de Wick en la forma dada por la Ec. (3.310)
encontramos
〈

ei
∑2n

i=1
qiϕ(ti)

〉

= exp



−1

2

∫

dtdt′
2n
∑

i=1

qiδ(t− ti)〈ϕ(t)ϕ(t′)〉(t′)
∑

j

qjδ(t− tj)





= exp



−1

2

2n
∑

i,j=1

qiqj〈ϕ(ti)ϕ(tj)〉


 . (7.622)

Sustituyendo aqúı la serie para valores pequeños de κ, Ec. (7.618), vemos que el
término 1/κ tiene el prefactor

exp
[

− ε

4κ

(

∑

i

qi

)2 ]

, (7.623)
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el cual se anula debido a que la suma de todas las “cargas” qi es cero. Por lo tanto,
en el ĺımite κ→ 0 obtenemos

〈

exp

[

i
2n
∑

i=1

qiϕ(ti)

]

〉

= exp



ε
i

2

∑

i>j

qiqj |ti − tj |


 . (7.624)

Note que como una consecuencia del ĺımite κ→ 0, hallamos que todas las funciones
de correlación que no contengan un número igual de variables a∗(t) y a(t) se anulan.
De aqúı obtenemos la “conservación de la carga”.

Para una carga positiva y una carga negativa obtenemos, luego de multiplicar
por la función de Heaviside Θ(t1 − t′1), la función de dos puntos

G(2)(t, t′) = e−iε(t−t
′)/2Θ(t− t′). (7.625)

Esto concuerda con el resultado de operadores deducido de la funcional generatriz
dada por la Ec. (7.603), donde

G(2)(t, t′) = 〈0|T̂ â(t)â†(t′)|0〉 = Θ(t− t′)〈0|â(t)â†(t′)|0〉e−iε(t−t′)/2Θ(t− t′). (7.626)

Sustituyendo la ecuación de Heisenberg [recordemos la Ec. (1.277)]

a(t) = eitĤae−itĤ , a†(t′) = eit
′Ĥa†e−it

′Ĥ . (7.627)

encontramos

〈0|T̂ â(t)â†(t′)|0〉 = Θ(t− t′)〈0|eiε(â†â)2t/2ae− i
2
(â†â)2(t−t′)â†e−i(â

†â)2t′/2|0〉
= Θ(t− t′)〈1|e− i

2
(â†â)2(t−t′)|1〉 = Θ(t− t′)e−iε(t−t

′)/2. (7.628)

Comparemos los cálculos anteriores con una evalución del operador de la teoŕıa
bosónica. El operador Hamiltoniano asociado con el Lagrangiano de la Ec. (7.617)
es Ĥ = εp̂2/2. Los estados en el espacio de Hilbert son estados propios del operador
del momentum p̂ = −i∂/∂ϕ:

{ϕ|p} =
1√
2π
eipϕ. (7.629)

Aqúı, los corchetes son una modificación a la notación de Dirac de los estados de
la teoŕıa bosónica, con lo cual los diferenciamos de los estados de la teoŕıa original
creados por medio del producto de los operadores â†(t) actuando sobre |0〉. En el
lenguaje de operadores, la funcional generatriz de la teoŕıa (7.615) será

Z[η†, η] =
1

{0|0}{0|T̂ exp
[

−
∫

dtdt′η†(t)η(t′)e−iϕ̂(t)eiϕ̂(t
′)Θ(t− t′)

]

|0}, (7.630)

donde ϕ̂(t) son los operadores de la part́ıcula libre.
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Podemos obtener todas las funciones de Green de los operadores iniciales â(t)
y â†(t) hallando las derivadas funcionales con respecto a η† y η de la funcional
generatriz Z[η†, η]. Tomemos, por ejemplo, la función de dos puntos

〈0|T̂ â(t)â†(t′)|0〉 = − δ(2)Z

δη†(t)δη(t′)

∣

∣

∣

∣

∣

η†,η=0

=
1

{0|0}{0|e
−iϕ̂(t)eiϕ̂(t

′)|0}Θ(t− t′). (7.631)

Sustituyendo aqúı la ecuación de Heisenberg (1.277),

ϕ̂(t) = eiε
p̂2

2
t ϕ̂(0) e−iε

p̂2

2
t, (7.632)

podemos evaluar el elemento de matriz en la Ec. (7.631) como sigue:

{0|eiε p̂
2

2
t2e−iϕ̂(0)e−iε

p̂2

2
(t−t′)eiϕ̂(0)e−iε

p̂2

2
t′ |0} = {0|e−iϕ̂(0)e−iε p̂2

2
(t−t′)eiϕ̂(0)|0}. (7.633)

El estado eiϕ̂(0)|0} es un estado propio de p̂ con momentum unitario |1} y la misma
norma que |0}, aśı que la Ec. (7.633) es igual a

1

{0|0} {1|1} e−iε(t−t′)/2 = e−iε(t−t
′)/2 (7.634)

y la función de Green dada por la Ec. (7.631) será:

〈0|T̂ â(t)â†(t′)|0〉 = e−iε(t−t
′)/2Θ(t− t′), (7.635)

tal como en las Ecs. (7.626) y (7.628).
Obsérvese que la estad́ıstica de Fermi y Bose de los operadores originales â, â†

aparece en el resultado solamente mediante las propiedades de conmutación de las
fuentes.

También existe el fenómeno opuesto, en el que la teoŕıa bosónica posee soluciones
que se comportan como fermiones. Esto será discutido en la Sección 8.12.

Apéndice 7A Tratamiento de Singularidades en la Función
Zeta

Mostraremos aqúı cómo evaluar las sumas que determinan la posible temperatura cŕıtica de un gas
de Bose en una caja y en una trampa armónica.

7A.1 Caja Finita

De acuerdo a las Ecs. (7.83), (7.88) y (7.90) la relación entre la temperatura T = h̄2π2/bML2kB
y la fugacidad zD, para un número N dado de part́ıculas en una caja finita D-dimensional está
determinada por la ecuación

N = Nn(T ) + Ncond(T ) = SD(zD) +
zD

1 − zD
, (7A.1)

donde SD(zD) es la suma infinita substraida

SD(zD) ≡
∞
∑

w=1

[ZD
1 (wb)ewDb/2 − 1]zwD, (7A.2)
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que contiene la D-ésima potencia de la función de partición de una part́ıcula en la caja Z1(b) =
∑∞

k=1 e
−bk2/2. La temperatura cŕıtica probable se encuentra igualando esta suma, usando el valor

zD = 1, con el número total de part́ıculas N . Escribiremos la expresión para Z1(b) en la forma

Z1(b) = e−b/2
[

1 + e−3b/2σ1(b)
]

, (7A.3)

donde σ1(b) está relacionada con la función theta eĺıptica dada en la Ec. (7.85) por la relación

σ1(b) ≡
∞
∑

k=2

e−(k2−4)b/2 =
e2b

2

[

ϑ3(0, e
−b/2) − 1 − 2e−b/2

]

. (7A.4)

De acuerdo a la Ec. (7.87), para valores pequeños de b, esta función se comporta como

σ1(b) =

√

π

2b
e2b − e3b/2 − 1

2
e2b + . . . . (7A.5)

Si b < 1, los términos omitidos son exponencialmente pequeños [ver la suma sobre m en la
Ec. (7.86)]. Para valores grandes de b, estos términos serán importantes para asegurar un de-
caimiento exponencial de la forma e−3b/2. Sustituyendo la Ec. (7A.3) en la Ec. (7A.2), encontramos

SD(1) ≡ D

∞
∑

w=1

[

σ1(wb)e
−3wb/2 +

D−1

2
σ2
1(wb)e

−6wb/2 +
(D−1)(D−2)

6
σ3
1(wb)e

−9wb/2

]

.

(7A.6)

Usando ahora la expresión para b pequeño dada en la Ec. (7A.5), obtenemos

S2(1) ≡
∞
∑

w=1

(

π

2wb
ewb −

√

π

2wb
ewb +

1

4
ewb − 1

)

+ . . . , (7A.7)

S3(1) ≡
∞
∑

w=1

(

√

π

2wb

3

e3wb/2 − 3

2

π

2wb
e3wb/2 +

3

4

√

π

2wb
e3wb/2 − 1

8
e3wb/2 − 1

)

+ . . . , (7A.8)

donde los puntos suspensivos indican, otra vez, términos exponencialmente pequeños. Las sumas
convergen solamente para valores negativos de b, esta condición es una consecuencia de la naturaleza
aproximada de las expresiones. Si las evaluamos en este régimen, las sumas dan origen a las
funciones Polilogaŕıtmicas (7.34), usando también el resultado

∑∞
w=1 1 = ζ(0) = −1/2, hallado en

la Ec. (2.522), encontramos

S2(1) = ζ1(e
b) −

√

π

2b
ζ1/2(e

b) +
1

4
ζ0(e

b) − ζ(0) + . . . . (7A.9)

S3(1) =

√

π

2b

3

ζ3/2(e
3b/2) − 3

2

π

2b
ζ1(e

3b/2) +
3

4

√

π

2b
ζ1(e

3b/2) − 1

8
ζ0(e

3b/2) − ζ(0) + . . . . (7A.10)

Estas expresiones se pueden ahora representar en una serie de potencias de b con la ayuda de la
representación de Robinson dada en la Ec. (2.581). Luego, hacemos la continuación anaĺıtica de b
hacia valores positivos para obtener

S2(1) = − π

2b
log(C2b) −

√

π

2b
ζ(1/2) +

1

8
(3 − 2π) + O(b1/2), (7A.11)

S3(1) =

√

π

2b

3

ζ(3/2) +
3π

4b
log(C3b) +

3

4

√

π

2b
ζ(1/2)(1 + π) +

9

16
(1 + π) + O(b1/2). (7A.12)

Las constantes C2,3, C
′
2,3 halladas en los logaritmos resultan ser números complejos, implicando

que las expresiones ĺımite de las Ecs. (7A.7) y (7A.8) no se pueden usar con confianza. Una manera



724 7 Órbitas de Muchas Part́ıculas — Estad́ıstica y Segunda Cuantización

apropiada de corregir esto es como sigue. Mediante modificaciones apropiadas a las Ecs. (7A.7) y
(7A.8), las cuales tienen la misma representación para b pequeño hasta el orden b0, restamos de
SD(1) los términos que remueven las singularidades para b pequeña:

S̃2(1) ≡
∞
∑

w=1

(

π

2wb
−
√

π

2wb
+

4π − 3

4

)

e−wb + . . . , (7A.13)

S̃3(1) ≡
∞
∑

w=1

[

√

π

2wb

3

− 3

2

π

2wb
+

3

4
(1 + 2π)

√

π

2wb
− 9

8
(1 + 2π)

]

e−3wb/2 + . . . . (7A.14)

En estas expresiones, se pueden realizar las sumas sobre w para valores positivos de b, dando

S̃2(1)≡ π

2b
ζ1(e

−b) −
√

π

2b
ζ1/2(e

−b) +
4π − 3

4
ζ0(e

−b) + . . . , (7A.15)

S̃3(1)≡
√

π

2b

3

ζ3/2(e
−3b/2) − 3

2

π

2b
ζ1(e

−3b/2) +
3

4
(1+2π)

√

π

2b
ζ1/2(e

−3b/2)− 9

8
(1+2π)ζ0(e

−3b/2) + . . . .

(7A.16)

Sustituyendo otra vez la representación de Robinson, Ec. (2.581), obtenemos de nueva cuenta las
series halladas en las Ecs. (7A.11) y (7A.12), pero ahora con constantes reales bien definidas

C̃2 = e3/2π−2+
√
2 ≈ 0.8973, C̃3 =

3

2
e−2+1/

√
3−1/π ≈ 0.2630. (7A.17)

Las expresiones substraidas SD(1)− S̃D(1) son suaves cerca del origen, aśı que el comportamiento
importante de las sumas para valores pequeños de b se puede obtener simplemente de una integral
numérica sobre w:

∫ ∞

0

dw[S2(1) − S̃2(1)] = −1.1050938

b
,

∫ ∞

0

dw[S3(1) − S̃3(1)] = 3.0441. (7A.18)

Estas integrales modifican las constantes C̃2,3 a los valores

C2 = 1.8134, C3 = 0.9574. (7A.19)

Las correcciones a las sumas sobre SD(1) − S̃D(1) son del orden de b0 y superior y ya se han
incluido en las series (7A.11) y (7A.12), mismas que dejarán de ser confiables cuando C2,3 dejen
de serlo.

De la Ec. (7A.12) calculamos la corrección a la temperatura cŕıtica debido a la dimensión finita

igualando S3(1) con N . Expresando esto en términos de b
(0)
c mediante la Ec. (7.92) e introduciendo

la razón b̂c ≡ bc/b
(0)
c , la cual es cercana a la unidad, obtenemos la serie en potencias de la cantidad

2b
(0)
c /π = [ζ(3/2)/N ]

2/3
:

b̂3/2c = 1 +

√

2b
(0)
c

π

3
√

b̂c
2ζ(3/2)

log(C3b
(0)
c b̂c) +

2b
(0)
c

π

3

4ζ(3/2)
ζ(1/2)(1 + π)b̂c + . . . . (7A.20)

A orden menor, la solución es simplemente

b̂c = 1 +

√

2b
(0)
c

π

1

ζ(3/2)
log(C3b

(0)
c ) + . . . , (7A.21)

dando la temperatura cŕıtica probable a primer orden en 1/N1/3, como se halló en la Ec. (7.94).

Al orden siguiente, sustituimos en el último término la solución a orden cero b̂c ≈ 1 y en el segundo
término la solución a primer orden dado en la Ec. (7A.21), para encontrar

b̂3/2c = 1 +
3

2

√

2b
(0)
c

π

1

ζ(3/2)
log(C3b

(0)
c )
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+
2b

(0)
c

π

3

4ζ(3/2)

{

ζ(1/2)(1 + π) +
1

ζ(3/2)

[

2 log(C3b
(0)
c ) + log2(C3b

(0)
c )
]

}

+ . . . . (7A.22)

Reemplazando b
(0)
c por (2/π) [ζ(3/2)/N ]

2/3
, obtenemos la razón (T

(0)
c /Tc)

3/2 entre la temperatura

cŕıtica para dimensión finita e infinita, Tc y T
(0)
c , respectivamente. Las correcciones a primer y

segundo orden están graficadas en la Fig. 7.12 junto con resultados hallados de la solución numérica
de la ecuación N = S3(1).

0.05 0.1 0.15

1.1

1.2

1.3

1.4

1/N1/3

Tc/T
(0)
c

Figure 7.12 Correcciones a la temperatura cŕıtica para valores de N = 300 hasta in-

finito, calculadas tanto de la fórmula N = S3(1) (curva sólida) como de la representación

(7A.22) (curva con trazos cortos hasta orden [b
(0)
c ]1/2 ∝ 1/N1/3, curva con trazos largos

hasta orden b
(0)
c ∝ 1/N2/3). Los puntos gruesos muestran los picos en la segunda derivada

d2Ncond(T )/dT 2. Los puntos pequeños muestran los valores correspondientes para ensem-

bles canónicos.

7A.2 Trampas Armónicas

La suma que define una probable transición de fase en una trampa armónica está dada por la
Ec. (7.138),

SD(b, zD) =

∞
∑

w=1

[

1

(1−e−wb)
D

− 1

]

zwD, (7A.23)

la cual determina el número de part́ıculas normales en la trampa armónica mediante la Ec. (7.139).
Consideremos sólo el punto zD = 1, el cual determina la temperatura cŕıtica por medio de la
condición Nn = N . Restringiendonos a los casos f́ısicos D = 1, 2, 3, reescribimos la suma en la
forma

SD(b, 1) =
∞
∑

w=1

D

[

e−wb − (D − 1)

2
e−2wb +

(D − 1)(D − 2)

6
e−3wb

]

1

(1 − e−wb)D
. (7A.24)

De acuerdo al método desarrollado para la evaluación de la Ec. (2.581), obtenemos la suma en
dos pasos. Primero evaluamos para valores pequeños de b, donde la suma se reduce a una integral
sobre w. Después de esto calculamos la diferencia entre la suma y la integral por medio de una
representación sencilla en serie de potencias.

En su forma actual, la suma de la Ec. (7A.24) no se puede convertir en una integral debido a
las singularidades en w = 0. Estas singularidades se deben quitar primero mediante substraciones.
Aśı, descomponemos SD(b, 1) en suma substraida más la parte restante

SD(b, 1) = S̄D(b, 1) + ∆DSD(b, 1) + b
D

2
∆D−1SD(b, 1) + b2

D(3D − 1)

24
∆D−2SD(b, 1),(7A.25)
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donde

S̄D(b, 1) =

∞
∑

w=1

D

[

e−wb − D − 1

2
e−2wb +

(D − 1)(D − 2)

6
e−3wb

]

×
[

1

(1 − e−wb)D
− 1

wDbD
− D

2wD−1bD−1
− D(3D − 1)

24wD−2bD−2

]

(7A.26)

es la suma substraida y

∆D′SD(b, 1) ≡ D

bD

[

ζD′(e−b) − D − 1

2
ζD′(e−2b) +

(D − 1)(D − 2)

6
ζD′(e−3b)

]

(7A.27)

agrupa la parte restante. Ahora, en el ĺımite de valores pequeños de b, la suma substraida se puede
calcular como una integral sobre w, para ello usamos la fórmula integral para la función Beta:

∫ ∞

0

dx
e−ax

(1 − e−x)b
= B(a, 1 − b) =

Γ(a)Γ(1 − b)

Γ(1 + a− b)
. (7A.28)

De este resultado obtenemos las siguientes contribuciones, para valores pequeños de b, a las sumas
substraidas

S̄1(b, 1) →
b→0

1

b

(

γ− 7

12

)

≡ s1,

S̄2(b, 1) →
b→0

1

b

(

γ+log 2− 9

8

)

≡ s2, (7A.29)

S̄3(b, 1) →
b→0

1

b

(

γ+log 3− 19

24

)

≡ s3,

donde γ = 0.5772 . . . es el número de Euler-Mascheroni dado en la Ec. (2.469). La suma-menos-
integral restante se obtiene por una representación en serie de potencias de b de 1/(1 − e−wb)D,
hallando luego las sumas sobre w usando la fórmula dada por la Ec. (2.584). Sin embargo, debido a
las subtracciones, las correcciones son muy pequeñas, del orden de (1/bD)O(b3), y serán ignoradas.
Aśı, obtenemos

SD(b, 1) =
sD
bD

+ ∆SD(b, 1) +
1

bD
O(b3). (7A.30)

Ahora hallamos la serie de ∆D′SD(b, 1) usando la fórmula de Robinson, Ec. (2.583), a orden b2/bD,
y encontramos

∆D′S1(b, 1) =
1

b
ζD′(e−b),

∆D′S2(b, 1) =
1

b2
[

2ζD′(e−b) − ζD′(e−2b)
]

, (7A.31)

∆D′S3(b, 1) =
1

b3
[

3ζD′(e−b) − 3ζD′(e−2b) + ζD′(e−3b)
]

, (7A.32)

donde

ζ1(e
−b) = − log

(

1 − e−b
)

= − log b +
b

2
− b2

24
+ . . . ,

ζ2(e
−b) = ζ(2) + b(log b− 1) − b2

4
+ . . . , (7A.33)

ζ3(e
−b) = ζ(3) − b

6
ζ(2) − b2

2

(

log b− 3

2

)

+ . . . , (7A.34)
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Los resultados son

S1(b, 1) =
1

b

[

(− log b + γ) +
b

4
− b2

144
+ . . .

]

,

S2(b, 1) =
1

b2

[

ζ(2) − b

(

log b− γ +
1

2

)

+
7b2

24
+ . . .

]

, (7A.35)

S3(b, 1) =
1

b3

[

ζ(3) +
3b

2
ζ(2) − b2

(

log b− γ +
19

24

)

+ . . .

]

,

tal como se halló en las Ecs. (7.165)–(7.167).
Nótese que, en la suma substraida (7A.24), los cálculos no se pueden abreviar usando una

representación simple en potencias de w del factor 1/(1−e−wb)D, ya que en este caso obtendŕıamos
la Ec. (7A.25) sin el primer término S̄1(b, 1) y por ende sin las integrales de la Ec. (7A.29).

Apéndice 7B Probable Temperatura Cŕıtica Experimental

vs Temperatura Cŕıtica Teórica

En la Fig. 7.12 hemos visto que existe sólo una pequeña diferencia entre la probable temperatura
cŕıtica teórica Tc de un sistema finito, calculado de la ecuación N = S2(1), y la temperatura
experimental T exp

c determinada del máximo de la segunda derivada de la fracción del condensado
ρ ≡ Ncond/N . Estimemos esta diferencia. La temperatura Tc se encuentra de la solución de la
ecuación [recordemos la Ec. (7.90)]

N = SD(1) ≡
∞
∑

w=1

[ZD
1 (wbc)e

wDb/2 − 1]. (7B.1)

Para encontrar la temperatura experimental debemos de resolver la Ec. (7A.1) completa y buscar el
máximo de d2Ncond(T )/dT 2. El último término en la Ec. (7A.1) se puede expresar en términos de
la fracción del condensado ρ(T ), en la forma Ncond(T ) = ρ(T )N . Cerca del punto cŕıtico, usamos
la relación δzD ≡ 1 − zD y vemos que es igual a δzD = 1/(1 + Nρ)

En el régimen cŕıtico, tanto ρ como 1/Nρ son del mismo orden 1/
√
N . Aśı, usamos la serie de

potencia de SD(zD) a orden más bajo en δzD = 1/Nρ + . . . , y reemplazamos la Ec. (7A.1) por

N ≈ [SD(1) + ∂bSD(1)δb− ∂zDSD(1) (1/Nρ− 1/N + . . .)] + ρN, (7B.2)

o
b∂bSD(1)

SD(1)

δb

b
≈ ∂zDSD(1)

SD(1)

1

Nρ
− ρ + . . . , (7B.3)

En la discusión de los términos importantes debemos ignorar las correcciones de dimensión finita

de SD(1), i.e., la diferencia entre T
(0)
c y T

(1)
c , aśı que SD(1) = (π/2b

(0)
c )D/2, y podemos aproximar

el lado izquierdo de la Ec. (7B.3) como (D/2)δT/T
(0)
c . Abreviando el término ∂zDSD(1)/SD(1)

por A, el cual es del orden de la unidad, tenemos que hallar a ρ(T ) a partir de la ecuación

D

2
t ≈ A

Nρ
− ρ− A

N
, (7B.4)

donde t ≡ δT/T
(0)
c . De aqúı obtenemos

ρ(t) =

√

A

N
− D

4
t +

D2

32

√

N

A
t2 − D4

2048

√

N

A

3

t4 + . . . . (7B.5)

El máximo de d2ρ(t)/dt2 se encuentra en t = 0, aśı que, a este orden, la probable T
(1)
c experimental

cŕıtica coincide con la temperatura cŕıtica teórica.
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Si usamos la serie dada en la Ec. (7B.2) a segundo orden en ρ ≈ 1/Nρ ≈ 1/
√
N , encontraremos

una diferencia del orden de 1/N . Como un ejemplo, tómese D = 3, suponiendo A = 1, y usemos
la dependencia completa de T en vez de la serie a menor orden de la Ec. (7B.4):

(

T

T
(0)
c

)3/2

= (1 + t)3/2 =
1

Nρ
− ρ. (7B.6)

Por simplicidad, ignoramos los términos 1/N en (7B.3). Los resultados para ρ(t) y d2ρ/dt2 están
graficados en la Fig. 7.13. El máximo de d2ρ/dt2 se ubica en t ≈ 8/9N , el cual se puede ignorar si
conocemos Tc sólo hasta orden O(N−1/3) o O(N−2/3), como en las Ecs. (7.91) y (7A.22).
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Figure 7.13 Gáficas de la fracción del condensado y su segunda derivada para un gas

simple de Bose en una caja finita obtenidas de la Ec. (7B.6), para N = 100 y 1000.

Note que una manera conveniente de determinar la probable temperatura cŕıtica, a partir de
datos númericos, es mediante la curvatura máxima del potencial qúımico µ(T ), i.e., del máximo
de −d2µ(T )/dT 2. Ya que zD = eµ−Db/2 = 1− δzD ≈ 1 + µ−Db/2, la segunda derivada de µ está
relacionada con la de δzD mediante la relación

−d2µ

dt2
≈ d2δzD

dt2
−Db(0)c . (7B.7)

El segundo término es del orden de 1/N2/D y se puede ignorar, como veremos inmediatamente.
La ecuación muestra que la segunda derivada de −µ coincide con la de δzD, misma que está
relacionada a d2ρ/dt2 mediante la expresión

d2δzD
dt2

≈ d2

dt2
1

Nρ
=

1

N

[

2

ρ3

(

dρ

dt

)2

− 1

ρ2
d2ρ

dt2

]

=
D2

16

√

N

A3

[

1 − 3D2

32

N

A
t2 + O(t4)

]

. (7B.8)

Esta expresión tiene su máximo en t = 0, lo cual significa que el hallar a T
(1)
c por medio de este

procedimiento coincide con el anterior. El término ignorado, cuyo orden es 1/N2/D, tiene una
contribución relativa de 1/N2/D+1/2, mismo que se puede ignorar para valores grandes de N .

Notas y Referencias

Las integrales de trayectoria de muchas part́ıculas idénticas son discutidas en el libro de texto
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[8] Ver, por ejemplo, Caṕıtulo 11 en H. Kleinert, Gauge Fields in Condensed Matter , op. cit.,
Vol. I, World Scientific, Singapore, 1989 (wwwK/b1).

[9] La primera observación se hizo en JILA con 87Ru:
M.H. Anderson, J.R. Ensher, M.R. Matthews, C.E. Wieman, and E.A. Cornell, Science
269, 198 (1995).
Fue seguido de un condensado de 7Li en Rice University:
C.C. Bradley, C.A. Sackett, J.J. Tollet, and R.G. Hulet, Phys. Rev. Lett. 75, 1687 (1995);
y en 30Na en MIT:
K.B. Davis, M.-O. Mewes, M.R. Andrews, and N.J. van Druten, , D.S. Durfee, D.M. Kurn,
W. Ketterle, Phys. Rev. Lett. 75, 3969 (1995).

[10] J.R. Abo-Shaeer, C. Raman, J.M. Vogels, and W. Ketterle, Science 292, 476 (2001).

[11] A.L. Fetter and J.D. Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems McGraw–Hill,
New York, 1971, Sec. 28.

[12] V.N. Popov, Theor. Math. Phys. 11, 565 (1972); Functional Integrals in Quantum Field

Theory and Statistical Physics (Reidel, Dordrecht, 1983).
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Every path hath a puddle.

George Herbert, Outlandish Proverbs, 1640

8

Integrales de Trayectoria en Coordenadas Polares
y Esféricas

Muchos sistemas f́ısicos poseen simetŕıa rotacional. En la mecánica cuántica de ope-
radores, esta propiedad es de gran ayuda para encontrar las funciones de onda y las
enerǵıas de un sistema. Si la ecuación de Schrödinger, rotacionalmente simétrica, se
transforma a coordenadas esféricas, ésta se separa en una ecuación diferencial radial
y varias ecuaciones diferenciales angulares. Las últimas son universales y tienen solu-
ciones bien conocidas. Sólo la ecuación radial contiene información espećıfica sobre
la dinámica del sistema. Siendo una ecuación diferencial de Schrödinger ordinaria
unidimensional, esta ecuación se puede resolver con las técnicas usuales.

En la aproximación de integrales de trayectoria, es posible una transformación
similar de coordenadas, a pesar de que esta transformación complica demás las cosas
en lugar de hacerlas más simples. Primeramente, el uso de coordenadas no carte-
sianas causa problemas no triviales como los observados en el Caṕıtulo 6, donde
el espacio de configuración se ha restringido topológicamente. Tales problemas
se pueden resolver, como en el Caṕıtulo 6, utilizando el procedimiento apropiado
conocido de las coordenadas Cartesianas. La segunda complicación es más severa:
Cuando se estudia un sistema con un momentum angular dado, la presencia de una
barrera centŕıfuga destruye la posibilidad de crear una partición temporal de la inte-
gral de trayectoria al estilo Feynman, como en el Caṕıtulo 2. La reciente solución al
problema anterior ha preparado el camino de dos grandes avances en las integrales
de trayectoria, los cuales serán presentados en los Caṕıtulos 10, 11 y 12.

8.1 Descomposición Angular en Dos Dimensiones

Consideremos un sistema mecánico-cuántico bidimensional con invariancia rota-
cional. En la mecánica cuántica de Schrödinger, encontramos conveniente introducir
coordenadas polares

x = r(cosϕ, sinϕ), (8.1)

y separar la ecuación diferencial en una parte radial y otra azimutal, las cuales se
pueden resolver por separado. Tratemos de seguir la misma aproximación en las
integrales de trayectoria. Para evitar las compliciones asociadas con las integrales

733
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de trayectoria en la formulación canónica [1], todos los cálculos se harán en la for-
mulación de Lagrange. Más aún, será ventajoso trabajar con la amplitud de tiempo
imaginario (la matŕız de densidad térmica) para evitar llevar los factores i. Aśı,
partimos de la integral de trayectoria

(xbτb|xaτa) =
∫

D2x(τ)exp
{

−1

h̄

∫ τb

τa
dτ
[

M

2
ẋ2 + V (r)

]}

. (8.2)

La partición temporal de esta integral de trayectoria se hace en la manera estándar,
mediante el producto de integrales

(xbτb|xaτa) ≈
N
∏

n=1

[

∫

d2xn
2πh̄ǫ/M

]

exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
(xn − xn−1)

2 + V (rn)
]

}

. (8.3)

En la representación de coordenadas polares, la norma cambia a

N
∏

n=1

∫ ∞

0
drnrn

∫ 2π

0

dϕn

2πh̄ǫ/M

y el término cinético será

exp
[

−1

h̄

M

2ǫ
(xn−xn−1)

2
]

= exp
{

−1

h̄

M

2ǫ

[

r2n + r2n−1−2rnrn−1cos(ϕn−ϕn−1)
]

}

. (8.4)

Para evaluar las integrales en ϕn, es útil representar la Ec. (8.4) en una serie factori-
zada usando la fórmula

eacosϕ =
∞
∑

m=−∞

Im(a)e
imϕ, (8.5)

donde Im(z) son las funciones modificadas de Bessel. Luego, la Ec. (8.4) se convierte
en

exp
[

−1

h̄

M

2ǫ
(xn − xn−1)

2
]

= exp
[

−1

h̄

M

2ǫ
(r2n + r2n−1)

] ∞
∑

m=−∞

Im

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)

eim(ϕn−ϕn−1). (8.6)

En la integral de trayectoria discretizada (8.3), existen N + 1 factores de este tipo.
Las N integrales sobre las variables ϕn se pueden evaluar y obtenemos N funciones
δ de Kronecker:

N
∏

n=1

2πδmn,mn−1
. (8.7)

Con esto evaluamos todas la integrales con excepción de las sumas sobre m, de tal
manera que obtenemos la amplitud

(xbτb|xaτa) ≈
2π

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1

[

∫ ∞

0

drnrn2π

2πh̄ǫ/M

]

∞
∑

m=−∞

1

2π
eim(ϕb−ϕa)

×
N+1
∏

n=1

{

exp
[

−1

h̄

M

2ǫ
(r2n + r2n−1)

]

Im

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)}

exp

[

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

V (rn)

]

. (8.8)
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Definimos ahora la amplitud de evolución temporal radial por medio de la siguiente
suma con respecto a los números cuánticos azimutales m:

(xbτb|xaτa) =
∞
∑

m=−∞

1√
rbra

(rbτb|raτa)m
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (8.9)

Las amplitudes (rbτb|raτa)m están, obviamente, dadas por la integral de trayectoria

radial

(rbτb|raτa)m ≈ 1
√

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drn
√

2πh̄ǫ/M





×
N+1
∏

n=1

[

exp
{

− M

2ǫh̄
(rn − rn−1)

2
}

Ĩm

(

Mrnrn−1

h̄ǫ

)]

exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

V (rn)

}

. (8.10)

Aqúı hemos introducido funciones modificadas de Bessel ligeramente diferentes

Ĩm(z) ≡
√
2πze−zIm(z). (8.11)

Por brevedad, estas funciones también serán llamadas “funciones de Bessel”. Las
funciones tienen el siguiente comportamiento asintótico

Ĩm(z)
z→∞−−−→ 1− m2 − 1/4

2z
+ . . . = e−

m2
−1/4
2z + . . . , (8.12)

Ĩm(z)
z→0−−−→ 2

√
π(z/2)m+1/2 + . . . . (8.13)

En el caso de una part́ıcula libre, donde V (r) = 0, en la Ec. (8.10) es fácil evaluar
todas las integrales intermedias sobre rn. En el producto, dos cantidades contiguas
requieren de la integral

∫ ∞

0
dr′ exp

(

−r
′′2

2ǫ2
− r2

2ǫ1

)

exp
[

−r′2
(

1

2ǫ2
+

1

2ǫ1

)]

√
r′′r′

ǫ2
Im

(

r′′r′

ǫ2

)
√
r′r

ǫ1
Im

(

r′r

ǫ1

)

= exp

[

− r′′2 + r2

2 (ǫ1 + ǫ2)

]
√
r′′r

ǫ1 + ǫ2
Im

(

r′′r

ǫ1 + ǫ2

)

. (8.14)

Por simplicidad, en esta fómula, las unidades son M = 1, h̄ = 1. El lado derecho de
la Ec. (8.14) se sigue directamente de la fórmula

∫ ∞

0
drre−r2/ǫIν (βr) Iν (αr) =

ǫ

2
e(α

2+β2)ǫ/4Iν (ǫαβ/2) , (8.15)

identificando ǫ, α, β como

ǫ = 2ǫ1ǫ2/ (ǫ1 + ǫ2) ,

α = r/ǫ1, (8.16)

β = r′′/ǫ2.
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Aśı, en la Ec. (8.10), donde V (r) = 0, las integrales se pueden realizar sucesivamente,
de donde para τb > τa obtenemos la amplitud térmica:

(rbτb|raτa)m =
M

h̄

√
rbra

τb − τa
exp

[

−M
2h̄

r2b + r2a
(τb − τa)

]

Im

(

M

h̄

rbra
τb − τa

)

. (8.17)

Nótese que el mismo resultado se podŕıa haber obtenido directamente de la amplitud
de tiempo imaginario para una part́ıcula libre en dos dimensiones,

(xbτb|xaτa) =
M

2πh̄(τb − τa)
exp

[

−M
2h̄

(xb − xa)
2

τb − τa

]

, (8.18)

reescribiendo el lado derecho como

M

2πh̄ (τb − τa)
exp

(

−M
2h̄

r2b + r2a
τb − τa

)

exp
[

M

2h̄

rbra
τb − τa

cos (ϕb − ϕa)
]

,

y representando la segunda exponencial, de acuerdo a la Ec. (8.5), en las series

∞
∑

m=−∞

Im

(

M

h̄

rbra
τb − τa

)

eim(ϕb−ϕa). (8.19)

De la comparación de estos coeficientes con los de la Ec. (8.9), obtenemos las am-
plitudes radiales (8.17).

Debido a la Ec. (8.14), las amplitudes radiales satisfacen una ley de composición
fundamental, correspondiente a la Ec. (2.4), la cual, para τb > τ > τa, será

∫ ∞

0
drr (rbτb|r τ)m (r τ |raτa)m = (rbτb|raτa)m . (8.20)

8.2 Problemas con la Fórmula de Feynman para la
Integral de Trayectoria en Coordenadas Radiales

En el cálculo anterior hemos probado que la expresión (8.10) es ciertamente la in-
tegral de trayectoria radial correcta. Sin embargo, no es del tipo Feynman. De la
mecánica cuántica de operadores sabemos que la acción de una part́ıcula movien-
dose en un potencial V (r), para un momentum angular fijo L3 = mh̄, contiene una
barrera de potencial centŕıfuga h̄2(m2 − 1/4)/2Mr2, y tiene la forma

Am =
∫ τb

τa
dτ

(

M

2
ṙ2 +

h̄2

2M

m2 − 1/4

r2
+ V (r)

)

. (8.21)

Esto se obtiene separando el operador Hamiltoniano en coordenadas radiales y azi-
mutales, fijando el momentum angular azimutal L3, y escogiendo para éste el valor
mecánico-cuántico h̄m. Por lo tanto, de acuerdo a las reglas de Feynman la amplitud
radial está dada por la integral de trayectoria

(rbτb|raτa)m =
∫ ∞

0
Dr exp

(

−1

h̄
Am

)

. (8.22)
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El lector puede objetar el uso de la palabra “clásica” en la prescencia de un término
proporcional a h̄2 en la acción. Sin embargo, en esta sección h̄m se usa mera-
mente como un parámetro que define el momentum azimutal pϕ ≡ h̄m en la barrera
centŕıfuga clásica p2ϕ/2Mr2. Aqúı el momentum está parametrizado en términos de
un número adimensional m, el cual no necesariamente tiene el valor entero requerido
por la cuantización del movimiento azimutal.

De una simple partición temporal de la Ec. (8.22), de acuerdo a las reglas de
Feynman de la Sección 2.1, tendŕıamos la N–ésima expresión finita

(rbτb|raτa)m ≈ 1
√

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drn
√

2πh̄ǫ/M





× exp

{

−1

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ
(rn − rn−1)

2 + ǫ
h̄2

2M

m2 − 1/4

rnrn−1
+ ǫV (rn)

]}

. (8.23)

De hecho, los denominadores en la barrera centŕıfuga podŕıan haberse escogido como
r2n. Esto haŕıa una diferencia despreciable para ǫ pequeño. Note que en contraste
a la integral de trayectoria estándar de Feynman en una dimensión, las integrales
sobre r cubren sólo el semi-eje r ≥ 0, y no el eje r completo. Esto no representa
ningún problema ya que del Caṕıtulo 6 sabemos cómo tratar con un semi–espacio.

Ahora es tiempo de analizar una desagradable sorpresa contenida en la expresión
(8.23): Para m = 0, no existe la partición temporal de la integral de trayectoria de
Feynman ya que el potencial tiene una singularidad para r pequeño. Esto conduce
a un fenómeno al que nos referiremos como el colapso de la trayectoria, el cual
será estudiado y resuelto en el Caṕıtulo 12. En este momento sólo señalamos el
origen matemático del problema, mediante la comparación de la partición temporal
(8.23) con la expresión correcta (8.10). La singularidad no seŕıa de consecuencia śı,
en el ĺımite continuo ǫ → 0, las dos expresiones convergieran a la misma relación.
A primera vista, esto parece ser el caso. Después de todo, se supone que ǫ es
infinitesimalmente pequeño de tal manera que podemos reemplazar la “función de
Bessel” Ĩm (Mrnrn−1/h̄ǫ) por su forma asintótica (8.12),

Ĩm

(

Mrnrn−1

h̄ǫ

)

ǫ→0−−−→ exp

(

−ǫ h̄

2M

m2 − 1/4

rnrn−1

)

. (8.24)

Para una conjunto fijo de rn, i.e., para una trayectoria dada, el ĺımite continuo ǫ→ 0
permite que los integrandos en las Ecs. (8.10) y (8.23) coincidan, siendo la diferencia
entre ellos del orden de ǫ2. Desafortunadamente la integral de trayectoria requiere
que el ĺımite se tome después de evaluar las integrales sobre drn. Sin embargo, las
integrales no existen en m = 0. Para trayectorias muy cercanas a la singularidad en
r = 0, la aproximación (8.24) falla. De hecho, la representación para valores grandes
de z

Ĩm(z) = 1− m2 − 1/4

2z
+

(m2 − 1/4)(m2 − 1/9)

2!(2z)2
− . . . (8.25)

con z =Mrnrn−1/h̄ǫ nunca converge, aún para ǫ muy pequeño. Las series muestran
sólo una convergencia asintótica (veremos más sobre este tema en la Sección 17.9).
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Si queremos evaluar Ĩm(z) =
√
2πze−zIm(z) para todo valor de z, tenemos que usar

la representación convergente de la serie de potencias de Im(z) alrededor de z = 0:

Im(z) =
(

z

2

)m
[

1

0!m!
+

1

1!(m+ 1)!

(

z

2

)2

+
1

2!(m+ 2)!

(

z

2

)4

+ . . .

]

.

Se sabe de la teoŕıa de Schrödinger que el término dominante zm, determina el com-
portamiento de la distribución mecánico-cuántica de las part́ıculas cerca del origen.
Esto es cualitativamente diferente de la distribución, exponencialmente pequeña,
exp [−ǫh̄(m2 − 1/4)/2Mr2] contenida en cada partición temporal de la fórmula de
Feynman (8.23) para |m| > 1/2.

El origen de estos problemas es un comportamiento anómalo en el ĺımite de
alta temperatura de la función de partición. En este ĺımite, la diferencia temporal
imaginaria τb − τa = h̄/kBT es muy pequeña, y normalmente sólo contiene una sola
parte de la partición temporal de la integral de trayectoria (ver las Secciones 2.9 y
2.13). Si esto fuese también cierto aqúı, la fórmula (8.23) conduciŕıa, en ausencia de
un potencial V (r), a la distribución clásica de part́ıculas [comparar con la Ec. (2.349)]

(ra τa + ǫ|raτa) =
1

√

2πh̄ǫ/M
exp

(

−ǫ h̄

2M

m2 − 1/4

r2a

)

. (8.26)

Si sustraemos la distribución de barrera libre, obtenemos la función de partición
clásica1

Zcl =
∫ ∞

0

dr√
2πa

[

exp

(

−am
2 − 1/4

2r2

)

− 1

]

= −1

2

√

m2 − 1

4
, (8.27)

donde hemos abreviado el factor ǫh̄/M por a. La integral es independiente de la
temperatura y converge sólo para |m| > 1/2.

Comparemos este resultado con el ĺımite apropiado de alta temperatura de la
función de partición exacta, calculada utilizando la Ec. (8.17) y con la misma sus-
tracción de antes. Para toda T tendremos

Z =
1

2

∫ ∞

0
dze−z [Im(z)− I1/2(z)]. (8.28)

Al igual que en la expresión clásica, no existe dependencia en la temperatura. La
integral

∫ ∞

0
dze−αzIµ(z) = (α2 − 1)

−1/2
(α+

√
α2 − 1)

−µ
(8.29)

[ver la fórmula (2.475)] converge para todo ν real arbitrario y α > 1, y en el ĺımite
α→ 1 obtenemos

Z = −1

2
(m− 1/2). (8.30)

1Esto se sigue representando la fórmula
∫∞

0 dxe−a/x2−bx2

=
√

π/4be−2
√
ab en potencias de

√
b,

sustrayendo el término a = 0, y tomando el ĺımite b → 0.



8.2 Problemas con la Fórmula de Feynman de la Integral de Trayectoria en ... 739

Esto difiere del resultado clásico (8.27) y concuerda con él sólo en el ĺımite de valores
grandes de m.2

Concluimos entonces que la partición temporal de una integral de trayectoria
que contiene una barrera centŕıfuga sólo puede dar la amplitud correcta cuando
utilizamos la acción Euclideana

ÃN
m =

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ
(rn − rn−1)

2 − h̄logĨm

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)]

, (8.31)

en la cual la vecindad de la singularidad se trata de forma mecánico-cuántica. La
partición temporal de la acción clásica (8.23) es muy simple e inútil. Por lo tanto,
la barrera centŕıfuga proporciona un contraejemplo a las reglas de Feynman de las
integrales de trayectoria, de acuerdo a las cuales las amplitudes mecánico-cuánticas
debeŕıan obtenerse de una suma sobre todas las exponenciales que involucran sólo
la expresión clásica para las acciones de tiempo corto.

Es fácil ver donde la deducción de la partición temporal de la integral de trayec-
toria de la Sección 2.1 colapsa. En esa sección, el elemento básico fue la fórmula del
producto de Trotter (2.26), que para tiempo imaginario tiene la forma

e−β(T̂+V̂ ) = lim
N→∞

(

e−ǫT̂ e−ǫV̂
)N+1

, ǫ ≡ β/(N + 1). (8.32)

Una identidad exacta es e−β(T̂+V̂ ) ≡
(

e−ǫT̂ e−ǫV̂ eiǫ
2X
)N+1

donde X está dado en la

Ec. (2.10), y consiste de una suma de conmutadores de orden cada vez mayor entre V̂
y T̂ . La fórmula de Trotter ignora estos conmutadores. Sin embargo, en la presencia
de una barrera de potencial centŕıfuga esto ya no está permitido. A pesar de que los
conmutadores ignorados tienen potencias crecientes de la pequeña cantidad ǫ, por
otro lado, estos conmutadores divergen, para r = 0, en la forma ǫn/r2π. Los mismos
términos aparecen en la representación asintótica (8.25) de la “función de Bessel”.
Estos términos están presentes en la acción (8.31).

Debe de hacerse notar que para un Hamiltoniano que posee una barrera de
potencial centŕıfuga Vcb adicional a un potencial arbitrario suave V , i.e., para un
operador Hamiltoniano de la forma Ĥ = T̂ + V̂cb + V̂ , podemos usar la fórmula de
Trotter, según la expresión

e−βH = lim
N→∞

(

e−ǫ(T̂+V̂cb)e−ǫV̂
)N+1

, ǫ ≡ β/(N + 1). (8.33)

Esto nos lleva a una fórmula válida para la partición temporal de la integral de
trayectoria

(rbτb|raτa)m ≈
N
∏

n=1

[
∫ ∞

0
drn

] N+1
∏

n=1

[

∫

dpn
2πh̄

]

exp
{

−1

h̄
ÃN

m[p, r]
}

, (8.34)

2Si m no fuese sólo un número adimensional que parametriza una barrera de potencial arbitraria
para p2ϕ/2Mr2 fijo, como en esta sección, el ĺımite clásico para un pϕ fijo eliminaŕıa el problema
ya que para h̄ → 0, el número m seŕıa infinitamente grande, conduciendo al ĺımite correcto de
alta temperatura de la función de partición. Sin embargo, si m es fijo y finito, la discrepancia es
inevitable.
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donde la acción segmentada será

ÃN
m[p, r] =

N+1
∑

n=1

[

−ipn(rn − rn−1) + ǫ
p2n
2M

− h̄logĨm

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)

+ ǫV (rn)

]

. (8.35)

Después de integrar sobre los momenta, obtenemos

(rbτb|raτa)m ≈ 1
√

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drn
√

2πh̄ǫ/M



 exp
{

−1

h̄
ÃN

m[r]
}

, (8.36)

donde la acción es

ÃN
m[r, ṙ] =

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ
(rn − rn−1)

2 − h̄logĨm

(

Mrnrn−1

h̄ǫ

)

+ ǫV (rn)
]

. (8.37)

La fórmula dada por la integral de trayectoria (8.36) se puede usar, en principio,
para encontrar la amplitud para un momentum angular fijo de sistemas solubles.

Un ejemplo es el oscilador armónico radial con momentum angular m, aunque
debe de notarse que este ejemplo particularmente simple no require de calcular las
integrales involucradas en la Ec. (8.36). Este resultado se puede encontrar de forma
más simple de una descomposición directa del momentum angular de la amplitud
(2.177). Después de una continuación anaĺıtica para tiempos imaginarios t = −iτ
y una representación en series de la exponencial, con la ayuda de la Ec. (8.5), para
D = 2 obtenemos

(xbτb|xaτa) =
1

2π

Mω

h̄ sinh[ω(τb − τa)]
e−

Mω
2h̄

coth[ω(τb−τa)](r2b+r2a)

×
∞
∑

m=−∞

Im

(

Mωrbra
h̄ sinh[ω(τb − τa)]

)

eim(ϕb−ϕa). (8.38)

Comparando con la Ec. (8.9), obtenemos la amplitud radial

(rbτb|raτa)m =
M

h̄

ω
√
rbra

coth[ω(τb − τa)]
Im

(

Mωrbra
h̄ sinh[ω(τb − τa)]

)

. (8.39)

Del ĺımite ω → 0 obtenemos el resultado para la part́ıcula libre

(rbτb|raτa)m =
M

h̄

√
rbra

τb − τa
Im

(

M

h̄

rbra
τb − τa

)

. (8.40)

8.3 Comentarios Precautorios

Es importante enfatizar que obtuvimos las amplitudes de evolución temporal correc-
tas a partir de hallar la partición temporal en coordenadas Cartesianas y luego hacer
la transformación a coordenadas polares de la expresión segmentada. De otra man-
era, en la barrera centŕıfuga, fácilmente habŕıamos perdido el factor −1/4. Para ver
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que puede estar mal, procedamos de manera ilegal y hagamos el cambio de variables
en la acción continua inicial. Intentemos calcular la integral de trayectoria

(xbτb|xaτa) =
∑

l=−∞,∞

∫ ∞

0
Dr r

∫ ∞

−∞
Dϕ

× exp
{

1

h̄

∫ τb

τa
dτ
[

M

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) + V (r)

]}
∣

∣

∣

∣

ϕ(τb)=ϕb+2πl

. (8.41)

La suma sobre todas las repeticiones periódicas del ángulo azimutal final ϕ tiene
en cuenta su mutiplicidad, de acuerdo a las reglas de la Sección 6.1. Hallando
directamente la partición de la expresión (8.41), tendremos

∑

ϕN+1=ϕb+2πl,l=−∞,∞

1

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drnrn
√

2πh̄ǫ/M

∫ ∞

−∞

dϕn
√

2πh̄ǫ/M





×exp

{

−1

h̄
ǫ
N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
[(rn − rn−1)

2 + r2n(ϕn − ϕn−1)
2] + V (rn)

]

}

,

(8.42)

donde rb = rN+1, ϕa = ϕ0, ra = r0. Las integrales pueden tratarse como sigue.
Introducimos las integrales sobre el momentum (pϕ)n, el cual es el conjugado de ϕn,
escribiendo para cada n [usamos aqúı la notación abreviada (pϕ)n ≡ pn]

rn
√

2πh̄ǫ/M
e−(M/2h̄ǫ)r2n(ϕn−ϕn−1)

2

=
∫ ∞

−∞

dpn
2πh̄

exp

{

−1

h̄

ǫ

2M

p2n
r2n

+
i

h̄
pn(ϕn − ϕn−1)

}

.

(8.43)

Después de esto, en la Ec. (8.42) las integrales sobre ϕn (n = 1 . . . N) imponen la
condición de que todos los pn sean iguales entre śı, i.e., pn ≡ p para n = 1, . . . , N+1,
de donde obtenemos

(xbτb|xaτa) ≈
1

2πh̄ǫ/M

1

rb

∞
∑

l=−∞

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
e(i/h̄)p(ϕb−ϕa+2πl)

N
∏

n=1

[

∫ ∞

0

drn
2πh̄ǫ/M

]

× exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2

(rn − rn−1)
2

ǫ2
+

p2

2Mr2n
+ V (rn)

]}

. (8.44)

Ahora, con la ayuda de la fórmula de Poisson (6.9) hacemos la suma sobre l y
cambiamos la integral sobre dp/2πh̄ a una suma sobre los enteros m, y tenemos
aśı la descomposición del momentum angular (8.9) con las amplitudes en ondas
parciales

(rbτb|raτa)m ≈ √
rbra

1

2πh̄ǫ/M

1

rb

N
∏

n=1

[

∫ ∞

0

drn
2πh̄ǫ/M

]

× exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2

(rn − rn−1)
2

ǫ2
+

h̄2

2M

m2

r2n
+ V (rn)

]}

. (8.45)
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Este resultado es incorrecto, y difiere del hallado en la Ec. (8.10) en tres aspectos.
Primero, no posee el término centŕıfugo apropiado −h̄ log Ĩm(Mrbra/h̄ǫ). Segundo,

existe un factor espurio
√

ra/rb. Tercero, en comparación con la expresión ĺımite

(8.24), la barrera centŕıfuga carece del término 1/4.
Es posible recuperar el término 1/4 observando que, en la partición temporal, el

factor
√

rb/ra es igual a

N+1
∏

n=1

√

rb
ra

=
N+1
∏

n=1

(

1 +
rn−rn−1

rn−1

)−1/2

=
N+1
∏

n=1

(

1− 1

2

rn−rn−1√
rnrn−1

+
1

8

(rn−rn−1)
2

rnrn−1
− . . .

)

= exp

(

−1

2

N+1
∑

n=1

rn − rn−1√
rnrn−1

+ . . .

)

. (8.46)

Este, a su vez, puede reincorporarse dentro del término cinético (8.45) completando
la cuadratura, lo cual conduce a

exp







− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1





M

2

(

rn − rn−1

ǫ
+ i

h̄

2M
√
rnrn−1

)2

+
h̄2

2M

m2 − 1/4

r2n











. (8.47)

La barrera centŕıfuga ahora es correcta, pero el término cinético es incorrecto.
De hecho, este término no corresponde a un operador Hamiltoniano hermı́tico,
como se puede ver introduciendo integraciones sobre los momenta y completando la
cuadratura

exp

{

−ipn(rn − rn−1) +
ǫ

h̄

[

p2n
2M

− ih̄
pn

2Mrn

]}

. (8.48)

El último término es una enerǵıa imaginaria. Sólo omitiendolo artificialmente, ob-
tendŕıamos una expresión al estilo Feynman de la partición temporal de la acción,
como la dada en la Ec. (8.23). Sin embargo, aún con esto persiste el problema de
que la acción no está bien definida para m = 0 (colapso de la trayectoria), al mismo
tiempo tenemos una convergencia no uniforme de las trayectorias de integración,
problema que será resuelto en el Caṕıtulo 12.

La lección que obtenemos de todo esto es la siguiente: Aunque, en la formulación
Cartesiana es posible usar en forma segura una partición temporal simplista, en
coordenadas curviĺıneas, no podemos usar este procedimiento.

Afortunadamente, recientemente se ha encontrado una modificación sistemática
de las reglas simples de segmentación, la cual permite que esta segmentación sea apli-
cable a los sistemas no-Cartesianos. Esta modificación se mostrará en los Caṕıtulos
10 y 11.

En lo que resta es útil mantener, tanto como sea posible, la notación simple de la
integral de trayectoria radial (8.23) y el ĺımite continuo de la acción (8.21). Cuando
debamos tener cuidado, en el proceso de segmentación temporal, lo enfatizaremos
poniendo a la barrera centŕıfuga entre comillas y definiendo

“
ǫ
h̄2

2M

m2 − 1/4

rnrn−1

” ≡ −h̄ log Ĩm
(

Mrnrn−1

h̄ǫ

)

. (8.49)
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Aśı, escribiremos la acción segmentada (8.37) como

ÃN
m[r, ṙ] =

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ
(rn − rn−1)

2 +
“
ǫ
h̄2

2µ

m2 − 1/4

rnrn−1

”
+ ǫV (rn)

]

, (8.50)

y, de manera correspondiente, la partición temporal de la acción, en su forma con-
tinua no-simple, la escribimos como:

Am =
∫ τb

τa
dτ

[

M

2
ṙ2 +

“ h̄2

2M

m2 − 1/4

r2
”
+ V (r)

]

. (8.51)

8.4 Correciones a la Segmentación Temporal

Resulta interesante encontrar el origen de las dificultades anteriores. Para este
próposito utilizamos los términos cinéticos Cartesianos expresados en coordenadas
polares

(xn − xn−1)
2 = (rn − rn−1)

2 + 2rnrn−1[1− cos(ϕn − ϕn−1)], (8.52)

y los tratamos perturbativamente en términos de las coordenadas diferencia [2].
Representando el coseno en series de potencias, obtenemos la partición temporal de
la acción

AN =
M

2ǫ

N+1
∑

n=1

(xn − xn−1)
2 =

M

2ǫ

N+1
∑

n=1

{

(rn − rn−1)
2

+ 2rnrn−1

[

1

2!
(ϕn − ϕn−1)

2 − 1

4!
(ϕn − ϕn−1)

4 + . . .
] }

.(8.53)

En contraste con la partición temporal (8.42), ahora retenemos el término de orden
cuarto (ϕn−ϕn−1)

4. Para ver su contribución, consideremos una integral intermedia
∫

dϕn−1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)[(ϕn−ϕn−1)2+a4(ϕn−ϕn−1)

4+...]. (8.54)

El primer término en el exponente restringe el ancho de las fluctuaciones de la dife-
rencia ϕn − ϕn−1, a la expresión

〈(ϕn − ϕn−1)
2〉0 =

ǫ

a
. (8.55)

Si reescalamos los argumentos, ϕn → √
ǫun, la integral toma la forma

∫ dun−1
√

2π/a
e−(a/2)[(un−un−1)

2+ǫa4(un−un−1)
4+...]. (8.56)

Lo cual demuestra que cada potencia de orden superior de la diferencia un−un−1 se
cancela por un factor adicional

√
ǫ. Ahora desarrollamos el integrando en una serie

de potencias de
√
ǫ y usamos las integrales

∫

du
√

2π/a
e−(a/2)u2























u2

u4

...
u2n























=























a−1

3a−2

...
(2n− 1)!!a−n























, (8.57)
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para encontrar una representación de las integrales (8.56), donde las integrales de
las potencias impares son idénticamente cero. Y tenemos que los primero términos
son

1− ǫ
a

2
a4 3a−2 +O(ǫ2). (8.58)

Alternativamente, puede verse que este resultado es equivalente a evaluar la integral

∫ dϕn−1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)(ϕn−ϕn−1)

2−3a4ǫ/2a+... . (8.59)

En la Ec. (8.54), el término de orden cuarto

∆A =
a

2ǫ
a4(ϕn − ϕn−1)

4, (8.60)

ha generado, en la exponencial, un término de acción efectiva:

Aeff = ǫ
3a4
2a

. (8.61)

Esto es debido obviamente al valor esperado 〈∆A〉0 del término de orden cuarto, y
podemos definir, para un uso posterior, la fórmula perturbativa

Aeff = 〈∆A〉0. (8.62)

Si u es un vector en D dimensiones denotado por u, donde el término cuádratico
es (a/2ǫ)(un − un−1)

2, las intergrales (8.57) se reemplazan por

∫ dDu
√

2π/a
D e

−(a/2)u2























uiuj
uiujukul

...
ui1 · . . . · ui2n























=























a−1δij
a−2(δijδkl + δikδjl + δilδjk)
...
a−nδi1...i2n























, (8.63)

donde a los factores δi1...i2n se les referirá como los tensores de contracción, definidos
recursivamente por la relación

δi1...i2n = δi1i2δi3i4...i2n + δi1i3δi2i4...i2n + . . .+ δi1i2nδi2i3...i2n−1
. (8.64)

Una comparación con la representación de Wick (3.306), muestra que esta relación
de recurrencia es igual a δi1...i2n , cuya representación de Wick es una suma de los
productos de las δ de Kronecker, cada una representando un par de contracciones. De
hecho, las fórmulas integrales (8.63) pueden deducirse agregando un término fuente
j · u a la exponencial en el integrando, completando la cuadratura, y diferenciando
el término resultante e(1/2a)j

2

con respecto a las componentes de la “corriente” ji.
Para los vectores ϕi, un posible término de orden cuarto en la exponencial de la
Ec. (8.54) puede tener la forma

∆A =
a

2ǫ
(a4)ijkl(ϕn − ϕn−1)i(ϕn − ϕn−1)j(ϕn − ϕn−1)k(ϕn − ϕn−1)l. (8.65)
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Luego, el factor 3a4 en Aeff de la Ec. (8.61) se reemplaza por las tres contracciones

(a4)ijkl(δijδkl + otras 2 parejas).

Aplicando el resultado de la Ec. (8.61) a la acción (8.53), donde a =
(M/h̄)2rnrn−1 y a4 = −1/4!, encontramos que término cinético de la partición tem-
poral del campo ϕ

M

2ǫ
rnrn−1(ϕn − ϕn−1)

2

se convierte en

M

2ǫ
rnrn−1(ϕn − ϕn−1)

2 − ǫh̄2
1/4

2Mrnrn−1
+ . . . .

Aśı, la corrección perturbativa de menor orden debido al término de orden cuarto de
cos(ϕn − ϕn−1) proporciona el término 1/4 a la barrera centŕıfuga, término que no
aparece en al Ec. (8.45). Continuado en esta forma, las potencias de orden mayor
en el desarrollo de cos(ϕn − ϕn−1), dan contribuciones cada vez mayores del factor
(ǫ/rnrn−1)

n. Por supuesto, en la partición temporal correcta de la acción (8.37),
eventualmente estos términos producirán el desarrollo asintótico completo de las
“funciones de Bessel”.

Note que el error en la convergencia de esta serie cancela todo argumento que
justifique truncar la serie perturbativa después de un número finito de términos. En
particular, se necesita conocer el comportamiento a orden superior (la “cola” de la
serie) [3] para recuperar el comportamiento correcto de umbral ∝ rm en la amplitud,
comportamiento observado en la Ec. (8.26).

El lector podrá objetar, con todo derecho, que la integral (8.56) debeŕıa con-
tener un factor exponencial exp [−(a/2)(un−1 − un−2)

2] debido al segmento tempo-
ral adjunto, mismo que también contiene la variable un−1, y el cual ha sido igno-
rado en la integral (8.56) sobre un−1. De hecho, escribiendo de forma abreviada
ūn−1 ≡ (un + un−2)/2, δ ≡ un−1 − ūn−1, ∆ ≡ un − un−2, la integral conteniendo la
variable un−1 puede escribirse como

∫

dδ
√

2π/a
e−aδ2e−a∆2/4

{

1− a

2
ǫa4[(−δ +∆/2)4 + (δ +∆/2)4] + . . .

}

. (8.66)

Al hacer la integral sobre δ, cada potencia par, δ2n, da un factor (1/2a)(2n − 1)!!,
y si usamos la expresión (8.56) e ignoramos la dependencia en un−1 de la integral
adyacente, observamos que el valor medio de la fluctuación un−1 difiere del valor
hallado anteriormente. En lugar de un en la Ec. (8.56), ahora el valor medio de un−1

es la posición promedio de los vecinos, ūn−1 = (un + un−2)/2. Más aún, en lugar
de que el ancho de las fluctuaciones de un−1 sea 〈(un − ūn−1)

2〉0 ∼ 1/a, como en la
Ec. (8.55), ahora será igual a la mitad de este valor:

〈(un−1 − ūn−1)
2〉0 =

1

2a
. (8.67)
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Al principio, estas observaciones parecen invalidar la anterior evaluación per-
turbativa de la Ec. (8.56). Afortunadamente, esta objeción ignora un importante
hecho que cancela este supuesto error, y al final el resultado (8.62) es correcto.
La aclaración es la siguiente: el integrando de un sólo segemento temporal es una
función aguda de la diferencia de coordernadas, cuyo ancho es del orden de ǫ, y
tiende a cero en el ĺımite continuo. Si tal función se integra junto con alguna
amplitud suave, ésta es sensible sólo a una pequeña vecindad de un punto en la
amplitud. La función aguda es una función δ tentativa, que puede reemplazarse
efectivamente por una δ más algunos términos correctivos que contienen derivadas
crecientes de funciones δ multiplicadas por las correspondientes potencias de

√
ǫ.

De hecho, tomemos el integrando de la integral modelo (8.54),

1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)[(ϕn−ϕn−1)2+a4(ϕn−ϕn−1)

4+...], (8.68)

e integremos sobre ϕn−1 junto con una amplitud suave ψ(ϕn−1), matemáticamente
conocidad como función de prueba [recordemos la Ec. (1.162)]:

∫ ∞

−∞

dϕn−1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)[(ϕn−ϕn−1)2+a4(ϕn−ϕn−1)

4+...]ψ(ϕn−1). (8.69)

Para ǫ pequeño, desarrollamos ψ(ϕn−1) alrededor de ϕn,

ψ(ϕn−1) = ψ(ϕn)− (ϕn − ϕn−1)ψ
′(ϕn) +

1

2
(ϕn − ϕn−1)

2ψ′′(ϕn) + . . . ,

(8.70)

y la Ec. (8.69) será

(1− Aeff)ψ(ϕn) +
ǫ

2a
ψ′′(ϕn) + . . . . (8.71)

Esto prueba que la amplitud para un solo segmento temporal, cuando se le inte-
gra junto con una amplitud suave, puede desarrollarse en una serie de potencias
consistente de una función δ y sus derivadas:

1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)[(ϕn−ϕn−1)2+a4(ϕn−ϕn−1)

4+...]

= (1−Aeff)δ(ϕn − ϕn−1) +
ǫ

2a
δ′′(ϕn − ϕn−1) + . . . . (8.72)

El lado derecho puede verse como el resultado de una función δ tentativa más simple

1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)(ϕn−ϕn−1)2e−Aeff , (8.73)

correcta hasta términos de orden ǫ. Esto es precisamente lo que puede encontrarse
en la Ec. (8.59).
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Los problemas observados arriba surgen sólo si la función δ tentativa de la
Ec. (8.72) se integra junto con otra función vecina aguda, la cual es en śı una función
δ tentativa. De hecho, en teoŕıa de distribuciones, está estrictamente prohibido for-
mar integrales de productos de dos distribuciones propias. Para las ditribuciones
tentativas en estudio, la regla no es tan estricta y se pueden formar integrales de
productos. Sin embargo, el desarrollo crucial (8.72), ya no es aplicable si la función
acompañante es una función δ tentativa, por lo que se requeriere de un tratamiento
más cuidadoso.

La validez de la fórmula (8.62) se obtiene del hecho de que cada segmento tem-
poral tiene, para un ǫ suficientemente pequeño, un gran número de vecinos para
tiempos anteriores y posteriores. Si se hacen las integrales para todos estos vecinos,
obtenemos una amplitud suave antes y después del segmento en consideración. Aśı,
cada integral intermedia en el producto de las particiones temporales contiene una
función δ tentativa multiplicada a la derecha y a la izquierda con una amplitud
suave. En cada una de estas integrales el reemplazo (8.59), y por ende la fórmula
(8.62), es correcto. Las únicas excepciones son segmentos temporales cerca de los
puntos extremos. Sus integrales poseen las sutilezas anteriores. Sin embargo, el
número relativo de estas sutilezas tiende a cero en el ĺımite continuo ǫ → 0. Por
tanto estas restricciones no cambian el resultado final (8.62).

Por completes, notemos que la presencia de un término cúbico en la partición
temporal de la acción (8.68), tiene la siguiente representación en términos de la
función δ

1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)[(ϕn−ϕn−1)2+a3(ϕn−ϕn−1)

3+a4(ϕn−ϕn−1)
4+...] (8.74)

= (1− Aeff)δ(ϕn − ϕn−1) + 3a3
ǫ

2a
δ′(ϕn − ϕn−1) +

ǫ

2a
δ′′(ϕn − ϕn−1) + . . .

lo cual corresponde a una “acción efectiva”

Aeff =
ǫ

2a

[

3a4 −
15

4
a23

]

. (8.75)

Usando la Ec. (8.75), el lado izquierdo de la Ec. (8.74) también se puede reemplazar
por la función δ tentativa

1
√

2πǫ/a
e−(a/2ǫ)(ϕn−ϕn−1)2e−Aeff [1− 3a3

2
(ϕn − ϕn−1) + . . .], (8.76)

la cual tiene el mismo término dominante en la representación de la función δ.
En D dimensiones, el término 3a3(ϕn − ϕn−1) tiene la forma general

[(a3)ijj + (a3)jij + (a3)jji](ϕn − ϕn−1)i,

y el término 15a23 en Aeff será

(a3)ijk(a3)i′j′k′(δii′δjj′δkk′ + otras 14 parejas).
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8.5 Descomposión Angular en Tres y Mayores Dimensiones

Extendamos el desarrollo en dos dimensiones de la Sección 8.2, y estudiemos las
integrales de trayectoria radiales de part́ıculas moviendose en tres o más dimen-
siones. Consideremos la amplitud para una acción rotacionalmente invariante en D
dimensiones

(xbτb|xaτa) =
∫

DDx(τ) exp
{

−1

h̄

∫ τb

τa

[

M

2
ẋ2 + V (r)

]}

. (8.77)

A partir de la partición temporal, en coordenadas Cartesianas, de esta amplitud
podemos ver que del término cinético obtendremos el integrando

exp

[

−1

h̄

M

2ǫ

N+1
∑

n=1

(r2n + r2n−1 − 2rnrn−1 cos∆ϑn)

]

, (8.78)

donde ∆ϑn es el ángulo relativo entre los vectores xn y xn−1.

8.5.1 Tres Dimensiones

En tres dimensiones y en coordenadas esféricas tenemos

x = r(cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ) (8.79)

de donde

cos∆ϑn = cos θn cos θn−1 + sin θn sin θn−1 cos(ϕn − ϕn−1). (8.80)

La norma de la partición temporal (8.77),

1
√

2πh̄ǫ/M
3

N
∏

n=1

∫

d3xn
√

2πh̄ǫ/M
3 , (8.81)

será
1

√

2πh̄ǫ/M
3

N
∏

n=1

∫

drnr
2
nd cos θndϕn

√

2πh̄ǫ/M
3 . (8.82)

Para hallar las integrales, usamos el análogo esférico de la serie (8.5)

eh cos∆ϑn =

√

π

2h

∞
∑

l=0

Il+1/2(h)(2l + 1)Pl(cos∆ϑn), (8.83)

donde Pl(z) son los polinomios de Legendre. Los cuales, a su vez, se pueden reescribir
en términos de los armónicos esféricos

Ylm(θ, ϕ) = (−1)m
[

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

]1/2

Pm
l (cos θ)eimϕ, (8.84)
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donde hemos utilizado el teorema de adición

2l + 1

4π
Pl(cos∆ϑn) =

l
∑

m=−l

Ylm(θn, ϕn)Y
∗
lm(θn−1, ϕn−1), (8.85)

y donde la suma es sobre todos los números cuánticos azimutales (magnéticos) m.
El lado derecho de Pm

l (z) contiene los polinomios asociados de Legendre

Pm
l (z) =

(1− z2)m/2

2ll!

(l −m)!

(l +m)!

dl+m

dzl+m
(z2 − 1)l, (8.86)

los cuales son solución de la ecuación diferencial3
[

− 1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
d

dθ

)

+
m2

sin2 θ

]

Pm
l (cos θ) = l(l + 1)Pm

l (cos θ). (8.87)

Aśı, la representación (8.83) será

eh cos∆ϑn =

√

π

2h
4π

∞
∑

l=0

Il+1/2(h)
l
∑

m=−l

Ylm(θn, ϕn)Y
∗
lm(θn−1, ϕn−1). (8.88)

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (8.78), obtenemos la partición temporal de la
integral de trayectoria

(xbτb|xaτa) ≈ 4π
√

2πh̄ǫ/M
3

N
∏

n=1







∫ ∞

0

drnr
2
nd cos θndϕn4π
√

2πh̄ǫ/M
3







×
N+1
∏

n=1

[(

h̄ǫπ

2Mrnrn−1

)1/2 ∞
∑

ln=0

ln
∑

mn=−ln

Iln+1/2

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)

× Ylnmn(θn, ϕn)Y
∗
lnmn

(θn−1, ϕn−1)

]

exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2

r2n + r2n−1

ǫ2
+V (rn)

]}

. (8.89)

Ahora, se pueden hallar las integrales intermedias para ϕn y cos θn usando las rela-
ciones de ortogonalidad

∫ 1

−1
d cos θ

∫ π

−π
dϕ Y ∗

lm(θ, ϕ)Yl′m′(θ, ϕ) = δll′δmm′ . (8.90)

Cada integral en ϕn da origen a un producto de deltas de Kronecker δlnln−1
δmnmn−1

.
Sólo los armónicos esféricos inicial y final, YlN+1mN+1

y Y ∗
l0m0

, son diferentes de cero,
ya que no están sujetos a la integración. Aśı obtenemos la descomposición del
momentum angular

(xbτb|xaτa) =
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

1

rbra
(rbτb|raτa)lYlm(θb, ϕb)Y

∗
lm(θa, ϕa), (8.91)

3Nótese que la solución yml (cos θ) =
√

sin θPm
l (cos θ) satisface la ecuación diferencial

[

− d2

dθ2 − 1
4 + m2−1/4

sin2 θ

]

yml = l(l + 1)yml . Esta ecuación será usada más tarde en la Ec. (8.197).
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con la amplitud radial

(rbτb|raτa)l ≈
4πrbra

√

2πh̄ǫ/M
3

N
∏

n=1







∫

drnr
2
n4π

√

2πh̄ǫ/M
3







N+1
∏

n=1

[

h̄ǫ

2Mrnrn−1

]

(8.92)

×
N+1
∏

n=1

[

Ĩl+1/2(
M

h̄ǫ
rnrn−1)

]

exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
(rn − rn−1)

2 + V (rn)
]

}

.

Los factores
∏N

a r
2
n/
∏N+1

a rnrn−1 tienden hacia 1/rbra y cancelan el prefactor rbra.
Junto con el producto restante, la norma toma la forma unidimensional usual

1
√

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drn
√

2πh̄ǫ/M



 . (8.93)

Si usamos aqúı el ĺımite para valores grandes del argumento de la función de Bessel
(8.24), el integrando seŕıa exp(−AN

l /h̄), de donde, la partición temporal de la acción
es

AN
l = ǫ

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
(rn − rn−1)

2 +
h̄2

2M

l(l + 1)

rnrn−1

+ V (rn)

]

. (8.94)

La integral de trayectoria radial asociada

(rbτb|raτa)l ≈
1

√

2πǫh̄/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drn
√

2πh̄ǫ/M



 exp
(

−1

h̄
AN

l

)

(8.95)

concuerda con lo que habŕıamos obtenido usando una partición temporal simple de
la integral de trayectoria continua

(rbτb|raτa)l =
∫ ∞

0
Dr(τ)e− 1

h̄
Al[r], (8.96)

donde la acción radial es

Al[r] =
∫ τb

τa
dτ

[

M

2
ṙ2 +

h̄2

2M

l(l + 1)

r2
+ V (r)

]

. (8.97)

En particular, esta expresión debeŕıa contener la barrera centŕıfuga correcta

Vcf =
h̄2

2M

l(l + 1)

r2
. (8.98)

Sin embargo, como sabemos de la discusión de la Sección 8.2, la Ec. (8.95) es inco-
rrecta y debe reemplazarse por la Ec. (8.92), debido a la no uniformidad del ĺımite
continuo ǫ→ 0 en el integrando de la Ec. (8.92).
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8.5.2 D Dimensiones

La generalización a D dimensiones es directa. La relación principal donde usamos
la dimensionalidad es en el desarrollo

eh cos∆ϑn = e−
M
h̄ǫ

rnrn−1 cos∆ϑn, (8.99)

donde ∆ϑn es el ángulo relativo entre los vectores D–dimensionales xn y xn−1. El
desarrollo será [comparemos con las Ecs. (8.5) y (8.83)]

eh cos∆ϑn =
∞
∑

l=0

al(h)
l +D/2− 1

D/2− 1

1

SD
C

(D/2−1)
l (cos∆ϑn), (8.100)

donde SD es la superficie de una esfera unitaria en D dimensiones (1.558), y

al(h) ≡ (2π)D/2h1−D/2Il+D/2−1(h)

≡ ehãl(h) = eh
(

2π

h

)(D−1)/2

Ĩl+D/2−1(h). (8.101)

Las funciones C
(α)
l (cosϑ) son los polinomios ultra-esféricos de Gegenbauer, definidos

por la serie

1

(1− 2tα + α2)λ
=

∞
∑

n=0

C(λ)
n αn. (8.102)

El desarrollo (8.100) se sigue de la completes de los polinomios C
(ν)
l (cosϑ) para ν

fijo, y donde hemos usado las fórmulas integrales4

∫ π

0
dϑ sinν ϑeh cosϑC

(ν)
l (cosϑ) = π

21−νΓ(2ν + l)

l!Γ(ν)
h−νIν+l(h), (8.103)

∫ π

0
dϑ sinν ϑC

(ν)
l (cosϑ)C

(ν)
l′ (cosϑ) = π

21−2νΓ(2ν + l)

l!(l + ν)Γ(ν)2
δll′ . (8.104)

Los polinomios de Gegenbauer están relacionados con los polinomios de Jacobi, los
cuales están definidos en términos de las funciones hipergeométricas (1.453) por la
expresión5

P
(α,β)
l (z) ≡ 1

l!

Γ(l + 1 + β)

Γ(1 + β)
F (−l, l + 1 + α + β; 1 + β; (1− z)/2). (8.105)

La relación es

C
(ν)
l (z) =

Γ(2ν + l)Γ(ν + 1/2)

Γ(2ν)Γ(ν + l + 1/2)
P

(ν−1/2,ν−1/2)
l (z). (8.106)

4I. S. Gradshteyn y I. M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 7.321 y 7.313.
5M. Abramowitz y I. Stegun, op. cit., ver la fórmula 15.4.6.
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Esto se obtiene de la siguiente expresión6

C
(ν)
l (z) =

1

l!

Γ(l + 2ν)

Γ(2ν)
F (−l, l + 2ν; 1/2 + ν; (1− z)/2). (8.107)

Para D = 2 y 3, tenemos7

lim
ν→0

1

ν
C

(ν)
l (cos ϑ) =

1

2l
cos lϑ, (8.108)

C
(1/2)
l (cosϑ) = P

(0,0)
l (cosϑ) = Pl(cosϑ), (8.109)

y el desarrollo (8.100) se reduce a las expresiones (8.5) y (8.7), respectivamente.
Para D = 4

C
(1)
l (cosϑ) =

sin(l + 1)β

sin β
. (8.110)

De acuerdo al teorema de adición, los polinomios de Gegenbauer se pueden
descomponer en una suma de pares de armónicos ultra-esféricos D dimensionales
Ylm(x̂).8 La etiqueta m corresponde colectivamente al conjunto de los números
cuánticos magnéticos m1, m2, m3, ..., mD−1, donde 1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ |mD−2|.
La dirección x̂ de un vector x está determinada por D − 1 ángulos polares

x̂1 = sinϕD−1 · · · sinϕ1,

x̂2 = sinϕD−1 · · · cosϕ1,
...

x̂D = cosϕD−1, (8.111)

donde tenemos que

0 ≤ ϕ1 < 2π, (8.112)

0 ≤ ϕi < π, i 6= 1. (8.113)

Los armónicos ultra-esféricos Ylm(x̂) forman un conjunto completo de funciones
ortonormales sobre la esfera unitaria D dimensional. Para un número cuántico fijo
del momentum angular total l, la etiqueta m acepta

dl =
(2l +D − 2)(l +D − 3)!

l!(D − 2)!
(8.114)

valores diferentes. Las funciones son ortonormales,
∫

dx̂ Y ∗
lm(x̂)Yl′m′(x̂) = δll′δmm′, (8.115)

6ibid., ver la fórmula 15.4.5.
7I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit.,ibid., ver la fórmula 8.934.4.
8Ver H. Bateman, Higher Transcendental Functions , McGraw-Hill, New York, 1953, Vol. II,

Ch. XI; N.H. Vilenkin, Special Functions and the Theory of Group Representations , Am. Math.
Soc., Providence, RI, 1968.
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donde
∫

dx̂ denota la integral sobre la superficie de una esfera unitaria:

∫

dx̂ =
∫

dϕD−1 sin
D−2 ϕD−1

∫

dϕD−2 sin
D−3 ϕD−2 · · ·

∫

dϕ2 sinϕ2

∫

dϕ1 . (8.116)

Evaluando esta integral sobre un integrando unitario9 encontramos SD =
2πD/2/Γ(D/2) como se anticipó en la Ec. (1.558). Ya que Y00(x̂) es independiente
de x̂, la integral (8.115) implica que Y00(x̂) = 1/

√
SD.

Note que la integral sobre la esfera unitaria en D dimensiones se puede descom-
poner recursivamente en una integración angular con respecto a cualquier dirección
seleccionada en el espacio, digamos û, seguida de una integral sobre una esfera de
radio sinϕD−1 en el espacio D − 1 dimensional remanente de û. Si x̂⊥ denota el
vector unitario para las direcciones en este espacio remanente, podemos escribir
x̂ = (cosϕDû+sinϕDx̂), y por ello podemos factorizar la integral de la norma como

∫

dD−1 x̂ =
∫

dϕD−1 sin
D−2 ϕD−1

∫

dD−2 x̂⊥ . (8.117)

Por claridad, las dimensiones de las superficies inicial y remanente están indicadas
como supeŕındices en la norma dD−1x̂ y dD−1x̂⊥.

Para la superficie de la esfera, esto corresponde a la relación de recurrencia

SD =

√
πΓ((D − 1)/2)

Γ(D/2)
× SD−1, (8.118)

cuya solución es SD = 2πD/2/Γ(D).
En cuatro dimensiones, los vectores unitarios x̂ tienen una parametrización en

términos de los ángulos polares

x̂ = (cos θ, sin θ cosψ, sin θ sinψ cosϕ, sin θ sinψ sinϕ), (8.119)

con la norma

dx̂ = dθ sin2 θdψ sinψ dϕ. (8.120)

Sin embargo, es más conveniente usar la parametrización en términos de los tres
ángulos de Euler, usados normalmente en la descripción cinemática del trompo
giratorio. En términos de estos ángulos, los vectores unitarios tienen las siguientes
componentes

x̂1 = cos(θ/2) cos[(ϕ+ γ)/2],

x̂2 = − cos(θ/2) sin[(ϕ + γ)/2],

x̂3 = sin(θ/2) cos[(ϕ− γ)/2],

x̂4 = sin(θ/2) sin[(ϕ− γ)/2], (8.121)

9Con ayuda de la fórmula integral
∫ π

0
dϕ sink ϕ =

√
πΓ((k + 1)/2)/Γ((k + 2)/2) encontramos

SD =
∏D−1

k=0

∫ π

0 dϕk sink ϕk = 2πD/2
∏D−2

k=1 Γ((k + 1)/2)/
∏D−2

k=1 Γ((k + 2)/2) = 2πD/2/Γ(D/2).
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donde los ángulos admiten los valores

θ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π), γ ∈ [−2π, 2π). (8.122)

Hemos renombrado los ańgulos usuales de Euler α, β, γ, introducidos en la la
Sección 1.15, llamandolos ϕ, θ, γ, dado que las fórmulas a derivarse para estos ángulos
serán usadas en aplicaciones posteriores en el Caṕıtulo 13 [ver la Ec. (13.102)]. Ah́ı
los primeros dos ángulos de Euler coinciden con los ángulos polares ϕ, θ de un vec-
tor de posición en un espacio tri-dimensional. Es importante notar que para una
descripción completa de la superficie de la esfera, el rango del ángulo γ debe de
ser dos veces mayor que para el trompo giratorio clásico. El grupo espacial aso-
ciado pertenece al grupo de rotaciones, el cual es equivalente al grupo de matrices
unimodulares en dos dimensiones llamado SU(2). Este grupo está definido por las
matrices

g(ϕ, θ, γ) = exp(iϕσ3/2) exp(iθσ2/2) exp(iγσ3/2), (8.123)

donde σi son las matrices de esṕın de Pauli (1.448). En esta parametrización, la
norma está definida como

dx̂ =
1

8
dθ sin θ dϕ dγ. (8.124)

Cuando se integra sobre la superficie, las dos normas dan el mismo resultado S4 =
2π2. La parametrización de Euler tiene la ventaja de permitir que los armónicos
esféricos en cuatro dimensiones puedan expresarse en términos de las conocidas
funciones de representación del grupo de rotaciones, introducido en las Ecs. (1.445)
y (1.446):

Yl,m1,m2
(x̂) =

√

l + 1

2π2
Dl/2

m1m2
(ϕ, θ, γ) =

√

l + 1

2π2
dl/2m1m2

(θ)ei(m1ϕ+m2γ). (8.125)

Para l par e impar, los números m1, m2 son ambos enteros o semienteros, respecti-
vamente.

En dimensiones arbitrarias D > 2, los polinomios ultra-esféricos de Gegenbauer
satisfacen el siguiente teorema de adición

2l +D − 2

D − 2

1

SD
C

(D/2−1)
l (cos∆ϑn) =

∑

m

Ylm(x̂n)Y
∗
lm(x̂n−1). (8.126)

Para D = 3, esto se reduce apropiamente al conocido teorema de adición de los
armónicos esféricos

1

4π
(2l + 1)Pl(cos∆ϑn) =

l
∑

m=−l

Ylm(x̂n)Y
∗
lm(x̂n−1). (8.127)

Para D = 4, esto se convierte en10

10Nótese que C
(1)
l (cos∆ϑn) coincide con la traza sobre las funciones de representación (1.446)

del grupo de rotaciones, i.e., es igual a
∑l/2

m=−l/2 d
l/2
m,m(∆ϑn).
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l + 1

2π2
C

(1)
l (cos∆ϑn) =

l + 1

2π2

l/2
∑

m1,m2=−l/2

Dl/2
m1m2

(ϕn, θn, γn)Dl/2 ∗
m1m2

(ϕn−1, θn−1, γn−1),

(8.128)

donde el ángulo ∆ϑn está relacionado con los ángulos de Euler de los vectores
xn, xn−1 por la expresión

cos∆ϑn = cos(θn/2) cos(θn−1/2) cos[(ϕn − ϕn−1 + γn − γn−1)/2]

+ sin(θn/2) sin(θn−1/2) cos[(ϕn − ϕn−1 − γn + γn−1)/2]. (8.129)

Usando la Ec. (8.126) podemos reescribir la serie (8.100) en la forma

eh(cos∆ϑn−1) =
∞
∑

l=0

ãl(h)
∑

m

Ylm(x̂n)Y
∗
lm(x̂n−1). (8.130)

Esto es cierto para cualquier dimensión D, incluyendo el caso D = 2 donde el
lado izquierdo de la Ec. (8.126) involucra el procedimiento ĺımite de la relación
(8.108). En el Caṕıtulo 9, en conección con la Ec. (9.61), veremos que también
tiene sentido aplicar este desarrollo al caso D = 1, donde el “desarrollo en ondas
parciales” degenera en una separación de funciones de onda pares e impares. En
cuatro dimensiones, preferiremos la representación

eh(cos∆ϑn−1) =
∞
∑

l=0

ãl(h)
l + 1

2π2

l/2
∑

m1,m2=−l/2

Dl/2
m1m2

(ϕn, θn, γn)Dl/2 ∗
m1m2

(ϕn−1, θn−1, γn−1),

(8.131)

donde la suma sobre m1, m2 es para valores enteros o semienteros, según sea l par o
impar, respectivamente.

La reducción de la amplitud de evolución temporal enD dimensiones a la integral
de trayectoria radial se sigue, de aqúı en adelante, en la misma forma al caso en dos
y tres dimensiones. La generalización de la Ec. (8.89) es

(xbτb|xaτa) ≈
1

√

2πh̄ǫ/M
D

N
∏

n=1







∫ ∞

0

drnr
D−1
n dx̂n

√

2πh̄ǫ/M
D







×
N+1
∏

n=1





(

2πh̄ǫ

Mrnrn−1

)(D−1)/2 ∞
∑

ln=0

ĨD/2−1+ln

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)

(8.132)

×
∑

mn

Ylnmn(x̂n)Y
∗
lnmn

(x̂n−1)

]

exp

{

− ǫ

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
(rn − rn−1)

2 + V (rn)
]

}

.

Haciendo las integrales angulares y usando las relaciones de ortogonalidad (8.115),
el producto de las sumas sobre ln,mn se reduce a una sóla suma sobre l,m, al igual
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que en la amplitud tri-dimensional (8.91). El resultado es la descomposición esférica

(xbτb|xaτa) =
1

(rbra)
(D−1)/2

∞
∑

l=0

(rbτb|raτa)l
∑

m

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a), (8.133)

donde (rbτb|raτa)l es la amplitud radial pura

(rbτb|raτa)l ≈
1

√

2πh̄ǫ/M

N
∏

n=1





∫ ∞

0

drn
√

2πh̄ǫ/M



 exp
{

−1

h̄
AN

l [r]
}

, (8.134)

y de donde la partición temporal de la acción es

AN
l [r] = ǫ

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
(rn − rn−1)

2 − h̄
ǫ
logĨl+D/2−1

(

M

h̄ǫ
rnrn−1

)

+ V (rn)

]

. (8.135)

Como antes, el producto
∏N+1

n=1 1/(rnrn−1)
(D−1)/2 ha cancelado el producto

∏N
n=1 r

D−1
n

en la norma, aśı como también el factor (rbra)
(D−1)/2 en frente de éste, dejando

únicamente la norma unidimensional estándar.
En el ĺımite continuo ǫ → 0, la expresión asintótica (8.24) de las funciones de

Bessel permiten reescribir la acción en la forma

AN
l [r, r̄] ≈ ǫ

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ2
(rn − rn−1)

2 +
h̄2

2M

(l +D/2− 1)2 − 1/4

rnrn−1
+ V (rn)

]

. (8.136)

Esta luce una vez más como la partición temporal de la integral de trayectoria radial
en su versión D−dimensional

(rbτb|raτa)l =
∫

Dr(τ) exp
{

−1

h̄
Al[r]

}

, (8.137)

donde la acción continua es

Al[r] =
∫ τb

τa
dτ

[

M

2
ṙ2 +

“ h̄2

2M

(l +D/2− 1)2 − 1/4

r2
”
+ V (r)

]

. (8.138)

Como en la Ec. (8.50), escribimos la barrera centŕıfuga como

“ h̄2

2Mr2
[(l +D/2− 1)2 − 1/4]

”
, (8.139)

para enfatizar las sutilezas de la partición temporal de la integral de trayectoria
radial, en el entendido de que la partición temporal de la barrera [tal como en la
Ec. (8.51)] es

“ ǫh̄2

2Mrnrn−1

[(l +D/2− 1)2 − 1/4)]
” ≡ −h̄logĨl+D/2−1(

M

h̄ǫ
rnrn−1). (8.140)
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8.6 Intregral de Trayectoria Radial del Oscilador Armónico

y la Part́ıcula Libre en D Dimensiones

Para el oscilador armónico y la part́ıcula libre, donde la acción está dada por la
Ec. (8.135), no hay necesidad de realizar la integral de trayectoria radial (8.134).
Como en la Ec. (8.38), simplemente usamos la amplitud en D dimensiones, (2.177),
la continuamos análiticamente a tiempos imaginarios t = −iτ y, con ayuda de la
Ec. (8.130), la desarrollamos en la forma:

(xbτb|xaτa) =
1

√

2πh̄/M
D

√

ω

sinh[ω(τb − τa)]

D

(8.141)

× exp

{

−1

h̄

Mω

sinh[ω(τb − τa)]
(r2b + r2a) cosh[ω(τb − τa)]

}

×
∞
∑

l=0

al

(

Mωrbra
h̄ sinh[ω(τb − τa)]

)

∑

m

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a).

Comparando este resultado con la Ec. (8.133) y recordando la Ec. (8.101), identifi-
camos la amplitud radial como

(rbτb|raτa)l =
M

h̄

ω
√
rbra

D−1

sinh[ω(τb − τa)]

× e−(Mω/2h̄) coth[ω(τb−τa)](r2b+r2a)Il+D/2−1

(

Mωrbra
h̄ sinh[ω(τb − τa)]

)

, (8.142)

con lo cual generalizamos la Ec. (8.39). En el ĺımite ω → 0 obtenemos la amplitud
para la part́ıcula libre

(rbτb|raτa)l =
M

h̄

√
rbra

D−1

(τb − τa)
e−M(r2b+r2a)/2h̄(τb−τa)Il+D/2−1

(

Mrbra
h̄(τb − τa)

)

. (8.143)

Comparando con la Ec. (8.40) por una parte, y las Ecs. (8.140), (8.138) junto con la
Ecs. (8.49) y (8.51) por la otra, concluimos lo siguiente: de la continuación anaĺıtica
en D dimensiones obtenemos la integral de trayectoria de un oscilador lineal en
presencia de un potencial 1/r2 arbitrario, en la forma:

(rbτb|raτa)l =
∫ ∞

0
Dr(τ) exp

[

−1

h̄

∫ τb

τa
dτ

(

M

2
ṙ2 +

“ h̄2

2M

µ2 − 1/4

r2
”
+
M

2
ω2r2

)]

=
M

h̄

ω
√
rbra

D−1

sinh[ω(τb − τa)]
e−(Mω/2h̄) coth[ω(τb−τa)](r

2
b
+r2a)Iµ

(

Mωrbra
h̄ sinh[ω(τb − τa)]

)

.

(8.144)

Aqúı µ es un parámetro de fuerza, el cual inicialmente toma los valores µ = l+D/2−1
para l y D enteros. Por continuación anaĺıtica, el rango de validez se extiende a todo
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real µ > 0. La justificación para el procedimiento de continuación anaĺıtica se sigue
del hecho de que la fórmula integral (8.14) se cumple para m = µ ≥ 0 arbitrario.
Por lo tanto, la amplitud (8.144) satisface la ley fundamental de composición (8.20)
para todo m = µ ≥ 0 real. El oscilador armónico con una barrera extra de potencial
centŕıfugo arbitrario

Vextra(r) = h̄2
l2extra
2Mr2

(8.145)

tiene, por tanto, la amplitud radial (8.144), donde

µ =
√

(l +D/2− 1)2 + l2extra . (8.146)

Para un número finito de particiones temporales N + 1, sabemos que la am-
plitud radial se obtiene de la representación en términos del momentum angular
de la amplitud del oscilador (2.199) para N finito en su extensión obvia a D di-
mensiones. También se puede calcular directamente, como en el Apéndice 2B,
por integraciones sucesivas de la Ec. (8.132), usando la fórmula (8.14). Las
fórmulas de iteración son los análogos Eucludianos de las fórmulas deducidas en el
Apéndice 2B, siendo 2πN 2

1N 2
N+1

√
rbra el prefactor de la amplitud, −aN+1(r

2
b +r

2
a)/h̄

el exponente y 2bN+1rbra/h̄ el argumento de la función de Bessel. De este modo
obtenemos la expresión (8.144), excepto que sinh[ω(τb − τa)] se reemplaza por
sinh[ω̃(N + 1)ǫ]ǫ/ sinh ω̃ǫ y cosh[ω(τb − τa)] por cosh[ω̃(N + 1)ǫ].

8.7 Part́ıcula cerca de la Superficie de una Esfera

en D Dimensiones

Con lo aprendido en la secciones anteriores, es directo calcular exactamente una
cierta clase de integrales de trayectoria auxiliares. Éstas involucran sólo varia-
bles angulares y serán llamadas integrales de trayectoria de una part́ıcula puntual
moviendose cerca de la superficie de una esfera enD dimensiones. La amplitud resul-
tante conduce eventualmente a la, f́ısicamente más relevante, amplitud que describe
el comportamiento de una part́ıcula sobre la superficie de una esfera.

Sobre la superficie de una esfera de radio r, la posición de la part́ıcula en función
del tiempo estará dada por un vector unitario u(t). La acción Euclideana es

A =
M

2
r2
∫ τb

τa
dτ u̇2(τ). (8.147)

La manera correcta de segmentar temporalmente esta acción no se conoce de las
discusiones anteriores. No puede ser deducida de la partición temporal de la acción
en coordenadas Cartesianas, ni de su descomposión en términos del momentum
angular. Esto debido a que tenemos ahora una nueva caracteŕıstica geométrica que
hace que los procedimientos anteriores sean inaplicables: la superficie de una esfera
es un espacio de Riemann, el cual tiene una curvatura intŕınseca diferente de cero.
En las Secciones 1.13 – 1.15 se muestra que el movimiento en un espacio curvo no
sigue las reglas canónicas de cuantización de los operadores de la mecánica cuántica.
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El mismo problema se encuentra aqúı, aunque de otra forma. Desde un inicio, no
nos está permitido particionar temporalmente la acción (8.147) de forma directa.
La partición correcta se encuentra de acuerdo a los siguientes dos pasos. Primero,
usamos la experiencia adquirida en la descomposición de la partición temporal de
la amplitud en un espacio Euclideano, en términos del momentum angular, para
introducir y resolver la mencionada partición temporal de la integral de trayectoria
auxiliar cerca de la superficie de la esfera. En un segundo paso debemos implementar
ciertas correcciones para describir apropiadamente la acción sobre la esfera. Al final,
tenemos que construir la norma correcta de la integral de trayectoria, la cual no será
la que ingenuamente podŕıamos esperar. Para construir la integral de trayectoria
auxiliar cerca de la superficie de la esfera observemos que el término de la enerǵıa
cinética de un segmento temporal en D dimensiones

M

2ǫ

N+1
∑

n=1

(r2n + r2n−1 − 2rnrn−1 cos∆ϑn) (8.148)

se descompone en una parte radial y una parte angular en la forma

−M
2ǫ

N+1
∑

n=1

(r2n + r2n−1 − 2rnrn−1) +
M

2ǫ

N+1
∑

n=1

2rnrn−1(1− cos∆ϑn). (8.149)

La parte angular se puede escribir como

−M
2ǫ

N+1
∑

n=1

rnrn−1(x̂n − x̂n−1)
2, (8.150)

donde x̂n, x̂n−1 son los vectores unitarios dirigidos en las direcciones de xn, xn−1

[recordemos la Ec. (8.111)]. Restringiendo las variables radiales rn a la superficie
de una esfera de un radio r fijo, e identificando x̂ con u, obtenemos directamente la
partición temporal de la integral de trayectoria cerca de la superficie de la esfera en
D dimensiones:

(ubτb|uaτa) ≈
1

√

2πh̄ǫ/Mr2
D−1

N
∏

n=1







∫ dun
√

2πh̄ǫ/Mr2
D−1





 exp
(

−1

h̄
AN

)

, (8.151)

donde la partición de la acción es

AN =
M

2ǫ
r2

N+1
∑

n=1

(un − un−1)
2. (8.152)

La norma dun denota elementos de superficie infinitesimales en D dimensiones
[recordemos la Ec. (8.116)]. Notemos que a pesar de que todos los puntos finales un

yacen sobre la esfera, las trayectorias están sólo cerca de la esfera ya que, entre pun-
tos, los segmentos de la trayectoria dejan la superficie y cruzan el espacio contenido
en una ĺınea recta. Esto será estudiado en detalle en la Sección 8.8.
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Como se mencionó anteriormente, esta amplitud se puede resolver exactamente.
En efecto, por cada intervalo temporal ǫ, la exponencial

exp

[

−Mr2

2h̄ǫ
(un − un−1)

2

]

= exp

[

−Mr2

h̄ǫ
(1− cos∆ϑn)

]

(8.153)

puede desarrollarse en armónicos esféricos de acuerdo a las fórmulas (8.100)–(8.101),

exp

[

−Mr2

2h̄ǫ
(un − un−1)

2

]

=
∞
∑

l=0

ãl(h)
l +D/2− 1

D/2− 1

1

SD

C
(D/2−1)
l (cos∆ϑn)

=
∞
∑

l=0

ãl(h)
∑

m

Ylm(un)Y
∗
lm(un−1), (8.154)

donde

ãl(h) =
(

2π

h

)(D−1)/2

Ĩl+D/2−1(h), h =
Mr2

h̄ǫ
. (8.155)

Por cada par cercano (n + 1, n), (n, n − 1) de tales factores en la partición de la
integral de trayectoria, pude hacerse la integración sobre la varible intermedia un

usando la relación de ortogonalidad (8.115). De esta manera, de la Ec. (8.151),
obtenemos la partición temporal de la amplitud

(ubτb|uaτa) =

(

h

2π

)(N+1)(D−1)/2 ∞
∑

l=0

ãl(h)
N+1

∑

m

Ylm(ub)Y
∗
lm(ua). (8.156)

En el ĺımite continuo N → ∞, ǫ = (τb − τa)/(N + 1) → 0, tendremos [recordemos
la Ec. (8.11)]

(

h

2π

)(N+1)(D−1)/2

ãl(h)
N+1 =

[

Ĩl+D/2−1

(

Mr

h̄ǫ

2
)]N+1

ǫ→0−−−→ exp

{

−(τb − τa)h̄
(l +D/2− 1)2 − 1/4

2Mr2

}

. (8.157)

Aśı, la amplitud de evolución temporal final para el movimiento cerca de la superficie
de la esfera es

(ubτb|uaτa) =
∞
∑

l=0

exp

[

− h̄L2

2Mr2
(τb − τa)

]

∑

m

Ylm(ub)Y
∗
lm(ua), (8.158)

donde
L2 ≡ (l +D/2− 1)2 − 1/4. (8.159)

Para D = 3, esto equivale a un desarrollo en términos de los polinomios asociados
de Legendre

(ubτb|uaτa) =
∞
∑

l=0

2l + 1

4π
exp

{

− h̄L2

2Mr2
(τb − τa)

}

×
l
∑

m=−l

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θb)P

m
l (cos θa)e

im(ϕb−ϕa). (8.160)
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Si el punto inicial está en el polo norte de la esfera, esto se simplifica a la forma

(ubτb|ẑaτa) =
∞
∑

l=0

2l + 1

4π
exp

[

− h̄L2

2Mr2
(τb − τa)

]

Pl(cos θb)Pl(1), (8.161)

donde Pl(1) = 1. Por invariancia rotacional el mismo resultado se cumple para
direcciones arbitrarias de ua, si θb se reemplaza por el ángulo ϑ entre ub y ua.
En cuatro dimensiones, el desarrollo más conveniente emplea otra vez las funciones
del grupo de rotaciones, de tal manera que la Ec. (8.158) será

(ubτb|uaτa) =
∞
∑

l=0

exp

[

− h̄L2

2Mr2
(τb − τa)

]

(8.162)

× l + 1

2π2

l/2
∑

m1,m2=−l/2

Dl/2
m1m2

(ϕb, θb, γb)Dl/2 ∗
m1m2

(ϕa, θa, γa).

Estos resultados se necesitarán en las Secciones 8.9 y 10.4 para calcular las ampli-
tudes sobre la superficie de una esfera. Sin embargo, primero extraeremos algo más
de información de las amplitudes cerca de la superficie de la esfera.

8.8 Barreras Angulares cerca de la Superficie de una Esfera

En la Sección 8.5 hemos proyectado la integral de trayectoria de una part́ıcula libre
en tres dimensiones en un estado con momento angular l fijo mediante una integral
de trayectoria radial que contiene un potencial singular, la barrera centŕıfuga. Esto
no podŕıa haberse hecho con el formalismo estándar de la partición temporal. Sin
embargo, de la proyección de la integral de trayectoria obtuvimos adecuadamente
una partición temporal de la acción y de ello obtuvimos la amplitud correcta. Una
situación similar ocurre si proyectamos la integral de trayectoria cerca de la superficie
de una esfera en un número cuántico azimutal m fijo. La f́ısica cerca de los polos de
una esfera es casi la misma que en las superficies tangenciales a los polos. Aśı, para
un momentum angular fijo en dos dimensiones, las superficies tangenciales contienen
barreras centŕıfugas. Por ello, esperamos encontrar barreras centŕıfugas análogas,
cerca de los polos de un esfera para el número cuántico azimutal m fijo. Estas serán
llamadas barreras angulares .

8.8.1 Barreras Angulares en Tres Dimensiones

Consideremos primero el caso D = 3, donde la descomposición azimutal es

(ubτb|uaτa) =
∑

m

(sin θbτb| sin θaτa)m
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (8.163)

Es conveniente introducir la amplitud normalizada

(θbτb|θaτa)m ≡
√

sin θb sin θa(sin θbτb| sin θaτa)m, (8.164)
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en términos de la cual el desarrollo será

(ubτb|uaτa) =
∑

m

1√
sin θb sin θa

(θbτb|θaτa)m
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (8.165)

El ĺımite para tiempos iguales de la amplitud (sin θbτb| sin θaτa)m es

(sin θbτ | sin θaτ)m =
1

sin θa
δ(θb − θa) (8.166)

el cual corresponde a la norma invariante de la integración en θ sobre la superficie
de la esfera

∫

dθ sin θ. El ĺımite de la nueva amplitud (θbτb|θaτ)m es

(θbτ |θaτ)m = δ(θb − θa) (8.167)

con una función δ simple, tal como en el caso de una part́ıcula moviendose en
el intervalo coordenado θ ∈ (0, 2π), donde norma es

∫

dθ. La renormalización es
análoga a la de las amplitudes radiales de la Ec. (8.9).

La proyección de la amplitud se puede obtener inmediatamente de la Ec. (8.158):

(θbτb|θaτa)m =
√

sin θb sin θa

×
∞
∑

l=m

exp

[

− h̄l(l + 1)

2Mr2
(τb − τa)

]

2πYlm(θb, 0)Y
∗
lm(θa, 0). (8.168)

En términos de los polinomios asociados de Legendre [recordemos la Ec. (8.84)],
tendremos

(θbτb|θaτa)m =
√

sin θb sin θa
∞
∑

l=m

exp

{

− h̄l(l + 1)

2Mr2
(τb − τa)

}

(8.169)

× (2l + 1)

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θb)P

m
l (cos θa).

Veamos ahora la partición temporal de la integral de trayectoria asociada con esta
amplitud. Para ello partimos de la Ec. (8.151) usando el caso para D = 3,

(ubτb|uaτa) ≈
1

2πh̄ǫ/Mr2

N
∏

n=1

[

∫

d cos θndϕn

2πh̄ǫ/Mr2

]

exp
(

−1

h̄
AN

)

, (8.170)

y usando además el teorema de adición

cos∆ϑn = cos θn cos θn−1 + sin θn sin θn−1 cos(ϕn − ϕn−1) (8.171)

para desarrollar la exponencial como

exp

[

−Mr2

2h̄ǫ
(un − un−1)

2

]

= exp

[

−Mr2

h̄ǫ
(1− cos∆ϑn)

]

= exp

[

−Mr2

h̄ǫ
(1− cos θn cos θn−1 − sin θn sin θn−1)

]

× 1√
2πhn

∞
∑

m=−∞

Ĩm(hn)e
im(ϕn−ϕn−1), (8.172)
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donde hn está definido como

hn ≡ Mr2

h̄ǫ
sin θn sin θn−1. (8.173)

Haciendo sucesivamente las integrales sobre ϕn, obtenemos la integral de trayectoria
para las amplitudes proyectadas

(θbτb|θaτa)m ≈ 1
√

2πǫh̄/Mr2

N
∏

n=1





∫ π

0

dθn
√

2πǫh̄/Mr2



 exp
(

−1

h̄
AN

m

)

, (8.174)

donde AN
m es la partición temporal de la acción

AN
m =

N+1
∑

n=1

{

Mr2

ǫ
[1− cos(θn − θn−1)]− h̄ log Ĩm(hn)

}

. (8.175)

Para ǫ pequeño, esta expresión se puede aproximar por medio de la relación (donde
usamos ∆θn ≡ θn − θn−1)

AN
m ≈ ǫ

N+1
∑

n=1

{

Mr2

2ǫ2

[

(∆θn)
2 − 1

12
(∆θn)

4 + . . .
]

+
h̄2

2Mr2
m2 − 1/4

sin θn sin θn−1

}

, (8.176)

y el ĺımite continuo será

Am =
∫ τb

τa
dτ

(

Mr2

2
θ̇2 − h̄2

8Mr2
+

h̄2

2Mr2
m2 − 1/4

sin2 θ

)

. (8.177)

En θ = 0 y θ = π, esta acción tiene una singularidad de la forma 1/ sin2 θ, i.e., en
los polos norte y sur de la esfera, la similitud con la singularidad 1/r2 de la barrera
centŕıfuga justifica el nombre de “barreras angulares”.

Por analoǵıa con los problemas discutidos en la Sección 8.2 la amplitud (8.174),
donde la partición temporal de la acción está dada por la expresión (8.176), no está
definida para el caso m = 0, este es el problema llamado colapso de la trayectoria,
mismo que será resuelto en el Caṕıtulo 12. Sin embargo, junto con la partición
temporal total de la acción (8.175), la integral de trayectoria es estable para todo
m. En la expresión estable, y usando la fórmula (8.14), la integración sucesiva sobre
las variables intermedias reproduce correctamente el resultado (8.169).

Para hacer este cálculo, partimos del producto de integrales (8.174) y, con ayuda
del teorema de adición, usamos el desarrollo para cada factor Im(hn)

√

2ζ

π
eζ cos θn cos θn−1Im(ζ sin θn sin θn−1)

=
∞
∑

l=m

Il+1/2(ζ)(2l + 1)
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θn)P

m
l (cos θn−1), (8.178)
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donde ζ ≡ Mr2/h̄ǫ. Este teorema se sigue inmediatamente de la comparación de
las dos representaciones

e−ζ(1−cos∆θn) = e−ζ[1−cos θn cos θn−1−sin θn sin θn−1 cos(ϕn−ϕn−1)] (8.179)

× 1√
2πζ sin θn sin θn−1

∞
∑

m=−∞

Ĩm(ζ sin θn sin θn−1)e
im(ϕn−ϕn−1),

e−ζ(1−cos∆θn) = e−ζ

√

π

2ζ

∞
∑

l=0

(2l + 1)Il+1/2(ζ)Pl(cos∆θn). (8.180)

Con ayuda de la Ec. (8.5) se obtiene la primera relación, mientras que la segunda
se obtiene de la Ec. (8.83). Luego de comparar, y desarrollando los polinomios de
Legendre mediante el teorema de adición Ec. (8.85) y la Ec. (8.84), encontramos

Pl(cos∆θn) =
l
∑

m=−l

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (θn)P

m
l (θn−1)e

im(ϕn−ϕn−1). (8.181)

Con la relación de ortogonalidad (8.50) reescrita en la forma

∫ 1

−1

d cos θ

sin2 θ
Pm
l (cos θ)Pm

l′ (cos θ) =
(l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1
δll′ , (8.182)

esto nos permite hallar las integrales angulares en la Ec. (8.175). El resultado

(θbτb|θaτa)m =
√

sin θb sin θa
∞
∑

l=m

[Ĩm+l+1/2(ζ)]
N+1

×(2l + 1)

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θb)P

m
l (cos θa) (8.183)

es la solución de la partición temporal de la integral de trayectoria (8.174).
En el ĺımite continuo, [Ĩm+l+1/2(ζ)]

N+1 puede representarse por el término
asintótico principal de la Ec. (8.12), tal que

[Ĩm+l+1/2(ζ)]
N+1 ≈ exp

[

− h̄

2Mr2
L2(τb − τa)

]

, (8.184)

con lo cual llegamos a la expresión (8.169) encontrada anteriormente.
Los cálculos anteriores se han hecho en detalle con un propósito. Aplicaciones

posteriores requeriran una continuación análitica de la integral de trayectoria desde
valores enteros de m hasta valores reales arbitrarios µ ≥ 0. Con el presente cálculo,
es posible hallar de manera inmediata esta continuación anaĺıtica, escribiendo la
Ec. (8.183), con la ayuda de la relación

Pm
l (z) = (−)mP−m

l

(l +m)!

(l −m)!
, (8.185)
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en la forma

(θbτb|θaτa)µ =
√

sin θb sin θa
∞
∑

n=0

[Ĩn+µ+1/2(ζ)]
N+1

× (2n+ 2µ+ 1)

2

(n+ 2µ)!

n!
P−µ
n+µ(cos θb)P

−µ
n+µ(cos θa). (8.186)

Aqúı, µ puede ser un número real arbitrario si los factoriales (n+2µ)! y n! se definen
como Γ(n + 2µ+ 1) y Γ(n+ 1). En el ĺımite continuo, (8.186) será

(θbτb|θaτa)µ =
√

sin θb sin θa
∞
∑

n=0

exp

[

− h̄(n+ µ)(n+ µ+ 1)

2Mr2
(τb − τa)

]

× (2n+ 2µ+ 1)

2

(n+ 2µ)!

n!
P−µ
n+µ(cos θb)P

−µ
n+µ(cos θa). (8.187)

Con el uso del teorema de adición,11 mostraremos que para valores reales ar-
bitrarios de m = µ [4], esta expresión es solución de la partición temporal de la
integral de trayectoria (8.174)

(sinα sin β)−µJµ(z sinα sin β)eiz cosα cos β =
22µ+1Γ2(µ+ 1/2)√

2πz

×
∞
∑

n=0

inn!(n+ µ+ 1/2)

Γ(n+ 2µ+ 1)
Jn+µ+1/2(z)C

(µ+1/2)
n (cosα)C(µ+1/2)

n (cos β). (8.188)

Luego de hacer la sustutución z por ζe−iπ/2, esta expresión se convierte en

(sinα sin β)−µIµ(ζ sinα sin β) exp(ζ cosα cos β) =
22µ+1Γ2(µ+ 1/2)√

2πζ

×
∞
∑

n=0

n!(n+ µ+ 1/2)

Γ(n+ 2µ+ 1)
In+µ+1/2(ζ)C

(µ+1/2)
n (cosα)C(µ+1/2)

n (cos β). (8.189)

Los polinomios de Gegenbauer C(µ+1/2)
n (z) se pueden expresar, para µ arbitrario,

por medio de la Ec. (8.106) en términos de los polinomios de Jacobi P (µ,µ)
n , y poste-

riormente éstos se pueden expresar en términos de las funciones de Legendre P−µ
n+µ,

usando la fórmula

P (µ,µ)
n (z) = (−2)µ

(n + µ)!

n!
(1− z2)−µ/2P−µ

n+µ(z). (8.190)

Aśı encontramos12

C(µ+1/2)
n (z) =

Γ(n+ 2µ+ 1)Γ(µ+ 1)

Γ(2µ+ 1)n!

[

1− z2

4

]−µ/2

P−µ
n+µ(z). (8.191)

11G.N. Watson, Theory of Bessel Functions , Cambridge University Press, 1952, ver el Cap. 11.6,
Ec. (11.9).

12I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.936.
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Ahora, en la partición temporal de la integral de trayectoria podemos hacer las
integrales mediante la continuación anaĺıtica de la relación de ortogonalidad (8.182)
a valores reales arbitrarios de µ:

∫ 1

−1

d cos θ

sin2 θ
P−µ
n+µ(cos θ)P

−µ
n′+µ(cos θ) =

n!

(n + 2µ)!

2

2n+ 1µ+ 1
δnn′. (8.192)

Note que para µ no entero, las funciones de Legedre P−m
n+m(cos θ) ya no son polinomios

como en (1.421). En vez de eso, estas funciones están definidas en términos de las
funciones hipergeométricas como sigue:

P µ
ν (z) =

1

Γ(1− µ)

(

1 + z

1− z

)µ/2

F (−ν, ν + 1; 1− µ; (1− z)/2). (8.193)

La fórmula integral (8.192) es una consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios
de Gegenbauer (8.104), la cual aqúı se usa en la forma

∫ 1

−1
dz (1− z2)µC(µ+1/2)

n (z)C
(µ+1/2)
n′ (z) = δnn′

π2−2µΓ(2µ+ 2 + n)

n!(n + µ)[Γ(µ+ 1/2)]2
. (8.194)

Usando las Ecs. (8.189), (8.191) y (8.192), todas las integrales en el producto (8.207)
se pueden hacer como antes, dando como resultado la amplitud (8.186), cuyo ĺımite
continuo es (8.187), donde ambos resultados son válidos para valores reales arbitra-
rios de m = µ ≥ 0.

La continuación anaĺıtica a valores reales arbitrarios de µ tiene una aplicación
importante: La acción (8.177) para el movimiento proyectado de una part́ıcula cerca
de la superficie de la esfera coincide con la acción de una part́ıcula moviendose en
el llamado potencial de Pöschl-Teller [5]:

V (θ) =
h̄2

2Mr2
s(s+ 1)

sin2 θ
(8.195)

donde s = m − 1/2 es el parámetro de intensidad. Después de la continuación
anaĺıtica a valores reales arbitrariosm = µ ≥ 0, la amplitud (8.187) describe este sis-
tema para cualquier intensidad del potential. Este hecho será discutido más adelante
en el Caṕıtulo 14 donde desarrollaremos un método general para resolver diversas
integrales de trayectorias no triviales.

Nótese que la amplitud (sin θbτb| sin θaτa)m satisface la ecuación de Schrödinger
[

h̄2

Mr2

(

−1

2

1

sin θ

d

dθ
sin θ

d

dθ
+

m2

2 sin2 θ

)

+ h̄∂τ

]

(sin θ τ | sin θaτa)m
= h̄δ(τ − τa)δ(cos θ − cos θa). (8.196)

Esto se sigue de la ecuación diferencial que obedecen los polinomios de Legendre
Pm
l (cos θ) en la Ec. (8.87). Por otra parte, la nueva amplitud (θ τ |θaτa)m, satisface

la ecuación [correspondiente a la ecuación para
√
sin θPm

l (cos θ) dada en el pie de
página de la Ec. (8.87)]
[

h̄2

Mr2

(

−1

2

d

dθ2
− 1

8
+
m2 − 1/4

2 sin2 θ

)

+ h̄∂τ

]

(θ τ |θaτa)m = h̄δ(τ − τa)δ(θ − θa). (8.197)
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8.8.2 Barreras Angulares en Cuatro Dimensiones

En cuatro dimensiones, la descomposición del momentum angular en términos de
los ángulos de Euler tiene la forma [ver la Ec. (8.162)]

(ubτb|uaτa) =
∞
∑

l=0

exp

{

− h̄L2

2Mr2
(τb − τa)

}

× l + 1

2π2

l/2
∑

m1m2=−l/2

dl/2m1m2
(θb)d

l/2
m1m2

(θa)e
im1(ϕb−ϕa)+im2(γb−γa), (8.198)

donde
L2 ≡ (l + 1)2 − 1/4 = 4(l/2)(l/2 + 1) + 3/4 (8.199)

y m1, m2 aceptan sólo valores enteros o semienteros según el valor l/2. Ahora,
definimos la amplitud proyectada por medio del desarrollo

(ubτb|uaτa) = 8
∑

m1m2

(sin θbτb| sin θaτa)m1m2

1

2π
eim1(ϕb−ϕa)

1

4π
eim2(γb−γa). (8.200)

Al igual que en la Ec. (8.164), nos es conveniente introducir la amplitud con diferente
normalización (θbτb|θaτa)m, definida mediante la relación

(θbτb|θaτa)m1m2
≡
√

sin θb sin θa(sin θbτb| sin θaτa)m1m2
, (8.201)

en términos de la cual el desarrollo se convierte en [comparar con la Ec. (8.163)]

(ubτb|uaτa) =
∑

m

8√
sin θb sin θa

(θbτb|θaτa)m1m2

1

2π
eim(ϕb−ϕa)

1

4π
eim(γb−γa). (8.202)

Una comparación con la Ec. (8.198) nos permite hallar inmediatamente la amplitud
proyectada

(θbτb|θaτa)m1m2
=
√

sin θb sin θa (8.203)

×
∞
∑

l

exp

{

− h̄[(l + 1)2 − 1/4]

2Mr2
(τb − τa)

}

l + 1

2
dl/2m1m2

(θb)d
l/2
m1m2

(θa),

en la cual la suma es para valores pares de l, y para valores grandes hasta infinito
de |2m1|, |2m2|.

Veamos la forma de la partición temporal de la integral de trayectoria que con-
duce a esta amplitud. De acuerdo a las Ecs. (8.151)–(8.153), tenemos

(ubτb|uaτa) ≈ 1
√

2πh̄ǫ/Mr2
3

N
∏

n=1







∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 4π

0

dθn sin θndϕndγn

8
√

2πh̄ǫ/Mr2
3





 exp
(

−1

h̄
AN

)

.

(8.204)
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En cada partición temporal hacemos uso del teorema de adición (8.129) y desarro-
llamos la exponencial con ayuda de la Ec. (8.6) en la forma

exp

[

−Mr2

2h̄ǫ
(un − un−1)

2

]

= exp

[

−Mr2

h̄ǫ
(1− cos∆ϑn)

]

= exp

{

−Mr2

2h̄ǫ
[1− cos(θn/2) cos(θn−1/2)− sin(θn/2) sin(θn−1/2)]

}

× 1
√

2πhcn

1
√

4πhsn

∞
∑

m1,m2=−∞

Ĩ|m1+m2|(h
c
n)Ĩ|m1−m2|(h

s
n) (8.205)

× exp{im1(ϕn − ϕn−1) + im2(γn − γn−1)},

donde hcn y hsn están dados por

hcn =
Mr2

h̄ǫ
cos(θn/2) cos(θn−1/2), hsn =

Mr2

h̄ǫ
sin(θn/2) sin(θn−1/2). (8.206)

Haciendo sucesivamente las integrales sobre ϕn y γn, obtenemos la integral de trayec-
toria para la amplitud proyectada

(θbτb|θaτa)m1m2
≈ 1
√

2πǫh̄/4Mr2

N
∏

n=1





∫ π

0

dθn
√

2πǫh̄/4Mr2



 exp
{

−1

h̄
AN

m1m2

}

, (8.207)

donde AN
m1m2

es la partición de la acción

AN
m1m2

=
N+1
∑

n=1

{

Mr2

ǫ
[1− cos[(θn − θn−1)/2]

− h̄ log Ĩ|m1+m2|(h
c
n)− h̄ log Ĩ|m1−m2|(h

s
n)

}

. (8.208)

Para ǫ pequeño, podemos aproximar esta expresión (utilizando ∆θn ≡ θn − θn−1)
por medio de la relación

AN
m1m2

→ ǫ
N+1
∑

n=1

{

Mr2

2ǫ2
[(∆θn/2)

2 − 1

12
(∆θn/2)

4 + . . .]

+
h̄2

2Mr2
(m1 +m2)

2 − 1/4

cos(θn/2) cos(θn−1/2)
+

h̄2

2Mr2
(m1 −m2)

2 − 1/4

sin(θn/2) sin(θn−1/2)

}

, (8.209)

donde el ĺımite continuo es

Am1m2
=
∫ τb

τa
dτ

(

Mr2

8
θ̇2 − h̄2

8Mr2
+

h̄2

2Mr2
|m1 +m2|2 − 1/4

cos2(θ/2)

+
h̄2

2Mr2
|m1 −m2|2 − 1/4

sin2(θ/2)

)

. (8.210)
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Después de introducir la masa auxiliar

µ =M/4 (8.211)

y arreglando los términos del potencial, podemos reescribir la acción como

Am1m2
=
∫ τb

τa
dτ

(

µr2

2
θ̇2 − h̄2

32µr2
+

h̄2

2µr2
m2

1 +m2
2 − 1/4− 2m1m2 cos θ

sin2 θ

)

. (8.212)

Tal como en el sistema previo, esta acción contiene una barrera angular 1/ sin2 θ,
singular para los valores θ = 0 y θ = π. Aśı que la amplitud (8.207), cuya partición
temporal de la acción está dada por la expresión (8.176), no está definida para
m1 = m2 o m1 = −m2, debido al colapso de la trayectoria. Sólo con la partición
temporal apropiada de la acción (8.208), la integral de trayectoria es estable y tiene
una solución mediante integraciones sucesivas, cuyo resultado es el hallado en la
Ec. (8.203).

Igual que antes, la integral de trayectoria (8.207) estará bien definida y tendrá la
solución (8.203) śı tantom1 comom2 aceptan sólo valores enteros o semi-enteros. Sin
embargo, la integral de trayectoria y su solución se pueden continuar anaĺıticamente
a valores reales y arbitrarios de m1 = µ1 ≥ 0 y m2 = µ2 ≥ 0. En este caso
reescribimos la Ec. (8.203) en la forma [4]

(θbτb|θaτa)µ1µ2
=
√

sin θb sin θa (8.213)

×
∞
∑

n=0

exp

{

−h̄[(n+ µ1 + 1)2 − 1/4]

2Mr2
(τb − τa)

}

n+ µ1 + 1

2
dn+µ1

µ1µ2
(θb)d

n+µ1

µ1µ2
(θa),

suponiendo que µ1 ≥ µ2. Los productos de las funciones de rotación d
λ
µ1µ2

(θ) tienen
una continuación análitica, bien definida, a valores reales arbitrarios de los ı́ndices
µ1, µ2, λ, como se puede ver expresandolas en términos de los polinomios de Jacobi,
via la fórmula (1.446).

Para llevar a cabo la integral de trayectoria en el caso de continuación anaĺıtica,
usamos el desarrollo válido para todo µ+, µ−,

13

z

2
Jµ+

(z cosα cos β)Jµ−
(z sinα sin β) = cosµ+ α cosµ+ β sinµ− α sinµ− β

×
∞
∑

n=0

(−1)n(µ+ + µ− + 2n+ 1)Jµ++µ−+2n+1(z)

× Γ(n+ µ+ + µ− + 1)Γ(n+ µ− + 1)

n!Γ(n+ µ+ + 1)[Γ(µ− + 1)]2

× F (−n, n + µ+ + µ− + 1;µ− + 1; sin2 α)

× F (−n, n + µ+ + µ− + 1;µ− + 1; sin2 β) (8.214)

13G.N. Watson, op. cit., Caṕıtulo 11.6, Ec. (11.6), (1).
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donde ζ ≡ Mr2/h̄ǫ. Las funciones hipergeométricas que aparecen en el lado derecho
tienen como primer argumento un valor entero negativo. Por tanto, estas funciones
son proporcionales a los polinomios de Jacobi P (µ−,µ+)

n :

P (µ−,µ+)
n (x) =

1

n!

Γ(n+ µ− + 1)

Γ(µ− + 1)
F (−n, n + µ+ + µ− + 1; 1 + µ−; (1− x)/2) (8.215)

[recordemos la Ec. (1.446) y la identidad P (µ−,µ+)
n (x) = (−)nP (µ−,µ+)

n (−x)]. Susti-
tuyendo z = iζ , α = θn/2, β = θn−1/2, y expresando los polinomios de Jacobi en
términos de las funciones de rotación continuadas anaĺıticamente para los valores
reales de µ1, µ2, y para µ1 ≥ µ2, de la Ec. (8.214) obtenemos

Iµ+

(

ζ cos
θn
2
cos

θn−1

2

)

Iµ−

(

ζ sin
θn
2
sin

θn−1

2

)

=
4

ζ

∞
∑

n=0

I2n+µ++µ−+1(ζ)
(n+ µ1 + µ2)!(n+ µ1 − µ2)!

(n+ 2µ1)!n!
dn+µ1

µ1µ2
(θn)d

n+µ1

µ1µ2
(θn−1). (8.216)

Ahora hacemos uso de la relación de ortogonalidad [comparar con la Ec. (1.455)]

∫ 1

−1
d cos θ dn+µ1

µ1µ2
(θ)dn

′+µ1

µ1µ2
(θ) = δnn′

2

2n+ 1
, (8.217)

la cual para µ1, µ2 reales se sigue de la relación correspondiente para los polinomios
de Jacobi14

∫ 1

−1
dx (1− x)µ−(1 + x)µ+P (µ−,µ+)

n (x)P
(µ−,µ+)
n′ (x)

= δnn′

2µ++µ−+1Γ(µ+ + n+ 1)Γ(µ− + n + 1)

n!(µ+ + µ− + 1 + 2n)Γ(µ+ + µ− + n+ 1)
, (8.218)

y que será válida para Reµ+ > −1 , Reµ− > −1. Haciendo, en la expresión (8.207),
todas las integrales para θn, obtenemos la partición temporal de la amplitud

(θb τb|θa τa)µ1µ2
=
√

sin θb sin θa
∞
∑

n=0

[

Ĩ2n+µ++µ−+1(ζ)
]N+1

dn+µ1

µ1µ2
(θb)d

n+µ1

µ1µ2
(θa), (8.219)

válida para todos los reales µ1 ≥ µ2 ≥ 0. En el ĺımite continuo, tendremos

(θb τb|θa τa)µ1µ2
=
√

sin θb sin θa
∞
∑

n=0

e−En(τb−τa)/h̄dn+µ1

µ1µ2
(θb)d

n+µ1

µ1µ2
(θa), (8.220)

donde

En =
h̄

2Mr2
[(2n+ µ+ + µ− + 1)2 − 1/4], (8.221)

14I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 7.391.
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lo cual prueba la expresión (8.213).
Además del movimiento proyectado de una part́ıcula cerca de la superficie de la

esfera, la amplitud (8.213) describe también el movimiento de una part́ıcula en el
potencial general de Pöschl-Teller [5]

VPT ′(θ) =
h̄2

2Mr2

[

s1(s1 + 1)

sin2(θ/2)
+
s2(s2 + 1)

cos2(θ/2)

]

. (8.222)

Debido a la continuación análitica para m1, m2 reales y arbitrarios, los parámetros
s1 y s2 son arbitrarios, donde los parámetros de la magnitud del potencial son
s1 = m1 + m2 − 1/2 y s2 = m1 − m2 − 1/2. Esto será discutido en detalle en el
Caṕıtulo 14.

Recordando la ecuación diferencial (1.454), misma que tiene como solución las
funciones de rotación dl/2m1m2

(θ), vemos que la amplitud proyectada original (8.207)
obedece la ecuación de Schrödinger

[

h̄2

2µr2

(

− 1

sin θ

d

dθ
sin θ

d

dθ
+

3

16
+
m2

1 +m2
2 − 2m1m2 cos θ

sin2 θ

)

+ h̄∂τ

]

× (sin θ τ | sin θaτa)m1m2
= h̄δ(τ − τa)δ(cos θ − cos θa). (8.223)

El término extra 3/16 es necesario para tener en cuenta la diferencia de enerǵıa
entre el movimiento cerca de la superficie de la esfera en cuatro dimensiones, cuya
enerǵıa es (h̄2/2µr2)[(l/2)(l/2 + 1) + 3/16] [ver la Ec. (8.158)], y la de un trompo
giratorio simétrico con momento angular L = l/2 en tres dimensiones, cuya enerǵıa
es (h̄2/2µr2)(l/2)(l/2 + 1), como será demostrado detalladamente en la siguiente
sección.

La amplitud (θbτb|θaτa)m1m2
definida en la Ec. (8.201) cumple con la ecuación

diferencial

[

h̄2

2µr2

(

− d2

dθ2
− 1

16
+
m2

1 +m2
2 − 1/4− 2m1m2 cos θ

sin2 θ

)

+ h̄∂τ

]

× (θ τ |θaτa)m1m2
= h̄δ(τ − τa)δ(θ − θa). (8.224)

Por supuesto, esta es precisamente la ecuación de Schrödinger asociada con la acción
(8.212).

8.9 Movimiento sobre una Esfera en D Dimensiones

Las funciones de onda para la de evolución temporal de la amplitud cerca de la
superficie de una esfera también son correctas para el movimiento sobre una esfera.
Sin embargo, esto no es cierto para las enerǵıas, para las cuales de la amplitud
(8.158) obtenemos

El =
h̄2

2Mr2
(L2

2)l, (8.225)
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donde
(L2

2)l = (l +D/2− 1)2 − 1/4, l = 0, 1, 2, . . . . (8.226)

Sin embargo, de la Sección 1.14 sabemos que las enerǵıas debeŕıan de ser iguales a

El =
h̄2

2Mr2
(L̂2)l, (8.227)

donde (L̂2)l representa los valores propios del cuadrado del operador del momentum
angular. En D dimensiones, de la teoŕıa de Schrödinger se sabe que tales valores
propios son

(L̂2)l = l(l +D − 2), l = 0, 1, 2, . . . . (8.228)

Además del caso trivial D = 1, ambas enerǵıas son iguales sólo para D = 3, donde
(L2

2)l ≡ (L̂2)l = l(l+1). Para otras dimensiones, tenemos que eliminar la diferencia

∆(L2
2)l ≡ L̂2 − L2

2 =
1

4
−
(

D

2
− 1

)2

= −(D − 1)(D − 3)

4
. (8.229)

El caso más simple, no trivial, donde aparece esta diferencia es para D = 2, donde
el número cuántico magnético m tiene el papel de l, y tenemos (L2

2)m = m2 − 1/4,
mientras que la expresión correcta para la enerǵıa debeŕıa ser proporcional a (L̂2)m =
m2.

Para encontrar la expresión correcta de la enerǵıa, son necesarios dos cambios en
la partición temporal de la integral de trayectoria. Primero, la partición temporal
de la acción (8.152) debe de modificarse para medir la distancia propia sobre la
superficie en lugar de usar la distancia Euclideana del espacio contenido. Segundo,
tendremos que corregir la norma de la integral de trayectoria. La modificación de
la acción será

AN
sobre la esfera =

M

ǫ
r2

N+1
∑

n=1

(∆ϑn)
2

2
, (8.230)

adicionalmente al término

AN =
M

ǫ
r2

N+1
∑

n=1

(1− cos∆ϑn). (8.231)

Ya que la partición temporal de la integral de trayectoria fue resuelta exactamente
con la acción anterior, es conveniente desarrollar la acción verdadera alrededor de
la acción solución en la siguiente forma:

AN
sobre la esfera =

M

ǫ
r2

N+1
∑

n=1

[

(1− cos∆ϑn) +
1

24
(∆ϑn)

4 − . . .
]

. (8.232)

No es necesario hallar términos de orden superior al cuarto orden en ∆ϑn, ya que
estos términos no contribuyen a orden ǫ. Para D = 2, la corrección a la acción
es suficiente para transformar la integral de trayectoria cerca de la superficie de
la esfera a una integral de trayectoria sobre la esfera. La cual, en esta dimensión
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reducida, es meramente un ćırculo. Sobre el ćırculo, ∆ϑn = ϕn − ϕn−1 y la norma
de la integral de trayectoria será

1
√

2πh̄ǫ/Mr2

N+1
∏

n=1

∫ π/2

−π/2

dϕn
√

2πh̄ǫ/Mr2
. (8.233)

El término de orden cuarto (∆ϑn)
4 = (ϕn − ϕn−1)

4, de acuerdo a las reglas de la
teoŕıa de perturbación, se puede reemplazar por su valor esperado [ver la Ec. (8.62)]

〈(∆ϑn)4〉0 = 3
ǫh̄

Mr2
. (8.234)

En la acción, el término correctivo

∆quAN =
M

ǫ
r2

N+1
∑

n=1

1

24
(∆ϑn)

4 (8.235)

tiene, por tanto, el valor esperado

〈∆quAN〉0 = (N + 1)ǫ
h̄2/4

2Mr2
. (8.236)

Esto proporciona el término faltante, el cual lleva la enerǵıa del valor cerca-
de-la-superficie Em = h̄2(m2 − 1/4)/2Mr2 al valor propio sobre-la-esfera Em =
h̄2m2/2Mr2.

En dimensiones de orden mayor, la integral de trayectoria cerca de la superficie
de una esfera requiere de una segunda corrección. La diferencia (8.229) entre L̂2 y
L2
2 es negativa. Ya que el valor esperado de la corrección de cuarto orden es siempre

positiva, esto no puede explicar el problema del signo.15 Calculemos primero su
contribución para D arbitrario. Para ǫ muy pequeño, las fluctuaciones cerca de la
superficie de la esfera están cerca del espacio tangente D−1 dimensional. Sean ∆xn

las coordenadas en este espacio. Entonces, la corrección de cuarto orden se puede
escribir en la forma

∆quAN ≈ M

ǫ

N+1
∑

n=1

1

24r2
(∆xn)

4, (8.237)

donde las componentes (∆xn)i tienen las correlaciones

〈(∆xn)i(∆xn)j〉0 =
h̄ǫ

M
δij . (8.238)

Aśı, de acuerdo a la regla (8.62), ∆quAN tiene el valor esperado

〈∆AN〉0 = (N + 1)ǫ
h̄2

2Mr2
∆quL

2
2, (8.239)

15Esto fue señalado por G. Junker and A. Inomata, en Path Integrals from meV to MeV, editado
por M.C. Gutzwiller, A. Inomata, J.R. Klauder, and L. Streit (World Scientific, Singapore, 1986),
p.333.
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donde ∆quL
2
2 es la contribución del término de orden cuarto al valor L2

2:

∆quL
2
2 =

D2 − 1

12
. (8.240)

Este resultado se obtiene usando las reglas de contracción del tensor

〈∆xi∆xj∆xk∆xl〉0 =
(

ǫh̄

M

)2

(δijδkl + δikδjl + δilδjk), (8.241)

las cuales se siguen de las integrales (8.63).
Por otro lado, se puede obtener el mismo resultado de un modo más pedestre:

El término (∆xn)
4 se puede descomponer en los D − 1 términos cuadráticos de las

componentes individuales ∆xni, y (D − 1)(D − 2) términos cuadráticos mezclados
(∆xni)

2(∆xnj)
2, donde i 6= j. El primero tiene como valor esperado la cantidad

(D − 1) · 3(ǫh̄/Mr)2, y el último (D − 1)(D − 2) · (ǫh̄/Mr)2. Cuando se sustituyen
en la Ec. (8.237), obtenemos la Ec. (8.239).

Aśı, al final, en D dimensiones, la diferencia será:

∆fL
2
2 = ∆L2

2 −∆quL
2
2 = −1

3
(D − 1)(D − 2). (8.242)

Esta diferencia se puede eliminar sólo por medio de la norma de la integral de
trayectoria. Cerca de la esfera hemos usado la norma

N
∏

n=1







∫ dD−1un
√

2πh̄ǫ/Mr2
D−1





 . (8.243)

En el Caṕıtulo 10 argumentaremos el porqué esta norma es incorrecta. Encon-
traremos que la norma (8.243) contiene un factor de corrección

N
∏

n=1

[

1 +
D − 2

6
(∆ϑn)

2
]

(8.244)

[ver el factor (1 + i∆Aǫ
J) en la Ec. (10.151)]. Haciendo (∆ϑn)

2 = (∆xn/r)
2, el valor

esperado de este factor será

N
∏

n=1

[

1 +
(D − 2)(D − 1)

6r2
ǫh̄

M

]

(8.245)

que en la acción, corresponde a un término de corrección del orden

〈∆AN
f 〉0 = (N + 1)ǫ

h̄2

2Mr2
∆fL

2
2, (8.246)

donde ∆fL
2
2 está dado por la Ec. (8.242). Esto explica la diferencia restante entre

los valores propios de (L2)l y (L̂)2l .
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En resumen, la amplitud de evolución temporal en la esfera D-dimensional será
[6]

(ubτb|uaτa) =
∞
∑

l=0

exp

[

− h̄L̂2

2Mr2
(τb − τa)

]

∑

m

Ylm(ub)Y
∗
lm(ua), (8.247)

donde
L̂2 = l(l +D − 2), (8.248)

mismos que son precisamente los valores propios del cuadrado del operador de mo-
mentum angular en la mecánica cuántica de Schrödinger. Para D = 3 y D = 4, la
amplitud (8.247) coincide con las representaciones más espećıficas (8.161) y (8.162),
si L2

2 se reemplaza por L̂2.
Finalmente, enfatizemos que contrario a la amplitud (8.158) cerca de la superficie

de la esfera, la normalización de la amplitud (8.247) sobre la esfera es
∫

dD−1ub (ubτb|uaτa) = 1. (8.249)

Lo cual se sigue de la integral
∫

dD−1ub

∑

m

Ylm(ub)Y
∗
lm(ua) = δl0

∫

dD−1ub Y00(ub)Y
∗
00(ua)

= δl0

∫

dD−1ub 1/SD = δl0. (8.250)

Esto es contrario a la amplitud cerca de la superficie, la cual satisface

∫

dD−1ub (ubτb|uaτa) = exp

[

−(D/2− 1)2 − 1/4

2µr2
(τb − τa)

]

. (8.251)

Terminamos esta sección con la siguiente observación. En el continuo, la integral
de trayectoria Euclideana sobre la superficie de una esfera se puede reescribir como
una integral de trayectoria en un espacio plano con una integral de trayectoria
auxiliar sobre un multiplicador de Lagrange λ(τ) en la forma16

(xbτb|xaτa) =
∫ i∞

−i∞

∫

D2x(τ)
Dλ(τ)
2πih̄

exp

(

−1

h̄

∫ τb

τa
dτ

{

M

2
ẋ2 +

λ(τ)

2r
[x2(τ)− r2]

})

.

(8.252)

Una partición temporal simple de esta expresión no nos daŕıa el espectro correcto
de enerǵıas sobre la esfera. La partición conduciŕıa al producto de integrales

(ubtb|uata) ≈
N
∏

n=1

[
∫

dDxn

] N
∏

n=1

[

∫

dλn
2πih̄/ǫ

]

exp
(

i

h̄
AN

)

, (8.253)

16La generalización en teoŕıa de campos de esta integral de trayectoria, en la que τ es reemplazado
por un vector espacial d-dimensional, x, es conocida como el modelo-σ no lineal O(D)-simétrico
en d dimensiones. En mecánica estad́ıstica esto corresponde al bien conocido modelo O(D) de
Heisenberg en d dimensiones.
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donde u ≡ x/|x| y la partición temporal de la acción es

AN =
N+1
∑

n=1

[

M

2ǫ
(xn − xn−1)

2 + ǫ
λn
2r

(x2
n − r2)

]

. (8.254)

La integración sobre las λn produciŕıa la expresión (8.151), donde cerca de la su-
perficie de la esfera la acción será la Ec. (8.152). Las funciones δ que surgen de las
integraciones sobre las λn forzaŕıan sólo a que las posiciones intermedias xn estén
sobre la esfera; la partición de los términos cinéticos, sin embargo, no correspon-
deŕıan a la distancia geodésica. También, la norma de la integral de trayectoria
seŕıa incorrecta.

8.10 Integrales de Trayectoria sobre Grupos Espaciales

En la sección 8.3 hemos comentado que la superficie de una esfera en cuatro dimen-
siones es equivalente al grupo de rotaciones en tres dimensiones, i.e., al grupo SU(2).
También hemos visto como calcular la partición temporal de una integral de trayec-
toria exactamente soluble cerca y sobre la superficie de una esfera. La equivalencia
abre la posibilidad de hallar integrales de trayectoria para el movimiento de un sis-
tema mecánico cerca y sobre el grupo espacial SU(2). El sistema más importante
al cual se le puede aplicar la integral de trayectoria sobre el grupo espacial SU(2)
es el trompo giratorio, cuya mecánica cuántica de Schrödinger fue discutida en la
Sección 1.15. Explotando la equivalencia anterior estamos en capacidad de describir
la misma mecánica cuántica en términos de integrales de trayectoria. La teoŕıa que
desarrollaremos para este sistema particular, después de una generalización apropia-
da, será aplicable a sistemas cuya dinámica evolucione en cualquier grupo espacial.

Primero discutiremos la integral de trayectoria cerca del grupo espacial usando
el resultado exacto de la integral de trayectoria cerca de la superficie de la esfera en
cuatro dimensiones. La observación crucial es la siguiente, la partición temporal de
la acción cerca de la superficie

AN =
M

2ǫ
r2

N+1
∑

n=1

(un − un−1)
2 =

Mr2

ǫ

N+1
∑

n=1

(1− cos∆ϑn) (8.255)

se puede escribir en términos de los elementos del grupo g(ϕ, θ, γ), definidos en la
Ec. (8.123), como

AN =
M

ǫ
r2

N+1
∑

n=1

[

1− 1

2
tr(gng

−1
n−1)

]

, (8.256)

donde es obvio que usamos la notación

gn = g(ϕn, θn, γn). (8.257)
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Esto se sigue luego de usar la forma matricial expĺıcita de g, es decir

g(ϕ, θ, γ) = exp(iϕσ3/2) exp(iθσ2/2) exp(iγσ3/2) (8.258)

=

(

eiϕ/2 0
0 e−iϕ/2

)(

cos(θ/2) sin(θ/2)
− sin(θ/2) cos(θ/2)

)(

eiγ/2 0
0 e−iγ/2

)

.

Luego de un poco de álgebra, encontramos

1

2
tr(gng

−1
n−1) = cos(θn/2) cos(θn−1/2) cos[(ϕn − ϕn−1 + γn − γn−1)/2]

+ sin(θn/2) sin(θn−1/2) cos[(ϕn − ϕn−1 − γn + γn−1)/2],

(8.259)

tal como en la Ec. (8.129). La norma de la integral, un invariante del grupo, gene-
ralmente se define normalizada a la unidad, i.e.,

∫

dg ≡ 1

16π2

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 4π

0
dθ sin θdϕdγ =

1

2π2

∫

d3u = 1. (8.260)

De acuerdo con esto, renormalizaremos la amplitud de evolución temporal
(ubτb|uaτa) cerca de la superficie de la esfera en cuatro dimensiones, definien-
dola apropiadamente como una amplitud normalizada a los elementos del grupo
(gbτb|gaτa). Aśı definimos

(ubτb|uaτa) ≡
1

2π2
(gbτb|gaτa). (8.261)

La integral de trayectoria (8.151) se convierte en la siguiente integral de trayectoria
para el movimiento cerca del grupo espacial [comparar también con la Ec. (8.204)]:

(gbτb|gaτa) ≈
2π2

√

2πh̄ǫ/Mr2
3

N
∏

n=1







∫

2π2dgn
√

2πh̄ǫ/Mr2
3





 exp
(

−1

h̄
AN

)

. (8.262)

Integremos esta expresión dentro del lenguaje de grupos espaciales. Para esto de-
sarrollamos en series la exponencial como en la Ec. (8.131):

exp

{

−Mr2

h̄ǫ

[

1− 1

2
tr(gng

−1
n−1)

]

}

=
∞
∑

l=0

ãl(h)
l + 1

2π2
C

(1)
l (cos∆ϑn) (8.263)

=
∞
∑

l=0

ãl(h)
l + 1

2π2

l/2
∑

m1,m2=−l/2

Dl/2
m1m2

(ϕn, θn, γn)Dl/2 ∗
m1m2

(ϕn−1, θn−1, γn−1).

En términos generales, el lado derecho corresponde a la bien conocida representación
de carácteres para el grupo SU(2):

exp

[

h

2
tr(gng

−1
n−1)

]

=
1

h

∞
∑

l=0

(l + 1)Il+1(h)χ
(l/2)(gng

−1
n−1). (8.264)
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Aqúı χl/2(g) son los llamados carácteres , i.e., las trazas de las matrices de repre-
sentación del elemento de grupo g,

χ(l/2)(g) = Dl/2
mm(g). (8.265)

La relación entre los dos desarrollos es obvio si usamos las propiedades de la repre-
sentación de las funciones Dl/2

m1m2
y su unitaridad para escribir

χ(l/2)(gng
−1
n−1) = Dl/2

mm′(gn)Dl/2∗
mm′(gn−1). (8.266)

Esto nos conduce directamente a la Ec. (8.263) [ver también la nota de la Ec. (8.128)].
Habiendo hecho el desarrollo de carácteres en cada segmento temporal, todas las
integrales intermedias del grupo se pueden hacer usando las relaciones de ortogona-
lidad de los carácteres del grupo

∫

dgχ(L)(g1g
−1)χ(L′)(gg−1

2 ) = δLL′

1

dL
χ(L)(g1g

−1
2 ). (8.267)

El resultado de las integrales es, por supuesto, la misma amplitud que la hallada
anteriormente en la Ec. (8.162):

(gbτb|gaτa) =
∞
∑

l=0

exp

[

− h̄L2

2Mr2
(τb − τa)

]

(8.268)

× (l + 1)
l/2
∑

m1,m2=−l/2

Dl/2
m1m2

(ϕn, θn, γn)Dl/2 ∗
m1m2

(ϕn−1, θn−1, γn−1).

Dada esta amplitud cerca del grupo espacial podemos encontrar la amplitud
para el movimiento sobre el grupo espacial, agregando a la enerǵıa cerca de la
esfera E = h̄2[(l/2 + 1)2 − 1/4]/2Mr2 la corrección ∆E = h̄2∆L2

2/2Mr2 asociada
con la Ec. (8.229). Para D = 4, L2

2 = (l/2)(l/2 + 1) + 3/4 tiene que reemplazarse
por L̂2 = L2

2 +∆L2
2 = (l/2)(l/2 + 1), y la enerǵıa cambia en

∆E = −3h̄2

8M
. (8.269)

De otra manera la amplitud es la misma que la hallada en la Ec. (8.268) [6].
La representación en términos de los carácteres de las exponenciales del tipo

(8.264) y la relación de ortogonalidad (8.267) son propiedades generales del grupo
de representaciones. La anterior partición temporal de la integral de trayectoria
puede por lo tanto servir como prototipo para la mecánica cuántica de otros sistemas
moviendose cerca o sobre grupos espaciales más generales que el grupo SU(2).

Nótese que no hay problema en el tratamiento similar con grupos no compactos
[7]. En este caso empezaŕıamos con el tratamiento de la integral de trayectoria cerca

y sobre la superficie de un hiperboloide en lugar de una esfera en cuatro dimensiones.
La solución correspondeŕıa a la integral de trayectoria cerca y sobre el grupo espacial
del grupo SU(1,1) del grupo de Lorentz O(2,1). La diferencia principal, con respecto
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al tratamiento anterior, seŕıa la aparición de funciones hipergeométricas para el
segundo ángulo de Euler θ en lugar de funciones trigonométricas.

Una familia importante de grupos no compactos cuyas integrales de trayectoria
se pueden obtener de esta manera son los grupos Euclideanos [8] consistentes en
rotaciones y translaciones. Su álgebra de Lie comprende a los operadores del mo-
mentum p̂, cuya representación en funciones de onda espaciales tiene la forma de
Schrödinger p̂ = −ih̄∇. Aśı, las reglas de conmutación canónicas en un espacio
Euclideano forma parte de las representaciones del álgebra de estos grupos. Dentro
de un grupo Euclideano, la separación de las integrales de trayectoria en una parte
radial y una azimutal es una herramienta importante para obtener todo el grupo de
representaciones.

8.11 Integral de Trayectoria del Trompo Rotatorio

Estamos ahora en condiciones de hallar la solución a la partición temporal de la
integral de trayectoria del trompo rotatorio. Para ello llevamos el problema al caso
anterior, el caso de una part́ıcula moviendose en el grupo espacial SU(2). Respecto
al caso anterior, el trompo rotatorio es diferente sólo en un aspecto: la “part́ıcula”
equivalente no se mueve en el espacio SU(2) del grupo de rotaciones, sino que en el
grupo de rotaciones O(3). Aqúı, las configuraciones angulares de los ángulos de Euler
γ y γ + 2π son f́ısicamente indistinguibles. Los estados f́ısicos forman un espacio de
representaciones de O(3) y la amplitud de evolución temporal debe reflejarlo. La
forma más simple de incorporar la topoloǵıa de O(3) es agregar las dos amplitudes
que conducen de la configuración inicial ϕa, θa, γa a los dos estados finales idénticos
ϕb, θb, γb y ϕb, θb, γb + 2π. De esto hallamos la amplitud del trompo rotatorio:

(ϕb, θb, γb τb|ϕb, θb, γb τa)trompo (8.270)

= (ϕb, θb, γb τb|ϕb, θb, γb τa) + (ϕb, θb, γb + 2π τb|ϕb, θb, γb τa).

En el desarrollo (8.268) de la amplitud, la suma elimina todas las funciones de

representación semi-enteras D
l/2
mm′(θ).

En lugar de la suma también podŕıamos haber formado otra representación para
la operación γ → γ + 2π, la combinación antisimétrica

(ϕb, θb, γb τb|ϕb, θb, γb τa)fermionico (8.271)

= (ϕb, θb, γb τb|ϕb, θb, γb τa)− (ϕb, θb, γb + 2π τb|ϕb, θb, γb τa).

De esto el desarrollo (8.268) conserva sólo los momenta angulares semi-enteros l/2.
Como se discutió en el Caṕıtulo 7, los momenta angulares semi-enteros están asocia-
dos con fermiones tales como los electrones, protones, muones y neutrinos. Esto está
indicado por medio del sub́ındice “fermiónico”. A pesar de esto, la amplitud anterior
no puede usarse para describir un sólo fermión ya que éste sólo tiene un esṕın fijo
l/2, mientras que la Ec. (8.271) contiene todos los posibles espines fermiónicos al
mismo tiempo.
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En principio, no hay limitación para el estudio del trompo no esférico. El término
gradiente, en la acción de la formulación cerca del grupo espacial,

1

ǫ2

[

1− 1

2
tr(gng

−1
n−1)

]

, (8.272)

tiene que dividirse según la partición temporal de las diferentes velocidades angu-
lares. En el continuo éstas están definidas por

ωa = −itr (σ̇ag−1), a = ξ, η, ζ. (8.273)

El gradiente (8.272) tiene como ĺımite simétrico continuo el valor ω̇2
a. Con los dife-

rentes momentos de inercia Iξ, Iη, Iζ, la partición antisimétrica del gradiente será

1

ǫ2

{

Iξ

[

1− 1

2
tr(gnσξg

−1
n−1)

]

+ Iη

[

1− 1

2
tr(gnσηg

−1
n−1)

]

+ Iζ

[

1− 1

2
tr(gnσζg

−1
n−1)

]}

, (8.274)

en lugar de la expresión (8.272). La amplitud cerca del trompo es una generalización
apropiada de la Ec. (8.268). Sin embargo, el cálculo del término de corrección ∆E
es más complicado que antes y, siguiendo las reglas explicadas anteriormente, queda
pendiente.

8.12 Integral de Trayectoria de Part́ıculas con Esṕın

La integral de trayectoria de un part́ıcula sobre la superficie de una esfera contiene
estados de todos los momenta angulares con valores enteros l = 1, 2, 3, . . . . La
integral de trayectoria en el grupo espacial SU(2) contiene también valores de esṕın
semi-enteros s = 1

2
, 3

2
, 5

2
, . . . .

Ahora, lo que queremos saber es si posible construir una integral de trayectoria
que contenga sólo una part́ıcula con esṕın, por ejemplo de esṕın s = 1/2. Aśı,
necesitamos una integral de trayectoria que por cada partición temporal nos describa
sólo una representación espacial irreducible del grupo del rotaciones, el cual cons-
ta de los 2s + 1 estados |s s3〉, donde s3 = −s, . . . , s. Para sumar sobre todas
las trayectorias, debemos parametrizar este espacio en términos de una variable
continua. Esto se hace seleccionando un estado particular de esṕın, por ejemplo
el estado |ss〉 orientado en la dirección z, y rotando en una dirección arbitraria
u = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) y con la ayuda de alguna rotación, por ejemplo

|θ ϕ〉 ≡ Rs(θ, ϕ)|ss〉 ≡ e−iS3ϕe−iS2θ|ss〉, (8.275)

donde Si son las matrices generadoras del grupo de rotaciones de esṕın s, las cuales
safisfacen las reglas de conmutación de los generadores L̂i, dadas en la Ec. (1.414).
Los estados (8.275) son versiones no abelianas de los estados coherentes (7.343).
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Estos pueden representarse en términos de los 2s + 1 estados de esṕın |s s3〉 como
sigue:

|θ ϕ〉 =
s
∑

s3=−s

|s s3〉〈s s3|R̂(θ, ϕ)|ss〉 =
s
∑

s3=−s

|s s3〉e−is3ϕdss3 s(θ), (8.276)

donde djmm′(θ) son las matrices de representación de e−iS2θ, cuyo momentum angular
j está dado en la Ec. (1.446). Para s = 1/2, donde la matriz djmm′ tiene la forma
dada en la Ec. (1.447), los estados (8.276) son

|θϕ〉 = eiϕ/2 cos θ/2| 1
2

1

2
〉 − e−iϕ/2 sin θ/2| 1

2
− 1

2
〉. (8.277)

En este momento es útil introducir los llamados armónicos esféricos monopolares

definidos por

Y j
mq(θ, ϕ) ≡

√

2j + 1

4π
eimϕdjm q(θ). (8.278)

Una comparación con la Ec. (8.125) muestra que éstos son simplemente los armónicos
ultra-esféricos Yj m q(x̂), donde el tercer ángulo de Euler γ es cero. Los armónicos
esféricos monopolares satisfacen la relación de ortogonalidad

∫ 1

−1
d cos θ

∫ 2π

0
dϕ Y j ∗

mq(θ, ϕ)Y
j′

m′q(θ, ϕ) = δjj′δmm′ , (8.279)

y la relación de completes

∑

j,m

Y j
mq(θ, ϕ)Y

j ∗
mq(θ

′, ϕ′) = δ(cos θ − cos θ′)δ(ϕ− ϕ′). (8.280)

Definimos ahora los estados covariantes

|u〉 ≡
√

2j + 1

4π
|θ ϕ〉 =

s
∑

s3=−s

|s s3〉 Y s ∗
s3 s

(θ, ϕ), (8.281)

y escribimos la integral angular como una integral sobre la superficie de la esfera
unitaria:

∫ 1

−1
d cos θ

∫ 2π

0
dϕ =

∫

d3u δ(u2 − 1) ≡
∫

du. (8.282)

De la Ec. (8.279) deducimos que los estados |u〉, en el espacio de los estados de esṕın
s, son un conjunto completo:

∫

du |u〉〈u| =
s
∑

s3=−s

s
∑

s′
3
=−s

|s s3〉
∫ 1

−1
d cos θ

∫ 2π

0
dϕY s ∗

s3 s
(θ, ϕ)Y s

s′
3
s(θ, ϕ)〈ss′3|

=
s
∑

s3=−s

|s s3〉 〈s s3| = 1s. (8.283)
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Sin embargo, los estados no son ortogonales. Escribiendo Y s
s3 s(θ, ϕ) como Y s

s3 s(u),
vemos que

〈u|u′〉=
s
∑

s3=−s

s
∑

s′
3
=−s

Y s
s3 s

(u)〈s s3|ss′3〉Y s
s′
3
s(u

′) =
s
∑

s3=−s

Y s
s3 s

(u)Y s ∗
s3 s

(u′). (8.284)

El lado derecho se puede calcular como sigue:

2j + 1

4π
〈ss|eiθS2eiϕS3e−iϕ′S3e−iθ′S2|ss〉 = 2j + 1

4π
〈ss|e−isAS3e−iβS2 |ss〉

=
2j + 1

4π
e−isAS3dsss(β) =

2j + 1

4π
e−isAS3

(

1 + u · u′

2

)s

, (8.285)

donde β es el ángulo entre u y u′, y A(u,u′, ẑ) es el área de triángulo esférico sobre la
esfera unitaria formado por los tres puntos del argumento. Para un radio R, el área
es igual a R2 multiplicado por el exceso angular E del triángulo. Donde, el exceso
angular se define como la cantidad en la cual la suma de los ángulos del triángulo es
mayor a π. Una fórmula expĺıcita para E la obtenemos de la generalización esférica
de la fórmula de Heron para el área A de una triángulo [9]:

A =
√

s(s− a)(s− b)(s− c), s = (a+ b+ c)/2 = semipeŕımetro. (8.286)

El exceso angular sobre una esfera es

tan
E

4
=

√

tan
φs

2
tan

φs − φa

2
tan

φs − φb

2
tan

φs − φc

2
, (8.287)

donde φa, φb, φc son las longitudes angulares de los lados del triángulo y

φs = (φa + φb + φc)/2 (8.288)

es el semipeŕımetro angular sobre la esfera.
Podemos ahora formular una integral de trayectoria para el producto escalar

(8.285):

〈ub|ua〉=
[

N
∏

n=1

∫

dun

]

〈ub|uN〉〈uN |uN−1〉〈uN−1| · · · |u1〉〈u1|ua〉. (8.289)

Para valores grandes de N , todos los vectores intermedios un quedarán cerca de sus
vecinos, de donde aproximadamente tendremos

〈un|un−1〉≈
2s+ 1

4π
ei∆An [1 + 1

2
un(un − un−1)]

s≈ 2s+ 1

4π
ei∆An+

s
2
un(un−un−1). (8.290)

Llevemos esta expresión al ĺımite continuo, para ello introducimos un parámetro
temporal etiquetando la cadena de los vectores un por medio de tn = nǫ, y para ǫ
pequeño encontramos la aproximación

2s+ 1

4π
exp

[

iǫ s cos θ ϕ̇− s

4
ǫ2
(

θ̇2 + sin2 θ ϕ̇2
)

+ . . .
]

. (8.291)
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El primer término se obtiene del producto escalar

〈θ ϕ|i∂t|θ ϕ〉 = 〈ss|eiS2θeiS3ϕi∂te
−iS3ϕe−iS2θ|ss〉

= 〈ss|eiS2θeiS3ϕ
(

ϕ̇S3e
−iS3ϕe−iS2θ + e−iS3ϕθ̇S2e

−iS2θ
)

|ss〉
= 〈ss| (cos θS3 − sin θS1) ϕ̇+ θ̇S2|ss〉 = s cos θ ϕ̇. (8.292)

Este resultado no es correcto del todo. La razón es que las variables angulares en
los estados (8.275) son variables ćıclicas. Para valores de esṕın enteros, θ y ϕ son
ćıclicas en 2π, para valores de esṕın semi-enteros el ciclo es 4π. Aśı, puede haber
cambios en 2π o 4π de estos ángulos que no afectan a los estados (8.275). Al escribir
la aproximación (8.291) suponemos que estamos a distancias seguras respecto de
estas sigularidades. Si nos acercamos a estas singularidades, deberemos de cambiar
la dirección de los ejes de cuantización.

Teniendo esto presente, en el ĺımite ǫ→ 0, podemos expresar el producto escalar
por la integral de trayectoria

〈ub|ua〉=
∫

Du e
i
h̄

∫ tb
ta

dt h̄s cos θϕ̇
, (8.293)

donde
∫ Du está definido por el ĺımite N → ∞ del producto de integrales

∫

Du ≡ lim
N→∞

[

2s+ 1

4π

N
∏

n=1

∫

dun

]

. (8.294)

La integral de trayectoria fija el espacio de Hilbert de la teoŕıa de espines. Esto es el
análogo a la integral de trayectoria del Hamiltoniano-cero en las Ecs. (2.17) y (2.18).
Comparando la Ec. (8.293) con la Ec. (2.18), vemos que sh̄ cos θ tiene el papel de
ser el momento canónico conjugado de la variable ϕ.

Para una dinámica de esṕın espećıfica debemos sumar, como en la Ec. (2.15),
un Hamiltoniano H(cos θ, ϕ), y llegar a la representación general de la integral de
trayectoria para la amplitud de evolución temporal de una part́ıcula con esṕın [10]

(ubtb|uata)=
∫

Du e
i
∫ tb
ta

dt [h̄s cos θϕ̇−H(θ,ϕ)]/h̄
. (8.295)

La integral de trayectoria anterior tiene una propiedad notable, la cual vale la
pena enfatizar. Para espines semi-enteros s = 1

2
, 3

2
, 5

2
, . . . es posible describir la f́ısica

de un fermión en términos de una teoŕıa de campo que involucra un vector unitario
de campo u, el cual describe la dirección del estado del esṕın:

〈u|Ŝ|u〉 = 〈ss|R̂−1(θ, ϕ)ŜR̂(θ, ϕ)|ss〉 = Ri j(θ, ϕ)〈ss|Sj|ss〉 = su. (8.296)

Esto se sigue de las propiedades vectoriales de las matrices de esṕın Ŝ. Las matrices
Ri j(θ, ϕ) son las matrices 3× 3 del grupo de rotaciones (la llamada representación

adjunta). Aśı, describimos un fermión en términos de un campo de Bose.
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La integral de trayectoria anterior es la ilustración más simple de un fenómeno
más general. En 1961, Skyrme señaló que una cierta configuración de campo de pio-
nes es capaz de comportarse en muchos aspectos como un nucleón [11], en particular
en sus propiedades fermiónicas.

En dos dimensiones, las teoŕıas de campo de Bose son aun más poderosas y
pueden describir part́ıculas con cualesquiera reglas de conmutación, como ejemplo
tenemos los aniones de la Sección 7.5. Esto será mostrado en el Caṕıtulo 16.

En el Caṕıtulo 10 veremos que la acción dada en la Ec. (8.293) se puede inter-
pretar como la acción de una part́ıcula de carga e en la superficie de la esfera uni-
taria cuyo centro contiene un monopolo magnético ficticio de carga g = −4πh̄cs/e.
El vector potencial asociado A(g)(u) será dado en la Ec. (10A.59). Acoplando
mı́nimamente este potencial a una part́ıcula de carga e, como en la Ec. (2.635),
sobre la superficie de una esfera, obtenemos la acción

A0 =
e

c

∫ tb

ta
A(g)(u) · u̇ = h̄ s

∫ tb

ta
dt cos θ ϕ̇ , (8.297)

donde el flujo magnético se le proporciona al monopolo por medio de dos flujos
tubulares infinitesimalmente delgados, las famosas cuerdas de Dirac, una por arriba
y otra por abajo. El campo A(−s) de la Ec. (8.297) es el promedio de las dos
expresiones de la Ec. (10A.61), donde g = −4πh̄cs/e. Para la construcción de la
integral de trayectoria, podemos cambiar fácilmente la ĺınea fuente a una sola cuerda
desde abajo, escogiendo los estados

|θ ϕ〉′ ≡ R̂(θ, ϕ)|ss〉 = e−iS3ϕe−iS2θeiS3ϕ|ss〉 = |θ ϕ〉eisϕ, (8.298)

en lugar de |θ ϕ〉 de la Ec. (8.275). La f́ısica es la misma ya que la cuerda es un
artificio de la elección del eje de cuantización.

En términos de coordenadas Cartesianas, la acción (8.297) con el flujo fuente
proveniente desde el polo norte, también se puede expresar en términos del vector
u(t) en la forma [comparar con la Ec. (10A.59)]

A0 = h̄s
∫

dt
ẑ× u(t)

1− uz(t)
· u̇(t). (8.299)

Esta expresión es singular en el polo norte de la esfera unitaria. La singularidad se
puede rotar en una dirección arbitraria n, de donde obtenemos

A0 = h̄s
∫

dt
n× u(t)

1− n · u(t) · u̇(t). (8.300)

Si u se acerca a n debemos de cambiar la dirección de n. La acción (8.300) se conoce
como la acción de Wess-Zumino.

En el Caṕıtulo 10 debemos calcular también el rotacional del potencial vectorial
A(g), de un monopolo de carga magnética g y encontrar el campo magnético radial
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acompañado por una contribución de una cuerda singular a lo largo de la dirección
n de la fuente del flujo [comparar con la Ec. (10A.54)]:

B(g) = ∇×A(g) = g
u

|u| − 4πg
∫ ∞

0
ds n̂ δ(3)(u− s n̂), (8.301)

La contribución singular es un artificio de la descripción del campo magnético.
La ĺınea, del cero al infinito, es llamada una cuerda de Dirac. Ya que el campo
magnético no diverge, el flujo magnético que emerge del origen de la esfera deberá
traerse desde algún punto al infinito. En la expresión (8.301) el campo se trae a lo
largo de una ĺınea recta en la dirección de u. De hecho, fácilmente podemos verificar
que la divergencia de (8.301) es cero.

Para una órbita cerrada, la interacción (8.297) se puede describir por medio del
teorema de Stokes como

A0 =
e

c

∫

dtA(g)(t) · u(t) = e

c

∫

dS ·
[

∇×A(g)
]

=
e

c

∫

dS ·B(g), (8.302)

donde
∫

dS se evalúa sobre la superficie que encierra la órbita. Esta superficie puede
o no contener la cuerda de Dirac del monopolo, en cuyo caso A0 difiere por 4πge/c.
Una integral de trayectoria sobre órbitas cerradas de la part́ıcula con esṕın

ZQM =
∮

du ei(A0+A)/h̄, (8.303)

es por lo tanto invariante bajo cambios de la posición de la cuerda de Dirac, śı la
carga g del monopolo satisface la condición de cuantización de la carga de Dirac

ge

h̄c
= s, (8.304)

donde s es un semi-entero o un entero.

Dirac fue el primero en darse cuenta que, como consecuencia de la mecánica
cuántica, una part́ıcula cargada cuya carga satiface la condición de cuantización
(8.304) ve sólo el campo radial monopolar de la Ec. (8.302) y no el campo en la
cuerda. La cuerda puede desplazarse a lo largo de cualquier ĺınea L sin ser detectada.
Esto le condujó a la conjetura de que podŕıan existir monopolos magnéticos de una
carga g espećıfica, lo cual podŕıa explicar porque todas las cargas en la naturaleza
son múltiplos enteros de la carga del electrón [16]. Este tema será discutido con más
detalle en la Sección 16.2.

En el Caṕıtulo 10 veremos como definir un campo monopolar A(g), el cual está
libre de la singularidad de la cuerda artificial [ver la Ec. (10A.58)]. Con la nueva
definición, la divergancia de B será una función δ en el origen:

∇×B(u) = 4πg δ(3)(u). (8.305)
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8.13 La Fase Berry

Este fenómeno tiene un fundamento f́ısico simple, el cual se puede explicar más
claramente por medio del siguiente experimento mental. Consideremos un cilindro
delgado cuya dinámica está descrita por un campo vectorial unitario u(t), con la
acción

A =
M

2

∫

dt
[

u̇2(t)− V (u2(t))
]

, u2(t) ≡ 1, (8.306)

donde u(t) es un vector unitario a lo largo del cilindro. Este es el mismo Lagrangiano
para la part́ıcula sobre una esfera visto en la Ec. (8.147) (ver la pág. 776).

Supongamos que el cilindro es un solenoide portando un campo magnético in-
tenso, y conteniendo en su centro una part́ıcula de esṕın s = 1/2. Entonces, la
Ec. (8.306) puede representarse por la acción [13]

A0 =
∫

dt ψ∗(t) [ih̄∂t + γu(t) · �]ψ(t), (8.307)

donde σi son las matrices de Pauli (1.448). Para una constante de acoplamiento γ
grande y rotaciones suficientemente lentas del solenoide, la dirección del esṕın del
fermión estará siempre en el estado base del campo magnético, i.e., su dirección
seguirá adiabáticamente la dirección del solenoide, orientado siempre a lo largo de
u(t). Si parametrizamos u(t) en términos de los ángulos esféricos θ(t), φ(t), como
n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), la función de onda asociada satisface la relación
u(t) · �ψ(u(t)) = (1/2)ψ(u(t)), y será

ψ(u(t)) =

(

e−iφ(t)/2 cos θ(t)/2
eiφ(t)/2 sin θ(t)/2

)

. (8.308)

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (8.307), obtenemos [comparar con la
Ec. (8.292)]

A0 =
∫

dt ψ(u(t)) ih̄∂t ψ(u(t)) = h̄
1

2
cos θ(t) φ̇(t) ≡ h̄β(t). (8.309)

Esta acción coincide con la expresión dada en la Ec. (8.297). El ángulo β(t) es
llamado la fase de Berry [14].

En este modelo sencillo es obvio el porqué la teoŕıa bosónica del solenoide se
comporta como una part́ıcula de esṕın 1/2: la part́ıcula simplemente hereda las
propiedades f́ısicas del espinor encadenado.

La razón de porqué es un campo monopolar el que causa el comportamiento de
esṕın 1/2 será explicada en la Sección 14.6. En esa sección resolveremos la integral
de trayectoria de una part́ıcula cargada en un campo monopolar y mostraremos que
se comporta como un fermión śı el producto de su carga e por la carga monopolar
g tienen valores semi-enteros, q ≡ eg/h̄c.
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8.14 Precesión del Esṕın

La acción de Wess-Zumino A0, agrega un término cinético interesante a la ecuación
de movimiento de un solenoide. Extremizando A0 +A obtenemos

M
(

ü+ u̇2 u
)

= −∂uV (u)− δ

δu(t)
A0. (8.310)

La derivada funcional de A0 se calcula fácilmente partiendo de la expresión general
(8.297)

δ

δui(t)
h̄
∫ tb

ta
dtA(g) · u̇ = h̄

(

∂ui
A

(g)
j u̇j − ∂tA

(g)
i

)

= h̄
[(

∂ui
A

(g)
j − ∂uj

A
(g)
i

)

u̇j
]

= h̄
[(

∇×A(g)
)

× u
]

i
. (8.311)

Insertando aqúı el rotacional de la Ec. (8.302), siempre que estemos lejos de la
singularidad, el último término en la Ec. (8.310) será h̄gu × u̇, y la ecuación de
movimiento (8.310) será

M
(

ü+ u̇2 u
)

= −∂uV (u)− h̄g u× u̇. (8.312)

Multiplicando vectorialmente esta expresión por u(t) encontramos [15, 16]

Mu× ü = −u× ∂uV (u)− h̄g
[

u (u · u̇)− u̇ u2
]

. (8.313)

Ya que u2 = 1, esto se reduce a

Mu× ü− h̄gu̇ = −u× ∂uV (u(t)). (8.314)

SiM es pequeño, obtenemos para una part́ıcula de esṕın s, donde g = −s, la llamada
ecuación de Landau-Lifshitz [17, 18]

h̄s u̇ = −u× ∂uV (u). (8.315)

La utilidad de esta ecuación es que facilita el estudio de los campos de magnetización
en materiales ferromagnéticos.

La enerǵıa de interacción de una part́ıcula con esṕın en un campo magnético
externo tiene la forma general

Hint = −� ·B, � = −γS, (8.316)

donde � es el momento magnético, S el vector de las matrices de esṕın, y γ la razón

giromagnética.
Ya que u es la dirección del vector de esṕın, identificamos el momento magnético

de el esṕın s como
� = γsh̄u, (8.317)
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aśı, la enerǵıa de interacción será

Hint = −γsh̄u ·B. (8.318)

Sustituyendo esta expresión para V (u) en la Ec. (8.315), obtenemos la ecuación de
movimiento

u̇ = −γB× u, (8.319)

la cual muestra que la razón de precesión es 
 = −γB.
Por comparación, recordemos la deducción convencional de este resultado a partir

de la ecuación de movimiento de Heisenberg (1.272):

h̄ Ṡ = i[Ĥ,S]. (8.320)

Sustituyendo en Ĥ la enerǵıa de interacción (8.316) y usando las relaciones de con-
mutación (1.414), del grupo de rotaciones para las matrices de esṕın S, obtenemos
la ecuación de Heisenberg para la precesión del esṕın

Ṡ = −γB× S, (8.321)

en acuerdo con la ecuación de Landau-Lifshitz (8.315). Esto muestra que el término
de Wess-Zumino en la acción A0 + A nos permite hallar ecuaciones cuánticas de
movimiento a partir de una acción clásica. En particular, esto nos permite mime-
tizar sistemas de esṕın semi-entero, que son fermiones, con una teoŕıa que contiene
sólamente un campo vectorial bosónico direccional u(t). Esto tiene importantes
aplicaciones en mecánica estad́ıstica, donde los modelos de interacción cuántica de
espines para materiales ferro– y antiferromagnéticos à la Heisenberg se pueden estu-
diar aplicando los métodos de teoŕıa de campos a las teoŕıas de campos vectoriales.
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Tollimur in caelum curvato gurgite, et idem

subducta ad manes imos descendimus unda.

We are carried up to the heaven by the circling wave,

and immediately the wave subsiding, we descend to the lowest depths

Virgil (70BC–19BC), Aeneid, 3, 564

9

Funciones de Ondas

La cantidad fundamental que obtenemos al resolver una integral de trayectoria es la
amplitud de evolución temporal o propagator de un sistema (xbtb|xata). Por otra
parte, de la mecánica cuántica de Schrödinger tenemos acceso directo al espectro de
enerǵıa y a las funciones de onda del sistema [ver la Ec. (1.94)]. En este Caṕıtulo
se explicará como extraer esta información de la amplitud de evolución temporal
(xbtb|xata). Para este propósito, la cantidad crucial es la transformada de Fourier
de (xbtb|xata), i.e., la amplitud de enerǵıa constante introducida en la Ec. (1.317):

(xb|xa)E =
∫ ∞

ta
dtb exp {iE(tb − ta)/h̄} (xbtb|xbta), (9.1)

la cual contiene tanta información sobre el sistema como (xbtb|xata), y en particular
permite obtener directamente el espectro de enerǵıa y las funciones de onda del
sistema. Esto se hace via la descomposición espectral dada en la Ec. (1.325).

Alternativamente, podemos trabajar con el propagator causal para tiempos ima-
ginarios,

(xbτb|xaτa) =
∫

dDp

(2πh̄)D
exp

[

i

h̄
p(xb − xa)−

p2

2Mh̄
(τb − τa)

]

, (9.2)

y calcular la amplitud de enerǵıa constante por medio de la transformada de Laplace

(xb|xa)E = −i
∫ ∞

τa
dτb exp {E(τb − τa)/h̄} (xbτb|xbτa). (9.3)

9.1 Part́ıcula Libre en D Dimensiones

Para un part́ıcula libre enD dimensiones, la amplitud de enerǵıa constante se calculó
en las Ecs. (1.348) y (1.355). Será instructivo rederivar el mismo resultado, una vez
más, usando el desarrollo en la Sección 8.5.1. Para ello, partimos directamente de la
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9.1 Part́ıcula Libre en D Dimensiones 791

representación espectral (1.325), la cual para una part́ıcula libre tiene expĺıcitamente
la forma dada en la Ec. (1.344):

(xb|xa)E =
∫

dDk

(2π)D
eik(xb−xa)

ih̄

E − h̄2k2/2M + iη
. (9.4)

La integral en el momentum se puede hacer como sigue. La función exponencial
exp (ikR) se escribe como exp (ikR cosϑ), donde R es el vector distancia xb − xa

y ϑ el ángulo entre k y R. Ahora, usamos la fórmula (8.100) con los coeficientes
(8.101) y los armónicos hiperesféricos Ylm(x̂) de la Ec. (8.126) y desarrollamos

eikR =
∑

l=0

al(ikR)
∑

m

Ylm(k̂)Y ∗
lm(R̂). (9.5)

Ahora la integral sobre k se sigue directamente de la descomposición en la magnitud
y dirección de dDk = dkdk̂, y la propiedad de ortogonalidad (8.115) de los armónicos
hiperesféricos, de acuerdo a la cual

∫

dk̂Ylm(k̂) = δl0δm0

√

SD, (9.6)

donde SD está dada por la Ec. (1.558). Ya que Y00(x̂) = 1/
√
SD, obtenemos

(xb|xa)E = − 2Mi

(2π)D

∫ ∞

0
dkkD−1 1

k2 + κ2
a0(ikR), (9.7)

donde
κ ≡

√

−2ME/h̄2, (9.8)

como en la Ec. (1.346). Sustituyedo, de la Ec. (8.101), la expresión para a0(ikR)

a0(ikR) = (2π)D/2JD/2−1(kR)/(kR)
D/2−1, (9.9)

encontramos

(xb|xa)E = − 2Mi

(2π)D/2
R1−D/2

∫ ∞

0
dkkD/2 1

k2 + κ2
JD/2−1(kR). (9.10)

La integral
∫ ∞

0
dk

kν+1

(k2 + a2)µ+1
Jν(kb) =

aν−µbµ

2µΓ(µ+ 1)
Kν−µ(ab) (9.11)

da una vez más la amplitud para enerǵıa constante (1.347).
En dos dimensiones, la amplitud (1.347) será [recordemos la Ec. (1.350)]

(xb|xa)E = −iM
πh̄

K0(κ|xb − xa|). (9.12)

Esta expresión se puede descomponer en ondas parciales, utilizando la relación

|xb − xa| =
√

r2b + r2a − 2rarb cos(ϕb − ϕa). (9.13)
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Luego, del teorema de adición para las funciones de Bessel obtenemos

K0(κ|xb − xa|) =
∞
∑

m=−∞

Im(κr<)Km(κr>)e
im(ϕb−ϕa), (9.14)

donde r< y r> son el menor y el mayor de los valores de ra y rb, respectivamente.
Aśı, la amplitud de enerǵıa constante se reescribe como

(xb|xa)E = −2iM

h̄

∑

m

Im(κr<)Km(κr>)
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (9.15)

Esta es una función anaĺıtica en el plano complejo E. El parámetro κ es real para
E < 0. Para E > 0, la ráız cuadrada (9.8) contiene dos soluciones imaginarias, κ± ≡
e∓iπ/2k ≡ e∓iπ/2

√
2ME/h̄, aśı la amplitud tiene una discontinuidad de mano derecha.

La discontinuidad determina el continuo de los estados de part́ıcula libre. Por arriba
de la discontinuidad, usamos las fórmulas de continuación anaĺıtica (válidas para
−π/2 < arg z ≤ π)1

Iµ(e
−iπ/2z) = e−iπµ/2Jµ(z),

Kµ(e
−iπ/2z) = i

π

2
eiπµ/2H(1)

µ (z) , (9.16)

para encontrar la amplitud de enerǵıa constante en esa región

(xb|xa)E+iη =
πM

h̄

∑

m

Jm(kr<)H
(1)
m (kr>)

1

2π
eim(ϕb−ϕa). (9.17)

Las propiedades de reflección2

H(1)
µ (eiπz) = −H(2)

−µ(z) ≡ −e−iπµH(2)
µ (z),

Jµ(e
iπz) = eiπµJµ(z) (9.18)

dan la amplitud debajo de la singularidad

(xb|xa)E−iη = −πM
h̄

∑

m

Jm(kr<)H
(2)
m (kr>)

1

2π
eim(ϕb−ϕa). (9.19)

La discontinuidad en el corte se sigue de la relación

Jµ(z) =
1

2

[

H(1)
µ (z) +H(2)

µ (z)
]

(9.20)

y será

disc (xb|xa)E =
2πM

h̄

∞
∑

m=−∞

Jm(krb)Jm(kra)
1

2π
eim(ϕb−ϕb). (9.21)

1I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 8.406.1 y 8.407.1.
2ibid., Fórmulas 8.476.1 y 8.476.8.
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De acuerdo a la Ec. (1.330), de la integral sobre la discontinuidad obtenemos la
relación de completes

∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
disc (xb|xa)E

=
∫ ∞

−∞

dE

2πh̄

2πM

h̄

∞
∑

m=−∞

Jm(krb)Jm(kra)
1

2π
eim(ϕb−ϕb) = δ(xb − xa). (9.22)

Después de reemplazar la integral de enerǵıa por una integral sobre k,

∫ ∞

−∞

dE

2πh̄

2πM

h̄
=
∫ ∞

0
dkk, (9.23)

también podemos escribir

∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
disc (xb|xa)E =

∫

d2k

(2π)2
eik(xb−xa) =

1

2π

∫ ∞

0
dkkJ0(k|xb − xa|)

=
∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0
dkkJm(krb)Jm(kra)

1

2π
eim(ϕb−ϕa)

=
1√
rbra

δ(rb − ra)δ(ϕb − ϕa). (9.24)

Las últimas dos ĺıneas exhiben la bien conocida relación de completes de las funciones
de onda radiales de la part́ıcula libre.3

9.2 Oscilador Armónico en D Dimensiones

De la descomposición espectral de la amplitud de evolución temporal, las fun-
ciones de onda de un oscilador armónico en una dimensión han sido derivadas en
la Sección 2.6. Para ello hemos utilizado la fórmula de Mehler. En D dimensiones,
la amplitud de enerǵıa constante es el mejor punto de partida para determinar las
funciones de onda. Utilizemos el propagador radial (8.142), obtenido de la descom-
posición de momento angular (8.141) o, en aras de una mayor generalidad, la am-
plitud radial (8.144) con una barrera centŕıfuga adicional, hagamos la continuación
anaĺıtica a tiempos imaginarios τ = it, y usemos su transformada de Laplace

(rb|ra)E,l = −i
√

Mω/h̄
√

Mωrbra/h̄
∫ ∞

τa
dτb e

E(τb−τa)/h̄
1

sin[ω(τb − τa)]

×e− 1

h̄
Mω
2

coth[ω(τb−τa)](r2b+r2a)Iµ

(

Mωrbra
h̄ sinh[ω(τb − τa)]

)

. (9.25)

3Comparar con las Ecs. (3.112) y (3.139) en J.D. Jackson, Classical Electrodynamics , John
Wiley & Sons, New York, 1975.
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Para evaluar la integral en τ hacemos uso de una fórmula integral estándar de las
funciones de Bessel4

∫ ∞

0
dx [coth(x/2)]2ν e−β coshxJµ(α sinh x)

=
Γ((1 + µ)/2− ν)

αΓ(µ+ 1)
Wν,µ/2

(

√

α2 + β2 + β
)

M−ν,µ/2

(

√

α2 + β2 − β
)

,(9.26)

donde Wν,µ/2(z), M−ν,µ/2(z) son las funciones de Whittaker. La fórmula es válida
para

Re β > |Reα|, Re (µ/2− ν) > −1

2
.

Por medio del cambio de variables
√

α2 + β2 ± β = tαb,a,

y

sinh x = (sinh y)−1, cosh x = coth y, coth(x/2) = ey, coth x = cosh y,

donde

dx = dy/ sinh y,

la Ec. (9.26) puede escribirse como

∫ ∞

0

dy

sinh y
e2νy exp [− 1

2
t(αb − αa) coth y]Jµ

(

t

√
αbαa

sinh y

)

=
Γ ((1 + µ)/2− ν)

t
√
αbαaΓ(µ+ 1)

Wν,µ/2(tαb)M−ν,µ/2(−tαa). (9.27)

Usando la identidad

M−ν,µ/2(z) ≡ e−i(µ+1)π/2Mν,µ/2(−z) (9.28)

y cambiando el signo de αa en (9.27), tendremos

∫ ∞

0

dy

sinh y
e2νy exp [− 1

2
t(αb + αa) coth y] Iµ

(

t
√
αbαa

sinh y

)

=
Γ ((1 + µ)/2− ν)

t
√
αbαaΓ(µ+ 1)

Wν,µ/2(tαb)Mν,µ/2(tαa), (9.29)

donde el rango de validez será

αb > αa > 0, Re [(1 + µ)/2− ν] > 0,

Re t > 0, |arg t| < π. (9.30)

4I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 6.669.1.
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Definiendo

y = ω(tb − ta), αb =
M

h̄
ωr2b , αa =

Mω

h̄
r2a, ν = E/2ωh̄ (9.31)

en la Ec. (9.29), podremos reescribir la amplitud radial (9.25) en la forma (válida
para rb > ra)

(rb|ra)E,l = −i 1
ω

1√
rbra

Γ((1 + µ)/2− ν)

Γ(µ+ 1)
Wν,µ/2

(

Mω

h̄
r2b

)

Mν,µ/2

(

Mω

h̄
r2a

)

. (9.32)

Para valores enteros del llamado número cuántico radial del sistema nr = 0, 1, 2, . . . ,
la función Gamma tiene polos en

ν = νr ≡ (1 + µ)/2 + nr (9.33)

Los polos tienen la forma

Γ ((1 + µ)/2− ν)
ν∼νr∼ −(−1)nr

nr!

1

ν − νr
. (9.34)

Usando aqúı el valor particular del parámetro µ para el oscilador en D dimensiones,
el cual es µ = D/2 + l − 1 y recordando que ν = E/2ωh̄, encontramos el espectro
de enerǵıas

E = h̄ω (2nr + l +D/2) . (9.35)

El número cuántico principal está defindo por

n ≡ 2nr + l (9.36)

y la enerǵıa depende de este parámetro en la forma:

En = h̄ω(n+D/2). (9.37)

Fijando el número cuántico principal n = 2nr + l, el momento angular acepta los
valores l = 0, 2, . . . , n para n par, y l = 1, 3, . . . , n para n impar. La degeneración de
los niveles de enerǵıa es dn = (n+D− 1)!/(D− 1)!n!. De los residuos 1/(ν − νr) ∼
2h̄ω/(E − En), encontramos que, dados nr, l, el producto de las funciones de onda
radiales es:

Rnrl(rb)Rnrl(ra) =
1√
rbra

2(−1)nr

Γ(µ+ 1)nr!
(9.38)

×W(1+µ)/2+nr ,
µ

2
(Mωrb

2/h̄)M(1+µ)/2+nr ,
µ

2
(Mωra

2/h̄).

Es conveniente expresar las funciones de Whittaker en términos de las funciones
hipergeométricas confluentes o funciones de Kummer:5

W(1+µ)/2+nr ,
µ

2
(z) = e−z/2z(1+µ)/2U(−nr , 1 + µ, z), (9.39)

M(1+µ)/2+nr ,
µ

2
(z) = e−z/2z(1+µ)/2M(−nr , 1 + µ, z). (9.40)

5I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 9.220.2.
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La ecuación anterior se sigue de la relación

M−(1+µ)/2−nr ,
µ

2
(z) = e−z/2z(1+µ)/2M(1 + µ+ nr, 1 + µ, z), (9.41)

luego del reemplazo nr → −nr − µ− 1.
Por completes, también mencionamos la identidad

M(a, b, z) = ezM(b− a, b,−z), (9.42)

de donde
M(1 + µ+ nr, 1 + µ, z) = ezM(−nr, 1 + µ,−z). (9.43)

Esto nos permite reescribir la Ec. (9.41) como

M−(1+µ)/2−nr ,
µ

2
(z) = ez/2z(1+µ)/2M(−nr , 1 + µ,−z), (9.44)

cambiando apropiadamente los ı́ndices y usando la Ec. (9.28), de esta expresión
obtenemos la Ec. (9.40). La función de KummerM(a, b, z) tiene la serie de potencias

M(a, b, z) ≡ 1F1(a; b; z) = 1 +
a

b
z +

a(a+ 1)

b(b+ 1)

z

z!
+ . . . , (9.45)

mostrando que M(1+µ)/2+nr ,
µ

2
(Mωra

2/2h̄) es igual al producto de la exponencial

e−Mωr2a/h̄ por un polinomio de ra de orden 2nr. Una expresión similar se obtiene
para el otro factor W(1+µ)/2+nr ,

µ

2
(Mωrb

2/h̄) de la Ec. (9.39). De hecho, la función

de Kummer U(a, b, z) está relacionada con M(a, b, z) por6

U(a, b, z) =
π

sin πb

[

M(a, b, z)

Γ(1 + a− b)Γ(b)
− z1−bM(1 + a− b, 2− b, z)

Γ(a)Γ(2− b)

]

. (9.46)

Ya que a = −nr para nr entero y 1/Γ(a) = 0, entonces vemos que, en el corchete,
sólo el primer término es diferente de cero. La identidad

Γ(−µ)Γ(1 + µ) = π/ sin[π(1 + µ)]

conduce a la relación

U(−nr, 1 + µ, z) =
Γ(−µ)

Γ(−nr − µ)
M(−nr , 1 + µ, z), (9.47)

la cual es igual a un polinomio en z de orden nr. Aśı, tenemos la fórmula

W(1+µ)/2+nr ,
µ

2
(zb)M(1+µ)/2+nr ,

µ

2
(za) =

Γ(−µ)
Γ(−nr − µ)

e−(zb+za)/2

×(zbza)
(1+µ)/2M(−nr, 1 + µ, zb)M(−nr, 1 + µ, za). (9.48)

6M. Abramowitz and I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions , Dover, New York, 1965,
ver la fórmula 13.1.3.
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Por lo tanto, podemos re-expresar la Ec. (9.38) en la forma

Rnrl(rb)Rnrl(ra) =

√

Mω

h̄

2(−)nrΓ(−µ)
Γ(−nr − µ)Γ(1 + µ) nr!

×e−Mω(r2
b
+r2a)/2h̄ (Mωrbra/h̄)

1/2+µ (9.49)

×M(−nr , 1 + µ,Mωr2b/h̄)M(−nr, 1 + µ,Mωr2a/h̄).

Usando ahora la relación

(−)nrΓ(−µ)
Γ(−nr − µ)

=
Γ(nr + 1 + µ)

Γ(1 + µ)
, (9.50)

donde µ = D/2 + l − 1, e identificando las funciones de onda como

Rnrl(r) = Cnrl (Mω/h̄)1/4(Mωr2/h̄)l/2+(D−1)/4

×e−Mωr2/2h̄M(−nr , l +D/2,Mωr2/h̄), (9.51)

donde tenemos el factor de normalización

Cnrl =

√
2

Γ(1 + µ)

√

(nr + µ)!

nr!
. (9.52)

Introduciendo los polinomios de Laguerre7

Lµ
n(z) ≡

(n+ µ)!

n!µ!
M(−n, µ + 1, z), (9.53)

y usando la fórmula integral 8

∫ ∞

0
dze−zzµLµ

n(z)L
µ
n′(z) = δnn′

(n+ µ)!

n!
, (9.54)

encontramos que las funciones de onda radiales satisfacen la relación de ortogonali-
dad ∫ ∞

0
drRnrl(r)Rn′

rl(r) = δnrn′
r
. (9.55)

La amplitud de evolución temporal radial para tiempos imaginarios tiene ahora la
representación espectral

(rbτb|raτa)l =
∞
∑

nr=0

Rnrl(rb)Rnrl(ra)e
−En(τb−τa)/h̄, (9.56)

donde las enerǵıas son

En = h̄ω(n+D/2) = h̄ω (2nr + l +D/2) . (9.57)

7I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.970 (nuestra definición difiere de la
expresión dada en L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics , Pergamon, London, 1965,
Ec. (d.13). La relación es Lµ

n
= (−)µ/(n + µ)!LL.L.

n+µ

µ).
8ibid., ver la fórmula 7.414.3.
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Al igual que en (8.91), el propagador causal total está dado por

(xbτb|xaτa) =
1

(rbra)(D−1)/2

∞
∑

l=0

(rbτb|raτa)l
∑

m

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a). (9.58)

De esto, obtenemos las funciones de onda

ψnrlm(x) =
1

r(D−1)/2
Rnrl(r)Ylm(x̂). (9.59)

Cerca del origen, estas funciones tienen el comportamiento de umbral rl.
El oscilador uni-dimensional puede verse como un caso especial de estas fórmulas.

Para D = 1, el desarrollo en ondas parciales es igual a una separación en términos
de funciones de onda pares e impares. Existen dos “armónicos esféricos”,

Ye,o(x̂) =
1√
2
(Θ(x)±Θ(−x)), (9.60)

y la amplitud tiene la descomposición

(xbτb|xaτa) = (rbτb|raτa)eYe(x̂b)Ye(x̂a) + (rbτb|raτa)oYo(x̂b)Yo(x̂a), (9.61)

donde las amplitudes “radiales” cumplen la relación

(rbτb|raτa)e,o = (xbτb|xaτa)± (−xbτb|xaτa). (9.62)

De la Ec. (2.177) se sabe que estas amplitudes son

(rbτb|raτa)e,o =
1√
2π

√

√

√

√

Mω/h̄

sinh[ω(τb − τa)]
(9.63)

× exp
[

−Mω

2h̄
(r2b + r2a) cotω(τb − τa)

]

2

{

cosh
sinh

}

(Mωrbra/h̄) .

Para l = 0 y 1, los dos casos coinciden con el integrando de la Ec. (9.25), respecti-
vamente, dado que µ = l +D/2− 1 toma los valores ±1/2, por lo que

√
zI∓ 1

2
(z) =

2

2π

{

cosh z ,
sinh z .

(9.64)

De la Ec. (9.35), el espectro de enerǵıa asociado es

E =

{

h̄ω(2nr +
1
2
) par,

h̄ω(2nr +
3
2
) impar,

(9.65)

donde el número número cuántico radial será nr = 0, 1, 2, . . . . De los dos casos se
sigue la fórmula única

E = h̄ω(n+ 1

2
), (9.66)
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donde el número cuántico principal n = 0, 1, 2, . . . está relacionado con nr por la
relación n = 2nr y n = 2nr + 1, respectivamente. Las funciones de onda radiales
(9.51) se convierten en

Rnr,e(r) = (Mω/h̄)1/4

√

√

√

√

2Γ(nr +
1
2
)

πnr!
M(−nr, 1

2
,Mωr2/h̄), (9.67)

Rnr ,o(r) = (Mω/h̄)1/4

√

√

√

√

2Γ(nr +
3
2
)

(π/4)nr!

√

Mωr2

h̄
M(−nr, 3

2
,Mωr2/h̄). (9.68)

Las funciones especiales de Kummer que aparecen aqúı son los polinomios de Her-
mite

M(−n, 1

2
, x2) =

n!

(2n)!
(−)nH2n(x), (9.69)

M(−n, 3

2
, x2) =

n!

(2n + 1)!
(−)nH2n+1(x)/2

√
x. (9.70)

Usando la identidad

Γ(z)Γ(z + 1

2
) = (2π)1/22−2z+1/2Γ(2z), (9.71)

obtenemos en ambos casos las funciones de onda radiales [a ser comparadas con las
funciones de onda uni-dimensionales (2.302)]

Rn(r) = Nn

√
2λ−1/2

ω e−r2/2λ2
ωHn(r/λω), n = 0, 1, 2, . . . (9.72)

donde

λω ≡
√

h̄

Mω
, Nn =

1
√

2nn!
√
π
. (9.73)

Esta fórmula se cumple tanto para funciones de onda pares como impares, donde
nr = 2n y nr = 2n + 1, respectivamente. Es fácil ver que estas funciones poseen la
normalización correcta,

∫∞
0 drR2

n(r) = 1. Note que los “armónicos esféricos”(9.60)
quitan el factor

√
2 en (9.72), pero esto se compensa extendiendo la integración,

limitada al intervalo x > 0, al eje x completo por medio de la “integración angular
uni-dimensional”.

9.3 Part́ıcula Libre a Partir del Ĺımite ω → 0 del Oscilador

Los resultados obtenidos en la última sección, para el oscilador armónico en D di-
mensiones, se pueden usar para encontrar la amplitud y las funciones de onda de
una part́ıcula libre en D dimensiones en coordenadas radiales. Para ello hallamos
el ĺımite ω → 0 para una enerǵıa constante E. Sustituimos Wν,µ/2(z),Mν,µ/2(z) de
acuerdo a (9.39) en la amplitud (9.32), y reescribimos nr como (E/ωh̄− l − 1) /2,
luego hallamos el ĺımite ω → 0 para la enerǵıa constante E. ReemplazandoMωr2/h̄
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por k2r2/2nr≡ z/nr (donde z = k2r2/2, y usando E = p2/2M=h̄2k2/2M), y apli-
cando las fórmulas ĺımite9

lim
nr→∞

{Γ(1− nr − b)U (−a, b,∓z/nr)}

= z−
1

2
(b−1)

{

2Kb−1(2
√
z)

−iπeiπbH(1)
b−1(2

√
z) (Im z > 0),

(9.74)

lim
nr→∞

M (−a, b,∓z/nr) /Γ(b) = z−
1

2
(b−1)

{

Ib−1(2
√
z)

Jb−1(2
√
z),

(9.75)

obtenemos las funciones de onda radiales directamente de las Ecs. (9.51) y (9.75):

Rnrl(r)
nr−−−→∞

−−−→ Cnrl(Mωr2/h̄)(µ/2+1/2)
(

k2r2/2
)−µ/2

Γ(1 + µ)Jµ(kr), (9.76)

donde

Cnrl

nr−−−→∞

−−−→
√
2
(

E

2h̄ω

)µ/2 1

Γ(1 + µ)
. (9.77)

Por tanto
Rnrl(r)

nr−−−→∞

−−−→ r1/2
√

Mω/h̄
√
2Jµ(kr). (9.78)

Sustituyendo estas funciones de onda en la amplitud de evolución temporal radial

(rbτb|raτa)l =
∑

nr

Rnrl(rb)Rnrl(rb)e
−En(τb−τa)/h̄, (9.79)

y reemplazando la suma sobre nr por la integral
∫∞
0 dk h̄k/Mω [de acuerdo con el

ĺımite nr → ∞, de Enr
= ωh̄(2nr + l + D/2) → h̄2k2/2M ], obtenemos la repre-

sentación espectral del propagador de la part́ıcula libre

(rbτb|raτa)µ =
√
rbra

∫ ∞

0
dk kJµ(krb)Jµ(kra)e

− h̄k2

2M
(τb−τa). (9.80)

Por comparación, derivamos el mismo resultado directamente de la repre-
sentación espectral inicial (9.2) en una dimensión

(xbτb|xaτa) =
∫ ∞

−∞

dk

2π
exp

[

ik(xb − xa)−
h̄k2

2M
(τb − τa)

]

. (9.81)

Su “descomposición angular” es una descomposición con respecto a funciones de
onda pares e impares

(rbτb|raτa)e,o =
∫ ∞

0

dk

π
[cos k(rb − ra)± cos k(rb + ra)]e

− h̄k2

2M
(τb−τa)

= 2
∫ ∞

0

dk

π

{

cos krb cos kra
sin krb sin kra

}

e−
h̄k2

2M
(τb−τa). (9.82)

9M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver las fórmulas 13.3.1–13.3.4.
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En D dimensiones usamos el desarrollo (8.100) de eikx para calcular la amplitud en
la forma radial

(xbτb|xaτa) =
∫

dDk

(2π)D
eik(xb−xa)e−

h̄k2

2M
(τb−τa)

=
1

(2π)D/2

∫ ∞

0
dkk2ν

1

(kR)ν
Jν(kR)e

− h̄k2

2M
(τb−τa), (9.83)

donde ν ≡ D/2− 1. Con ayuda del teorema de adición de las funciones de Bessel10

(8.188) reescribimos

1

(kR)ν
Jν(kR) =

2νΓ(ν)

(k2rbra)ν

∞
∑

l=0

(ν + l)Jν+l(krb)Jν+l(kra)C
(ν)
l (∆ϑ) (9.84)

y usando la expresión

1

(kR)ν
Jν(kR) =

(2π)D/2

(k2rbra)ν

∞
∑

l=0

Jν+l(krb)Jν+l(kra)
∑

m

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a), (9.85)

obtenemos la amplitud radial

(rbτb|raτa)l =
√
rbra

∫ ∞

0
dkkJν+l(krb)Jν+l(kra)e

− h̄k2

2M
(τb−τa), (9.86)

al igual que en (9.80).
Usando las funciones particulares de Bessel para D = 1, esta expresión se reduce

a la forma dada en la Ec. (9.82)

√
zJ∓1/2(z) =

2√
2π

{

cos z
sin z

}

. (9.87)

9.4 Part́ıcula Cargada en un Campo Magnético Uniforme

Encontremos también las funciones de onda de una part́ıcula cargada en un campo
magnético. La amplitud fue calculada en la Sección 2.18. De nuevo, trabajaremos
con la versión de tiempo imaginario. Factorizando el movimiento libre a lo largo de
la dirección del campo magnético, escribimos

(xbτb|xaτa) = (zbτb|zaτa)(x⊥
b τb|x⊥

a τa), (9.88)

donde

(zbτb|zaτa) =
1

√

2πh̄(τb − τa)/M
exp

{

−M
2h̄

(zb − za)
2

τb − τa

}

, (9.89)

y para la amplitud en la dirección transversal, tenemos

(x⊥
b τb|x⊥

a τa) =
M

2πh̄(τb − τa)

ω(τb − τa)/2

sinh [ω(τb − τa)/2]
exp

[

−A⊥
l /h̄

]

, (9.90)

10I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.532.



802 9 Funciones de Ondas

donde la acción transversal clásica será

A⊥
l =

Mω

2

{

1

2
coth [ω(τb − τa)/2] (x

⊥
b − x⊥

a )
2 + x⊥

a × x⊥
b

}

. (9.91)

Este resultado es válido śı, para el potencial vectorial, usamos la expresión

A =
1

2
B× x. (9.92)

En otra norma, donde

A = (0, Bx, 0), (9.93)

existe un término extra de superficie, y A⊥
cl se reemplaza por

Ã⊥
cl = A⊥

cl +
Mω

2
(xbyb − xaya). (9.94)

El cálculo de las funciones de onda es muy diferente en estas dos normas. En la
norma (9.93) utilizamos únicamente las expresiones (2.663) y (2.665) y escribimos
la representación integral

(x⊥
b τb|x⊥

a τa) =
∫ dpy

2πh̄
eipy(yb−ya)/h̄(xbτb|xaτa)x0=py/Mω, (9.95)

donde la amplitud del oscilador en la dirección x será

(xbτb|xaτa)x0
=

√

Mω

2πh̄ sinh[ω(τb − τa)]
exp

(

−1

h̄
Aos

cl

)

, (9.96)

y la acción clásica del oscilador centrada alrededor de x0 será

Aos
cl =

Mω

2 sinh[ω(τb − τa)]
{[(xb − x0)

2 + (xa − x0)
2] cosh[ω(τb − τb)]

− 2(xb − x0)(xa − x0)}. (9.97)

Entonces, la representación espectral de la amplitud (9.96) será

(xaτb|xaτa)x0
=

∞
∑

n=0

ψn(xb − x0)ψn(xa − x0)e
−(n+ 1

2)ω(τb−τa), (9.98)

donde ψn(x) son las funciones de onda del oscilador (2.302). Esto conduce a la
representación espectral de la amplitud total (9.88)

(xbτb|xaτa) =
∫

dpz
2πh̄

∫

dpy
2πh̄

eipz(zb−za)/h̄ (9.99)

×
∞
∑

n=0

ψn(xb − py/Mω)ψn(xa − py/Mω)e−(n+ 1

2
)ω(τb−τa).
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La combinación de una suma y dos integrales muestra el conjunto completo de
funciones de onda de una part́ıcula en un campo magnético uniforme. Note que la
enerǵıa

En = (n+ 1

2
)h̄ω (9.100)

es altamente degenerada, no depende de py.
En la norma A = 1

2
B × x, la descomposición espectral luce muy diferente.

Para deducirla la acción Euclidiana transversal se escribe en coordenadas radiales
[comparar la Ec. (2.669)], en la forma

A⊥
cl =

M

2

{

ω

2
coth [ω(τb − τa)/2]

[

rb
2 + ra

2 − 2rbra cos(ϕb − ϕa)
]

− iωrbra sin(ϕb − ϕa)
}

. (9.101)

Esto se puede reacomodar como

A⊥
cl =

M

2

ω

2
coth [ω(τb − τa)/2] (rb

2 + ra
2)

−M
2

ω

sinh [ω(τb − τa)/2]
cos [ϕb − ϕa − iω(τb − τa)/2] . (9.102)

Ahora, desarrollamos e−A⊥

cl
/h̄ en términos de una serie de funciones de Bessel usando

(8.5)

e−A⊥

cl
/h̄ = exp

{

−M
2h̄

ω

2
coth [ω(τb − τa)/2] (rb

2 + ra
2)
}

(9.103)

×
∞
∑

m=−∞

Im

(

Mω

2h̄

rbra
sinh [ω(τb − τa)/2]

)

emω(τb−τa)/2eim(ϕb−ϕa).

El factor de fluctuación es el mismo que antes. Por lo que obtenemos la descom-
posición angular de la amplitud transversal

(x⊥
b τb|x⊥

a τa) =
1√
rbra

∑

m

(rbτb|raτa)m
1

2π
eim(ϕb−ϕa), (9.104)

donde

(rbτb|raτa)m=
√
rbra

Mω

2h̄η

η

sinh η
exp

[

−M
2h̄

ω

2
coth η(r2b + r2a)

]

Im

(

Mωrbra
2h̄ sinh η

)

emη,

(9.105)

además
η ≡ ω(τb − τa)/2. (9.106)

Para encontrar la representación espectral usaremos la amplitud de enerǵıa constante

(rb|ra)m,E = −i
∫ ∞

τa
dτbe

E(τb−τa)/h̄ (rbτb|raτa)m (9.107)

= −i√rbra
M

h̄

∫ ∞

0
dη e2νη

1

sinhη
e−(Mω/4h̄) coth η(r2

b
+r2a)Im

(

Mωrbra
2h̄sinhη

)

.
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La integral se hace con la ayuda de la fórmula (9.29) y tenemos

(rb|ra)m,E = −i√rbra
M

h̄

Γ
(

1
2
− ν + |m|

2

)

(Mω/2h̄)rbraΓ(|m|+ 1)

×Wν,|m|/2

(

Mω

2h̄
r2b

)

Mν,|m|/2

(

Mω

2h̄
r2a

)

, (9.108)

donde

ν ≡ E

ωh̄
+
m

2
. (9.109)

La función Gamma Γ(1/2− ν − |m|/2) tiene polos en

ν = νr ≡ nr +
1

2
+

|m|
2

(9.110)

los cuales son de la forma

Γ(1/2− ν − |m|/2) ≈ − 1

nr!

(−1)nr

ν − νr
∼ −(−1)nr

nr!

ωh̄

E −Enrm
. (9.111)

Los polos están en las enerǵıas

Enrm = h̄ω

(

nr +
1

2
+

|m|
2

− m

2

)

. (9.112)

Estos son los conocidos niveles energéticos de Landau de una part́ıcula en un campo
magnético uniforme. Las funciones de Whittaker en los polos son (para m > 0)

M−ν,m/2(z) = ez/2z
1+m

2 M(−nr , 1 +m,−z), (9.113)

Wν,m/2(z) = e−z/2z
1+m

2 (−)nr
(nr +m)!

m!
M(−nr, 1 +m, z). (9.114)

Por lo tanto, la amplitud de enerǵıa constante cerca de los polos es

(rb|ra)m,E ∼ ih̄

E − Enrm
Rnrm(rb)Rnrm(ra), (9.115)

donde las funciones de onda radiales son 11

Rnrm(r) =
√
r
(

Mω

h̄

)1/2
√

(nr + |m|)!
nr!

1

|m|! (9.116)

× exp
(

−Mω

4h̄
r2
)(

Mω

2h̄
r2
)|m|/2

M
(

−nr, 1 + |m|, Mω

2h̄
r2
)

.

11Comparar con L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics , Pergamon, London, 1965,
p. 427.
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Usando la Ec. (9.53), estas funciones se puede expresar en términos de los polinomios
de Laguerre Lα

n(z):

Rnrm =
√
r
(

Mω

h̄

)1/2
√

nr!

(nr + |m|)! exp
(

−Mω

4h̄
r2
)

×
(

Mω

2h̄
r2
)|m|/2

L|m|
nr

(

Mω

2h̄
r2
)

. (9.117)

La integral (9.54) asegura la ortonormalidad de las funciones de onda radiales
∫ ∞

0
drRnrm(r)Rn′

rm(r) = δnrn′
r
. (9.118)

Una transformada de Laplace de la amplitud de enerǵıa constante (9.108) da, via el
teorema del residuo, la representación espectral de la amplitud radial de evolución
temporal

(rbτb|raτa) =
∑

nrm

Rnrm(rb)Rnrm(ra)e
−Enrm(τb−τa)/h̄, (9.119)

donde las enerǵıas están dadas por la Ec. (9.112). Las funciones de onda completas
en el subespacio transversal son, por supuesto,

ψnrm(x) =
1√
r
Rnrm(r)

eimϕ

√
2π
. (9.120)

Comparando las expresiones de la enerǵıa (9.112) y (9.100), encontramos que el
número cuántico principal n será

n ≡ nr +
|m|
2

− m

2
. (9.121)

Note que la degeneración infinita de los niveles de enerǵıa observados en la
Ec. (9.100) dependiente de py ahora depende de m. Esta enerǵıa no depende de
m para m ≥ 0. La incómoda dependencia de la enerǵıa en m puede evitarse intro-
duciendo, en lugar de m, otro número cuántico n′ relacionado con n,m mediante la
expresión

m = n′ − n. (9.122)

Luego, los estados estarán etiquetados por los ı́ndices n, n′, donde tanto n como n′

tendrán los valores 0, 1, 2, 3, . . . . Para n′ < n, tenemos n′ = nr y m = n′ − n < 0,
mientras que para n′ ≥ n tenemos n = nr y m = n′ − n ≥ 0. Hay una forma
natural de generar las funciones de onda ψnrm(x) de tal manera que aparezcan
inmediatamente con los números cuánticos n, n′. Para esto introducimos el radio de
Landau

a =

√

2h̄

Mω
=

√

2h̄c

eB
(9.123)

como un parámetro de longitud, y definimos las coordenadas traversales adimen-
sionales

z = (x+ iy)/
√
2a, z∗ = (x− iy)/

√
2a. (9.124)
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Entonces, es posible probar que las funciones ψnrm coinciden con las funciones de
onda

ψn,n′(z, z∗) = Nn,n′ez
∗z

(

− 1√
2
∂z∗

)n (

− 1√
2
∂z

)n′

e−2z∗z. (9.125)

Las constantes de normalización se obtienen observando que los operadores diferen-
ciales

ez
∗z

(

− 1√
2
∂z∗

)

e−z∗z =
1√
2
(−∂z∗ + z),

ez
∗z

(

− 1√
2
∂z

)

e−z∗z =
1√
2
(−∂z + z∗) (9.126)

se comportan algebraicamente como dos operadores independientes de creación

â† =
1√
2
(−∂z∗ + z),

b̂† =
1√
2
(−∂z + z∗), (9.127)

cuyos operadores conjugados de aniquilación son

â =
1√
2
(∂z + z∗),

b̂ =
1√
2
(∂z∗ + z). (9.128)

La función de onda del estado base generada por estos operadores es

ψ0,0(z, z
∗) = 〈z, z∗|0〉 ∝ e−z∗z. (9.129)

Por lo tanto, podemos escribir el conjunto completo de funciones de onda como

ψn,n′(z, z∗) = Nnn′ â†nb̂†n
′

ψ0,0(z, z
∗). (9.130)

Usando el hecho de que â†∗ = b̂†, b̂†∗ = â†, y que las integraciones parciales convierten
a b̂†, â† en â, b̂, respectivamente, la integral de normalización se puede reescribir como

∫

dx dy ψn1,n′
1
(z, z∗)ψn2,n′

2
(z, z∗)

= Nn1n′
1
Nn2n′

2

∫

dxdy
[

(a†)n1(b†)n
′
1e−z∗z

] [

(a†)n2(b†)n
′
2e−z∗z

]

= Nn1n′
1
Nn2n′

2

∫

dxdye−2z∗z
(

an1bn
′
1a†n2b†n

′
2

)

. (9.131)

Aqúı las relaciones de conmutación entre â†, b̂†, â, b̂ sirven para reducir los paréntesis
en la última ĺınea, y tenemos

n1!n2! δn1n′
1
δn2n′

2
. (9.132)
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La integral trivial
∫

dxdy e−2z∗z = π
∫

dr2 e−r2/a2 = πa2 (9.133)

muestra que las constantes de normalización son

Nn,n′ =
1√

πa2n!n′!
. (9.134)

Probemos la igualdad entre ψnrm y ψn,n′ , hasta una posible fase promedio. Para
esto observemos primero que z, ∂z∗ y z∗, ∂z tienen los factores de fase eiϕ y e−iϕ,
respectivamente, de tal manera que las dos funciones de onda tienen obviamente el
número cuántico azimutal m = n− n′. Y segundo, nos aseguramos que las enerǵıas
coinciden, para esto consideremos la ecuación de Schrödinger que corresponde a la
acción (2.643)

1

2M

(

−ih̄∇− e

c
A

)2

ψ = Eψ. (9.135)

En la norma donde
A = (0, Bx, 0),

tendremos

− h̄2

2M

[

∂x
2 + (∂y − i

eB

c
x)2 + ∂z

2
]

ψ = Eψ, (9.136)

y las funciones de onda estarán dadas por la Ec. (9.99). En la norma donde

A = (−By/2, Bx/2, 0) , (9.137)

por otra parte, la ecuación de Schrödinger en coordenadas ciĺındricas será

[

− h̄2

2M

(

∂2r +
1

r
∂r +

1

r2
∂2ϕ + ∂2z

)

− ieh̄B

2Mc
∂ϕ +

e2B2

8Mc2
r2
]

ψ(r, z, ϕ)

= Eψ(r, z, ϕ). (9.138)

Empleando la coordenada radial reducida ρ = r/a y factorizando la onda plana en
la dirección z, eipzz/h̄, tendremos

[

∂2ρ +
1

ρ
∂ρ +

a2

h̄2
(2ME − p2z)− ρ2 − 2i∂ϕ − 1

ρ2
∂2ϕ

]

ψ(r, ϕ) = 0. (9.139)

Las soluciones son

ψnrm(r, ϕ) ∝ eimϕe−ρ2/2ρ|m|/2M
(

−nr, |m|+ 1

2
, ρ
)

, (9.140)

donde, las funciones hipergeométricas confluentes M
(

−nr, |m|+ 1
2
, ρ
)

son poli-
nomios para valores enteros del número cuántico radial

nr = n+
1

2
m− 1

2
|m| − 1

2
, (9.141)
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tal como en la Ec. (9.116). La enerǵıa está relacionada con el número cuántico
principal por

n+
1

2
≡ a2

h̄2

(

2ME − p2z
)

. (9.142)

Ya que
2Ma2

h̄2
=

1

h̄ω
, (9.143)

la enerǵıa es

E =
(

n +
1

2

)

h̄ω +
p2z
2M

. (9.144)

Ahora, observemos que la ecuación de Schrödinger (9.139) se puede expresar en
términos de los operadores de creación y aniquilación (9.127), (9.128) como

4

[

−(a†a+ 1/2) +
1

h̄ω

(

E − p2z
2M

)]

ψ(z, z∗) = 0. (9.145)

Esto prueba que las funciones de onda ψn,n′, construidas algebraicamente con la
relación (9.130), coinciden, hasta una fase irrelevante, con las funciones de onda
ψnrm de las Ecs. (9.116) y (9.140). Nótese que la enerǵıa depende sólo del número
de cuantos a, y es independiente del número de cuantos b.

9.5 Potencial de Función δ de Dirac

Para una part́ıcula en un potencial de función δ de Dirac, las amplitudes de enerǵıa
constante (xb|xa)E se pueden calcular haciendo un desarrollo perturbativo alrededor
de la amplitud de una part́ıcula libre y luego sumando los términos. Para cualquier
potencial indepediente del tiempo V (x), adicional al potencial armónico Mω2x2/2,
el desarrollo perturbativo de la Ec. (3.478) se puede transformar a su versión de
tiempo imaginario mediante la transformada de Laplace via la Ec. (9.3), de donde
encontramos

(xb|xa)E = (xb|xa)ω,E − i

h̄

∫

dDx1(xb|x1)ω,EV (x1)(x1|xa)ω,E

+ − 1

h̄2

∫

dDx2

∫

dDx1(xb|x2)ω,EV (x2)(x2|x1)ω,EV (x1)(x1|xa)ω,E

+ . . . . (9.146)

Si el potencial es una función δ de Dirac centrada alrededor de X,

V (x) = g δ(D)(x−X), g ≡ h̄2

Ml2−D
, (9.147)

la serie se simplifica a

(xb|xa)E=(xb|xa)ω,E−
ig

h̄
g(xb|X)ω,E(X|xa)ω,E−

g2

h̄2
(xb|X)ω,E(X|X)ω,E(X|xa)ω,E+. . . ,

(9.148)
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y se puede sumar para hallar

(xb|xa)E = (xb|xa)ω,E − i
g

h̄

(xb|X)ω,E(X|xa)ω,E

1 + i
g

h̄
(X|X)ω,E

. (9.149)

En general, esto es cierto si el potencial de función δ se agrega a una amplitud
arbitraria de enerǵıa constante soluble, no sólo para el caso armónico.

Si la función δ es el único potencial, usamos la fórmula (9.149) con ω = 0, de
tal manera que (xb|xa)0,E se reduce a la amplitud de enerǵıa constante (9.12) de la
part́ıcula libre, y obtenemos directamente

(xb|xa)E = −2i
M

h̄

κD−2

(2π)D/2

KD/2−1(κR)

(κR)D/2−1

− ig

h̄

i
2M

h̄

κD−2

(2π)D/2

KD/2−1(κRb)

(κRb)D/2−1
× i

2M

h̄

κD−2

(2π)D/2

KD/2−1(κRa)

(κRa)D/2−1

1− g

h̄

2M

h̄

κD−2

πD/2

KD/2−1(κδ)

(κδ)D/2−1

, (9.150)

donde R ≡ |xb − xa| y Ra,b ≡ |xa,b −X|, y δ es una distancia infinitesimal regulari-
zando una posible singularidad a distancia cero. Para el caso D = 1, esto se reduce
a

(xb|xa)E = −iM
h̄

1

κ
e−κR + i

M

h̄κ
eκ(Rb+Ra)

1

lκ+ 1
, (9.151)

Para un potencial atractivo donde l < 0, el segundo término se puede escribir como

−i 1

κl2
h̄

E + h̄2/2Ml2
eκ(Rb+Ra), (9.152)

mismo que muestra un polo en la enerǵıa del estado ligado EB = −h̄/2Ml2. En su
vecindad, la contribución del polo es

2

l
e−(Rb+Ra)/l

ih̄

E + h̄2/2Ml2
. (9.153)

Esta expresión tiene la forma espectral en la Ec. (1.325), donde la función de onda
normalizada del estado ligado es

ψB(x) =

√

2

l
e−|x−X|/l. (9.154)

Para D = 3, la amplitud (9.150) será

(xb|xa)E = −iM
h̄

1

2πR
e−κR + i

M

h̄

eκRb

2πRb

eκRa

2πRa

1

1/l + e−κδ/2πδ
. (9.155)
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En el ĺımite δ → 0, el denominador requiere una renormalilzación. Introducimos
una magnitud de escala de acoplamiento renormalizada

1

lr
≡ 1 +

1

2πδ
, (9.156)

de donde el último factor en la Ec. (9.155) se puede escribir como

1

1/lr − κ/2π
. (9.157)

Para lr < 0, esta expresión tiene un polo en la enerǵıa del estado ligado EB =
−4π2h̄2/2Ml2R, el cual tiene la forma

−lrEB
1

E −EB
. (9.158)

Por lo tanto, el término del polo total en la Ec. (9.155) se puede escribir como

ψB(xb)ψ
∗
B(xa)

ih̄

E − EB
, (9.159)

donde κB =
√
2MEB/h̄ = 2π/lr, y las funciones de onda normalizadas de los estados

ligados son

ψB(x) =

(

κ2B
4π2

)1/4
e−κB|x−X|

r
. (9.160)

Para D = 2, la situación es más sutil. En este caso es útil considerar la amplitud
(9.150) en D = 2 + ǫ dimensiones, donde tenemos

(xb|xa)E = −iM
h̄

1

π

Kǫ/2(κR)

(2πκR)ǫ/2

+ i
M2

h̄2π2

1

(2πκRb)ǫ/2
1

(2πκRa)ǫ/2
Kǫ/2(κRb)Kǫ/2(κRa)

h̄

g
+
M

h̄π

1

(2πκδ)ǫ/2
Kǫ/2(κǫ)

. (9.161)

Usando aqúı Kǫ/2(κδ) ≈ (1/2)Γ(ǫ/2)(κδ/2)−ǫ/2, el denominador será

h̄

g
+

M

2h̄π

Γ(ǫ/2)

(πκδ)ǫ/2
≈ h̄

g
+

M

2h̄π

2

ǫ

[

1− ǫ

2
log(πκδ)

]

. (9.162)

Introducimos aqúı una constante de acoplamiento renormalizada

1

gr
=

1

g
+
M

h̄2
1

ǫ
, (9.163)

y reescribimos el lado derecho como

h̄

gr
− M

2h̄π
log πκδ. (9.164)
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Esta expresión tiene un polo en

κB =
1

πδ
e2h̄

2π/Mgr , (9.165)

indicando un polo de estado ligado cuya enerǵıa es EB = −h̄2κ2B/2M .
Podemos ahora ir al ĺımite de la dimensión D = 2 y encontramos que el polo en

la Ec. (9.161) tiene la forma

ψB(xb)ψ
∗
B(xa)

ih̄

E −EB
, (9.166)

donde la función de onda normalizada del estado ligado es

ψB(x) =
κB√
π
K0(κB|x−X|). (9.167)

Notas y Referencias

Las funciones de onda derivadas en este caṕıtulo, a partir de la amplitud de evolución temporal,
debeŕıan de compararse con las dadas en los libros de de texto estándares de mecánica cuántica,
tales como
L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics , Pergamon, London, 1965. La part́ıcula
cargada en un campo magnético se trata en el §111.
El potencial de función δ, utilizando integrales de trayectoria, fue estudiado por
C. Grosche, Phys. Rev. Letters, 71, 1 (1993).



Make not my path offensive to the Gods

Aeschylos (524BC–455BC), Agamemnon

10

Espacios con Curvatura y Torsión

La integral de trayectoria de una part́ıcula libre en coordenadas esféricas nos ha
enseñado una importante lección: en el espacio Euclideano, hemos obtenido correcta-
mente la partición temporal de la amplitud en coordenadas curviĺıneas construyendo
la acción en las coordenadas Cartesianas xi y transformandolas a las coordenadas
esféricas qµ = (r, θ, φ). Ha sido crucial hacer la transformación en términos de las
diferencias finitas de las coordenadas, ∆xi → ∆qµ. Esto produce términos de or-
den superior, hasta orden (∆q)4/ǫ, que tienen que incluirse en las diferencias ∆qµ.
Todos ellos contribuyen a orden ǫ. Es obvio que en tanto el espacio sea Euclideano,
el mismo procedimiento puede usarse para encontrar la integral de trayectoria en
un sistema de coordenadas curviĺıneas arbitrario qµ, si ignoramos las complicaciones
que surgen cerca de las singularidades de las coordenadas, las cuales están presentes
en barreras centŕıfugas, barreras angulares o potenciales de Coulomb. Para estos
casos, en los Caṕıtulos 12–14, se desarrollará un tratamiento especial.

Vamos ahora a desarrollar una extensión bastante natural, y nada trivial, de
este procedimiento y definir una integral de trayectoria en un espacio de métrica af́ın
arbitraria con curvatura y torsión. Se debe de enfatizar que en tales espacios la teoŕıa
cuántica no está uńıvocamente definida por el formalismo desarrollado hasta ahora.
La razón es que la teoŕıa original de Schrödinger, utilizada en el Caṕıtulo 2 para
justificar la introdución de las integrales de trayectoria, no está definida de forma
única en tales espacios. En la f́ısica clásica, el principio de equivalencia postulado
por Einstein es una herramienta poderosa para deducir las ecuaciones de movimiento
en espacios curvos a partir de un espacio plano. A nivel cuántico este principio es
insuficiente, ya que no prohibe la aparición de términos arbitrarios independientes
de las coordenadas proporcionales al cuanto de Planck h̄2 y la curvatura escalar R
que aparece en la ecuación de Schödinger. Construiremos una extensión simple del
principio de equivalencia de Einstein, el cual nos permitirá llevar la teoŕıa cuántica
de espacios planos a espacios curvos, en los cuales además se permite que exista
cierta clase de torsión.

En tales espacios, no sólo la partición temporal de la acción, sino que también la
norma de la integral de trayectoria, requiere un tratamiento especial. Para que sea
válido en general será necesario encontrar reglas de construcción para la amplitud
de evolución temporal que no involucren el apoyo de las coordenadas cartesianas.
La fórmula final será puramente intŕınseca a la métrica af́ın del espacio general [1].

812
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La prueba crucial de la validez de la fórmula de la integral de trayectoria re-
sultante se obtendrá de la aplicación a sistemas conocidos, los cuales se sabe son
correctos debido, principalmente, a las simetŕıas y reglas de conmutación de grupo
que a las reglas canónicas de conmutación. Contrario a los los enfoques anteriores,
nuestra fórmula de la integral de trayectoria siempre nos dará la misma mecánica
cuántica que la mecánica cuántica de operadores, la cual está cuantizada siguiendo
las reglas de conmutación de grupo.

Por supuesto, nuestra fórmula también podrá usarse como un enfoque alterno a
las integrales de trayectoria resueltas en el Caṕıtulo 8, donde el espacio Euclideano
se parametrizó en términos de coordenadas curviĺıneas . Con respecto a lo hecho
anteriormente, en ese caṕıtulo la integral de trayectoria dio lugar a un tratamiento
más satisfactorio, puesto que involucra solamente las variables intŕınsecas del sistema
coordenado.

10.1 Principio de Equivalencia de Einstein

Para motivar el presente estudio invocamos al principio de equivalencia de Einstein,
de acuerdo al cual las fuerzas gravitacionales sobre una masa puntual sin esṕın son
indistinguibles de las que siente la masa en un sistema de referencia local acelerado.1

Estas fuerzas son independientes de la composición atómica de la part́ıcula y estric-
tamente proporcionales al valor de la masa, la misma masa que aparece en la relación
entre la fuerza y la aceleración en la segunda ley de Newton . La igualdad estricta
entre las dos masas, gravitacional e inercial, es fundamental en el principio de
equivalencia de Einstein. Experimentalmente, la igualdad se cumple a un grado
extremadamente alto de precisión. Cualquier diferencia posible, por pequeña que
sea, se puede atribuir a fuerzas extras, no gravitacionales. Einstein notó que como
consecuencia de esta igualdad, todas las part́ıculas puntuales sin esṕın se mueven en
un campo gravitacional sobre órbitas que son independientes de su composición y
de su masa. Esta universalidad del movimiento orbital permite atribuirle al campo
gravitacional propiedades geométricas del espacio-tiempo.

En la teoŕıa de la gravedad de Newton, en un espacio Euclideano, las fuerzas
gravitacionales entre masas puntuales son inversamente proporcionales a la distan-
cia que las separa. En la teoŕıa geométrica de Einstein las fuerzas se explican
completamente por la curvatura del espacio-tiempo. En general el espacio-tiempo
de la relatividad general también puede tener otra propiedad geométrica, llamada
torsión. La torsión se supone que se genera por la densidad de espines de la materia.
Cuantitativamente, la torsión sólo puede tener efectos extremadamente pequeños,
tan pequeños que no pueden ser detectados por los experimentos actuales. Esto se
debe al valor tan pequeño del esṕın intŕınseco de la materia gravitacional ordinaria.

1Citamos aqúı el texto del art́ıculo original: Über das Relativitätsprinzip und die aus demselben

gezogenen Folgerungen, Jahrbuch der Relativität und Elektonik 4 , 411 (1907): “Wir . . . wollen
daher im folgenden die völlige physikalische Gleichwertigkeit von Gravitationsfeld und entsprechen-
der Beschleunigung des Bezugssystems annehmen” (“. . . en lo que sigue aceptaremos la completa
equivalencia f́ısica entre un campo gravitacional y un sistema de referencia acelerado”).
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En estados excepcionales de materia, tales como estrellas de neutrones polariza-
dos u hoyos negros, la torsión puede ser relevante. Actualmente se acepta que el
espacio-tiempo debeŕıa contener una torsión no nula, al menos localmente en los
puntos donde se localizan las part́ıculas elementales con esṕın [55]. Esto se sigue
de consideraciones de simetŕıa muy generales. Por otra parte, las ecuaciones que
describen en su totalidad el movimiento para el campo con torsión, son aún materia
de especulación. Aśı, es una pregunta abierta la cuestión de śı es posible que un
campo con torsión pueda propagarse en el espacio vaćıo lejos de materia con esṕın.

Aún cuando los efectos de torsión son pequeños mantendrenos la discusión tan
general como sea posible y estudiaremos el movimiento de una part́ıcula en un es-
pacio con métrica af́ın lo mismo con curvatura que con torsión. Para preparar
las bases primero recapitulemos unos cuantos hechos básicos relacionados con las
órbitas clásicas de las part́ıculas en un campo gravitacional. Por simplicidad, con-
sideraremos sólo el espacio tri-dimensional, el cual tiene una geometŕıa no trivial.2

Existe entonces una elección natural por la variable temporal t, la cual es conveniente
para parametrizar las órbitas de las part́ıculas.

Partiendo de la acción de la part́ıcula libre introduciremos una integral de trayec-
toria para la amplitud de evolución temporal en cualquier espacio de metŕıca af́ın,
la cual determina la mecánica cuántica via las fluctuaciones cuánticas de órbitas de
las part́ıculas.

10.2 Movimiento Clásico de una Masa Puntual en un

Espacio General de Métrica Af́ın

En base al principio de equivalencia, Einstein formuló las reglas para encontrar
las leyes clásicas de movimiento en un campo gravitacional como una consecuencia
de la geometŕıa del espacio tiempo. Recapitulemos su razonamiento adaptado al
problema presente, el de una part́ıcula puntual no relativista en una geometŕıa no
Euclideana.

10.2.1 Ecuaciones de Movimiento

Consideremos primero la acción de la part́ıcula sobre la órbita x(t), en un espacio
plano parametrizado con coordenadas rectiĺıneas Cartesianas:

A =
∫ tb

ta
dt
M

2
(ẋi)2, i = 1, 2, 3. (10.1)

Esta acción puede ser transformada a coordenadas curviĺıneas qµ, µ = 1, 2, 3, me-
diante las funciones

xi = xi(q), (10.2)

2La generalización a un espacio–tiempo no Euclideano será obvia después del desarrollo que
será presentado en el Caṕıtulo 19.
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conduciendo a

A =
∫ tb

ta
dt
M

2
gµν(q)q̇

µq̇ν , (10.3)

donde

gµν(q) = ∂µx
i(q)∂νx

i(q) (10.4)

es la métrica inducida para las coordenadas curviĺıneas. Como es usual, queda
entendido que los ı́ndices repetidos se suman.

La longitud de la órbita en un espacio plano está dada por

l =
∫ tb

ta
dt
√
gµν(q)q̇µq̇ν . (10.5)

Tanto la acción (10.3) como la longitud (10.5) son invariantes bajo reparametriza-

ciones arbitrarias del espacio qµ → q′µ.
El principio de equivalencia de Einstein equivale a postular que la acción trans-

formada (10.3) decribe directamente el movimiento de la part́ıcula en la presencia
de un campo gravitacional causado por otras masas. Las fuerzas causadas por el
campo son el resultado de las propiedades geométricas del tensor métrico.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen extremando la acción en la Ec. (10.3),
con el resultado

∂t(gµν q̇
ν)− 1

2
∂µgλν q̇

λq̇ν = gµν q̈
ν + Γ̄λνµq̇

λq̇ν = 0. (10.6)

Aqúı

Γ̄λνµ ≡
1

2
(∂λgνµ + ∂νgλµ − ∂µgλν) (10.7)

es la conección de Riemann o śımbolo de Christoffel de primera clase [recordemos la
Ec. (1.70)]. Con ayuda del śımbolo de Christoffel de segunda clase [recordemos la
Ec. (1.71)]

Γ̄ µ
λν ≡ gµσΓ̄λνσ, (10.8)

podemos escribir

q̈µ + Γ̄ µ
λν q̇λq̇ν = 0. (10.9)

Las soluciones a estas ecuaciones son las órbitas clásicas. Estas órbitas coinciden con
el extremum de la longitud de la ĺınea l de la Ec. (10.5). Aśı, en un espacio curvo,
las órbitas clásicas son las ĺıneas más cortas, esto es, las geodésicas [recordemos la
Ec. (1.72)].

Las mismas ecuaciones también se pueden obtener directamente, transformando
la ecuación de movimiento de
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ẍi = 0 (10.10)

a coordenadas curviĺıneas qµ, lo cual nos da

ẍi =
∂xi

∂qµ
q̈µ +

∂2xi

∂qλ∂qν
q̇λq̇ν = 0. (10.11)

En este punto es útil emplear las cantidades definidas en la Ec. (1.361), las bases
triadas y sus rećıprocas

eiµ(q) ≡
∂xi

∂qµ
, ei

µ(q) ≡ ∂qµ

∂xi
, (10.12)

las cuales cumplen las relaciones de ortogonalidad y completes (1.362):

ei
µeiν = δµν , ei

µejµ = δi
j . (10.13)

La métrica inducida se puede entonces escribir como

gµν(q) = eiµ(q)e
i
ν(q). (10.14)

Al etiquetar las coordenadas Cartesianas, los ı́ndices superior e inferior son iguales.
Por otra parte, los ı́ndices µ, ν de las coordenadas curviĺıneas, sólo se pueden bajar
por medio de contracciones con la métrica gµν o subir con la métrica inversa gµν ≡
(gµν)

−1. Usando la triadas base, la Ec. (10.11) se puede reescribir como

d

dt
(eiµq̇

µ) = eiµq̈
µ + ∂νe

i
µq̇

µq̇ν = 0,

o como

q̈µ + ei
µ∂λe

i
κq̇

κq̇λ = 0. (10.15)

La cantidad que antecede a q̇κq̇λ es llamada la conección af́ın:

Γλκ
µ = ei

µ∂λe
i
κ. (10.16)

Debido a la Ec. (10.13), también se puede escribir como [comparar con la Ec. (1.370)]

Γλκ
µ = −eiκ∂λeiµ. (10.17)

Aśı, llegamos a la ecuación de movimiento transformada en un espacio plano

q̈µ + Γκλ
µq̇κq̇λ = 0. (10.18)

Las soluciones de esta ecuación son llamadas las ĺıneas rectas o autoparalelas .
Si las funciones de transformación de las coordenadas xi(q) son suaves y univa-

luadas, sus derivadas conmutan como se requiere por la condición de integrabilidad
de Schwarz

(∂λ∂κ − ∂κ∂λ)x
i(q) = 0. (10.19)
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Luego las triadas cumplen con la identidad

∂λe
i
κ − ∂κe

i
λ = 0, (10.20)

implicando que la conección Γλκ
µ es simétrica con respecto a los ı́ndices inferiores.

De hecho, ésta coincide con la conección de Riemann, el śımbolo de Christoffel
Γ̄ µ
λκ . Esto se sigue inmediatamente después de sustituir gµν(q) = eiµ(q)e

i
ν(q) en

la Ec. (10.7) y resolviendo todas las derivadas usando la Ec. (10.20). Aśı, para
un espacio con coordenadas curviĺıneas qµ las cuales se pueden obtener mediante
una transformada integral de coordenadas de un espacio plano, las autoparalelas
coinciden con las goedésicas.

10.2.2 Transformación No Holonómica a un Espacio con Torsión

Es posible transformar localmente el espacio x en un espacio q con torsión, mediante
una transformada infinitesimal

dxi = eiµ(q)dq
µ. (10.21)

Simplemente tenemos que suponer que los coeficientes eiµ(q), son funciones que no
cumplen la propiedad (10.20) la cual se sigue de la condición de integrabilidad de
Schwarz (10.19):

∂λe
i
κ(q)− ∂κe

i
λ(q) 6= 0, (10.22)

implicando que, contrario a la Ec. (10.19), las segundas derivadas que anteceden a
xi(q) no conmutan:

(∂λ∂κ − ∂κ∂λ)x
i(q) 6= 0. (10.23)

En este caso llamaremos a la transformación diferencial (10.21) no holonómica,
en analoǵıa con la nomenclatura utilizada en las constricciones no integrables en
mecánica clásica. La propiedad (10.23) implica que xi(q) es una función multivalua-
da, de la cual daremos ejemplos t́ıpicos posteriormente en las Ecs. (10.44) y (10.55).

Los lectores interesados en la matemática del problema, se preguntarán si tales
transformaciones de coordenadas no holonómicas tienen algún sentido. Entenderán
mejor este concepto si se compara la situación con otra bastante similar, pero más
simple, la creación de un campo magnético en un espacio libre de campos mediante
transformaciones de norma no holonómicas . Mayores detalles serán dados en el
Apéndice 10A.

De la Ec. (10.22) vemos que el espacio imagen de una transformación no
holonómica tiene una torsión. La conección Γλκ

µ = ei
µeiκ,λ tiene una parte an-

tisimétrica no nula, llamada el tensor de torsión:3

Sλκ
µ =

1

2
(Γλκ

µ − Γκλ
µ) =

1

2
ei

µ
(
∂λe

i
κ − ∂κe

i
λ

)
. (10.24)

3La notación utilizada para las cantidades geométricas en espacios con curvatura y torsión es
la misma que en J.A. Schouten, Ricci Calculus , Springer, Berlin, 1954.
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Contrario a Γλκ
µ, la parte antisimétrica Sλκ

µ es un tensor propio bajo transforma-
ciones generales de coordenadas. El tensor contráıdo

Sµ ≡ Sµλ
λ (10.25)

se transforma como un vector, mientras que la conección contráıda Γµ ≡ Γµν
ν no lo

hace. Aunque Γµν
λ no es un tensor, bajaremos y subiremos libremente sus ı́ndices

usando contracciones con la métrica o la inversa de la métrica: Γµ
ν
λ ≡ gµκΓκν

λ,
Γµ

νλ ≡ gνκΓµκ
λ, Γµνλ ≡ gλκΓµν

κ, respectivamente. Lo mismo se hará con Γ̄µν
λ.

En presencia de torsión, la conección af́ın (10.16) ya no es igual al śımbolo de
Christoffel. De hecho, reescribiendo Γµνλ = eiλ∂µe

i
ν trivialmente como

Γµνλ =
1

2

{[
eiλ∂µe

i
ν + ∂µeiλe

i
ν

]
+
[
eiµ∂νe

i
λ + ∂νeiµe

i
λ

]
−
[
eiµ∂λe

i
ν + ∂λeiµe

i
ν

]}

+
1

2

{[
eiλ∂µe

i
ν − eiλ∂νe

i
µ

]
−
[
eiµ∂νe

i
λ − eiµ∂λe

i
ν

]
+
[
eiν∂λe

i
µ − eiν∂µe

i
λ

]}

(10.26)

y usando eiµ(q)e
i
ν(q) = gµν(q), encontramos la descomposición

Γµν
λ = Γ̄ λ

µν +Kµν
λ, (10.27)

donde la combinación de tensores de torsión

Kµνλ ≡ Sµνλ − Sνλµ + Sλµν (10.28)

es llamada el tensor de contorsión. Este tensor es antisimético en los dos últimos
ı́ndices, tal que

Γµν
ν = Γ̄µν

ν . (10.29)

En presencia de torsión, las ĺıneas más cortas y las ĺıneas rectas ya no son iguales.
Ya que los dos tipos de ĺıneas tienen geométricamente un papel igualmente favore-
cido, la pregunta que surge es cual de ellas describe correctamente la órbita clásica de
las part́ıculas. Intuitivamente, esperamos que las ĺıneas rectas sean las trayectorias
correctas ya que las part́ıculas masivas poseen inercia, la cual tiende a miniminizar
las desviaciones de una ĺınea recta en el espacio-tiempo. Es dif́ıcil concebir como
una part́ıcula debeŕıa saber que trayectoria tomar en cada instante de tiempo para
miniminizar la longitud de la trayectoria a un cierto punto. Esto seŕıa contrario
al principio de localidad, el cual domina todas las leyes de la f́ısica. Sólo en un
espacio-tiempo sin torsión es posible esto, ya que ah́ı las ĺıneas más cortas coinciden
con las más directas por razones puramente matemáticas. En la Subsección 10.2.3,
las ĺıneas rectas serán derivadas de un principio de acción.

En la teoŕıa de gravitación de Einstein, la materia produce una curvatura en
el espacio cuatro-dimensional de Minkowski, explicando por tanto la naturaleza
universal de las fuerzas gravitacionales. La métrica de un espacio–tiempo plano es

ηab =




1
−1

−1
−1




ab

, a, b = 0, 1, 2, 3. (10.30)
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El tensor de curvatura de Riemann-Cartan está definido como el rotacional cova-
riante de la conección af́ın:

Rµνλ
κ = ∂µΓνλ

κ − ∂νΓµλ
κ − [Γµ,Γν ]λ

κ, µ, ν, . . . = 0, 1, 2, 3. (10.31)

El último término está escrito en notación matricial para la conección, en la cual
las componentes del tensor Γµλ

κ son vistos como los elementos de matriz (Γµ)λ
κ.

Entonces, la matriz del conmutador de la Ec. (10.31) es igual a

[Γµ,Γν ]λ
κ ≡ (ΓµΓν − ΓνΓµ)λ

κ = Γµλ
σΓνσ

κ − Γνλ
σΓµσ

κ. (10.32)

Sustituyendo la conección af́ın en la Ec. (10.31), con la ayuda de las Ecs. (10.16),
en términos de la generalización a cuatro dimensiones de las triadas (10.12) y sus
rećıprocos, las tetradas eaµ y sus rećıprocos ea

µ, obtenemos la fórmula compacta

Rµνλ
κ = ea

κ(∂µ∂ν − ∂ν∂µ)e
a
λ. (10.33)

Para la transformación (10.21), esto implica que no sólo la transformación de coor-
denadas xa(q), sino que también su primera derivada, no cumplen con la condición
de integrabilidad de Schwarz:

(∂µ∂ν − ∂ν∂µ)∂λx
a(q) 6= 0. (10.34)

A tal matriz de transformación general eaµ(q) se le referirá como base tetrada mul-

tivaluada.
Una transformación para la cual las xa(q) tienen derivadas que conmutan, mien-

tras que las primeras derivadas parciales ∂µx
a(q) = eiµ(q) no lo hacen, lleva una

región del espacio plano a un espacio curvo.
La teoŕıa de gravitación original de Einstein supone la ausencia de torsión. Las

propiedades espaciales están completamente determinadas por el tensor de curvatura
de Riemann formado de la conección de Riemann (śımbolo de Christoffel )

R̄ κ
µνλ = ∂µΓ̄

κ
νλ − ∂ν Γ̄

κ
µλ − [Γ̄µ, Γ̄ν ]λ

κ. (10.35)

La relación entre los dos tensores de curvaturas es

Rµνλ
κ = R̄ κ

µνλ + D̄µKνλ
κ − D̄νKµλ

κ − [Kµ, Kν ]λ
κ. (10.36)

En el último término, las Kµλ
κ son vistas como las matrices (Kµ)λ

κ. Los śımbolos
D̄µ denotan las derivadas covariantes formadas con el śımbolo de Christoffel. Las
derivadas covariantes actúan como derivadas normales si se aplican a un campo
escalar. Cuando se aplican en un campo vectorial, actúan como sigue:

D̄µvν ≡ ∂µvν − Γ̄ λ
µν vλ,

D̄µv
ν ≡ ∂µv

ν + Γ̄ ν
µλ vλ. (10.37)

El efecto sobre un campo tensorial es una generalización de lo anterior; cada ı́ndice
recibe como contribución una Γ̄ aditiva correspondiente.
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Nótese que el operador de Laplace-Beltrami (1.371) aplicado a un campo escalar
σ(q) se puede escribir como

∆ σ = gµνD̄µD̄νσ. (10.38)

En presencia de torsión, existe otra derivada covariante formada con la conección
af́ın Γµν

λ en lugar del śımbolo de Christoffel, la cual actúa sobre sobre un campo
vectorial como

Dµvν ≡ ∂µvν − Γµν
λvλ,

Dµv
ν ≡ ∂µv

ν + Γµλ
νvλ. (10.39)

Note que de definición de Γλκ
µ, dada en las Ec. (10.16) y (10.17), las derivadas

covariantes de eiµ y ei
µ se anulan:

Dµe
i
ν ≡ ∂µe

i
ν − Γµν

λeiλ = 0, Dµei
ν ≡ ∂µei

ν + Γµλ
νei

λ = 0. (10.40)

Esto será de utilidad más adelante.
A partir de cualquiera de los dos tensores de curvatura, Rµνλ

κ y R̄ κ
µνλ , podemos

formar el tensor contráıdo de rango dos, el tensor de Ricci

Rνλ = Rµνλ
µ, (10.41)

y la curvatura escalar

R = gνλRνλ. (10.42)

La célebre ecuación de Einstein para el campo gravitacional postula que el tensor

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR, (10.43)

llamado el tensor de Einstein, es proporcional al tensor simétrico de enerǵıa-
momentum de todos los campos de materia. Este postulado fue hecho sólo para
espacios sin torsión, en cuyo caso Rµν = R̄µν y de donde, tanto Rµν comoGµν son
ambos simétricos. Como se mencionó antes, no es claro como debeŕıan generalizarse
las ecuaciones de campo de Einstein en presencia de torsión ya que las evidencias
experimentales son demasiado pequeñas para ser observadas. En este texto, no nos
concierne la generación de curvatura y torsión sino sólo en su consecuencia sobre el
movimiento de part́ıculas puntuales.

Es útil plantear dos ejemplos sencillos de transformaciones no holonómicas que
ilustran la forma en la cual estas transformaciones son capaces de generar curvatura
y torsión a partir de un espacio Euclideano. Al lector no familiarizado con este
tema se le aconseja consultar un texto sobre la f́ısica de defectos [2], donde tales
transformaciones son normales y de gran importancia práctica; toda deformación
plástica de un material se puede describir en términos de tales transformaciones.
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Figure 10.1 Dislocación de borde en un cristal asociada con la ausencia de un plano

semi-infinito de átomos. La transformación no holonómica del cristal ideal al cristal con

dislocación introduce una torsión tipo función δ en el espacio imagen.

Como un primer ejemplo consideremos la transformación en dos dimensiones

dxi =

{
dq1 para i = 1,
dq2 + ǫ∂µφ(q)dq

µ para i = 2,
(10.44)

donde ǫ es un parámetro infinitesimal y usamos la función multivaluada

φ(q) ≡ arctan(q2/q1). (10.45)

Las triadas se reducen a diadas, cuyas componentes son

e1µ = δ1µ ,

e2µ = δ2µ + ǫ∂µφ(q) , (10.46)

y el tensor de torsión tiene las componentes

e1λSµν
λ = 0, e2λSµν

λ =
ǫ

2
(∂µ∂ν − ∂ν∂µ)φ. (10.47)

Si diferenciamos formalmente la Ec. (10.45), encontramos (∂µ∂ν − ∂ν∂µ)φ ≡ 0. Sin
embargo, en el origen esto es incorrecto. Usando el teorma de Stokes vemos que

∫
d2q(∂1∂2 − ∂2∂1)φ =

∮
dqµ∂µφ =

∮
dφ = 2π (10.48)

para todo circuito cerrado alrededor del origen, implicando que existe una singula-
ridad tipo función δ en el origen

e2λS12
λ =

ǫ

2
2πδ(2)(q). (10.49)

Por una superposición lineal de tales transformaciones podemos generar una torsión
arbitraria en el espacio q. La transformación no introduce curvatura.

En f́ısica de defectos, la transformación (10.46) está asociada con una dislocación
causada por una capa faltante o sobrante de átomos (ver la Fig. 10.1). Cuando se
encierra una dislocación a lo largo de una trayectoria cerrada C, su contra–imagen
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Figure 10.2 Disclinación en un cristal asociada con la falta de una sección semi-infinita

de átomos con ángulo Ω. La transformación no holonómica del cristal ideal al cristal con

la disclinación introduce una curvatura tipo función δ en el espacio imagen.

C ′ en el cristal ideal no forma una trayectoria cerrada. El error en la cerradura es
llamado el vector de Burgers

bi ≡
∮

C′

dxi =
∮

C
dqµeiµ. (10.50)

Este vector determina la dirección y grosor de la capa de átomos adicionales. Con
la ayuda del teorema de Stokes, puede verse que este vector es una medida de la
torsión contenida en cualquier superficie S cuyo contorno es C:

bi =
∮

S
d2sµν∂µe

i
ν =

∮

S
d2sµνeiλSµν

λ, (10.51)

donde d2sµν = −d2sνµ es la proyección de un elemento infinitesimal de área orientada
hacia el plano µν. El ejemplo anterior tiene el vector de Burgers

bi = (0, ǫ). (10.52)

Una falla de cerradura correspondiente aparece cuando se transforma un contorno
cerrado C del cristal ideal a un cristal que contiene una dislocación. Esto define un
vector de Burgers:

bµ ≡
∮

C′

dqµ =
∮

C
dxiei

µ. (10.53)

Por el teorema de Stokes, esto se convierte en una integral de superficie

bµ =
∮

S
d2sij∂iej

µ =
∮

S
d2sijei

ν∂νej
µ

= −
∮

S
d2sijei

νej
λSνλ

µ, (10.54)

donde el último paso se sigue de (10.17).
Como un segundo ejemplo de una transformación no holonómica, generemos una

curvatura por medio de la transformación
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xi = δiµ[q
µ +

Ω

2π
ǫµνq

νφ(q)], (10.55)

usando la función multivaluada de la Ec. (10.45). El śımbolo ǫµν denota el tensor
antisimétrico de Levi-Civita. La métrica transformada

gµν = δµν −
Ω

π
ǫµλǫνκ

qλqκ

qσqσ
(10.56)

es univaluada y tiene derivadas que conmutan. El tensor de torsión se anula
ya que (∂1∂2 − ∂2∂1)x

1,2 son ambas proporcinales a q2,1δ(2)(q), una distribución
idénticamente nula. Por otra parte, el campo local de rotación ω(q) ≡ 1

2(∂1x
2−∂2x1),

es igual a la función multivaluada −Ωφ(q)/2π, teniendo aśı las derivadas no conmu-
tativas:

(∂1∂2 − ∂2∂1)ω(q) = −Ωδ(2)(q). (10.57)

A orden menor en Ω, esto determina el tensor de curvatura, el cual en dos dimen-
siones posee sólo una componente independiente, por ejemplo R1212. Usando el
hecho de que gµν tiene derivadas que conmutan, R1212 se puede escribir como

R1212 = (∂1∂2 − ∂2∂1)ω(q). (10.58)

En f́ısica de defectos, la transformación (10.55) está asociada con una disclinación,
la cual corresponde a la falta de una sección completa, de ángulo Ω, del arreglo
átomico ideal (ver la Fig. 10.2).

Es importante enfatizar que nuestra base tetrada multivaluada eaµ(q) no está
relacionada a las tetradas estándar de los campos de vierbein hα

µ(q) utilizadas en
la teoŕıa de gravitación de part́ıculas con esṕın. La diferencia se explica en el
Apéndice 10B.

10.2.3 Nuevo Principio de Equivalencia

En dinánica clásica, muchos problemas se resuelven con la ayuda de transforma-
ciones no holonómicas. Las ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales
que siguen siendo válidas si se transforman diferencialmente a un conjunto de nuevas
coordenadas, aún si la transformación no es integrable en el sentido de Schwarz.
Aśı, postulamos que: en forma correcta, las ecuaciones de movimiento útiles para el

estudio de part́ıculas puntuales en un espacio con curvatura y torsión, son las ecua-

ciones de movimiento imagen en el espacio cartesiano. Por lo tanto, las ecuaciones
(10.18) de las autoparalelas, describen correctamente las trayectorias para part́ıculas
puntuales sin esṕın en un espacio con curvatura y torsión.

Este postulado está basado en nuestro conocimiento del comportamiento de mu-
chos sistemas f́ısicos. Ejemplos importantes son los sistemas Coulombianos que serán
discutidos en detalle en el Caṕıtulo 13, y el trompo rotatorio en un sistema de refe-
rencia fijo al cuerpo [3]. Aśı el postulado tiene buenas posibilidades de ser correcto,
y de ahora en adelante se le referirá como un nuevo principio de equivalencia.
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10.2.4 Principio de Acción Clásica para Espacios
con Curvatura y Torsión

Antes de construir una integral de trayectoria para la amplitud de evolución temporal
debemos encontrar un principio de acción para la trayectoria clásica de una part́ıcula
puntual sin esṕın en un espacio con curvatura y torsión, i.e., para el movimiento sobre
las trayectorias autoparalelas. Esta no es una tarea trivial ya que las autoparalelas
deben de obtenerse como los extrema de la acción (10.3), que involucra sólo el tensor
métrico gµν . La acción es indendiente de la torsión, y sólo tiene información de la
parte Riemaniana de la geometŕıa del espacio. Por lo tanto, la torsión sólo puede
aparecer en las ecuaciones de movimiento mediante alguna caracteŕıstica nueva del
procedimiento variacional. Debido a que sabemos como hallar la variación de una
acción en el espacio Euclideano x, deducimos el procedimiento correcto, en el espacio
general de métrica af́ın, transferiendo las variaciones δxi(t) bajo la transfomación
no holonómica

q̇µ = ei
µ(q)ẋi (10.59)

al espacio qµ. Su imagen es muy diferente de las variaciones ordinarias como se
ilustra en la Fig. 10.3(a). Las variaciones de las coordenadas Cartesianas δxi(t)
se hicieron para puntos extremos fijos de las trayectorias. Aśı, estas trayectorias
forman trayectorias cerradas en el espacio x. Sus imagenes, sin embargo, están en
un espacio con defectos y aśı poseen una falla de cerradura indicando la cantidad de
torsión introducida por la transformación. Esta propiedad se enfatizará escribiendo
las imágenes como δSqµ(t) y llamándolas variaciones no holonómicas . El supeŕındice
indica la caracteŕıstica espacial originada por la torsión.

Calculemos las variaciones de forma expĺıcita. Las trayectorias en los dos espacios
están relacionadas por la ecuación integral

qµ(t) = qµ(ta) +
∫ t

ta
dt′ei

µ(q(t′))ẋi(t′). (10.60)

Para dos trayectorias vecinas en el espacio x, las cuales difieren una de otra por una
variación δxi(t), la ecuación (10.60) determina la variación no holonómica δSqµ(t):

δSqµ(t) =
∫ t

ta
dt′δS[ei

µ(q(t′))ẋi(t′)]. (10.61)

Una comparación con la Ec. (10.59) muestra que la variación δS y la derivadas
temporales d/dt de qµ(t) conmutan mutuamente:

δS q̇µ(t) =
d

dt
δSqµ(t), (10.62)

igual que para las variaciones ordinarias δxi:

δẋi(t) =
d

dt
δxi(t). (10.63)
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Introduzcamos también variaciones auxiliares no holonómicas en el espacio q:

δ̄qµ ≡ ei
µ(q)δxi. (10.64)

En constraste con δSqµ(t), estas variaciones se anulan en los puntos extremos,

δ̄q(ta) = δ̄q(tb) = 0, (10.65)

al igual que las variaciones normales δxi(t), éstas forman trayectorias cerradas con
las órbitas fijas.

Usando las Ecs. (10.62), (10.63), y el hecho de que, por definición, δSxi(t) ≡
δxi(t), de la Ec. (10.61) deducimos la relación

d

dt
δSqµ(t) = δSei

µ(q(t))ẋi(t) + ei
µ(q(t))

d

dt
δxi(t)

= δSei
µ(q(t))ẋi(t) + ei

µ(q(t))
d

dt
[eiν(t) δ̄q

ν(t)]. (10.66)

Después de sustituir

δSei
µ(q) = −Γλν

µδSqλei
ν ,

d

dt
eiν(q) = Γλν

µq̇λeiµ, (10.67)

obtenemos

d

dt
δSqµ(t) = −Γλν

µδSqλq̇ν + Γλν
µq̇λ δ̄qν +

d

dt
δ̄qµ. (10.68)

Es de utilidad introducir la diferencia entre la variación no holonómica δSqµ y una
variación auxiliar cerrada no holonómica δqµ:

δSbµ ≡ δSqµ − δ̄qµ. (10.69)

Luego, podemos reescribir la Ec. (10.68) como una ecuación diferencial de primer
orden para δSbµ:

d

dt
δSbµ = −Γλν

µδSbλq̇ν + 2Sλν
µq̇λ δ̄qν . (10.70)

Después de introducir las matrices

Gµ
λ(t) ≡ Γλν

µ(q(t))q̇ν(t) (10.71)

y

Σµ
ν(t) ≡ 2Sλν

µ(q(t))q̇λ(t), (10.72)

la Ec. (10.70) se puede reescribir como una ecuación diferencia vectorial:

d

dt
δSb = −GδSb+ Σ(t) δ̄qν(t). (10.73)
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Aunque no es necesario, pero para un posterior desarrollo, resolvemos esta ecuación
por medio de

δSb(t) =
∫ t

ta
dt′U(t, t′) Σ(t′) δ̄q(t′), (10.74)

donde usamos la matriz

U(t, t′) = T exp
[
−
∫ t

t′
dt′′G(t′′)

]
. (10.75)

En ausencia de torsión, Σ(t) se anula idénticamente y δSb(t) ≡ 0, y las variaciones
δSqµ(t) coinciden con las variaciones auxiliares cerradas no holonómicas δqµ(t) [ver
la Fig. 10.3(b)]. En un espacio con torsión, las variaciones δSqµ(t) y δ̄qµ(t) son
diferentes [ver la Fig. 10.3(c)].

Figure 10.3 Imagen de la transformación holonómica y no holonómica de la variación de

una trayectoria tipo función δ. En el caso holonómico, las trayectorias x(t) y x(t) + δx(t),

mostradas en (a), se convierten en las trayectorias q(t) y q(t) + δ̄q(t), mostradas en (b).

En el caso no holonómico donde Sλ
µν 6= 0, éstas se transforman en q(t) y q(t) + δSq(t),

mostradas en (c), con la falla de cerradura bµ en el tiempo tb, análoga al vector de Burgers

bµ en un sólido con dislocación.

Para una variación holonómica arbitraria δSqµ(t) = δqµ + δSbµ, la acción (10.3)
cambia por

δSA = M
∫ tb

ta
dt
(
gµν q̇

νδS q̇µ +
1

2
∂µgλκδ

Sqµq̇λq̇κ
)
. (10.76)
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Luego de una integración por partes del término δq̇, usando las Ecs. (10.65), (10.62),
y la identidad ∂µgνλ ≡ Γµνλ+Γµλν , que se obtiene directamente de la las definiciones
gµν ≡ eiµe

i
ν y Γµν

λ ≡ ei
λ∂µe

i
ν , obtenemos

δSA = M
∫ tb

ta
dt

[
−gµν

(
q̈ν + Γ̄λκ

ν q̇λq̇κ
)
δ̄qµ +

(
gµν q̇

ν d

dt
δSbµ + Γµλκδ

Sbµq̇λq̇κ
)]

.

(10.77)

Para deducir la ecuación de movimiento primero variamos la acción en un espacio
sin torsión. Luego δSbµ(t) ≡ 0, y la Ec. (10.77) será

δSA = −M
∫ tb

ta
dtgµν(q̈

ν + Γ̄λκ
ν q̇λq̇κ) δ̄qν . (10.78)

Aśı, el principio de acción δSA = 0 da la ecuación para las geodésicas (10.9), las
cuales son las trayectorias correctas para las part́ıculas en ausencia de torsión.

En presencia de torsión, δSbµ es diferente de cero, y la ecuación de movimiento
contiene la contribución del segundo paréntesis en la Ec. (10.77). Después de insertar
la Ec. (10.70), los términos no locales proporcionales a δSbµ se cancelan y la variación
total no holonómica de la acción es

δSA = −M
∫ tb

ta
dtgµν

[
q̈ν +

(
Γ̄λκ

ν + 2Sν
λκ

)
q̇λq̇κ

]
δ̄qµ

= −M
∫ tb

ta
dtgµν

(
q̈ν + Γλκ

ν q̇λq̇κ
)
δ̄qµ. (10.79)

La segunda ĺınea se obtiene de la primera luego de usar la identidad Γλκ
ν = Γ̄{λκ}

ν+
2Sν

{λκ}. Los corchetes indican la simetrización de los ı́ndices contenidos. Si usamos
δSA = 0, y para δ̄q(t) sustituimos la Ec. (10.64), i.e., la imagen de una variación
arbitraria de la función δ, δxi(t) ∝ ǫiδ(t−t0), obtenemos las ecuaciones autoparalelas
de movimiento (10.18), que es lo que queremos mostrar.

El tratamiento variacional anterior de la acción es algo complicado y requiere de
un procedimiento más simple [4]. El término extra que surge del segundo paréntesis
en la variación (10.77), puede ser asociado a una propiedad sencilla de las variaciones
auxiliares cerradas no holonómicas de la Ec. (10.64). Para encontrarla construimos
la derivada temporal dt ≡ d/dt, de la definición (10.64), y obtenemos

dt δ̄q
µ(t) = ∂νei

µ(q(t)) q̇ν(t)δxi(t) + ei
µ(q(t))dtδx

i(t). (10.80)

Ahora, hallemos la variación δ̄ y la derivada en t en el orden opuesto y calculemos
dt δ̄q

µ(t). De las Ecs. (10.59) y (10.13) tenemos la relación

dtq
λ(t) = e λ

i (q(t)) dtx
i(t) . (10.81)

La variación de esta expresión nos permite hallar

δ̄dtq
µ(t) = ∂νei

µ(q(t)) δ̄qνdtx
i(t) + ei

µ(q(t)) δ̄dtx
i. (10.82)
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Puesto que la variación en el espacio xi conmuta con las derivadas de t [recordar la
Ec. (10.63)], obtenemos

δ̄dtq
µ(t)− dt δ̄q

µ(t) = ∂νei
µ(q(t)) δ̄qνdtx

i(t)− ∂νei
µ(q(t)) q̇ν(t)δxi(t). (10.83)

Después de reexpresar δxi(t) y dtx
i(t) otra vez en términos de δ̄qµ(t) y dtq

µ(t) =
q̇µ(t), y usar las Ecs. (10.17), (10.24), obtenemos

δ̄dtq
µ(t)− dt δ̄q

µ(t) = 2Sνλ
µq̇ν(t) δ̄qλ(t). (10.84)

Aśı, debido a la falla de cerradura en los espacios con torsión, las operaciones dt y δ̄
no conmutan para la trayectoria qµ(t). En otras palabras, contrario a las variaciones
abiertas δS (y por supuesto a las variaciones usuales δ), las variaciones auxiliares
cerradas no holonómicas δ̄ de las velocidades q̇µ(t) no coinciden con las velocidades
de las variaciones. Esta propiedad es la responsable de cambiar las trayectorias de
las geodésicas a las autoparalelas.

De hecho, hallemos la variación de una acción

A =

t2∫

t1

dtL (qµ(t), q̇µ(t)) (10.85)

directamente mediante δ̄qµ(t) e impongamos la condición (10.84), encontramos

δ̄A =

t2∫

t1

dt

{
∂L

∂qµ
δ̄qµ +

∂L

∂q̇µ
d

dt
δ̄qµ +2Sµ

νλ
∂L

∂q̇µ
q̇ν δ̄qλ

}
. (10.86)

Luego de una integración por partes del segundo término, usando la cancelación de
δ̄qµ(t) en los puntos extremos, obtenemos la ecuación de Euler-Lagrange

∂L

∂q µ
− d

dt

∂L

∂q̇µ
= −2Sµν

λq̇ν
∂L

∂q̇λ
. (10.87)

Esta expresión difiere de la ecuación estándar de Euler-Lagrange por la contribución
adicional debida al tensor de torsión. Aśı, para la acción (10.3) obtenemos la
ecuación de movimiento

M
[
q̈µ + gµκ

(
∂νgλκ −

1

2
∂κgνλ

)
− 2Sµ

νλ

]
q̇ ν q̇λ = 0, (10.88)

misma que es la Ec. (10.18) para las autoparalelas.

10.3 Integrales de Trayectoria en Espacios con Curvatura y

Torsión

Ahora pasaremos a la mecánica cuántica de una part́ıcula puntual en un espacio
general de métrica af́ın. En analoǵıa con el tratamiento anterior en coordenadas
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esféricas, consideremos primero la integral de trayectoria en un espacio sin curvatura
en coordenadas Cartesianas

(x t|x′t′) =
1

√
2πiǫh̄/M

D

N∏

n=1

[∫ ∞

−∞
dxn

]N+1∏

n=1

Kǫ
0(∆xn), (10.89)

donde Kǫ
0(∆xn) es una abreviatura para la amplitud de tiempos cortos

Kǫ
0(∆xn) ≡ 〈xn| exp

(
− i

h̄
ǫĤ
)
|xn−1〉 =

1
√
2πiǫh̄/M

D exp

[
i

h̄

M

2

(∆xn)
2

ǫ

]
, (10.90)

y ∆xn ≡ xn−xn−1, x ≡ xN+1, x
′ ≡ x0. Se ha omitido un posible potencial externo

ya que que éste contribuiŕıa en forma aditiva, no influido por la geometŕıa espacial.
Nuestro postulado básico es que, la integral de trayectoria en un espacio general

con métrica af́ın debe de obtenerse por una apropiada transformación no holonómica
de la amplitud (10.89) a un espacio con curvatura y torsión.

10.3.1 Transformación no Holonómica de la Acción

La acción de tiempos cortos contiene el cuadrado de la distancia (∆xn)
2, la cual

hemos de transformar al espacio q. Para una diferencia infinitesimal de coordenadas
∆xn ≈ dxn, el cuadrado de la distancia está obviamente dado por (dx)2 = gµνdq

µdqν .
Sin embargo, para una ∆xn finita, sabemos del Caṕıtulo 8 que, debemos desarrollar
(∆xn)

2 hasta orden cuarto en ∆qn
µ = qn

µ−qn−1
µ para encontrar todos los términos

que contribuyen de forma relevante a orden ǫ.
Es importante notar que al ser no holonómica la transformación de dxi a dqµ,

la cantidad finita ∆qµ no está uńıvocamente determinada por ∆xi. Una relación
única sólo se puede obtener por una integración, sobre una trayectoria espećıfica,
de la expresión funcional (10.60). La trayectoria preferida es la órbita clásica, i.e.,
la autoparalela en el espacio q. La autoparalela se caracteriza por ser la imagen de
una ĺınea recta en el espacio x. En este espacio la velocidad ẋi(t) es constante, y la
órbita tiene la dependencia lineal temporal

∆xi(t) = ẋi(t0)∆t, (10.91)

donde el tiempo t0 puede estar en cualquier punto del eje t. Escogamos para t0
el tiempo final en cada intervalo (tn, tn−1). Para este tiempo, ẋi

n ≡ ẋi(tn) está
relacionado con q̇µn ≡ q̇µ(tn) mediante

ẋi
n = eiµ(qn)q̇

µ
n. (10.92)

A lo largo de la órbita clásica es fácil expresar q̇µn en términos de ∆qµn = qµn − qµn−1.
Primero desarrollamos qµ(tn−1) en una serie de Taylor alrededor de tn. Omitiendo
por brevedad los argumentos temporales, tenemos
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∆q ≡ qλ − q′λ = ǫq̇λ − ǫ2

2!
q̈λ +

ǫ3

3!
˙̈q
λ
+ . . . , (10.93)

donde ǫ = tn − tn−1 y q̇λ, q̈λ, . . . son las derivadas temporales en el tiempo final tn.
A un desarrollo de este tipo se le conoce como un desarrollo post-punto. Debido a
la arbitrariedad en la elección del tiempo t0 en la Ec. (10.92), el desarrollo se puede
hacer también alrededor de cualquier otro punto, tal como tn−1 y t̄n = (tn+ tn−1)/2,
dando lugar al desarrollo de pre-punto o punto medio de ∆q.

Ahora, el término q̈λ de la Ec. (10.93) está dado por la ecuación de movimiento
(10.18) de la autoparalela

q̈λ = −Γµν
λq̇µq̇ν . (10.94)

Una derivada más nos permite obtener

˙̈q
λ
= −(∂σΓµν

λ − 2Γµν
τΓ{στ}

λ)q̇µq̇ν q̇σ. (10.95)

Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (10.93) e inviertiendo el desarrollo, obte-
nemos la serie de potencias, en términos de ∆q, para q̇λ al tiempo final tn. Usando
las Ecs. (10.91) y (10.92) llegamos a la representación de diferencias finitas de las
coordenadas:

∆xi = eiλq̇
λ∆t (10.96)

= eiλ

[
∆qλ− 1

2!
Γµν

λ∆qµ∆qν+
1

3!

(
∂σΓµν

λ+Γµν
τΓ{στ}

λ
)
∆qµ∆qν∆qσ+. . .

]
,

donde eiλ y Γµν
λ se evaluan en los post-puntos.

Es útil introducir la notación

∆ξµ ≡ ei
µ∆xi (10.97)

de las coordenadas autoparalelas o coordenadas normales para parametrizar la vecin-
dad del punto q. Si el espacio no tiene torsión, estas coodenadas también se conocen
como coordenadas normales de Riemann o coordenadas geodésicas .

Las coordenadas normales (10.97), se representarán en la Ec. (10.150) en
términos de potencias de ∆qµ alrededor del post-punto. Existe también una versión
pre-punto de ∆ξ en la cual todos los signos de ∆q son simplemente opuestos. La
versión pre-punto, por ejemplo, tiene el desarrollo:

∆ξλ = ∆qλ+
1

2!
Γµν

λ∆qµ∆qν+
1

3!

(
∂σΓµν

λ+Γµν
τΓ{στ}

λ
)
∆qµ∆qν∆qσ+. . . . (10.98)

Contrario a las diferencias finitas ∆qµ, las coordenadas normales ∆ξµ en la
vencindad de un punto son vectores y, aśı, admiten un desarrollo covariante de



10.3 Integrales de Trayectoria en Espacios con Métrica Af́ın 831

Taylor de una función f(qµ +∆qµ). Su forma se halla haciendo un desarrollo ordi-
nario de Taylor de una función F (x) en coordenadas Cartesianas

F (x+∆x) = F (x) + ∂iF (x)∆xi +
1

2!
∂i∂jF (x)∆xi∆xj + . . . , (10.99)

y transformado esto a las coordenadas qµ. La función F (x) se convierte en f(q) =
F (x(q)), y las derivadas ∂i1∂i2 · · ·∂inf(x) se convierten en las derivadas covariantes:
ei1

µei2
µ · · · einµDµ1Dµ2 · · ·Dµn

f(q). Por ejemplo, ∂iF (x) = ei
µ∂µf(q) = ei

µDµf(q),
y

∂i∂jf(q)= ei
µ∂µej

ν∂νf(q) = [ei
µej

ν∂µ∂ν + ei
µ(∂µej

ν)∂ν ] f(q)

= ei
µej

ν
[
∂µ∂ν − Γµν

λ∂λ
]
f(q)=ei

µej
νDµ∂νf(q)=ei

µej
νDµDνf(q), (10.100)

donde hemos usado la Ec. (10.17) para expresar ∂µej
ν = −Γµσ

νej
σ, y cambiar los

ı́ndices mudos. Las diferencias ∆xi en la Ec. (10.99) se reemplazan por eiµ∆ξµ con
el desarrollo de pre-punto (10.98). De este modo llegamos al desarrollo covariante
de Taylor

f(q +∆q) = F (x) +Dµf(q)∆ξi +
1

2!
DµDνf(q)∆ξµ∆ξν + . . . . (10.101)

De hecho, re-expresando el lado derecho en potencias de ∆qµ, mediante la
Ec. (10.98), podemos verificar que la conección af́ın se cancela, contrario a lo que
sucede con las derivadas covariantes de f(q), de tal manera que (10.101) se reduce
a la serie ordinaria de Taylor de f(q +∆q) en potencias de ∆q.

Nótese que el desarrollo (10.96) difiere sólo ligeramente del desarrollo simple de
Taylor de la diferencia ∆xi alrededor del post-punto:

∆xi=xi(q)− xi(q −∆q) = eiλ∆qλ − 1

2
eiν,µ∆qµ∆qν +

1

3!
eiν,µσ∆qµ∆qν∆qσ + . . . ,

(10.102)

donde un sub́ındice λ separado por una coma representa la derivada parcial ∂λ =
∂/∂qλ, i.e., f,λ ≡ ∂λf . Con ayuda de la relación de completes (10.13), el lado derecho
se puede reescribir como

∆xi = eiλ

[
∆qλ − 1

2
ej

λejν,µ∆qµ∆qν +
1

3!
ej

λejν,µσ∆qµ∆qν∆qσ + . . .
]
. (10.103)

Los coeficientes de la serie se pueden expresar en términos de la conección af́ın
(10.16), usando la relación

ei
λeiν,µσ = ∂σ(ei

λeiν,µ)− eiτeiν,µe
j
τe

jλ
,σ = ∂σΓµν

λ + Γµν
τΓστ

λ. (10.104)

Aśı obtenemos

∆xi=eiλ

[
∆qλ− 1

2!
Γµν

λ∆qµ∆qν+
1

3!

(
∂σΓµν

λ+Γµν
τΓστ

λ
)
∆qµ∆qν∆qσ+. . .

]
.(10.105)
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Esto difiere de la verdadera serie (10.150), sólo por la falta de simetrización de los
ı́ndices en la última conección af́ın.

Sustituyendo la Ec. (10.96) en la amplitud de tiempo corto (10.90), obtenemos

Kǫ
0(∆x)=〈x|

(
− i

h̄
ǫĤ
)
|x−∆x〉= 1

√
2πiǫh̄/M

D eiA
ǫ
>(q,q−∆q)/h̄, (10.106)

donde la acción de post-punto de tiempo corto es

Aǫ
>(q, q −∆q) = (∆xi)2 = ǫ

M

2
gµν q̇

µq̇ν

=
M

2ǫ

{
gµν∆qµ∆qν − Γµνλ∆qµ∆qν∆qλ (10.107)

+
[
1

3
gµτ

(
∂κΓλν

τ + Γλν
δΓ{κδ}

τ
)
+

1

4
Γλκ

σΓµνσ

]
∆qµ∆qν∆qλ∆qκ + . . .

}
.

Separando la conección af́ın en términos del śımbolo de Christoffel y la torsión,
también podemos escribir esta expresión como

Aǫ
>(q, q −∆q) =

M

2ǫ

{
gµν∆qµ∆qν − Γ̄µνλ∆qµ∆qν∆qλ (10.108)

+
[
1

3
gµτ

(
∂κΓ̄λν

τ + Γ̄λν
δΓ̄δκ

τ
)
+
1

4
Γ̄λκ

σΓ̄µνσ+
1

3
Sσ

λκSσµν

]
∆qµ∆qν∆qλ∆qκ+ . . .

}
.

Nótese que contrario a las fórmulas para la acción de tiempo corto, deducidas
en el Caṕıtulo 8, el lado derecho contiene sólo cantidades intŕınsecas del espacio q.
Para los sistemas tratados en ese caṕıtulo (los cuales están en un espacio Euclidea-
no parametrizado con coordenadas curviĺıneas), el presente resultado intŕınseco se
reduce al anterior.

Tómese, por ejemplo, un espacio Euclideano bi-dimensional parametrizado por
las coordenas radiales usadas en la Sección 8.1. El desarrollo post-punto (10.96) en
términos de q̇λ de las componentes r, φ será

ṙ =
∆r

ǫ
+

r(∆φ)2

2ǫ
− ∆r(∆φ)2

ǫ
+ . . . , (10.109)

φ̇ =
∆φ

ǫ
− ∆r∆φ

ǫr
− (∆φ)3

6ǫ
+ . . . . (10.110)

Sustituyendo estas expresiones en la acción de tiempo corto, la cual es simplemente

Aǫ =
M

2
ǫ(ṙ2 + r2φ̇2), (10.111)

encontramos la partición temporal de la acción

Aǫ =
M

2ǫ

[
∆r2 + r2(∆φ)2 − r∆r(∆φ)2 − 1

12
r2(∆φ)4 + . . .

]
. (10.112)
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Una simetrización de la expresiones post-punto, usando el hecho de que r2 está dado
por

r2n = rn(rn−1 +∆rn), (10.113)

conduce a la acción de tiempo corto, cuyos sub́ındices son n,

Aǫ =
M

2ǫ

[
∆r2n + rnrn−1(∆φn)

2 − 1

12
rnrn−1(∆φn)

4 + . . .
]
. (10.114)

Esto concuerda con el desarrollo previo de la partición temporal de la acción dado
en la Ec. (8.53). Mientras que el resultado anterior se obtuvo de una transformación
de la partición temporal de la acción Euclideana a coordenadas radiales, aqúı hemos
hallado la acción de tiempo corto a partir de una formulación puramente intŕınseca.
El método intŕınseco tiene la ventaja obvia de no estar restringido a un espacio
inicial Euclideano y por lo tanto puede ser válido para un espacio de métrica af́ın
arbitraria.

Observemos también que la acción final de tiempo corto (10.107), podŕıa haberse
introducido sin ninguna referencia a las coordenadas planas xi. De hecho, la misma
acción se obtiene evaluando la acción continua (10.3) para el pequeño intervalo
temporal ∆t = ǫ a lo largo de la órbita clásica entre los puntos qn−1 y qn. Debido a
las ecuaciones de movimiento (10.18), la Lagrangiana

L(q, q̇) =
M

2
gµν(q(t)) q̇

µ(t)q̇ν(t) (10.115)

es idependiente del tiempo (esto es cierto para autoparalelas, aśı como también para
geodésicas). La acción de tiempo corto

Aǫ(q, q′) =
M

2

∫ t

t−ǫ
dt gµν(q(t))q̇

µ(t)q̇ν(t) (10.116)

se puede por tanto escribir en cualquiera de estas tres formas

Aǫ =
M

2
ǫgµν(q)q̇

µq̇ν =
M

2
ǫgµν(q

′)q̇′µq̇′ν =
M

2
ǫgµν(q̄) ˙̄q

µ ˙̄q
ν
, (10.117)

donde qµ, q′µ, q̄µ son las coordenadas para el tiempo final tn, el tiempo inicial tn−1 y
el tiempo promedio (tn + tn−1)/2, respectivamente. La primera expresión coincide
obviamente con la Ec. (10.107). Las otras expresiones se pueden usar como punto
de partida para derivar las acciones equivalentes de pre-punto o de punto-medio.
La acción de pre-punto Aǫ

< se puede obtener de la acción de post-punto Aǫ
> inter-

cambiando ∆q por −∆q, e intercambiando los coeficientes de post-punto por los de
pre-punto. La acción de punto-medio tiene la forma más sencilla:

Āǫ(q̄ +
∆q

2
, q̄ − ∆q

2
) = (10.118)

M

2ǫ

[
gµν(q̄)∆qµ∆qν+

1

12
gκτ

(
∂λΓµν

τ+Γµν
δΓ{λδ}

τ
)
∆qµ∆qν∆qλ∆qκ + . . .

]
,
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donde la conección af́ın se puede evaluar en cualquier punto del intervalo (tn−1, tn).
El tiempo exacto es irrelevante para la amplitud, ya que esto sólo da lugar a cambios
de orden superior en ǫ.

Encontramos que la acción post-punto es muy útil ya que permite un rápido ac-
ceso a las amplitudes de evolución temporal, como veremos más adelante. La acción
de pre-punto es completamente equivalente a ésta y es útil si queremos describir
la evolución temporal en sentido inverso. Algunos autores prefieren la acción de
punto-medio debido a su simetŕıa y a la ausencia de términos cúbicos en ∆qµ en la
expresión (10.118).

Las diferentes formulaciones, completamente equivalentes, para “cualquier
punto”, de la misma acción de tiempo corto, la cual está universalmente definida

por el procedimiento de la transformación no holonómica, debe de distinguirse de las
llamadas “prescripciones” de tiempo segmentado halladas en la literatura cuando se
construye la aproximación de red para la Lagrangiana (10.115). En este caso, una
prescripción de punto-medio es la más adecuada, en la cual L se aproxima por

L(q, q̇)→ Lǫ(q,∆q/ǫ) =
M

2ǫ2
gµν(q̄)∆qµ(t)∆qν(t), (10.119)

y utiliza la acción asociada de tiempo corto

Āǫ
mpp = ǫLǫ(q,∆q/ǫ) (10.120)

en el argumento de la exponencial de la integral de trayectoria. La motivación
de este procedimiento está en la popularidad de ordenamiento, en la prescripción
de H. Weyl, de los productos de los operadores de la posición y los momenta de
la mecánica cuántica. Sin embargo, de la discusión en la Sección 1.13 sabemos
que la prescripción de Weyl, para el orden de operadores de la enerǵıa cinética
gµν(q̂)p̂µp̂ν/2M , no conduce correctamente al operador de Laplace-Beltrami en co-
ordenadas generales. Por otra parte, en esta sección se mostrará que la acción de
Weyl (10.120) difiere de la forma correcta de punto-medio (10.118) por un término
adicional de orden cuarto en ∆qµ, lo cual implica que la acción de tiempo corto
Āǫ

mpp no reproduce correctamente las cantidades f́ısicas de interés. Se encuentran
problemas peores cuando se particiona la acción de tiempos cortos utilizando una
prescripción de pre–punto o post–punto. De hecho, no existe libertad para selec-
cionar la partición de las diferentes prescripciones, contrario a lo que se establece
en la literatura. La acción de tiempo corto se fija completamente cuando se le
determina como la imagen no holonómica de la partición temporal de la acción Eu-
clideana. Esto también resuelve de forma única el problema del ordenamiento de
operadores, mismo que se le ha complicado por muchas décadas a los teóricos.

En lo que sigue, la acción Aǫ, sin sub́ındices, representará siempre la expresión
preferida de post–punto (10.107):

Aǫ ≡ Aǫ
>(q, q −∆q). (10.121)
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10.3.2 Norma de la Integral de Trayectoria

Ahora nos enfocamos en la norma de integración de la integral de trayectoria Carte-
siana (10.89)

1
√
2πiǫh̄/M

D

N∏

n=1

dDxn.

Esta norma tiene que ser transformada al espacio general de métrica af́ın. Imagi-
nemos que evaluamos la integral de trayectoria a partir del último tiempo y ha-
llamos sucesivamente las integrales sobre xN , xN−1, . . . , i.e., para cada amplitud
de tiempo corto integramos sobre la anterior coordenada de la posición, la coorde-
nada de pre-punto. Para própositos de esta discusión, reetiquetaremos el producto∏N

n=1 d
Dxi

n por
∏N+1

n=2 dxi
n−1 de tal manera que la integración en cada partición tem-

poral (tn, tn−1), donde n = N + 1, N, . . ., es sobre dxi
n−1.

En un espacio plano parametrizado con coordenadas curviĺıneas, la transfor-
mación de las integrales sobre dDxi

n−1 a las integrales sobre dDqµn−1 es directa:

N+1∏

n=2

∫
dDxi

n−1 =
N+1∏

n=2

{∫
dDqµn−1 det

[
eiµ(qn−1)

]}
. (10.122)

El determinante de eiµ es la ráız cuadrada del determinante de la métrica gµν :

det (eiµ) =
√
det gµν(q) ≡

√
g(q), (10.123)

y la norma se puede reescribir como

N+1∏

n=2

∫
dDxi

n−1 =
N+1∏

n=2

[∫
dDqµn−1

√
g(qn−1)

]
. (10.124)

Esta expresión no puede aplicarse directamente. Cuando se intentan hacer suce-
sivamente las integrales en dDqµn−1, empezando por la integral final sobre dqµN , la

variable de integración qn−1 aparece para cada n en el argumento del det
[
eiµ(qn−1)

]

o de gµν(qn−1). Para hacer la dependencia en qn−1 expĺıcita, desarrollamos en la
norma (10.122) el término eiµ(qn−1) = eiµ(qn−∆qn), alrededor del post-punto qn en
potencias de ∆qn. De esto obtenemos

dxi = eiµ(q −∆q)dqµ = eiµdq
µ − eiµ,νdq

µ∆qν +
1

2
eiµ,νλdq

µ∆qν∆qλ + . . . ,(10.125)

donde hemos omitido, como antes, los sub́ındices de qn y ∆qn. Aśı el Jacobiano de
la transformación de las coordenadas de dxi a dqµ es

J0 = det (eiκ) det
[
δκµ − ei

κeiµ,ν∆qν +
1

2
ei

κeiµ,νλ∆qν∆qλ
]
, (10.126)

de donde obtenemos la relación entre los volumenes infinitesimales de integración
dDxi y dDqµ:

N+1∏

n=2

∫
dDxi

n−1 =
N+1∏

n=2

{∫
dDqµn−1 J0n

}
. (10.127)
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La conocida fórmula del desarrollo

det (1 +B) = exp tr log(1 +B) = exp tr(B − B2/2 +B3/3− . . .) (10.128)

nos permite reescribir J0 como

J0 = det (eiκ) exp
(
i

h̄
Aǫ

J0

)
, (10.129)

donde el determinante det (eiµ) =
√
g(q) se evalúa en el post-punto. Esta ecuación

define una acción efectiva asociada con el Jacobiano, para la cual obtenemos el
desarrollo

i

h̄
Aǫ

J0
= −eiκeiκ,µ∆qµ+

1

2

[
ei

µeiµ,νλ− ei
µeiκ,νej

κejµ,λ
]
∆qν∆qλ + . . . . (10.130)

Los coeficientes del desarrollo se pueden expresar en términos de la conección af́ın
(10.16), utilizando las relaciones:

eiν,µe
i
κ,λ = ei

σeiν,µejσe
j
κ,λ = Γµν

σΓλκσ (10.131)

eiµe
i
ν,λκ = gµτ [∂κ(ei

τeiν,λ)− eiσeiν,λe
j
σe

jτ
,κ]

= gµτ (∂κΓλν
τ + Γλν

σΓκσ
τ ). (10.132)

Por lo tanto, la acción Jacobiana será:

i

h̄
Aǫ

J0
= −Γµν

ν∆qµ +
1

2
∂µΓνκ

κ∆qν∆qµ + . . . . (10.133)

De hecho, el mismo resultado debeŕıa de haberse obtenido si reescribimos el Jaco-
biano, de acuerdo a la Ec. (10.124), en la forma

J0 =
√
g(q −∆q), (10.134)

de donde obtenemos una fórmula alternativa para la acción Jacobiana

exp
(
i

h̄
Aǫ

J0

)
=

√
g(q −∆q)
√
g(q)

. (10.135)

Un desarrollo en potencias de ∆q dará

exp
(
i

h̄
Aǫ

J̄0

)
=1− 1√

g(q)

√
g(q)

,µ
∆qµ+

1

2
√
g(q)

√
g(q)

,µν
∆qµ∆qν+. . . . (10.136)

Usando la fórmula

1√
g
∂µ
√
g =

1

2
gστ∂µgστ = Γ̄ ν

µν , (10.137)
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esto se convierte en

exp
(
i

h̄
Aǫ

J̄0

)
= 1− Γ̄µν

ν∆qµ +
1

2
(∂µΓ̄νλ

λ+Γ̄µσ
σ
Γ̄νλ

λ)∆qµ∆qν + . . . , (10.138)

de tal forma que

i

h̄
Aǫ

J̄0
= −Γ̄µν

ν∆qµ +
1

2
∂µΓ̄νλ

λ∆qµ∆qν + . . . . (10.139)

En un espacio sin torsión donde Γ̄λ
µν ≡ Γµν

λ, las acciones Jacobianas (10.133) y
(10.139) son trivialmente iguales. Pero la igualdad también se cumple en presencia
de torsión. De hecho, cuando se utiliza la descomposición (10.27), Γµν

λ = Γ̄ λ
µν +

Kµν
λ, en la Ec. (10.133), el tensor de contorsión se anula ya que es antisimétrico en

los dos últimos ı́ndices, los cuales están contráıdos en ambas expresiones.
En términos de Aǫ

J0n
, podemos reescribir la norma transformada (10.122) en una

forma más útil

N+1∏

n=2

∫
dDxi

n−1 =
N+1∏

n=2

{∫
dDqµn−1 det

[
eiµ(qn)

]
exp

(
i

h̄
Aǫ

J0n

)}
. (10.140)

En un espacio sin curvatura parametrizado en términos de coordenadas
curviĺıneas, el lado derecho de las Ecs. (10.122) y (10.140) están relacionados por
medio de una transformada ordinaria de coordenadas, y ambas dan correctamente
la norma de la partición temporal de la integral de trayectoria. Sin embargo, en
un espacio con métrica af́ın general, esto ya no es cierto. Ya que la transformación
dxi → dqµ es no holonómica, existe en principio un número infinito de formas para
transformar la norma de la integral de trayectoria de coordenadas Cartesianas a un
espacio no Euclideano. Entre estas, existe una transformación preferida la cual nos
proporciona la amplitud mecánico–cuántica correcta en todos los sistemas f́ısicos
conocidos. Esta transformación nos será de utilidad en el Caṕıtulo 13 para resolver
la integral de trayectoria del sistema de Coulomb.

La clave para encontrar la transformación correcta se encuentra en una carac-
teŕıstica no estética de la Ec. (10.125): El desarrollo en series contiene tanto dife-
renciales dqµ como diferencias ∆qµ. Esto es algo inconsistente. Cuando se hace una
partición temporal de la integral de trayectoria, los diferenciales dqµ en la acción
se incrementan a diferencias finitas ∆qµ. Consecuentemente, los diferenciales en la
norma debeŕıan también de convertirse en diferencias. Una relación tal como la
Ec. (10.125) que contiene simultáneamente diferencias y diferenciales no debeŕıa de
existir.

Es fácil llegar a este objetivo cambiando el punto de partida de la transformación
no holonómica y reescribiendo la integral de trayectoria (10.89) en el espacio plano
inicial como

(x t|x′t′) =
1

√
2πiǫh̄/M

D

N∏

n=1

[∫ ∞

−∞
d∆xn

]N+1∏

n=1

Kǫ
0(∆xn). (10.141)
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Puesto que xn son coordenadas Cartesianas, la norma de integración en la partición
temporal de las expresiones (10.89) y (10.141) son ciertamente idénticas:

N∏

n=1

∫
dDxn ≡

N+1∏

n=2

∫
dD∆xn. (10.142)

Sin embargo, sus imagenes bajo una transformación no holonómica son diferentes,
por lo que la forma inicial de la partición temporal de la integral es importante. La
forma inicial (10.141) tiene la ventaja obvia de que las variables de integración son
precisamente las cantidades ∆xi

n los cuales aparecen en la amplitud de tiempo corto
Kǫ

0(∆xn).
En una transformación no holonómica, el lado derecho de la Ec. (10.142) conduce

a la norma de integración en un espacio de métrica af́ın general

N+1∏

n=2

∫
dD∆xn →

N+1∏

n=2

[∫
dD∆qn Jn

]
, (10.143)

donde el Jacobiano se obtiene de la Ec. (10.96) (omitiendo n)

J=
∂(∆x)

∂(∆q)
=det (eiκ) det

[
δµ

λ−Γ{µν}
λ∆qν+

1

2

(
∂{σΓµν}

λ+Γ{µν
τΓ{τ |σ}}

λ
)
∆qν∆qσ+. . .

]
.

(10.144)

En un espacio con curvatura y torsión, la norma en el lado derecho de la Ec. (10.143)
reemplaza a la norma del espacio plano en el lado derecho de la Ec. (10.124). Los
corchetes dobles alrededor de los ı́ndices ν, κ, σ, µ indican una simetrización en τ y σ
seguida de una simetrización µ, ν, y σ. Con ayuda de la fórmula (10.128) calculamos
la acción Jacobiana

i

h̄
Aǫ

J = −Γ{µν}
µ∆qν +

1

2

[
∂{µΓνκ}

κ + Γ{νκ
σΓ{σ|µ}}

κ − Γ{νκ}
σΓ{σµ}

κ
]
∆qν∆qµ + . . . .

(10.145)

Esta expresión difiere de la anterior acción Jacobiana (10.133) por los śımbolos de
simetrización. Eliminando estos śımbolos, las dos expresiones coinciden. Esto se
permite śı qµ son coordenadas curviĺıneas en el espacio plano. Ya que las funciones
de transformación xi(q) y sus primeras derivadas parciales ∂µx

i(q) son integrables
y poseen derivadas que conmutan, las dos acciones Jacobianas (10.133) y (10.145)
son idénticas.

Existe un buena razón adicional para escoger (10.142) como punto de partida
para la transformación no holonómica de la norma. De acuerdo al principio de
Huygens de la óptica odulatoria, cada punto de un frente de onda es centro de una
nueva onda esférica que se propaga desde ese punto. Por lo tanto, en una partición
temporal de la integral de trayectoria, las diferencias ∆xi

n tienen un papel más
fundamental que las propias de coordenadas. Intimamente relacionado a esto está
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la observación de que en la forma canónica, una porción de la acción de tiempos
cortos es

∫
dpn
2πh̄

exp

[
i

h̄
pn(xn − xn−1)−

ip2n
2Mh̄

t

]
.

Cada momentum está asociado con una diferencia de coordenadas ∆xn ≡ xn − xn−1.

Aśı, debemos esperar que las integrales espaciales conjugadas a pn vayan sobre las
diferencias de coordenadas ∆xn = xn − xn−1 en lugar de ser sobre las coordenadas
xn, de donde obtenemos una diferencia importante en la subsecuente transformación
de coordenadas no holonómicas.

Esto nos conduce a postular la siguiente partición temporal de la integral de
trayectoria en un espacio q:

〈q|e−i(t−t′)Ĥ/h̄|q′〉= 1
√
2πih̄ǫ/M

D

N+1∏

n=2



∫

dD∆qn

√
g(qn)

√
2πiǫh̄/M

D


ei

∑N+1

n=1
(Aǫ+Aǫ

J
)/h̄,

(10.146)

donde las integrales sobre ∆qn se pueden hacer bajando sucesivamente de n = N a
n = 1.

Enfatizamos que esta expresión no ha sido derivada a partir la integral de trayec-
toria de un espacio plano. Es el resultado espećıfico de un nuevo principio cuántico

de equivalencia el cual regula cómo las integrales de trayectoria se comportan en
espacios sin curvatura bajo transformaciones de coordenadas no holonómicas.

Es útil reexpresar nuestro resultado en una forma diferente que clarifique mejor
la relación con la norma esperada de la integral de trayectoria (10.124), i.e., con el
producto de las integrales

N∏

n=1

∫
dDxn =

N∏

n=1

[∫
dDqn

√
g(qn)

]
. (10.147)

La norma de la Ec. (10.146) se puede expresar en términos de la Ec. (10.147)
como

N+1∏

n=2

[∫
dD∆qn

√
g(qn)

]
=

N∏

n=1

[∫
dDqn

√
g(qn)e

−iAǫ
J0

/h̄
]
. (10.148)

La expresión correspondiente para la partición temporal de la trayectoria completa
(10.146) en el espacio de métrica af́ın es

〈q|e−i(t−t′)Ĥ/h̄|q′〉 = 1
√
2πih̄ǫ/M

D

N∏

n=1



∫
dDqn

√
g(qn)

√
2πih̄ǫ/M

D


 ei

∑N+1

n=1
(Aǫ+∆Aǫ

J
)/h̄,

(10.149)
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donde ∆Aǫ
J es la diferencia entre las acciones Jacobianas correcta y errónea de las

Ecs. (10.133) y (10.145):

∆Aǫ
J ≡ Aǫ

J −Aǫ
J0
. (10.150)

En ausencia de torsión, donde Γ{µν}
λ = Γ̄µν

λ, esto se simplifica a

i

h̄
∆Aǫ

J =
1

6
R̄µν∆qµ∆qν , (10.151)

donde R̄µν es el tensor de Ricci asociado con el tensor de curvatura de Riemann, i.e.,
la contracción (10.41) del tensor de curvatura de Riemann asociado con el śımbolo
de Christoffel Γ̄µν

λ.
Siendo cuadrático en ∆q, el efecto de la acción adicional se puede evaluar

fácilmente en forma perturbativa usando los métodos explicados en el Caṕıtulo 8,
de acuerdo a los cuales ∆qµ∆qν puede reemplazarse por su valor esperado a más
bajo orden

〈∆qµ∆qν〉0 = iǫh̄gµν(q)/M.

Entonces ∆Aǫ
J es el potencial efectivo adicional

Veff(q) = −
h̄2

6M
R̄(q), (10.152)

donde R̄ es la curvatura escalar de Riemann. Incluyendo este potencial en la acción,
la integral de trayectoria en un espacio curvo se puede escribir inmediatamente en
la forma simple (10.147) como sigue:

〈q|e−i(t−t′)Ĥ/h̄|q′〉= 1
√
2πih̄ǫ/M

D

N∏

n=1



∫
dDqn

√
g(qn)

√
2πiǫh̄/M

D eih̄R(qn)/6M


ei

∑N+1

n=1
Aǫ[qn]/h̄.

(10.153)

Esta expresión para la partición temporal será, de ahora en adelante, la definición de
una integral de trayectoria en un espacio curvo, escrita en notación continua como

〈q|e−i(t−t′)Ĥ/h̄|q′〉 =
∫
DDq

√
g(q) e

i
∫ tb

ta
dtA[q]/h̄

. (10.154)

Las integrales sobre qn en la Ec. (10.153) se hallan sucesivamente para los va-

lores ∆qn+1 = qn+1 − qn dejando qn+1 fijo. Los pesos
√
g(qn) =

√
g(qn+1 −∆qn+1)

requieren un desarrollo post-punto que conduzca al Jacobiano J0 de la Ec. (10.126)
y la acción Jacobiana Aǫ

J0
de la Ec. (10.133).

Es importante observar que la definición anterior de la partición temporal es
automáticamente invariante bajo una transformación de coordenadas. Esto es una
consecuencia inmediata de la definición de la integral de trayectoria en un espacio
plano en términos de una transformación no holonómica.
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Sin mencionar que la integral de trayectoria (10.153) tiene también una ex-
presión en el espacio fase. Esta expresión se obtiene omitiendo todos los términos
(M/2ǫ)(∆qn)

2 en las acciones de tiempo corto Aǫ y extendiendo la integral múltiple
con el producto de las integrales del momentum

N+1∏

n=1


 dpn

2πh̄
√
g(qn)


 e(i/h̄)

∑N+1

n=1 [pnµ∆qµ−ǫ 1
2M

gµν(qn)pnµpnν]. (10.155)

Cuando se usa esta expresión desaparecen todos los problemas que se encontraron
en la literatura con las transformadas canónicas de las integrales de trayectoria.

Una propiedad importante de la definición de la integral de trayectoria en es-
pacios con curvatura y torsión como una imagen no holonómica de una integral
de trayectoria Euclideana es que, esta imagen es automáticamente invariante bajo
transformaciones ordinarias de coordenadas holonómicas.

10.4 Solución Completa de la Integral de Trayectoria sobre

la Superficie de la Esfera en D Dimensiones

La norma de la integral de trayectoria de la Ec. (10.146) nos permite completar
el cálculo, iniciado en las Secciones 8.7–8.9, de las integrales de trayectoria de una
part́ıcula puntual sobre la superficie de una esfera, para un número arbitrario de
dimensiones, sobre grupos espaciales. De hecho, usando el resultado (10.152), en
conjunción con la fórmula de la enerǵıa (8.225), estamos ahora en capacidad de
resolver los problemas discutidos en la Sección 8.7. Es decir, estamos en condiciones
de encontrar las enerǵıas y amplitudes correctas de tales sistemas.

Una esfera de radio r embebida en D dimensiones tiene una dimensión intŕınseca
D′ ≡ D − 1 y una curvatura escalar

R̄ =
(D′ − 1)D′

r2
. (10.156)

En forma simple, esto puede deducirse como sigue. Consideremos un elemento de
ĺınea en D dimensiones

(dx)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + . . .+ (dxD)2 (10.157)

y limitemos el movimiento a una superficie esférica

(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xD)2 = r2, (10.158)

eliminando xD. Esto lleva la Ec. (10.157) a la forma

(dx)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + . . .+ (dxD′

)2 +
(x1dx1 + dx2 + . . .+ xD′

dxD′

)2

r2 − r′2
, (10.159)
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donde r′2 ≡ (x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xD′

)2. Por lo tanto, la métrica sobre la superficie
D′-dimensional es

gµν(x) = δµν +
xµxν

r2 − r′2
. (10.160)

Puesto que R̄ será constante sobre la superficie esférica, podemos evaluar la cur-
vatura para valores pequeños de xµ (µ = 1, . . . , D′), donde gµν(x) ≈ δµν + xµxν/r2

y los śımbolos de Christoffel (10.7) son Γµν
λ ≈ Γµνλ ≈ δµνxλ/r

2. Sustitutendo estos
valores en la Ec. (10.35) obtenemos el tensor de curvatura para valores pequeños de
xµ:

R̄µνλκ ≈
1

r2
(δµκδνλ − δµλδνκ) . (10.161)

Esto se puede extender covariantemente a la superficie completa de la esfera reem-
plazando δµλ por la métrica gµλ(x):

R̄µνλκ(x) =
1

r2
[gµκ(x)gνλ(x)− gµλ(x)gνκ(x)] , (10.162)

por lo que el tensor de Ricci es [recordemos la Ec. (10.41)]

R̄νκ(x) = R̄µνκ
µ(x) =

D′ − 1

r2
gνκ(x). (10.163)

Contrayendo este tensor con gνκ [recordemos la Ec. (10.42)] obtenemos la curvatura
escalar (10.156).

Por lo tanto, el potencial efectivo (10.152) es

Veff = − h̄2

6Mr2
(D − 2)(D − 1). (10.164)

Este potencial proporciona la enerǵıa faltante para transformar la enerǵıa (8.225)
cerca de la esfera, corregida por el valor esperado del término de orden cuarto ϑ4

n en
la acción, al valor apropiado

El =
h̄2

2Mr2
l(l +D − 2). (10.165)

Sorprendentemente, este resultado elemental de la mecánica cuántica de Schrödinger
fue encontrado hace apenas una década utilizando las integrales de trayectoria [5].
Otros procedimientos de la partición temporal dan términos extras proporcionales a
la curvatura escalar R̄, los cuales no aparecen en nuestra teoŕıa. Aqúı la curvatura es-
calar es una constante trivial, por lo que no será detectable en experimentos atómicos
que midan solamente diferencias de enerǵıa. En general, el mismo resultado será
deducido en las Ecs. (11.25) y en la Sección 11.3.

Una propiedad importante de este espectro es que la enerǵıa del estado base
se anula en todas las D-dimensiones. Esta propiedad no puede deducirse de la
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norma simple de la integral de trayectoria de la Ec. (10.147), la cual se usa en la
mayoŕıa de los trabajos sobre este tema. La corrección (10.151), que aparece de
la transformación no holonómica de la norma en el espacio plano, es esencial para
hallar el resultado correcto.

Más evidencia de lo acertado de la norma en (10.146), se proporcionará en el
Caṕıtulo 13, donde resolveremos las integrales de trayectoria del sistema atómico
más importante, el átomo de hidrógeno.

Hacemos énfasis en el hecho de que para t → t′, la amplitud (10.153) muestra
que los estados |q〉 obedecen la relación de ortogonalidad covariante

〈q|q′〉 =
√
g(q)

−1

δ(D)(q − q′). (10.166)

La relación de completes es

∫
dDq

√
g(q)|q〉〈q| = 1. (10.167)

10.5 Potenciales Externos y Potenciales Vectoriales

Una generalización importante de las anteriores integrales de trayectoria (10.146),
(10.149) y (10.153) de la part́ıcula puntual en un espacio con curvatura y torsión
incluye la presencia de un potencial externo y un potencial vectorial. Estos poten-
ciales nos permiten describir, por ejemplo, una part́ıcula en un campo eléctrico y
magnético externos. Entonces, la acción clásica es

Aem =
∫ tb

ta
dt
[
e

c
Aµ(q(t))q̇

µ − V (q(t))
]
. (10.168)

Para encontrar la partición temporal de la acción procedemos como sigue. Primero
construimos la partición temporal correcta en un espacio Euclideano y en coorde-
nadas Cartesianas. Para un sólo segmento, en la forma de post-punto, tenemos

Aǫ =
M

2ǫ
(∆xi)2 +

e

c
Ai(x)∆xi − e

2c
Ai,j(x)∆xi∆xj − ǫV (x) + . . . . (10.169)

Como es usual, hemos ignorado términos que no contribuyen en el ĺımite continuo.
Como en la Ec. (10.116), la derivación de la expresión de tiempo segmentado se
encuentra calculando la acción

Aǫ =
∫ t

t−ǫ
dtL(t) (10.170)

sobre una trayectoria clásica en un espacio Euclideano, donde

L(t) =
M

2
ẋ
2(t) +

e

c
A(x(t))ẋ(t)− V (x(t)) (10.171)
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es la Lagrangiana clásica. Sin embargo, contrario a la Ec. (10.116), la Lagrangiana
tiene ahora derivada temporal diferente de cero (omitiendo los argumentos tempo-
rales):

d

dt
L = M ẋẍ+

e

c
A(x)ẍ+

e

c
Ai,j(x)ẋ

iẋj − Vi(x)ẋ
i. (10.172)

Por esta razón no podemos escribir simplemente una expresión tal como la
Ec. (10.117), si no que tenemos que desarrollar la Lagrangiana alrededor del post-
punto, lo que nos conduce a la serie

Aǫ =
∫ t

t−ǫ
dtL(t) = ǫL(t)− 1

2
ǫ2

d

dt
L(t) + . . . . (10.173)

En la evaluación hacemos uso de la ecuación de movimiento

Mẍi = −e
c
(Ai,j(x)−Aj,i(x))ẋ

j − Vi(x), (10.174)

de la cual derivamos el análogo de la Ec. (10.96). Primero tenemos el desarrollo del
post-punto

∆xi = −ǫẋi +
1

2
ǫ2ẍi + . . .

= −ǫẋi − e

2Mc
ǫ2
[
(Ai,j − Aj,i)ẋ

j + Vi(x)
]
+ . . . . (10.175)

Invirtiendo esto tenemos

ẋi = −∆xi

ǫ
− e

2Mc
(Ai,j − Aj,i)∆xj + . . . . (10.176)

Cuando se sustituye en la Ec. (10.173), obtenemos la partición temporal de la acción
para tiempo corto (10.169).

En la acción (10.169), los términos cuadráticos ∆xi∆xj se pueden reemplazar
por el valor esperado perturbativo

∆xi∆xj → 〈∆xi∆xj〉 = δij i
h̄ǫ

M
, (10.177)

de tal forma que Aǫ se convierte en

Aǫ =
M

2ǫ
(∆xi)2 +

e

c
Ai(x)∆xi − iǫ

h̄e

2Mc
Ai,i(x)− ǫV (x) + . . . . (10.178)

Por otra parte, la acción (10.169) también se podŕıa haber escrito como

Aǫ =
M

2ǫ
(∆xi)2 +

e

c
Ai(x̄)∆xi − ǫV (x) + . . . , (10.179)

donde x̄ el el valor del punto-medio de las coordenadas segmentadas

x̄ = x− 1

2
∆x, (10.180)
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en forma expĺıcita

x̄(tn) ≡
1

2
[x(tn) + x(tn−1)]. (10.181)

Aśı encontramos que, con un potencial vectorial externo en coordenadas Cartesianas,
una “prescripción” de punto-medio paraAǫ permite hallar la expresión correcta dada
por la Ec. (10.179).

Habiendo encontrado la partición temporal de la acción en coordenadas Carte-
sianas, es fácil ahora extender el cálculo a espacios con curvatura y torsión. Susti-
tuimos simplemente la transformación no holonómica (10.96) para los diferenciales
∆xi. A partir de esto obtenemos otra vez la acción de tiempo corto (10.107), com-
plementada con la interacción debida a los potenciales

Aǫ
em =

e

c
Aµ∆qµ − e

2c
∂νAµ∆qµ∆qν − ǫV (q) + . . . . (10.182)

El segundo término se puede evaluar perturbativamente conduciendo a

Aǫ
em =

e

c
Aµ∆qµ − iǫ

h̄e

2Mc
∂µA

µ − ǫV (q) + . . . . (10.183)

Donde tenemos que agregar la suma sobre todos los segmentos,

AN
em =

N+1∑

n=1

Aǫ
em , (10.184)

a cada acción en la expresión de la partición temporal de las Ecs. (10.146), (10.149)
y (10.153).

10.6 Cálculo Perturbativo de Integrales de Trayectoria
en Espacios con Curvatura

En las secciones 2.15 y 3.21 hemos dado una defininición perturbativa de las inte-
grales de trayectoria que no requiere del complicado concepto de la partición tempo-
ral, si no que trata directamente con el tiempo continuo. Ahora extenderemos esta
definición a espacios con curvatura de una manera tal que conduzca al mismo resul-
tado, de la definición de partición temporal, dado en la Sección 10.3. En particular,
queremos asegurarnos que esta definición conserva la propiedad fundamental de la
independencia en las coordenadas alcanzada en la definición de partición temporal
mediante el principio de la transformación no holonómica, como se observó al final
de la Subsección 10.3.2. En un cálculo perturbativo, esta propiedad será muy im-
portante y no trivial. Además, queremos asegurar que la enerǵıa del estado base de
una part́ıcula sobre una esfera es cero para cualquier número de dimensiones, como
sucede con el cálculo de tiempo segmentado de donde obtuvimos la Ec. (10.165).
Esto implica también que en la definición perturbativa de las integrales de trayec-
toria, el problema del operador de orden será resuelto por completo.
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10.6.1 Partes Libre y de Interacción de la Acción

La función de partición de una part́ıcula puntual en un espacio curvo con una di-
mensión intŕınseca D está dada por la integral de trayectoria sobre todas las trayec-
torias periódicas en el eje temporal imaginario τ :

Z =
∫
DDq
√
g e−A[q], (10.185)

donde A[q] es la acción Euclideana

A[q] =
∫ β

0
dτ
[
1

2
gµν(q(τ))q̇

µ(τ)q̇ν(τ) + V (q(τ))
]
. (10.186)

Aqúı, hemos usado el sistema de unidades donde h̄ y la masa de la part́ıcula M son
igual a la unidad. Para un espacio con curvatura constante, ésta es una generali-
zación de la acción para una part́ıcula sobre una esfera (8.147), también llamada
modelo σ no lineal (ver la pág. 775). La definición perturbativa de las Secciones
2.15 y 3.21 equivale a las siguientes reglas. Desarrollemos la métrica gµν(q) y el
potencial V (q) alrededor de algún punto qµa en potencias de δqµ ≡ qµ− qµa . Después
de esto, separaremos la acción A[q] en su parte armónica fluctuante

A(0)[qa; δq] ≡
1

2

∫ β

0
dτ gµν(qa)

[
δq̇µ(τ)δq̇ν(τ) + ω2δqµ(τ)δqν(τ)

]
, (10.187)

y en su parte de interacción

Aint[qa; δq] ≡ A[q]−A(0)[qa; δq]. (10.188)

El segundo término de la Ec. (10.187) es llamado término de frecuencia o término

de masa. El cual no es invariante bajo una transformación de coordenadas. Las
implicaciones de esto serán vistas más adelante. Cuando estudiamos la función de
partición en el ĺımite de valores grandes de β, la frecuencia ω no se puede igualar
a cero ya que esto conduciŕıa a infinitos en la representación perturbativa, como
veremos a continuación.

Un problema delicado aparece en la ráız cuadrada del determinante de la métrica
en la norma de la integración funcional en la Ec. (10.185). En una definición pura-
mente formal y continua de la norma, la escribiŕıamos como

∫
DDq
√
g ≡

∏

τ

∫
dDq(τ)

√
g(τ)=

[
∏

τ

∫
dDq(τ)

√
g(qa)

]
exp

[
1

2

∑

τ

log
g(q(τ))

g(qa)

]
.

(10.189)

Formalmente, la suma sobre todos los tiempos continuos τ en el exponente corres-
ponde a una integral

∫
dτ dividida por el espaciamiento de los puntos. Lo que sobre

un eje temporal segmentado correspondeŕıa al parámetro de segmentación ǫ, aqúı
corresponde a dτ . El cociente 1/dτ puede formalmente ser identificado con δ(0), de
acuerdo con la definición

∫
dτ δ(τ) = 1. El infinito de δ(0) se puede regularizar, por
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ejemplo, aislando la singualiridad en la representación de Fourier δ(0) ≡ ∫
dω/(2π)

para frecuencias grandes ω, llamado corte UV . Dejando la regularización sin especi-
ficar, reescribimos la norma (10.189) formalmente como

∫
DDq
√
g ≡

[
∏

τ

∫
dDq(τ)

√
g(qa)

]
exp

[
1

2
δ(0)

∫ β

0
dτ log

g(q(τ))

g(qa)

]
, (10.190)

y más aún como

∫
DDq

√
g(qa) e

−Ag[q], (10.191)

donde hemos introducido una acción efectiva asociada con la norma:

Ag[q] = −
1

2
δ(0)

∫ β

0
dτ log

g(q(τ))

g(qa)
. (10.192)

Para un tratamiento perturbativo, esta acción se desarrolla en potencias de δq(τ) y
es un funcional de esta variable:

Ag[qa, δq] = −
1

2
δ(0)

∫ β

0
dτ [log g(qa + δq(τ))− log g(qa)]. (10.193)

Esto se agrega a la Ec. (10.188) para obtener la interacción total

Aint
tot[qa, δq] = Aint[qa, δq] +Ag[qa, δq]. (10.194)

Ahora, podemos escribir la integral de trayectoria para la función de partición como

Z =
∫
DDq

√
g(qa) e

−A(0)[q] e−Aint
tot[q]. (10.195)

De acuerdo a las reglas de la teoŕıa de perturbaciones, desarrollamos el factor
e−Aint

tot en potencias de la interacción total, y obtenemos la serie perturbativa

Z =
∫
DDq

√
g(qa)

(
1−Aint

tot +
1

2
Aint 2

tot − . . .
)
e−A(0)[q]

= Zω

[
1−

〈
Aint

tot

〉
+

1

2!

〈
Aint 2

tot

〉
− . . .

]
, (10.196)

donde

Zω ≡ e−βFω =
∫
DDq

√
g(qa) e

−A(0)[q] (10.197)

es la integral de trayectoria de la parte libre, y el śımbolo 〈 . . . 〉 representa los valores
esperados respecto a esta integral de trayectoria

〈 . . . 〉 = Z−1
ω

∫
Dq

√
g(qa) ( . . . ) e

−A(0)[q]. (10.198)
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Con la definición usual de los cumulantes
〈
Aint

tot

〉
c
=
〈
Aint

tot

〉
,
〈
Aint 2

tot

〉
c
=
〈
Aint 2

tot

〉
−

〈
Aint

tot

〉2
, . . . [recordemos las Ecs. (3.485) y (3.486)], esto se puede escribir como

Z ≡ e−βF = exp
[
−βFω −

〈
Aint

tot

〉
c
+

1

2!

〈
Aint 2

tot

〉
c
− . . .

]
, (10.199)

donde Fω ≡ −β−1 logZ es la enerǵıa libre asociada con Zω.
Ahora, a todo orden en h̄, podemos calcular los cumulantes de acuerdo a la

regla de Wick, tratando a la función δ en el origen δ(0) como si fuera finita. La
serie perturbativa resultante contendrá factores de δ(0) y sus potencias de orden
superior. Afortunadamente, definiendo de manera conveniente un desarrollo en serie
en términos de un parámetro apropiado, estos términos desagradables se cancelarán
unos con otros a todo orden. Considerando estas cancelaciones, podemos descartar
todos los términos que contengan δ(0), o hacer δ(0) igual a cero, de acuerdo con la
regla de Veltman (2.508).

Usando las fórmulas (2.489) y (2.505), podemos hallar la integral de trayectoria
armónica (10.197). Suponiendo por el momento que podemos escoger coordenadas
en las que gµν(qa) = δµν , más tarde probaremos que esto es correcto, obtenemos
directamente en D dimensiones

Zω =
∫
Dq e−Aω [q] = exp

[
−D

2
Tr log(−∂2 + ω2)

]
≡ e−βFω . (10.200)

La expresión entre corchetes representa la enerǵıa libre Fω del oscilador armónico
para el inverso de la temperatura β.

10.6.2 Temperatura Cero

Por simplicidad, consideremos primero el ĺımite de temperatura cero o β → ∞.
Entonces, Fω es igual a la suma de D enerǵıas ω/2 del estado base del oscilador,
una por cada dimensión:

Fω =
1

β

D

2
Tr log(−∂2 + ω2) →

β→∞

D

2

∫ ∞

−∞

dk

2π
log(k2 + ω2) =

D

2
ω. (10.201)

Las contracciones de Wick en los cumulantes
〈
Aint 2

tot

〉
c
del desarrollo (10.198)

contienen sólo diagramas conectados. Estos diagramas contienen integrales tempo-
rales las cuales, después de las adecuadas integraciones por partes, se convierten en
productos de las siguientes funciones básicas de correlación

G(2)
µν (τ, τ

′) ≡ 〈qµ(τ)qν(τ ′)〉 = , (10.202)

∂τG
(2)
µν (τ, τ

′) ≡ 〈q̇µ(τ)qν(τ ′)〉 = , (10.203)

∂τ ′G
(2)
µν (τ, τ

′) ≡ 〈qµ(τ)q̇ν(τ ′)〉 = , (10.204)

∂τ∂τ ′G
(2)
µν (τ, τ

′) ≡ 〈q̇µ(τ)q̇ν(τ ′)〉 = . (10.205)
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Las expresiones del lado derecho definen śımbolos ĺıneales que serán usados para
graficar los diagramas de Feynman de los términos de la interacción.

Bajo la hipótesis de que gµν(qa) = δµν , la función de correlación G(2)
µν (τ, τ

′) se
puede factorizar como

G(2)
µν (τ, τ

′) = δµν ∆(τ − τ ′), (10.206)

donde ∆(τ − τ ′) es una abreviación para la correlación de la función de Green a
temperatura cero Gp

ω2,e(τ) de la Ec. (3.249) (recordemos que en las unidades actuales
M = h̄ = 1):

∆(τ − τ ′) =
∫ ∞

−∞

dk

2π

eik(τ−τ ′)

k2 + ω2
=

1

2ω
e−ω|τ−τ ′|. (10.207)

Como una consecuencia, la segunda función de correlación (10.203) tiene una dis-
continuidad

∂τG
(2)
µν (τ, τ

′) = δµν i
∫ ∞

−∞

dk

2π

eik(τ−τ ′)k

k2+ ω2
= δµν∆̇(τ − τ ′) ≡ −1

2
δµνǫ(τ − τ ′)e−ω|τ−τ ′|,

(10.208)

donde ǫ(τ −τ ′) es la distribución definida en la Ec. (1.315), la cual tiene una discon-
tinuidad en τ = τ ′ de −1 a 1. Esta distribución se puede escribir como una integral
sobre una función δ:

ǫ(τ − τ ′) ≡ −1 + 2
∫ τ

−∞
dτ ′′ δ(τ ′′ − τ ′). (10.209)

La tercera función de correlación (10.204) es simplemente el negativo de la
Ec. (10.203):

∂τ ′G
(2)
µν (τ, τ

′) = −∂τG(2)
µν (τ, τ

′) = −δµν∆̇(τ − τ ′). (10.210)

En el punto τ = τ ′, la integral del momentum (10.208) se anula por antisimetŕıa:

∂τG
(2)
µν (τ, τ

′)|τ=τ ′ =−∂τ ′G(2)
µν (τ, τ

′)|τ=τ ′ =δµν i
∫ ∞

−∞

dk

2π

k

k2 + ω2
=δµν∆̇(0) = 0. (10.211)

La cuarta función de correlación (10.205) contiene una función δ:

∂τ∂τ ′G
(2)
µν (τ, τ

′) = −∂2
τG

(2)
µν (τ, τ

′) = δµν

∫ ∞

−∞

dk

2π

eik(τ−τ ′)k2

k2 + ω2
= −δµν∆̈(τ − τ ′) (10.212)

= δµν

∫ ∞

−∞

dk

2π
eik(τ−τ ′)

(
1− ω2

k2 + ω2

)
= δµνδ(τ − τ ′)− ω2G(2)

µν (τ, τ
′).

Las funciones de Green para µ = ν se grafican en la Fig. 10.4.
La última ecuación es en realidad la ecuación que define las funciones de Green,

la cual es siempre una solución de la ecuación de movimiento inhomogénea asociada
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Figure 10.4 Funciones de Green de los desarrollos perturbativos en coordenadas

curviĺıneas, aqúı usamos unidades naturales con ω = 1. La tercera gráfica contiene una

función δ en el origen.

con la acción armónica (10.187), misma que con la hipótesis gµν(qa) = δµν para cada
componente será:

−q̈(τ) + ω2q(τ) = δ(τ − τ ′). (10.213)

La función de Green ∆(τ − τ ′) es solución de esta ecuación, misma que cumple con

∆̈(τ) = ω2∆(τ)− δ(τ). (10.214)

Cuando intentamos evaluar los diferentes términos obtenidos de la contracción
de Wick tenemos serios problemas. Los diferentes términos que contienen productos
de derivadas temporales de las funciones de Green están formados por productos
de las funciones δ y de las funciones de Heaviside. En la teoŕıa matemática de
distribuciones, tales integrales están indefinidas. A continuación ofreceremos dos
formas para resolver este problema. Una se basa en extender las integrales sobre
el eje temporal a integrales sobre un espacio tiempo d-dimensional, y en continuar
anaĺıticamente los resultados regresando a d = 1. La extensión convierte a la integral
de trayectoria en una integral funcional , similar a las usadas en la teoŕıa cuántica
de campos. Como consecuencia de esto veremos que el procedimiento conduce a
resultados finitos bien definidos, lo mismo sucederá para los términos inicialmente
divergentes obtenidos de la acción efectiva en la norma (10.193). Además, y de
manera muy importante, esto garantiza que la integral de trayectoria definida en
forma perturbativa es invariante bajo la transformación de coordenadas.

Para la definición de la partición temporal de la Sección 10.3, la independencia
de las coordenadas resultó ser una consecuencia automática de la transformación
no holonómica de la integral de trayectoria de un espacio plano. En la definición
perturbativa, la independencia de las coordenadas ha sido un problema importante
por muchos años, mismo que ha sido resuelto recientemente en las Refs. [23]–[25].

En la teoŕıa cuántica de campos d-dimensional, las integrales de trayectoria
en el espacio–tiempo de dos o cuatro dimensiones se han definido durante mu-
cho tiempo por medio de series perturbativas. Las dificultades, encontradas ini-
cialmente, para obtener la independencia en las coordenadas fueron resueltas por
’t Hooft y Veltman[29], utilizando para ello regularizaciones dimensionales con re-
stricciones mı́nimas. Una descripción detallada de este método puede verse en el
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libro de texto [30]. La independencia en las coordenadas aparece después de cal-
cular todas las integrales de Feynman en un número arbitrario de dimensiones d,
y continuando el resultado hasta el valor f́ısico deseado. Los infinitos que apare-
cen en el ĺımite son absorbidos en los parámetros de la acción. En contraste, y
sorprendentemente, varios intentos [31]–[36] para definir la integral de trayectoria
mecánico-cuántica más simple en espacios curvos mediante series perturbativas en-
contraron problemas. Aunque al final todos los resultados son finitos y únicos,
las integrales de Feynman en el desarrollo en series son completamente singulares
y matemáticamente indefinidas. Cuando se evalúan en el espacio del momentum,
estas integrales dan resultados diferentes, resultados que dependen del orden de
integración. Varias definiciones elegidas por los primeros autores no fueron inde-
pendientes de las coordenadas, y las complicaciones creadas por tal elección sólo se
pod́ıa subsanar agregando “términos de corrección” dependientes de las coordenadas
a la acción clásica — un procediemiento completamente insatisfactorio, el cual viola
el postulado básico de Feynman de que las amplitudes f́ısicas debeŕıan de consistir
en una suma sobre todas las trayectorias con factores de fase eiA/h̄ conteniendo sólo
las acciones clásicas a lo largo de las trayectorias.

El cálculo en el espacio-tiempo d dimensional y la continuación para d = 1
resultará ser algo tediosa. Por lo que en la Subsección 10.11.4 encontraremos un
método directo para hacer el cálculo en el caso d = 1.

10.7 Modelo para el Estudio de la Invariancia en las

Coordenadas

Consideremos un modelo sencillo que muestra las singularidades t́ıpicas de las in-
tegrales de Feynman para el caso de coordenadas curviĺıneas, y veamos como éstas
se pueden transformar en una serie perturbativa finita invariante bajo una trans-
formación de coordenadas. Por simplicidad, consideramos un oscilador armónico en
una dimensión, cuya acción es

Aω =
1

2

∫ β

0
dτ
[
ẋ2(τ) + ω2x2(τ)

]
. (10.215)

La función de partición de este sistema, en forma exacta, está dada por la
Ec. (10.201):

Zω =
∫
Dx e−Aω [x] = exp

[
−D

2
Tr log(−∂2 + ω2)

]
≡ e−βFω . (10.216)

Una transformación de coordenadas no lineal de x(τ) a algún otro sistemas de
coordenadas q(τ) lleva la expresión (10.216) a una integral de trayectoria del tipo
(10.185), la cual tiene una serie perturbativa singular. Por simplicidad, suponemos
una transformación de coordenadas espećıfica simple que preserve la simetŕıa de
reflección x←→ −x del oscilador inicial, cuya serie de potencias tiene la forma

x(τ) = fη(ηq(τ)) ≡
1

η
f(ηq(τ)) = q − η

3
q3 + a

η2

5
q5 − · · · , (10.217)
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donde η es un parámetro en la serie que tiene el papel de constante de acoplamiento
y que cuenta el orden de la perturbación en la serie. Introducimos además, por
generalidad, un parámetro extra a. Veremos luego que este parámetro no influye en
las conclusiones.

La transformación cambia la función de partición (10.216) en la forma

Z =
∫
Dq(τ) e−AJ [q]e−A[q], (10.218)

donde A[q] es la acción transformada, mientras que

AJ [q] = −δ(0)
∫

dτ log
∂f(q(τ))

∂q(τ)
(10.219)

es una acción efectiva que se obtiene del Jacobiano de la transformación de las
coordenadas

J =
∏

τ

√√√√∂f(q(τ))

∂q(τ)
. (10.220)

El Jacobiano tiene el papel de la ráız cuadrada del determinante de la métrica en la
Ec. (10.185), y AJ [q] corresponde a la acción efectiva Ag[δq] en la Ec. (10.193).

La acción transformada se separa en una parte libre

Aω[q] =
1

2

∫ β

0
dτ [q̇2(τ) + ω2q2(τ)], (10.221)

y una parte de interacción, correspondiente a la Ec. (10.188), la cual a segundo
orden en η tendrá la forma:

Aint[q] =
∫ β

0
dτ

{
−η

[
q2(τ)q̇2(τ) +

ω2

3
q4(τ)

]

+ η2
[(

1

2
+ a

)
q4(τ)q̇2(τ) + ω2

(
1

18
+

2a

5

)
q6(τ)

]}
. (10.222)

Esto se encuentra de la Ec. (10.188), sustituyendo la métrica uni-dimensional

g00(q) = g(q) = [f ′(ηq)]2 = 1− 2ηq2 + (1 + 2a)η2q4 + . . . . (10.223)

Al mismo orden en η, la acción Jacobiana (10.219) es

AJ [q] = −δ(0)
∫ β

0
dτ
[
−ηq2(τ) + η2

(
a− 1

2

)
q4(τ)

]
, (10.224)

y el desarrollo perturbativo (10.199) se hace para la interacción total

Aint
tot[q] = Aint[q] +AJ [q]. (10.225)
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Para η = 0, la función de partición transformada (10.218) coincide de manera
trivial con la Ec. (10.216). Cuando desarrollamos la función Z, de la Ec. (10.218), en
potencias de η obtenemos la suma de los diagramas de Feynman que contribuyen a
orden ηn. Esta suma se debe de anular para asegurar la independencia en las coorde-
nadas de la integral de trayectoria. De los diagramas conectados en los cumulantes
(10.199) obtenemos la enerǵıa libre

βF = βFω + β
∑

n=1

ηn Fn = βFω +
〈
Aint

tot

〉
c
− 1

2!

〈
Aint 2

tot

〉
c
+ . . . . (10.226)

En la transformación de coordenadas (10.217), si F no depende de los parámetros
η y a el tratamiento perturbativo es independiente de las coordenadas. Por lo que
todos las términos Fn de la serie se deben anular. Esto efectivamente sucederá,
aunque no de modo trivial.

10.7.1 Desarrollo Diagramático

El desarrollo gráfico de la enerǵıa del estado base será presentado sólo hasta tres
lazos. A orden ηn, existen diferentes tipos de diagramas de Feynman con L =
n+1, n, y un número n−1 de lazos que se obtienen de los términos de la interacción
(10.222) y (10.224), respectivamente. Los diagramas están compuestos de los tres
tipos de ĺıneas de las Ecs. (10.202)–(10.205) y nuevos vértices de interacción para
cada potencia de η. Los diagramas que vienen de la acción Jacobiana (10.224) son
fácilmente reconocidos por la potencias de δ(0) que los acompañan.

Primero calcularemos la contribución a la enerǵıa libre del primer cumulante〈
Aint

tot

〉
c
en la serie (10.226). Los diagramas asociados contienen sólo ĺıneas cuyos

puntos finales tienen tiempos iguales. Tales diagramas serán llamados locales .
A orden más bajo en η, el cumulante contiene los términos

βF1 = η
∫ β

0
dτ

〈
−
[
q2(τ)q̇2(τ) +

ω2

3
q4(τ)

]
+ δ(0)q2(τ)

〉

c

.

Existen dos diagramas que se obtienen de la interacción, uno viene de la acción
Jacobiana:

βF1 = − η − η ω2 + η δ(0) . (10.227)

El primer cumulante contiene también términos de orden η2:

η2
∫ β

0
dτ
〈[(

1

2
+ a

)
q4(τ)q̇2(τ) + ω2

(
1

18
+

2a

5

)
q6(τ)

]
− δ(0)

(
a− 1

2

)
q4(τ)

〉

c
.

La interacción da lugar a dos diagramas de tres lazos, y la acción Jacobiana a un
sólo diagrama de dos lazos:

βF
(1)
2 = η2

[
3
(
1

2
+ a

)
+15ω2

(
1

18
+

a

5

)
− 3

(
a− 1

2

)
δ(0)

]
. (10.228)
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Ahora, en el desarrollo (10.226), veamos la contribución del segundo cumulante〈
Aint 2

tot

〉
c
. Manteniendo sólo términos que contribuyen a orden η2 tenemos que cal-

cular el valor esperado

− 1

2!
η2
∫ β

0
dτ
∫ β

0
dτ ′
〈[
−q2(τ)q̇2(τ)− ω2

3
q4(τ) + δ(0)q2(τ)

]

×
[
−q2(τ ′)q̇2(τ ′)− ω2

3
q4(τ ′) + δ(0)q2(τ ′)

]〉

c

. (10.229)

Sólo los diagramas conectados contribuyen al cumulante, y estos son necesariamente
no locales. Los digramas más simples son aquellos que contienen factores de δ(0):

βF
(2)
2 = −η

2

2!

{
2δ2(0) − 4δ(0)

[
+ + 2ω2

]}
. (10.230)

Los diagramas restantes tienen la forma ya sea de tres burbujas en cadena, o de una
sand́ıa, cada uno con todas las combinaciones posibles de los tres tipos de ĺıneas
(10.202)–(10.205). La suma de los diagramas de tres burbujas es

βF
(3)
2 = −η

2

2!

[
4 +2 + 2 +8ω2 + 8ω2 + 8ω4

]
,

(10.231)

mientras que la contribución de los diagramas tipo sand́ıa es

βF
(4)
2 = −η

2

2!
4
[

2

3
ω4 + + 4 + + 4ω2

]
. (10.232)

Ya que el valor esperado de tiempos iguales 〈q̇(τ) q(τ)〉 se anula de acuerdo a la
Ec. (10.211), los diagramas con una contracción local de lineas mixtas (10.203) se
anulan trivialmente, y se han omitido.

Ahora mostraremos que si calculamos todas las integrales de Feynman en d =
1 − ε dimensiones temporales y tomamos al final el ĺımite ε → 0, obtendremos
resultados únicos y finitos. Estas integrales tienen la propiedad deseada de que la
suma de todos los diagramas de Feynman que contribuyen a orden ηn se anulan,
asegurando aśı la invariancia de las expresiones perturbativas (10.196) y (10.199)
bajo una transformación de coordenadas.

10.7.2 Desarrollo Diagramático en d Dimensiones Temporales

Como un primer paso, extendemos la dimensión del eje τ a d, suponiendo que τ es
un vector τ ≡ (τ 0, . . . , τd), en el cual la componente de orden cero es el tiempo f́ısico
imaginario, las otras componentes son coordenadas auxiliares que serán eliminadas
al final. Luego, reemplazamos la acción armónica (10.215) por

Aω =
1

2

∫
ddτ

[
∂αx(τ)∂αx(τ) + ω2x2(τ)

]
, (10.233)
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y los términos q̇2 de la acción transformada (10.222) los reemplazamos apropiada-
mente por ∂aq(τ)∂aq(τ).

Las funciones de correlación (10.206), (10.208) y (10.212) se reemplazan por
funciones de dos-puntos

G(2)(τ, τ ′) = 〈q(τ)q(τ ′)〉 = ∆(τ − τ ′) =
∫

ddk

(2π)d
eik(τ−τ ′)

k2 + ω2
, (10.234)

y sus derivadas

G(2)
α (τ, τ ′) = 〈∂αq(τ)q(τ ′)〉 = ∆α(τ − τ ′) =

∫
ddk

(2π)d
ikα

k2 + ω2
eik(τ−τ ′), (10.235)

G
(2)
αβ(τ, τ

′) = 〈∂αq(τ)∂βq(τ ′)〉 = ∆αβ(τ − τ ′) =
∫

ddk

(2π)d
kαkβ

k2 + ω2
eik(τ−τ ′). (10.236)

El espacio de configuración aún es uni-dimensional y por ello no aparecen los ı́ndices
µ, ν y los tensores correspondientes en las Ecs. (10.206), (10.208) y (10.212).

La continuación anaĺıtica a d = 1−ε dimensiones temporales se realiza fácilmente
si los diagramas de Feynman se calculan en el espacio de los momenta. Los tres tipos
de ĺınea representan las siguientes expresiones anaĺıticas

=
1

p2 + ω2
, = i

pα
p2 + ω2

, =
pαpβ

p2 + ω2
. (10.237)

La mayoŕıa de los diagramas de la última sección convergen en un espacio unidimen-
sional del momentum, no requiriendo aśı de una regularización para hacerlos finitos,
como seŕıa de esperar para un sistema mecánico-cuántico. Sin embargo, tendremos
problemas con algunas integrales múltiples del momentum, las cuales dan resultados
diferentes dependiendo del orden de evaluación.

Como un ejemplo t́ıpico, tómese la integral de Feynman

=−
∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆α(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)∆αβ(τ1 − τ2). (10.238)

Para el tiempo ordinario Euclideano en una dimensión, mediante una transformación
de Fourier obtenemos la integral triple en el espacio del momentum

X =
∫ dk

2π

dp1
2π

dp2
2π

k2 (p1p2)

(k2 + ω2)(p21 + ω2)(p22 + ω2)[(k + p1 + p2)2 + ω2]
. (10.239)

Integrando primero esto sobre k, y luego sobre p1 y p2 obtenemos 1/32ω. Siguiendo
ahora el orden p1, luego p2 y k, encontramos −3/32ω, mientras que para p1 primero,
luego k y p2, otenemos nuevamente 1/32ω. Como veremos posteriormente en la
Ec. (10.284), el resultado correcto es 1/32ω.

La evaluación correcta y única se obtiene extendiendo el espacio del momentum a
d dimensiones y al final tomando el ĺımite d→ 1. La forma en la cual la ambigüedad
será resuelta puede ilustrarse por medio de una integral t́ıpica de Feynman

Yd =
∫

ddk

(2π)d
ddp1
(2π)d

ddp2
(2π)d

k2 (p1p2)− (kp1)(kp2)

(k2 + ω2)(p21 + ω2)(p22 + ω2)[(k + p1 + p2)2 + ω2]
,(10.240)



856 10 Espacios con Curvatura y Torsión

cuyo numerador se anula trivialmente en d = 1 dimensiones. Sin embargo, debido a
las diferentes contracciones en d dimensiones, se verá que en el ĺımite d→ 1, Y0 tiene
el valor no nulo Y0 = 1/32ω − (−1/32ω), el resultado será separado de acuerdo a
los dos términos del numerador [los cuales aparecerán en las integrales de Feynman
(10.282) y (10.284); ver también la Ec. (10.355)].

Los diagramas que necesitan un tratamiento cuidadoso se reconocen
fácilmente en el espacio de configuración, donde la función de correlación uni-
dimensional(10.234) es la función continua (10.207). Su primera derivada (10.208),
la cual tiene una discontinuidad para argumentos iguales, es una distribución bas-
tante sencilla, siempre que el integrando restante no contenga funciones δ ni sus
derivadas. Estos diagramas aparecen con las segundas derivadas de ∆(τ, τ ′), donde
para obtener un resultado único debemos usar la evaluación d-dimensional.

10.8 Calculando Diagramas de Lazos

Las integrales de lazos encontradas en d dimensiones parten de la integral básica de
un lazo

I ≡
∫

d̄dk

k2 + ω2
=

ωd−2

(4π)d/2
Γ (1− d/2) =

d=1

1

2ω
, (10.241)

donde hemos abreviado d̄dk ≡ ddk/(2π)d por analoǵıa con h̄ ≡ h/2π. La integral
existe sólo para ω 6= 0 ya que de otra manera diverge para valores pequeños de
k. Tal divergencia es llamada divergencia al infrarojo (divergencia-IR), y ω tiene el
papel de una frecuencia de umbral en el infrarojo (IR).

Diferenciando con respecto a ω2, fácilmente podemos generalizar la Ec. (10.241)
a la forma

Iβα ≡
∫

d̄dk (k2)β

(k2 + ω2)α
=

ωd+2β−2α

(4π)d/2
Γ (d/2 + β) Γ (α− β − d/2)

Γ (d/2) Γ(α)
. (10.242)

Nótese que por consistencia de regularización dimensional, todas las integrales sobre
una potencia pura del momentum se deben de anular:

Iβ0 =
∫
d̄dk (k2)β = 0. (10.243)

Reconocemos en esto la regla de Veltman, Ec. (2.508).
Con ayuda de las Ecs. (10.241) y (10.242) inmediatamente calculamos los va-

lores esperados locales (10.234) y (10.236), y con esto los diagramas locales de las
Ecs. (10.227) y (10.228):

=
〈
q2
〉

=
∫

d̄dk

k2+ω2
=
d=1

1

2ω
, (10.244)

=
〈
q2
〉2

=

(∫
d̄dk

k2+ω2

)2

=
d=1

1

4ω2
, (10.245)
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=
〈
q2
〉3

=

(∫
d̄dk

k2+ω2

)3

=
d=1

1

8ω3
, (10.246)

=
〈
q2
〉
〈∂q ∂q〉 =

∫
d̄dk

k2+ω2

∫
d̄dp p2

p2+ω2
=
d=1
−1
4
, (10.247)

= 〈qq〉2 〈∂q∂q〉=
(∫

d̄dk

k2+ω2

)2∫
d̄dp p2

p2+ω2
=
d=1
− 1

8ω
. (10.248)

Los diagramas de doble burbuja en la Ec. (10.230) también se pueden calcular
fácilmente

=
∫
ddτ1∆

2(τ1 − τ2)
∫ d̄dp

(p2+ω2)2
=
d=1

1

4ω3
, (10.249)

=
∫
ddτ1∆(τ1 − τ1)∆

2
α(τ1 − τ2)

∫ d̄dk

k2+ω2

∫ d̄dp p2

(p2+ω2)2
=
d=1

1

8ω2
, (10.250)

=
∫
ddτ1∆αα(τ1 − τ1)∆

2(τ1 − τ2)
∫

d̄dk k2

k2 + ω2

∫
d̄dp

(p2 + ω2)2
=
d=1
− 1

8ω2
, (10.251)

=
∫
ddτ1∆(τ1 − τ1)∆

2(τ1 − τ2)
∫

d̄dk

k2 + ω2

∫
d̄dp

(p2 + ω2)2
=
d=1

1

8ω4
. (10.252)

Para los diagramas de triple burbuja en la Ec. (10.231), encontramos

=
∫

ddτ1∆(τ1 − τ1)∆
2
αα(τ1 − τ2)∆(τ2 − τ2)

=

(∫
d̄dq

q2+ω2

)2 ∫
d̄dp(p2)2

(p2+ω2)2
=
d=1
− 3

16ω
, (10.253)

=
∫

ddτ1∆αα(τ1 − τ1)∆
2(τ1 − τ2)∆ββ(τ2 − τ2)

=

[∫ d̄dq (q2)2

q2+ω2

]2 ∫ d̄dk

(k2+ω2)2
=
d=1

1

16ω
, (10.254)

=
∫

ddτ1∆(τ1 − τ1)∆
2
α(τ1 − τ2)∆ββ(τ2 − τ2)

=
∫

d̄dk

k2 + ω2

∫
d̄dp p2

(p2 + ω2)2

∫
d̄dq q2

q2 + ω2
=
d=1
− 1

16ω
, (10.255)

=
∫

ddτ1∆αα(τ1 − τ1)∆
2(τ1 − τ2)∆(τ2 − τ2)

=
∫

d̄dk k2

k2+ω2

∫
d̄dp

(p2+ω2)2

∫
d̄dq

q2+ω2
=
d=1
− 1

16ω3
, (10.256)

=
∫

ddτ1∆(τ1 − τ1)∆
2
α(τ1 − τ2)∆(τ2 − τ2)

=
∫

d̄dk

k2+ω2

∫
d̄dp p2

(p2+ω2)2

∫
d̄dq

q2+ω2
=
d=1

1

16ω3
, (10.257)
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=
∫

ddτ1∆(τ1 − τ1)∆
2(τ1 − τ2)∆(τ2 − τ2)

=
∫

d̄dk

k2 + ω2

∫
d̄dp

(p2 + ω2)2

∫
d̄dq

q2 + ω2
=
d=1

1

16ω5
. (10.258)

En estos diagramas no hay diferencia si reemplazamos ∆2
αα por ∆2

αβ .
Ahora, regresemos a los diagramas tipo sand́ıa en la Ec. (10.232), los cuales son

más tediosos de calcular. Estos diagramas requieren de una integral básica [26]:

J(p2) =
∫

d̄dk

(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]
=
∫ 1

0
dx
∫

d̄dk

[k2 + p2x(1− x) + ω2]2

=
Γ (2− d/2)

(4π)d/2

(
p2 + 4ω2

4

)d/2−2

F

(
2− d

2
,
1

2
;
3

2
;

p2

p2 + 4ω2

)
, (10.259)

donde F (a, b; c; z) es la función hipergeométrica (1.453). Para d = 1, el resultado es
simplemente

J(p2) =
1

ω(p2 + 4ω2)
. (10.260)

También definimos las integrales más generales

Jα1...αn
(p) =

∫
d̄dk kα1 · · · kαn

(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]
, (10.261)

y además

Jα1...αn,β1...βm
(p) =

∫
d̄dk kα1 · · · kαn

(k + p)β1 · · · (k + p)βm

(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]
. (10.262)

Las últimas integrales son una combinación ĺıneal de los momenta y la primer inte-
gral, por ejemplo

Jα,β(p) = Jα(p) pβ + Jαβ(p). (10.263)

Usando la regla de Veltman (10.243), todas las integrales (10.262) se pueden reducir
a combinaciones de p, I, J(p2). Ejemplos relevantes para muestra discusión son

Jα(p) =
∫

d̄dk kα
(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]

= −1
2
pα J(p

2), (10.264)

y

Jαβ(p) =
∫ d̄dk kαkβ

(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]
=

[
δαβ + (d− 2)

pαpβ
p2

]
I

2(d− 1)

+

[
−δαβ(p2 + 4ω2) +

pαpβ
p2

(
d p2 + 4ω2

)] J(p2)

4(d− 1)
, (10.265)
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cuya traza es

Jαα(p) =
∫

d̄dk k2

(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]
= I − ω2 J(p2). (10.266)

Similarmente desarrollamos

Jααβ(p) =
∫

d̄dk k2kβ
(k2 + ω2)[(k + p)2 + ω2]

=
1

2
pβ[−I + ω2J(p2)]. (10.267)

Las integrales aparecen en los siguientes subdiagramas

= J(p2), = J,α(p), = J,αβ(p),

= Jα(p), = Jα,β(p), = Jα,βγ(p),

= Jαβ(p), = Jαβ,γ(p), = Jαβ,γδ(p).

(10.268)

Todas las integrales de dos y tres lazos necesarias para el cálculo se pueden escribir
en la forma genérica

K(a, b) =
∫

d̄dp (p2)aJ b(p2), a ≥ 0, b ≥ 1, a ≤ b, (10.269)

y ser evaluadas recursivamente como sigue [27]:
De la parametrización de Feynman de la primera ĺınea de la Ec. (10.259) ob-

servamos que las dos integrales básicas (10.241) y (10.259) satisfacen la ecuación
diferencial

J(p2) = − ∂I

∂ω2
+

1

2
p2
∂J(p2)

∂ω2
− 2p2

∂J(p2)

∂p2
. (10.270)

En la Ec. (10.269), diferenciando K(a + 1, b) con respecto a ω2, y usando la
Ec. (10.270), encontramos la relación de recurrencia

K(a, b) =
2b(d/2− 1) I K(a− 1, b− 1)− 2ω2(2a− 2− b+ d)K(a− 1, b)

(b+ 1)d/2− 2b+ a
, (10.271)

la cual se puede resolver para a creciente empezando con

K(0, 0) = 0, K(0, 1) =
∫

d̄dp J(p2) = I2,

K(0, 2) =
∫

d̄dp J2(p2) = A, . . . , (10.272)

donde A es la integral

A ≡
∫

d̄dp 1d̄
dp2d̄

dk

(p21+ω2)(p22+ω2)(k2+ω2)[(p1+p2+k)2+ω2]
. (10.273)
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Esta integral será necesaria sólo en d = 1 dimensiones, donde se puede calcular di-
rectamente a partir de su versión del espacio de configuración. Para esto observamos
que el primer diagrama tipo sand́ıa de la Ec. (10.232) corresponde a una integral
sobre el producto de dos diagramas J(p2) en la Ec. (10.268):

=
∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆(τ1 − τ2)∆(τ1 − τ2)∆(τ1 − τ2) =

∫
d̄dk J2(k) = A.(10.274)

Aśı, encontramos a A en d = 1 dimensiones a partir de la integral simple en τ

A =
∫ ∞

−∞
dτ ∆4(τ, 0) =

∫ ∞

−∞
dx

(
1

2ω
e−ω|x|

)4

=
1

32ω5
. (10.275)

Dado que esta integral en el espacio de configuración no contiene funciones δ, el
cálculo en d = 1 dimensiones no tiene complicaciones extras.

Con ayuda de las Ecs. (10.271), (10.272) y la regla de Veltman (10.243), de
acuerdo a la cual

K(a, 0) ≡ 0, (10.276)

encontramos además las integrales

∫
d̄dp p2J(p2) = K(1, 1) = −2ω2I2, (10.277)

∫
d̄dp p2 J2(p2) = K(1, 2) =

4

3
(I3 − ω2A), (10.278)

∫
d̄dp (p2)2J2(p2) = K(2, 2) = −8ω2 (6− 5d)I3 + 2dω2A

3(4− 3d)
. (10.279)

Estamos ahora preparados para calcular las contribuciones restantes a tres lazos
a partir de los diagramas tipo sand́ıa de la Ec. (10.232). La segunda contribución
es un integral sobre el producto de los subdiagramas Jαβ en (10.268) y obtenemos

=
∫
ddτ1∆

2(τ1 − τ2)∆
2
αβ(τ1 − τ2)

=
∫

d̄dp d̄dk d̄dq
(pk)2

(p2 + ω2)(k2 + ω2)(q2 + ω2)[(p+ k + q)2 + ω2]

=
q→q−p

∫
d̄dq Jαβ(q)Jαβ(q) =

∫
d̄dk

1

16
(k2)2J2(k)

+
∫

d̄dk
1

4(d−1)

{
dI2+

[
(d− 2)k2−4ω2

]
I J(k)+

1

4
(k2+4ω2)2J2(k)

}

= −ω
2

2

(6− 5d)I3 + 2dω2A

3(4− 3d)
− ω2

6(4− 3d)

[
(6− 5d)I3 + 2dω2A

]
(10.280)

= − ω2

3(4− 3d)

[
(8− 7d)I3 + (d+ 4)ω2A

]
=
d=1
−ω

2

3
(I3 + 5ω2A) = − 3

32ω
.
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El tercer diagrama, que contiene dos ĺıneas mezcladas, es una integral sobre un
producto de los diagramas Jα(p) y Jβ,αβ de la Ec. (10.268), de donde

=−
∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆α(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)∆αβ(τ1 − τ2)

=
∫
d̄dkd̄dp1d̄

dp2
(kp1)(kp2)

(k2+ω2)(p21+ω2)(p22+ω2) [(k+p1+p2)2+ω2]

=
p2→p2−k

∫
d̄dp [pβJα(p)Jαβ(p) + Jα(p)Jβαβ(p)]

= −1
8

∫
d̄dp p2J(p2)

[
(p2 + 2ω2)J(p2)− 2I

]
(10.281)

= − ω2

6(4− 3d)

[
(8− 5d) I3 − 2(4− d)ω2A

]
=
d=1
−ω

2

2
(I3 − 2ω2A) = − 1

32ω
.

El cuarto diagrama contiene cuatro ĺıneas mezcladas y se evalúa como sigue:

= −
∫

ddτ1∆α(τ1 − τ2)∆α(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2). (10.282)

Ya que el integrando es regular y se anula al infinito, podemos hacer una integración
por partes y reescribir la integral en el espacio de configuraciones como

=
∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆αα(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)

+ 2
∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆α(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)∆αβ(τ1 − τ2). (10.283)

La segunda integral se ha evaluado recientemente en la expresión (10.282). La
primera integral es precisamente la integral de la Ec. (10.239) discutida antes, y se
calcula como sigue:

∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆αα(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)∆β(τ1 − τ2)

=
∫

d̄dk d̄dp1d̄
dp2

k2 (p1p2)

(k2+ω2)(p21+ω2)(p22+ω2)[(k+p1+p2)2+ω2]

=
∫

d̄dp [pαJα(p)Jββ + Jα(p)Jβαβ(p)] =
ω2

4

∫
d̄dp p2J2(p2)

= −ω
2

3
(I3 − ω2A) =

d=1

1

32ω
. (10.284)

Por lo tanto obtenemos

=
1

32ω
. (10.285)

El quinto diagrama en la expresión (10.232) es una integral del producto de dos
subdiagramas Jα(p) en (10.268) y da

=
∫
ddτ1∆(τ1 − τ2)∆

2
α(τ1 − τ2)∆(τ1 − τ2)
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= −
∫
d̄dkd̄dp1d̄

dp2
p1p2

(k2+ω2)(p21+ω2)(p22+ω2) [(k+p1+p2)2+ω2]

=
k→k−p2

−
∫
d̄dkd̄dp1d̄

dp2
p1p2

[(k−p2)2+ω2] (p21+ω2)(p22+ω2) [(k+p1)2+ω2]

=
p2→−p2

∫
d̄dkd̄dp1

p1α
(p21+ω2) [(p1+k)2+ω2]

∫
d̄dp2

p2α
(p22+ω2) [(p2+k)2+ω2]

=
∫

d̄dk J2
α(k) =

1

4

∫
d̄dk k2J2(k2)

=
1

4

4

3
(I3 − ω2A) =

d=1

1

32ω3
. (10.286)

Ahora podemos sumar todas las contribuciones a la enerǵıa libre en las
Ecs. (10.227)–(10.232). Utilizando la regla de Veltman (10.243), obtenemos una
simplificación inmediata. Esto implica que todas las funciones δ en el origen son
cero en la regularización dimensional:

δ(d)(0) =
∫

ddk

(2π)d
= 0. (10.287)

Por las Ecs. (10.245) y (10.247), la contribución a primer orden, Ec. (10.227), a la
enerǵıa libre es cero.

A partir de las Ecs. (10.246) y (10.248), la primera contribución a segundo orden,

βF
(1)
2 , será:

F
(1)
2 = η2

[
3
(
1

2
+ a

)(
− 1

8ω

)
+ 15ω2

(
1

18
+

a

5

)]
= − η2

12ω
. (10.288)

El parámetro a ha desaparecido de esta ecuación.
Por la regla de Veltman(10.287), la segunda contribución a segundo orden, βF

(2)
2 ,

se anula trivialmente.
La tercera contribución a segundo orden, βF

(3)
2 en la Ec. (10.231), se anula no

trivialmente usando las Ecs. (10.253)–(10.258):

F
(3)
2 = −η

2

2!

[
4
(
− 1

16ω

)
+ 2

(
− 3

16ω

)
+ 2

(
1

16ω

)

+ 8ω2
(
− 1

16ω3

)
+ 8ω2

(
1

16ω3

)
+ 8ω4

(
1

16ω5

)]
= 0. (10.289)

Finalmente, mediante las Ecs. (10.281), (10.282), (10.285), (10.286) y (10.274),
la cuarta contribución a segundo orden, asociada con los diagramas tipo sand́ıa en
(10.232), será:

βF
(4)
2 = −η

2

2!

[
− 3

32ω
+ 4

(
− 1

32ω

)
+

1

32ω
+ 4ω2

(
1

32ω3

)
+

2

3
ω4
(

1

32ω5

) ]
=

η2

12ω
,

(10.290)

mismo que concela el término (10.288), y con esto toda la enerǵıa libre. Esto prueba
la invariancia de la definición perturbativa de la integral de trayectoria bajo una
transformación de coordenadas.
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10.8.1 Reformulación en el Espacio de Configuración

En la última sección, las integrales de Feynman en el espacio del momentum corresponden a
integrales sobre productos de distribuciones en el espacio τ . Para muchas aplicaciones es útil hacer
directamente los cálculos en el espacio τ . Esto nos conducirá a una extensión de la teoŕıa de
distribuciones, lo que en efecto nos permitirá hacer las integrales en este espacio.

En la regularización dimensional, una simplificación importante viene de la regla de Veltman
(10.287), de acuerdo a la cual la función delta se anula en el origen. En los cálculos más generales
por venir, encontraremos funciones δ generalizadas, las cuales son derivadas multiples de la función
δ ordinaria:

δ(d)α1...αn
(τ) ≡ ∂α1...αn

δ(d)(τ) =

∫
d̄dk(ik)α1 . . . (ik)αn

eikx, (10.291)

donde ∂α1...αn
≡ ∂α1 . . . ∂αn

y d̄dk ≡ ddk
/
(2π)d. Por la regla de Veltman (10.243), todas estas

funciones se anulan en el origen:

δ(d)α1...αn
(0) =

∫
d̄dk(ik)α1 . . . (ik)αn

= 0. (10.292)

En el espacio de coordenadas extendido, la función de correlación ∆(τ, τ ′) de la Ec. (10.234), la
cual escribiremos también como ∆(τ−τ ′), para tiempos iguales está dada por la integral [comparar
con la Ec. (10.241)]

∆(0) =

∫
d̄dk

k2 + ω2
=

ωd−2

(4π)d/2
Γ

(
1− d

2

)
= I =

d=1

1

2ω
. (10.293)

La extensión (10.235) de la derivada temporal (10.208),

∆α(τ) =

∫
d̄dk

ikα
k2 + ω2

eikτ (10.294)

se anula para tiempos iguales, tal como la Ec. (10.211):

∆α(0) = 0. (10.295)

Esto se sigue directamente de la serie de Taylor de 1/(k2 + ω2) en potencias de k2, después de
imponer la condición (10.292).

La segunda derivada de ∆(τ) tiene la representación de Fourier (10.236). Contrayendo los
ı́ndices obtenemos

∆αα(τ) = −
∫
d̄dk

k2

k2 + ω2
eikx = −δ(d)(τ) + ω2∆(τ) . (10.296)

Esta ecuación es una consecuencia directa de la definición de la función de correlación, las cual es
una solución de la ecuación de campo inhomogénea

(−∂2α + ω2)q(τ) = δ(d)(τ). (10.297)

Utilizando la regla de Veltman (10.287) en la Ec. (10.296), obtenemos

∆αα(0) = ω2 ∆(0) =
d=1

ω

2
. (10.298)

Esto asegura la cancelación de la contribución de primer orden, Ec. (10.227), a la enerǵıa libre

F1 = −g η
[
−∆αα(0) + ω2∆(0)

]
∆(0) = 0. (10.299)
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La misma ecuación (10.296) nos permite calcular inmediatamente la contribución de segundo
orden, Ec. (10.228), a partir de los diagramas locales

F
(1)
2 = −η2 3g2

[(
1

2
+ a

)
∆αα(0)− 5

(
1

18
+
a

5

)
ω2∆(0)

]
∆2(0)

= −η2 2

3
ω2∆3(0) =

d=1
− η2

12ω
. (10.300)

Las otras contribuciones a la enerǵıa libre, en el desarrollo (10.226), requieren de reglas para
calcular el producto de dos y cuatro distribuciones, las cuales vamos ahora a desarrollar.

10.8.2 Integrales sobre el Producto de Dos Distribuciones

Las integrales más simples son

∫
ddτ ∆2(τ) =

∫
d̄dp d̄dk

δ(d)(k + p)

(p2 + ω2)(k2 + ω2)

=
∫

d̄dk

(k2 + ω2)2
=

ωd−4

(4π)d/2
Γ

(
2−d

2

)
=
(2− d)

2ω2
∆(0), (10.301)

y
∫

ddτ ∆2
α(τ) = −

∫
ddτ ∆(τ)

[
−δ(d)(τ) + ω2∆(τ)

]
= ∆(0)− ω2

∫
ddτ ∆2(τ)

=
d

2
∆(0). (10.302)

Para obtener el segundo resultado hemos hecho una integración por partes y usado
la relación (10.296).

En constraste con las integrales (10.301) y (10.302), la integral

∫
ddτ ∆2

αβ(τ) =
∫
d̄dp d̄dk

(kp)2 δ(d)(k + p)

(k2 + ω2)(p2 + ω2)

=
∫
d̄dk

(k2)2

(k2 + ω2)2
=
∫

ddτ ∆2
αα(τ) (10.303)

diverge formalmente en d = 1 dimensiones. Sin embargo, de la regularización di-
mensional podemos separar (k2)2 = (k2+ω2)2−2ω2(k2+ω2)+ω4, y usar la relación
(10.292) para evaluar

∫
ddτ ∆2

αα(τ) =
∫
d̄dk

(k2)2

(k2 + ω2)2
=−2ω2

∫
d̄dk

(k2 + ω2)
+ ω4

∫
d̄dk

(k2 + ω2)2

= −2ω2∆(0)+ ω4
∫
ddτ∆2(τ). (10.304)

Junto con la integral (10.301) obtenemos la relación entre integrales para el producto
de dos distribuciones

∫
ddτ ∆2

αβ(τ) =
∫

ddτ ∆2
αα(τ) = −2ω2∆(0) + ω4

∫
ddτ ∆2(τ)

= − (1 + d/2)ω2∆(0) . (10.305)
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Una manera alternativa de derivar la igualdad (10.303) es usar una integración por
partes y la identidad

∂α∆αβ(τ) = ∂β∆αα(τ), (10.306)

la cual se sigue directamente de la representación de Fourier (10.294).
Finalmente, de las Ecs. (10.301), (10.302) y (10.305), obtenemos la útil identidad

∫
ddτ

[
∆2

αβ(τ) + 2ω2∆2
α(τ) + ω4∆2(τ)

]
= 0 , (10.307)

la cual, junto con la ecuación inhomogénea de campo (10.296), reduce el cálculo de
la contribución de segundo orden de todos los diagramas de triple burbuja (10.231)
a cero:

F
(3)
2 = −g2∆2(0)

∫
ddτ

[
∆2

αβ(τ) + 2ω2∆2
α(τ) + ω4∆2(τ)

]
= 0 . (10.308)

10.8.3 Integrales sobre el Producto de Cuatro Distribuciones

Consideremos ahora las integrales más delicadas que surgen de los diagramas tipo
sand́ıa en la relación (10.232), las cuales contienen productos de cuatro distribu-
ciones, una estructura tensorial no trivial y divergencias traslapadas. Empezamos
del segundo al cuarto diagrama:

=
∫

ddτ ∆2(τ)∆2
αβ(τ), (10.309)

4 = 4
∫
ddτ∆(τ)∆α(τ)∆β(τ)∆αβ(τ), (10.310)

=
∫

ddτ∆α(τ)∆α(τ)∆β(τ)∆β(τ). (10.311)

Para aislar las complicaciones con la estructura tensorial, exhibidas en la
Ec. (10.240), introducimos la integral

Yd =
∫
ddτ ∆2(τ)

[
∆2

αβ(τ)−∆2
αα(τ)

]
. (10.312)

En la dimensión d = 1, los paréntesis cuadrados se anulan formalmente, pero el
ĺımite d→ 1 de la integral es finito. Descomponemos ahora el diagrama de Feynman
(10.309), en la suma

∫
ddτ ∆2(τ)∆2

αβ(τ) =
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

αα(τ) + Yd . (10.313)

Para obtener una descomposición análoga para los otros dos diagramas, (10.310)
y (10.311), derivamos algunas relaciones útiles usando la ecuación de campo inho-
mogénea (10.296), integración por partes, y la reglas de Veltman (10.287) o (10.292).
De la ecuación de campo inhomogénea, tenemos la relación

−
∫

ddτ ∆αα(τ)∆
3(τ) = ∆3(0)− ω2

∫
ddτ ∆4(τ). (10.314)
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Por medio de integración por partes, el lado izquierdo se convierte en
∫

ddτ ∆αα(τ)∆
3(τ) = −3

∫
ddτ ∆2

α(τ)∆
2(τ), (10.315)

de donde obtenemos
∫

ddτ ∆2
α(τ)∆

2(τ) =
1

3
∆3(0)− 1

3
ω2
∫

ddτ ∆4(τ). (10.316)

Invocando una vez más la ecuación de campo inhomogénea (10.296) y la regla de
Veltman (10.287), obtenemos las integrales

∫
ddτ ∆2

αα(τ)∆
2(τ)− ω4

∫
ddτ ∆4(τ) + 2ω2∆3(0) = 0, (10.317)

y
∫
ddτ ∆αα(τ)∆

2
β(τ)∆(τ) = ω2

∫
ddτ ∆2

β(τ)∆
2(τ). (10.318)

Usando la relación (10.316), la integral (10.318) toma la forma

∫
ddτ ∆αα(τ)∆

2
β(τ)∆(τ) =

1

3
ω2∆3(0)− 1

3
ω4
∫

ddτ ∆4(τ). (10.319)

Una integración por partes, junto con las Ecs. (10.317) y (10.319), conduce a
∫

ddτ ∂β∆αα(τ)∆β(τ)∆
2(τ) = −

∫
ddτ ∆2

αα(τ)∆
2(τ)− 2

∫
ddτ ∆αα(τ)∆

2
β(τ)∆(τ)

=
4

3
ω2∆3(0)− 1

3
ω4
∫
ddτ ∆4(τ). (10.320)

Una integración por partes adicional, y usando las Ecs. (10.306), (10.318) y (10.320)
da origen a la descomposición de los segundo y tercer diagramas de Feynman,
(10.310) y (10.311):

4
∫
ddτ ∆(τ)∆α(τ)∆β(τ)∆αβ(τ) = 4ω2

∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ)− 2 Yd, (10.321)

y
∫
ddτ ∆2

α(τ)∆
2
β(τ) = −3ω2

∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ) + Yd. (10.322)

Ahora, hacemos la observación importante de que la integral Yd de la Ec. (10.312)
aparece en las Ecs. (10.313), (10.321) y (10.322) de tal manera que se elimina de la
suma de los diagramas tipo sand́ıa en la relación (10.232):

+ 4 + =
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

αα(τ) + ω2
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ). (10.323)

Usando ahora las relaciones (10.316) y (10.317), el lado derecho se convierte en una
suma de integrales completamente regulares, la cual involucra sólo productos de los
propagadores ∆(τ).
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Ahora, agregamos a esta suma el primero y el último diagrama tipo sand́ıa de la
Ec. (10.232)

2

3
ω4 =

2

3
ω4

∫
ddτ ∆4(τ), (10.324)

y

4ω2 = 4ω2
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ), (10.325)

y obtenemos, para la contribución total de los diagramas tipo sand́ıa en (10.232), la
expresión simple para η = 1:

F
(4)
2 = −2η2 g2

∫
ddτ ∆2(τ)

[
2

3
ω4∆2(τ) + ∆2

αα(τ) + 5ω2∆2
α(τ)

]

= η2
2

3
ω2∆3(0) =

d=1

η2

12ω
. (10.326)

La cual cancela la contribución finita (10.300), de tal manera que también el término
de segundo orden de la enerǵıa libre en (10.222) se anula, confirmando aśı la invarian-
cia de la definición perturbativa de la integral de trayectoria bajo una transformación
de coordenadas a este orden.

Aśı, hemos sido capaces de relacionar todos los diagramas que involucran
derivadas temporales singulares de las funciones de correlación con las integrales
sobre productos de la función de correlación regular (10.234), donde estas integrales
se pueden reemplazar directamente por su versión (10.207) para d = 1. La can-
celación de la integral ambigua Yd en la combinación de los diagramas tipo sand́ıa
(10.323) tiene la agradable consecuencia de que, después de todo, todos los cálculos
se pueden hacer en d = 1. Esto nos lleva a esperar que la regularización dimensional
pueda hacerse innecesaria mediante un proceso de cálculo más adecuado. Veremos
que esto es aśı, y el desarrollo será dado en la Sección 10.11. Sin embargo, antes de
esto es útil enfatizar una forma de hallar los resultados anteriores en un espacio–x
puro.

10.9 Distributiones como el Ĺımite de las Funciones

de Bessel

Por supuesto que, en la regularización dimensional se pueden hallar las anteriores integrales en
el espacio de configuraciones sobre un producto de distribuciones sin ninguna referencia a las
integrales del espacio del momentum. Para esto expresamos todas las distribuciones expĺıcitamente
en términos de las funciones modificadas de Bessel Kα(y).

10.9.1 Función de Correlación y sus Derivadas

En d dimensiones la función de correlación básica se obtiene de la integral de la Ec. (10.234), en
la forma

∆(τ) = cd y
1−d/2K1−d/2(y), (10.327)
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donde y ≡ m |τ | es la longitud reducida de τα, cuya norma Euclideana tiene la forma usual
|x| =

√
τ21 + . . .+ τ2d , y K1−d/2(y) es la función modificada de Bessel. Aqúı, el factor constante es

cd =
ωd−2

(2π)d/2
. (10.328)

En una dimensión, la función de correlación (10.327) se reduce a la expresión (10.202). Para distan-
cias cortas, las propiedades de las funciones de correlación están gobernadas por el comportamiento,
para valores pequeños del argumento y, de la función de Bessel en el origen4

Kβ(y) ≈
y≈0

1

2
Γ(β)(y/2)∓β, Re β >

< 0. (10.329)

En la aplicación a integrales de trayectoria fijamos la dimensión en d = 1− ε, donde para valores
pequeños y positivos de ε, y en el ĺımite ε→ 0, obtenemos los resultados deseados en la dimensión
d = 1. En este régimen, la Ec. (10.329) muestra que la función de correlación (10.327) es regular
en el origen, dando una vez más la Ec. (10.293). Para d = 1, el resultado es ∆(0) = 1/2ω, como se
estableció en la Ec. (10.298).

La primera derivada de la función de correlación (10.327), la cual es la extensión d dimensional
de la derivada temporal (10.203), será

∆α(τ) = −cdy1−d/2Kd/2(y) ∂αy, (10.330)

donde ∂αy = mτα/|x|. Por la Ec. (10.329), para ε > 0, esta expresión es regular en el origen, de
tal forma que la antisimetŕıa ∆α(−x) = −∆α(τ) hace que ∆α(0) = 0, como se observó luego de la
Ec. (10.294).

Expĺıcitamente, el comportamiento de la función de correlación y su derivada para valores
pequeños de τ es

∆(τ) ∝ const., ∆α(τ) ∝ |τ |ε ∂α|τ |. (10.331)

En contraste a estas dos funciones de correlación, la segunda derivada

∆αβ(τ) = ∆(τ) (∂αy)(∂βy) +
cd

(d− 2)
yd/2Kd/2(y) ∂αβy

2−d, (10.332)

es singular para distancias cortas. La singularidad viene del segundo término de la Ec. (10.332):

∂αβy
2−d = (2 − d)ω

2−d

|y|d
(
δαβ − d

yαyβ
y2

)
, (10.333)

la cual es una distribución que es ambigua en el origen, y está definida hasta la suma de una función
δ(d)(τ). Esta función está regularizada del mismo modo que la divergencia en la representación de
Fourier (10.292). Contrayendo los ı́ndices α y β en la Ec. (10.333), obtenemos

∂2y2−d = (2 − d)ω2−d Sd δ
(d)(τ), (10.334)

donde Sd = 2πd/2/Γ(d/2), es la superficie de una esfera unitaria en d dimensiones [recordemos la
Ec. (1.558)]. Para corroborarlo, hallamos la traza de ∆αβ(τ) en la Ec. (10.332), y reproducimos la
ecuación de campo inhomogénea (10.296):

∆αα(τ) = ω2 ∆(τ)−cdm2−d Sd
1

2
Γ (d/2) 2d/2 δ(d)(τ)

= ω2 ∆(τ) − δ(d)(τ). (10.335)

4M. Abramowitz y I. Stegun, op. cit., ver la Fórmula 9.6.9.
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Ya que por la Ec. (10.292) tenemos que δ(d)(τ) se anula en el origen, de donde encontramos una
vez más la Ec. (10.298).

Una relación adicional, entre distribuciones, se encuentra a partir de la derivada

∂α ∆αβ(τ) = ∂β

[
−δ(d)(τ) + ω2 ∆(τ)

]
+ ωSd

[
∆(τ)|y|d−1(∂βy)

]
δ(d)(τ) = ∂β∆λλ(τ).

(10.336)

10.9.2 Integrales sobre el Producto de Dos Distribuciones

Consideremos ahora las integrales sobre el producto de tales distribuciones. Si uno de los inte-
grandos f(|x|) depende solamente de |x|, podemos hacer las integrales sobre las direcciones de los
vectores

∫
ddτ f(τ) = Sd

∫ ∞

0

dr rd−1 f(r), r ≡ |x|. (10.337)

Usando la fórmula integral5

∫ ∞

0

dy yK2
β(y) =

1

2

πβ

sinπβ
=

1

2
Γ(1 + β)Γ(1− β), (10.338)

podemos calcular directamente:

∫
ddτ ∆2(τ) = ω−d c2d Sd

∫ ∞

0

dy y K2
1−d/2(y)

= ω−d c2d Sd
1

2
(1−d/2) Γ(1−d/2) Γ(d/2) =

2− d
2ω2

∆(0), (10.339)

y

∫
ddτ ∆2

α(τ) = ω2−d c2d Sd

∫ ∞

0

dy yK2
d/2(y)

= ω2−d c2d Sd
1

2
Γ (1 + d/2) Γ (1− d/2) =

d

2
∆(0), (10.340)

de acuerdo con las Ecs. (10.301) y (10.302). Sustituyendo ∆(0) = 1/2ω, obtenido en la Ec. (10.293),
estas integrales nos dan una vez más el valor de los diagramas de Feynman (10.249), (10.252),
(10.253), (10.256) y (10.258).

Nótese que debido a la relación6

Kd/2(y) = −yd/2−1 d

dy

[
y1−d/2K1−d/2(y)

]
, (10.341)

en la Ec. (10.340), la integral sobre y también se puede hacer por partes, dando

∫
ddτ ∆2

α(τ) = −ω2−d c2d Sd

(
yd/2Kd/2

)(
y1−d/2K1−d/2

) ∣∣∣∣
∞

0

− ω2

∫
ddτ ∆2(τ)

= ∆(0)− ω2

∫
ddτ∆2(τ). (10.342)

En el lado derecho, el ĺımite superior es cero por la rápida caida exponencial de la función de
Bessel en infinito. Esto se obtuvo antes en la Ec. (10.302) por medio de integración por partes y
la ecuación inhomogénea de campo (10.296).

5I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la Fórmula 6.521.3
6ibid., ver las Fórmulas 8.485 y 8.486.12
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Usando las representaciones expĺıcitas (10.327) y (10.332), calculamos similarmente la integral

∫
ddτ ∆2

αα(τ) =

∫
ddτ ∆2

αβ(τ) = ω4

∫
ddτ ∆2(τ) − ω4−d c2d Γ (d/2) Γ (1−d/2)Sd

= ω4

∫
ddτ ∆2(τ) − 2ω2 ∆(0) = − (1 + d/2)ω2∆(0). (10.343)

La primera igualdad se sigue de la integración por partes. En la última igualdad hemos usado la
relación (10.339). Hemos omitido la integral que contiene las funciones modificadas de Bessel

(d− 1)

[∫ ∞

0

dzKd/2(z)K1−d/2(z) +
d

2

∫ ∞

0

dz z−1K2
d/2(z)

]
, (10.344)

puesto que en una dimensión esta integral se anula, como se muestra a continuación:

−π
4

Γ (1− ε/2) [Γ (ε/2) + Γ (−ε/2)] ε2 Γ(ε) =
ε→0

0.

Sustituyendo en (10.343) el valor de ∆(0) = 1/2ω, obtenido en la Ec. (10.293), encontramos una
vez más el valor hallado en la integral de Feynman (10.250) y la parte media de la Ec. (10.253).

Combinando el resultado (10.303) con las Ecs. (10.339) y (10.340), por integraciones propias
podemos derivar la siguiente regla fundamental del cálculo de esta distribución generalizada, la
integral sobre el cuadrado de la función δ se anula. De hecho, resolviendo la ecuación inhomogénea
de campo (10.296), para δ(d)(τ), y elevando al cuadrado, obtenemos

∫
ddτ

[
δ(d)(τ)

]2
= ω4

∫
ddτ ∆2(τ) + 2ω2

∫
ddτ ∆2

α(τ) +

∫
ddτ ∆2

ββ(τ) = 0. (10.345)

Aśı, podemos calcular formalmente

∫
ddτ δ(d)(τ)δ(d)(τ) = δ(d)(0) = 0, (10.346)

donde suponemos que una de las dos funciones δ es una función de prueba suave f(τ), de las
halladas en la teoŕıa de distribuciones ordinarias, donde

∫
ddτ δ(d)(τ)f(τ) = f(0). (10.347)

10.9.3 Integrales sobre el Producto de Cuatro Distribuciones

En el espacio de configuraciones, el cálculo de las integrales sobre el producto de cuatro distribu-
ciones en d = 1 dimensiones es directo en tanto sean únicas. Si estas integrales son ambiguas,
entonces se requiere un cálculo en d = 1− ε dimensiones, hallando al final el ĺımite ε→ 0.

Un caso único es

∫
ddτ ∆4(τ) = c4d ω

−dSd

∫ ∞

0

dy y3−dK4
1−d/2(y)

=
d=1

c41 ω
−1 S1

π2

24
Γ4

(
3

2
− d

2

)
Γ(d) =

1

32ω5
, (10.348)

donde hemos definido

y ≡ ωτ. (10.349)
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Similarmente, por medio de integración por partes obtenemos
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ) = ω2−d c4d Sd

∫ ∞

0

dyy3−dK2
d/2(y)K

2
1−d/2(y)

=
1

3
ω2−d c4d Sd

[
2−d−1 Γ(d/2) Γ3(1−d/2)

+

∫ ∞

0

dy
(
y1−d/2K1−d/2

)3 d

dy

(
yd/2Kd/2

) ]

=
1

3

[
∆3(0)− ω2

∫
ddτ ∆4(τ)

]
=
d=1

1

32ω
. (10.350)

Para la integral en d = 1 − ε dimensiones, usando las relaciones (10.327), (10.330) y (10.332),
encontramos

∫
ddτ ∆(τ)∆α(τ)∆β(τ)∆αβ(τ) = ω2

∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ) − 1

2
Yd, (10.351)

donde Yd es la integral

Yd = −2(d− 1)ω4−d c4d Sd

∫ ∞

0

dyy2−dK1−d/2(y)K
3
d/2(y). (10.352)

A pesar del prefactor d − 1, este resultado tiene un ĺımite no trivial para d→ 1, donde el cero se
compensa con un polo, para valores pequeños de y, de la integral en y = 0. Para ver esto usamos
la representación integral de las funciones de Bessel [28]:

Kβ(y) = π−1/2 (y/2)−β Γ

(
1

2
+ β

)∫ ∞

0

dt(cosh t)−2β cos(y sinh t). (10.353)

En una dimensión, donde β = 1/2, esto se convierte simplemente en K1/2(y) =
√
π/2ye−y. Para

β = d/2 y β = 1−d/2, que puede ser escrito como β = (1∓ε)/2, esta expresión es aproximadamente
igual a

K(1∓ε)/2(y) = π−1/2 (y/2)−(1∓ε)/2 Γ
(
1∓ ε

2

)

×
[
π

2
e−y ± ε

∫ ∞

0

dt(cosh t)−1 ln(cosh t) cos(y sinh t)

]
, (10.354)

donde la integral en t es regular en y = 0.7 Después de substituir la Ec. (10.354) en la Ec. (10.352),
obtenemos el valor finito

Yd ≈
ε≈0

2
(
ω4−d c4d Sd

)
ε
π2

4
Γ (1 + ε/2) Γ3 (1− ε/2)× 2−5ε Γ(2ε)

=
ε→0

(
1

2ωπ2

)
π2

4
=

1

8ω
. (10.355)

El prefactor d− 1 = −ε en la Ec. (10.352) se canceló con el polo en Γ(2ε).
Esta integral coincide con la integral (10.312), cuya naturaleza se discutió en la formulación

del espacio del momentum (10.240). De hecho, insertando las expresiones de Bessel (10.327) y
(10.332) en la Ec. (10.312), encontramos

∫
ddτ ∆2(τ)

[
∆2

αβ(τ) −∆2
αα(τ)

]

= −(d− 1)ω4−dc4dSd

∫ ∞

0

dy
[
y1−d/2K1−d/2(y)

]2 d

dy
K2

d/2(y), (10.356)

7I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver las Fórmulas 3.511.1 y 3.521.2.
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y una integración por partes
∫ ∞

0

dy
[
y1−d/2(y)K1−d/2(y)

]2 d

dy
K2

d/2(y) = 2

∫ ∞

0

dy y2−dK1−d/2(y)K
3
d/2(y) (10.357)

muestra la relación de Yd con la integral (10.352). Aśı la Ec. (10.351) es lo mismo que la
Ec. (10.321).

Conociendo Yd, determinamos también, después de una integración por partes, la integral
∫
ddτ ∆2

α(τ)∆2
β(τ) = −3ω2

∫
ddτ ∆2(τ)∆2

α(τ) + Yd, (10.358)

la cual es lo mismo que la Ec. (10.322). Resta por calcular una integral simple sobre cuatro
distribuciones:

∫
ddτ ∆2(τ)∆2

λλ(τ) =

[
−2ω2 ∆3(0) + ω4

∫
ddτ ∆4(τ)

]

d=1

= − 7

32ω
. (10.359)

Combinando esto con las Ecs. (10.355) y (10.358) encontramos el diagrama de Feynman (10.281).
La combinación de las Ecs. (10.351) y (10.358) con las Ecs. (10.355) y (10.350) dará finalmente los
diagramas (10.325) y (10.324), respectivamente.

Aśı, vemos que no hay problema en calcular integrales sobre el producto de distribuciones en el
espacio de configuraciones, obtenemos los mismos resultados que en la regularización dimensional
en el espacio del momentum.

10.10 Reglas Simples para el Cálculo de Integrales

Singulares

Obviamente, para el cálculo de integrales de Feynman en d dimensiones temporales
con el subsecuente ĺımite d → 1, los métodos anteriores son bastante complicados.
Para encontrar directamente los mismos resultados, trabajando con un tiempo uni-
dimensional, es preferible desarrollar un procedimiento sencillo. Esto será posible
sólo si mantenemos algunos aspectos básicos de la formulación d dimensional [37].

Consideremos una vez más las integrales ambiguas que provienen de los dos
primeros diagramas tipo sand́ıa en la Ec. (10.232), los cuales en la formulación
uni-dimensional representan las integrales

I1 =
∫ ∞

−∞
dτ ∆̈2(τ)∆2(τ) , (10.360)

I2 =
∫ ∞

−∞
dτ ∆̈(τ)∆̇2(τ)∆(τ), (10.361)

evaluadas anteriormente en las ecuaciones d dimensionales (10.284) y (10.282). Con-
sideremos primero la integral (10.360), la cual contiene un cuadrado de la función
δ, separamos esto escribiendo

I1 =
∫ ∞

−∞
dτ ∆̈2(τ)∆2(τ) = Idiv1 + IR1 , (10.362)

como una parte divergente y otra regular

Idiv1 = ∆2(0)
∫ ∞

−∞
dτ δ2(τ) , IR1 =

∫ ∞

−∞
dτ ∆2(τ)

[
∆̈2(τ)− δ2(τ)

]
. (10.363)
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El resto de los diagramas tipo sand́ıa (10.232) conducen a las integrales bien definidas

∫ ∞

−∞
dτ ∆4(τ) =

1

4ω2
∆3(0), (10.364)

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇2(τ)∆2(τ) =

1

4
∆3(0), (10.365)

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇4(τ) =

1

4
ω2∆3(0), (10.366)

cuyas versiones D dimensionales son las relaciones (10.274), (10.286) y (10.282).
Substituyendo estas integrales y las expresiones (10.361) y (10.362) en (10.232),
obtenemos la suma de todos los diagramas tipo sand́ıa

− 4

2!

∫ ∞

−∞
dτ
[
∆2(τ)∆̈2(τ) + 4∆(τ)∆̇2(τ)∆̈(τ)+ ∆̇4(τ)+ 4ω2∆2(τ)∆̇2(τ)+

2

3
ω4∆4(τ)

]

= − 2∆2(0)
∫ ∞

−∞
dτ δ2(τ)− 2

(
IR1 + 4I2

)
− 17

6
ω2∆3(0) . (10.367)

Agregando estos resultados a las expresiones (10.230) y (10.231), obtenemos la suma
de todos los diagramas conectados de segundo orden

Σ (todos) = 3
[
δ(0)−

∫ ∞

−∞
dτ δ2(τ)

]
∆2(0)− 2

(
IR1 + 4I2

)
− 7

2
ω2∆3(0) ,(10.368)

donde las integrales IR1 e I2 están indefinidas. Para garantizar la independencia
en las coordenadas, la suma se tiene que anular. Por lo tanto igualamos a cero
ambas contribuciones de la Ec. (10.368), tanto la parte singular como la finita. De
la primera contribución obtenemos la regla para el producto de dos funciones δ:
δ2(τ) = δ(0) δ(τ) . Por supuesto, esta igualdad debe entenderse en el sentido de
las distribuciones: la igualdad se cumple luego de multiplicarla por una función de
prueba arbitraria e integrando sobre τ .

∫
dτ δ2(τ)f(τ) ≡ δ(0)f(0). (10.369)

La ecuación conduce a la cancelación completa de todas las potencias de δ(0) que
surgen del desarrollo de la acción Jacobiana, ésta es la razón fundamental del porqué
la regla heuŕıstica de Veltman puede aplicarse sin problemas. La regla consiste en
definir δ(0) = 0.

La cancelación de las partes regulares de la Ec. (10.368) requiere que las integrales
(10.361) y (10.362) cumplan la relación

IR1 + 4I2 = −
7

4
ω2∆3(0) = − 7

32ω
. (10.370)

En este momento observamos dos dificultades. Primero, para introducir las inte-
grales indefinidas IR1 e I2, la ecuación (10.370) es insuficiente, por lo que el sólo
requerimiento de la invariancia de la reparametrización no es suficiente para definir
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las integrales temporales sobre el producto de distribuciones. Segundo, y más grave,
la Ec. (10.370) conduce a conflictos con las reglas estándares de integración, las
cuales se basan en el uso de la integración por partes y la ecuación de movimiento
y la independencia del orden en que se realizan estas operaciones. Aśı, si aplicamos
estas reglas en el cálculo de las integrales IR1 y I2 en orden diferente, sustituyendo la
ecuación de movimiento (10.214) en la parte finita de la integral (10.362) y haciendo
uso de la integral regular (10.364), encontramos inmediatamente

IR1 =
∫ ∞

−∞
dτ ∆2(τ)

[
∆̈2(τ)− δ2(τ)

]

= −2ω2∆3(0) + ω4
∫ ∞

−∞
dτ ∆4(τ) = −7

4
ω2∆3(0) = − 7

32ω
. (10.371)

La misma substitución de la ecuación de movimiento (10.214) en la integral ambigua
I2 (10.361), después de realizar la integral regular (10.365), nos permite hallar

I2 = −
∫ ∞

−∞
dτ ∆̇2(τ)∆(τ) δ(τ) + ω2

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇2(τ)∆2(τ)

= − 1

8ω

∫ ∞

−∞
dτ ǫ2(τ) δ(τ) +

1

4
ω2∆3(0) =

1

8ω

(
−Iǫ2δ +

1

4

)
, (10.372)

donde Iǫ2δ denota la integral indefinida sobre un producto de distribuciones

Iǫ2δ =
∫ ∞

−∞
dτ ǫ2(τ)δ(τ) . (10.373)

En principio, y utilizando integración por partes, la integral I2 puede ponerse en la
forma de la integral (10.361), misma que la reduce a la forma completamente regular
(10.366):

I2=
1

3

∫ ∞

−∞
dτ ∆(τ)

d

dτ

[
∆̇3(τ)

]
=−1

3

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇4(τ) =− 1

12
ω2∆3(0)=− 1

96ω
. (10.374)

Debido al exponencial en todas las funciones involucradas, la cual se anula en in-
finito, no hay términos de frontera. De las Ecs. (10.372) y (10.374) concluimos que
Iǫ2δ = 1/3. Sin embargo, esto no puede ser correcto ya que las expresiones (10.374)
y (10.371) no obedecen a la Ec. (10.370), la cual es necesaria para la independencia
en las coordenadas de la integral de trayectoria. Esta fue la razón por la que ante-
riormente algunos autores [32, 35] agregaron el término de corrección no covariante
∆V = −g2(q2/6), el cual es proporcional a h̄, a la acción clásica (10.186). Violando
aśı el postulado básico de Feynman de que los factores de fase eiA/h̄ en una inte-
gral de trayectoria debeŕıan contener solamente la acción clásica a lo largo de las
trayectorias.

Veremos más adelante que el valor correcto de la integral singular I en la
Ec. (10.373) es

Iǫ2δ =
∫ ∞

−∞
dτ ǫ2(τ)δ(τ) = 0. (10.375)
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Desde el punto de vista de las secciones previas, donde todas las integrales fueron
definidas en d = 1− ǫ dimensiones y al final continuadas al ĺımite ǫ→ 0, la inconsis-
tencia de la integral Iǫ2δ = 1/3 es obvia: La aplicación arbitraria de la integración
por partes y la ecuación de movimiento para integrales uni-dimensionales está pro-
hibida, y este es el caso hallado en la Ec. (10.374). Los problemas aparecen cuando
que varios puntos corresponden a diferentes contracciones de las derivadas parciales
∂α, ∂β , . . ., las cuales surgen en el ĺımite d→ 1. Las diferentes contracciones pueden
conducir a diferentes integrales.

En el cálculo uni-dimensional puro de las integrales IR1 e I2, podemos considerar
todas las ambigüedades usando integración por partes y la ecuación de movimiento
(10.214), siempre y cuando sigamos las siguientes reglas de integración:

Regla 1. Utilizamos integración por partes, la cual nos permite aplicar subse-
cuentemente la ecuación de movimiento (10.214).

Regla 2. Si la ecuación de movimiento (10.214) conduce a integrales del tipo
(10.373), éstas deben calcularse usando la regla de Dirac para las funciones δ y la
propiedad ǫ(0) = 0. Ejemplos de esto lo tenemos en la Ec. (10.375) y, trivialmente
lo hallamos en la anulación de las integrales de las potencias impares de ǫ(τ):

∫
dτ ǫ2n+1(τ) δ(τ) = 0, n = entero, (10.376)

lo cual se sigue directamente de la antisimetŕıa de ǫ2n+1(τ) y la simetŕıa de δ(τ),
contenida en las expresiones regularizadas (10.330) y (10.332).

Regla 3. El procedimiento anterior conduce en general a integrales singulares,
las cuales deben de tratarse una vez más con las mismas reglas.

A continuación mostramos que calcular las integrales IR1 e I2 con estas reglas es
consistente con la condición de independencia de las coordenadas (10.370). En la
integral I2 de la Ec. (10.361) primero aplicamos integración por partes para encontrar

I2 =
1

2

∫ ∞

−∞
dτ ∆(τ) ∆̇(τ)

d

dτ

[
∆̇2(τ)

]

= −1
2

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇4(τ)− 1

2

∫ ∞

−∞
dτ ∆(τ) ∆̇2(τ) ∆̈(τ) , (10.377)

sin contribuciones de los términos de frontera. Nótese que la integración por
partes (10.374) está prohibida puesto que no permite subsecuentes aplicaciones de
la ecuación de movimiento (10.214). En el lado derecho de la Ec. (10.377) podemos
aplicar la ecuación de movimiento. Esto conduce a una combinación de las dos in-
tegrales regulares (10.365) y (10.366) y la integral singular I, que evaluamos con la
regla de Dirac para I = 0, con lo cual obtenemos

I2 = −1
2

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇4(τ) +

1

2

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇2(τ)∆(τ) δ(τ)− 1

2
ω2

∫ ∞

−∞
dτ ∆̇2(τ)∆2(τ)

=
1

16ω
I − 1

4
ω2∆3(0) = − 1

32ω
. (10.378)

Si calculamos la parte finita IR1 de la integral (10.362) con las nuevas reglas, obte-
nemos un resultado diferente del hallado en la Ec. (10.371). Integrando por partes
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el primer término entre paréntesis y usando la ecuación de movimiento (10.214),
obtenemos

IR1 =
∫ ∞

−∞
dτ∆2(τ)

[
∆̈2(τ)− δ2(τ)

]

=
∫ ∞

−∞
dτ
[
− ˙∆̇̇ (τ) ∆̇(τ)∆2(τ)− 2∆̈(τ) ∆̇2(τ)∆(τ)−∆2(τ) δ2(τ)

]

=
∫ ∞

−∞
dτ
[
∆̇(τ)∆2(τ) δ̇(τ)−∆2(τ) δ2(τ)

]
−2I2−ω2

∫ ∞

−∞
dτ∆̇2(τ)∆2(τ) .(10.379)

Los dos últimos términos ya son conocidos, mientras que la integral singular restante,
el término entre paréntesis, debe de evaluarse una vez más usando el mismo proce-
dimiento. Integramos por partes de tal manera que podamos aplicar la ecuación de
movimiento (10.214), de lo cual obtenemos
∫ ∞

−∞
dτ
[
∆̇(τ)∆2(τ) δ̇(τ)−∆2(τ) δ2(τ)

]
=−

∫ ∞

−∞
dτ
[
∆̈(τ)∆2(τ) + 2∆̇2(τ)∆(τ)

]
δ(τ)

−
∫ ∞

−∞
dτ∆2(τ) δ2(τ) = −ω2∆3(0)− 1

4ω
I . (10.380)

Sustituyendo esto en la Ec. (10.379) obtenemos

IR1 =
∫ ∞

−∞
dτ∆2(τ)

[
∆̈2(τ)− δ2(τ)

]
= −2I2 −

5

4
ω2∆3(0)− 1

4ω
I = − 3

32ω
, (10.381)

donde se sigue que el lado derecho es tal que I = 0, lo cual es una consecuencia de
la Regla 3.

Vemos ahora que las integrales (10.378) y (10.381), calculadas con las nuevas
reglas, obedecen la Ec. (10.370) lo que garantiza la independencia en las coordenadas
de la integral de trayectoria.

La utilidad de las reglas 1–3 se sigue inmediatamente de la continuación dimen-
sional [23, 24], misma que fue formulada previamente. Esta continuación dimen-
sional evita por completo la complicación de los cálculos en 1−ε dimensiones, con el
subsecuente ĺımite ε→ 0. Sólo algunos pasos intermedios de la derivación requieren
mantener el rastro del origen d-dimensional de las reglas. Para esto, continuamos
la coordenada imaginaria temporal τ a un vector d-dimensional del espacio-tiempo
τ → τµ = (τ 0, τ 1, . . . , τd−1), y notamos que la ecuación de movimiento (10.214) se
convierte en una ecuación de campo escalar del tipo Klein-Gordon

(
−∂2

α + ω2
)
∆(τ) = δ(d)(τ) . (10.382)

En d dimensiones, los diagramas relevantes de segundo orden se obtienen separando
el valor esperado armónico

∫
ddτ

〈
q2α(τ) q

2(τ) q2β(0) q
2(0)

〉
(10.383)

en una suma de productos de cuatro funciones de correlación de dos-puntos, de
acuerdo a la regla de Wick. Los campos qα(τ) son las extensiones d-dimensionales
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qα(τ) ≡ ∂αq(τ) de q̇(τ). Ahora, las integrales d-dimensionales, correspondientes a
las integrales (10.360) e (10.361), de definen uńıvocamente por las contracciones

Id1 =
∫
ddτ

〈
qα(τ)qα(τ)q(τ)q(τ)qβ(0)qβ(0)q(0)q(0)

〉

=
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

αβ(τ) , (10.384)

Id2 =
∫
ddτ

〈
qα(τ)qα(τ)q(τ)q(τ)qβ(0)qβ(0)q(0)q(0)

〉

=
∫
ddτ ∆(τ)∆α(τ)∆β(τ)∆αβ(τ) . (10.385)

Las diferentes derivadas ∂α∂β que actúan sobre ∆(τ) nos previenen de aplicar la
ecuación de campo (10.382). Este obstáculo, que estaba escondido en la formulación
uni-dimensional, se puede superar por una integración por partes. Empezando con
Id2 , obtenemos

Id2 = −1
2

∫
ddτ ∆2

β(τ)
[
∆2

α(τ) + ∆(τ)∆αα(τ)
]
. (10.386)

Tratando a Id1 de manera análoga encontramos

Id1 = −2Id2 +
∫
ddτ ∆2(τ)∆2

αα(τ) + 2
∫
ddτ ∆(τ)∆2

β(τ)∆αα(τ) . (10.387)

En la segunda ecuación hemos usando el hecho de que ∂α∆αβ = ∂β∆λλ. El lado dere-
cho de las Ecs. (10.386) y (10.387) contiene ahora las derivadas contráıdas ∂2

α, de tal
manera que podemos aplicar la ecuación de movimiento (10.382). Este mecanismo
funciona a todos los ordenes en el desarrollo perturbativo, lo cual es la razón de la
aplicabilidad de las Reglas 1 y 2, mismas que nos llevaron a los resultados (10.378)
y (10.381) asegurando la independencia en las coordenadas.

De acuerdo a la Regla 2, el valor Iǫ2δ = 0 se puede deducir de la ecuación
regularizada (10.386) en d = 1− ε dimensiones, por medio del uso de la ecuación de
movimiento (10.335) para reescribir Id2 como

Id2 = −1
2

∫
ddτ ∆2

β(τ)
[
∆2

α(τ)+ω2∆2(τ)−∆(τ)δ(d)(τ)
]

≈
d≈1
− 1

32ω
+
1

2

∫
ddτ ∆2

β(τ)∆
2
α(τ)∆(τ)δ(d)(τ) .

Comparando con la Ec. (10.372) obtenemos la expresión regularizada para Iǫ2δ

IRǫ2δ =
[∫ ∞

−∞
dτ ǫ2(τ)δ(τ)

]R
= 8ω

∫
ddτ ∆2

β(τ)∆(τ)δ(d)(τ) = 0, (10.388)

donde la cancelación para todo ε > 0 es una consecuencia del comportamiento
para valores pequeños de τ , ∆(τ)∆2

α(τ) ∝ |τ |2ε, lo cual se sigue directamente de la
Ec. (10.331).
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Discutamos brevemente una alternativa de como olvidarnos completamente de
la integración parcial en integrales ambiguas que contienen funciones ǫ y δ, o sus
derivadas temporales, lo cual hace que sea innecesario cumplir con la Ec. (10.374).
Esto da una libertad en la definición de la integral sobre el producto de distribuciones
(10.373), la cual se puede usar para fijar Iǫ2δ = 1/4 a partir del requisito de la
independancia en las coordenadas [25]. De hecho, este valor para I haŕıa que la
integral (10.372) sea tal que I2 = 0, de tal manera que se cumple la Ec. (10.370),
y se asegura la independencia de las coordenadas. Por el contrario, al olvidar la
integración por partes, los autores de las Refs. [31, 33] suponen la anulación de ǫ2(τ)
en τ = 0 y aśı la integral Iǫ2δ también debeŕıa de anularse: Iǫ2δ = 0. Entonces
de la Ec. (10.372) obtenemos que I2 = 1/32ω, esto junto con la Ec. (10.371) no
cumple con la condición de independencia de las coordenadas (10.370), creando la
necesidad de otra corrección cuántica no covariante ∆V = g2(q2/2) en la accción, lo
cual no es aceptable ya que contradice la regla original de Feynman de las integrales
de trayectoria. Por lo tanto, no consideramos atractiva la opción de olvidarnos de
la integración por partes, ya que es una herramienta importante para el cálculo de
diagramas de lazos de orden superior.

10.11 Cálculos Perturbativativos sobre Intervalos

Temporales Finitos

Con un poco de esfuerzo, las reglas de cálculo anteriores se pueden extender para hallar la integral
de trayectoria de la amplitud de evolución temporal sobre intervalos temporales finitos. A fin de
tener una conección cercana con la mecánica estad́ıstica, usaremos un intervalo temporal imaginario
donde τa = 0 y τb = β. Para poder extraer la amplitud de evolución temporal mecánico cuántica
con el simple reemplazo de τ → −it, las trayectorias se fijaran en los extremos τa y τb. La extensión
a intervalos temporales finitos no es trivial, ya que las integrales de Feynman en el espacio de la
frecuencia se convierten en sumas sobre los valores discretos de las frecuencias cuya generalización
a d dimensiones, generalmente, no pueden evaluarse con fórmulas estándar. Sin embargo, las
ambigüedades de las anteriores integrales aparecerán en las sumas en la misma forma que antes.
La razón es que estas ambigüedades surgen de ordenar a q y q̇ en los desarrollos perturbativos.
Estos problemas son una propiedad de los intervalos temporales pequeños, y por tanto lo son
para el ĺımite de altas frecuencias, donde las sumas pueden aproximarse por integrales. De hecho,
hemos visto en la sección anterior, que todas las ambigüedades se pueden resolver por medio de
un tratamiento cuidadoso de las singularidades de las funciones de correlación en el ĺımite de
particiones temporales pequeñas. Para las integrales sobre un eje temporal es completamente
irrelevante si el intervalo temporal total es finito o infinto, y las ambigüedades se pueden resolver
de la misma manera que antes [38].

Técnicamente esto se puede ver también calculando, con la ayuda de la fórmula de Euler-
Maclaurin (2.594), las sumas sobre las frecuencias en las integrales de Feynman para tiempo finito,
o equivalentemente con los métodos de las funciones ζ descritos en la Subsección 2.15.6. La
aproximación a menor orden involucra las integrales sobre frecuencias puras cuyas ambigüedades
se resolvieron en las secciones anteriores. En función de la temperatura T = 1/β, todos los términos
restantes de la corrección son únicos y finitos [ver la Ec. (2.598) o la Ec. (2.558)].

Como se describió en la Subsección 10.8.1, el cálculo de las integrales de Feynman será más efi-
ciente en el espacio de configuraciones. Conservando ciertas caracteŕısticas mı́nimas de la definición
única de todas las integrales singulares en d dimensiones, desarrollaremos reglas de reducción
basadas en la ecuación de movimiento y la integración por partes. Esto nos permitirá llevar todas
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las integrales singulares de Feynman a una forma regular en la cual las integraciones se pueden
calcular directamente en una dimensión. Las reglas de integración estarán en completo acuerdo
con cálculos mucho más complicados en d dimensiones, donde al final hallamos el ĺımite d→ 1.

10.11.1 Elementos Diagramáticos

El desarrollo perturbativo de la amplitud de evolución temporal sobre un tiempo finito e imaginario
puede hacerse como se describe en la Sección 10.6, excepto que la enerǵıa libre de la Ec. (10.201)
se convierte en [recordemos la Ec. (2.526)]

βFω =
D

2β
Tr log(−∂2 + ω2) =

D

2β

∑

n

log(ω2
n + ω2)

=
D

β
log [2 sinh (h̄βω/2)] . (10.389)

Como antes, los diagramas contienen cuatro tipos de ĺıneas que representan a las funciones de
correlación (10.202)–(10.191). Sin embargo, su forma expĺıcita es diferente. Será conveniente dejar
que en la parte libre de la acción (10.187) la frecuencia ω tienda a cero. Entonces la enerǵıa libre
(10.389) diverge logaŕıtmicamente como función de ω. Sin embargo, esta divergencia es trivial.
Como se explica en la Sección 2.9, la divergencia se elimina reemplazando ω por la longitud del
eje q, de acuerdo a la regla (2.361). Para intervalos temporales finitos, las funciones de correlación
ya no están dadas por la Ec. (10.207), la cual no tendŕıa un ĺımite finito para ω → 0. En lugar de
eso, estas funciones satisfacen condiciones de frontera de Dirichlet, de donde podemos ir al ĺımite
ω = 0 sin problema. La naturaleza finita del intervalo temporal elimina una posible divergencia
infraroja para ω → 0. Las condiciones de frontera de Dirichlet fijan las trayectorias a los extremos
del intervalo temporal (0, β) haciendo que las fluctuaciones se anulen, y aśı también sus funciones
de correlación:

G(2)
µν (0, τ ′) = G(2)

µν (β, τ ′) = 0, G(2)
µν (τ, 0) = G(2)

µν (τ, β) = 0. (10.390)

La primer función de correlación correspondiente a la función (10.206) es ahora

G(2)
µν (τ, τ ′) = δµν∆(τ, τ ′) = , (10.391)

donde

∆(τ, τ ′) = ∆(τ ′, τ) =
1

β
(β − τ>) τ< =

1

2
[−ǫ(τ−τ ′)(τ−τ ′) + τ + τ ′]− ττ ′

β
, (10.392)

es una abreviatura de la versión Euclideana para la función G0(t, t
′) de la Ec. (3.39). Siendo la

función de Green de la ecuación de movimiento libre (10.213) para ω = 0, esta función cumple con
las ecuaciones diferenciales inhomogéneas

∆̈(τ, τ ′) = ∆̈ (τ, τ ′) = −δ(τ − τ ′), (10.393)

en analoǵıa con la Ec. (10.214) para ω = 0. Además, ahora existe una ecuación independiente en
la cual las dos derivadas actúan sobre argumentos temporales diferentes:

∆̇̇ (τ, τ ′) = δ(τ − τ ′)− 1/β. (10.394)

Para un intervalo temporal finito, las funciones de correlación (10.203) y (10.204) difieren por
algo más que un signo [recordemos la Ec. (10.210)]. Por lo tanto debemos distinguir las derivadas
dependiendo de śı los argumentos de la izquierda o la derecha se han derivado. En lo que sigue,
denotaremos las derivadas con respecto a τ o τ ′ por medio de un punto a la izquierda o a la derecha,
respectivamente, escribiendo

∆̇ (τ, τ ′) ≡ d

dτ
∆(τ, τ ′), ∆̇ (τ, τ ′) ≡ d

dτ ′
∆(τ, τ ′). (10.395)
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Diferenciando la Ec. (10.392), obtenemos en forma expĺıcita

∆̇ (τ, τ ′) = −1

2
ǫ(τ − τ ′) +

1

2
− τ ′

β
, ∆̇ (τ, τ ′) =

1

2
ǫ(τ − τ ′) +

1

2
− τ

β
= ∆̇ (τ ′, τ) . (10.396)

La discontinuidad en τ = τ ′, la cual no depende de las condiciones de frontera, es por supuesto la
misma que antes. Las dos funciones de correlación (10.208) y (10.210) y sus śımbolos diagramáticos
serán ahora

∂τG
(2)
µν (τ, τ ′) ≡ 〈q̇µ(τ)qν (τ ′)〉 = δµν ∆̇ (τ, τ ′) = , (10.397)

∂τ ′G(2)
µν (τ, τ ′) ≡ 〈qµ(τ)q̇ν (τ ′)〉 = δµν ∆̇ (τ, τ ′) = . (10.398)

Ahora, la cuarta función de correlación (10.212) es

∂τ∂τ ′G(2)
µν (τ, τ ′) = δµν ∆̇̇ (τ, τ ′) = , (10.399)

donde ∆̇̇ (τ, τ ′) está dada por la Ec. (10.394). Nótese la similitud, pero también la diferencia de
esto, con respecto a la ecuación de movimiento (10.393).

10.11.2 Desarrollo en Téminos de Cumulantes de la Amplitud
D-Dimensional de la Part́ıcula Libre en Coordenadas
Curviĺıneas

Calcularemos ahora la función de partición de una part́ıcula puntual en un espacio curvo para un
intervalo temporal finito. El punto de partida es la integral sobre la amplitud diagonal de una
part́ıcula libre de masa unitaria (xaβ|xa0) en un espacio plano D-dimensional

Z =

∫
dDxa (xaβ|xa0), (10.400)

con la representación de integrales de trayectoria

(xaβ|xa0)0 =

∫
DDx e−A(0)[x], (10.401)

donde A(0)[x] es la acción de la part́ıcula libre

A(0)[x] =
1

2

∫ β

0

dτ ẋ2(τ). (10.402)

Haciendo la integral de trayectoria Gaussina, obtenemos

(xaβ|xa0)0 = e−(D/2)Tr log(−∂2) = [2πβ]
−D/2

, (10.403)

donde la traza del logaritmo se evaluó con las condiciones de frontera de Dirichlet. Por supuesto,
y en unidades naturales, el resultado es la versión D-dimensional de tiempo imaginario del factor
de fluctuación (2.130). La transformación de coordenadas xi(τ) = xi(qµ(τ)), que transforma xa a
qµa , lleva la acción (10.402) a la forma (10.186), donde V (q(τ)) = 0:

A[q] =
1

2

∫ β

0

dτ gµν(q(τ))q̇
µ(τ)q̇ν (τ), with gµν(q) ≡ ∂xi(q)

∂qµ
∂xi(q)

∂qν
. (10.404)

En la notación formal (10.189), la norma se transforma como sigue:

∫
DDx(τ) ≡

∏

τ

∫
dDx(τ) = J

∏

τ

∫
dDq(τ) ≡ J

∫
DDq

√
g(qa) , (10.405)
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donde g(q) ≡ det gµν(q) y J es el Jacobiano de la transformación de las coordenadas, el cual
generaliza las Ecs. (10.220) y (10.219)

J =
∏

τ

[√
∂xi(q(τ))

δqµ(τ)

/√
∂xi(qa)

δqµ0

]
= exp

[
1

2
δ(0)

∫ β

0

dτ log
g(q(τ))

g(qa)

]
. (10.406)

Aśı, podemos escribir la integral de trayectoria transformada (10.401) en la forma

(xaβ|xa0)0 ≡ (qa β|qa 0)0 =

∫
DDq e−Atot[x], (10.407)

donde, en el exponente, la acción total es de la forma

Atot[q] =

∫ β

0

dτ

[
1

2
gµν(q(τ))q̇

µ(τ)q̇ν(τ) − 1

2
δ(0) log

g(q(τ))

g(qa)

]
. (10.408)

Siguiendo la reglas descritas en la Subsección 10.6.1 desarrollamos la acción en potencias de
δqµ(τ) = qµ(τ) − qµa . La acción se puede separar en una parte libre

A(0)[qa, δq] =
1

2

∫ β

0

dτ gµν(qa)δq̇
µ(τ)δq̇ν (τ) (10.409)

y una parte de interacción, en forma más expĺıcita que lo visto en la Ec. (10.194), y con ayuda de
las Ecs. (10.188) y (10.193), la acción tiene la forma:

Aint
tot[qa, δq] =

∫ β

0

dτ
1

2
[gµν(q)− gµν(qa)]δq̇µδq̇ν

−
∫ β

0

dτ
1

2
δ(0)

{[
g(qa + δq)

g(qa)
− 1

]
− 1

2

[
g(qa + δq)

g(qa)
− 1

]2
+ . . .

}
. (10.410)

Por simplicidad, suponemos que las coordenadas son ortogonales para qµa , i.e., gµν(qa) = δµν .
La integral de trayectoria (10.407) está ahora formalmente definida por medio de un desarrollo
perturbativo similar a la Ec. (10.199):

(qa β|qa 0) =

∫
DDq eA

(0)[q]−Aint
tot[q] =

∫
DDq e−A(0)[q]

(
1−Aint

tot +
1

2
Aint 2

tot − . . .
)

= (2πβ)−D/2

[
1−

〈
Aint

tot

〉
+

1

2

〈
Aint 2

tot

〉
− . . .

]
,

= (2πβ)−D/2 exp

{
−
〈
Aint

tot

〉
c
+

1

2

〈
Aint 2

tot

〉
c
− . . .

}
≡ e−βf(q), (10.411)

donde los valores armónicos esperados

〈. . .〉 = (2πβ)D/2

∫
DDq(τ)(. . .)e−A(0)[q] (10.412)

y sus cumulantes
〈
Aint 2

tot

〉
c

=
〈
Aint 2

tot

〉
−
〈
Aint

tot

〉2
, . . . [recordemos las Ecs. (3.485), (3.486)], contienen

únicamente diagramas conectados. Para enfatizar la analoǵıa con el desarrollo de cumulantes de
la enerǵıa libre en la Ec. (10.199), hemos definido el exponente en la Ec. (10.411) como −βf(q).
La cantidad f(q), que depende de q, está fuertemente relacionada con el potencial efectivo clásico
alternativo discutido en la Subsección 3.25.4, sin considerar un factor de normalización tenemos:

e−βf(q) =
1√

2πh̄2/MkBT
e−βṼ eff cl

ω (q). (10.413)

Si nuestro procedimiento respeta la independencia de coordenadas, todos los términos del desarrollo
de βf(q) se deben de anular y obtenemos, en forma trivial, el resultado exacto (10.401).
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10.11.3 Propagador en 1 – ε Dimensiones Temporales

En la regularización dimensional de las integrales de Feynman sobre un intervalo temporal finito
de la Subsección 10.7.2, hallamos la continuación anaĺıtica de todos los diagramas de Feynman
del espacio del momentum al espacio con d = 1 − ε dimensiones temporales. Para las actuales
condiciones de frontera de Dirichlet esta continuación estándar de la teoŕıa cuántica de campos
no puede aplicarse directamente, puesto que las integrales en el espacio de los momenta se trans-
forman en sumas sobre las frecuencias discretas νn = πn/β [comparemos con la Ec. (3.64)]. Para
evaluar estas sumas tenemos que construir reglas completamente nuevas para hallar la continuación
anaĺıtica, y existen muchas posibilidades de hacerlo. Afortunadamente, no será necesario decidir
sobre alguna en particular ya que podemos usar el método desarrollado en la Subsección 10.10, y
con esto evitamos hallar una continuación anaĺıtica conjunta y trabajamos en una sóla dimensión
temporal f́ısica. Sin embargo, para un mejor entendimiento del proceso es útil ver el desarrollo de
una continuación anaĺıtica dimensional. Extendemos la coordenada temporal imaginaria τ a un
vector del espacio-tiempo d-dimensional cuya componente cero es τ : zµ = (τ, z1, . . . , zd−1). En
d = 1− ε dimensiones, la función de correlación extendida es

∆(τ, z; τ ′, z′) =

∫
dεk

(2π)ε
eik(z−z

′)∆ω(τ, τ ′), donde ω ≡ |k|. (10.414)

Aqúı, las coordenadas espaciales ε-dimensionales extras z se supone que permanecen sobre ejes
infinitos con invariancia de translación en todas las direcciones. Sólo la coordenada original τ está
en un intervalo finito 0 ≤ τ ≤ β, con condiciones de frontera de Dirichlet. La componente de
Fourier en el integrando ∆ω(τ, τ ′) es la función de correlación uni-dimensional usual del oscilador
armónico, cuya frecuencia depende de k, ω = |k|. La función de correlación es la función de Green,
misma que cumple con la ecuación de movimiento para un intervalo finito de τ

− ∆̈ ω(τ, τ ′) + ω2∆ω(τ, τ ′) = δ(τ − τ ′), (10.415)

con las condiciones de frontera de Dirichlet

∆ω(0, τ) = ∆ω(β, τ) = 0. (10.416)

La forma expĺıcita de la función de Green, para tiempo real, está dada en la Ec. (3.36). De manera
obvia, su continuación a tiempos imaginarios es

∆ω(τ, τ ′) =
sinhω(β − τ>) sinhωτ<

ω sinhωβ
, (10.417)

donde τ> y τ< denotan el mayor y el menor de los tiempos imaginarios τ y τ ′, respectivamente.
En d dimensiones temporales, la ecuación de movimiento (10.393) se convierte en una ecuación

escalar de campo del tipo Klein-Gordon. Usando la Ec. (10.415) obtenemos

µµ∆(τ, z; τ ′, z′) = ∆µµ(τ, z; τ ′, z′) = ∆̈ (τ, z; τ ′, z′) + zz∆(τ, z; τ ′, z′)

=

∫
dεk

(2π)ε
eik(z−z

′)
[
∆̈ ω(τ, τ ′)− ω2∆ω(τ, τ ′)

]
=

= − δ(τ − τ ′) δ(ε)(z− z′) ≡ − δ(d)(z − z′). (10.418)

Ahora, una observación importante es que, para la segunda función de correlación ∆̇̇ (τ, τ ′)
(Ecs. (10.515) y (10.516)) en d dimensiones espacio-temporales, del desarrollo perturbativo de la
integral de trayectoria obtenemos la extensión µ∆ν(z, z

′). Esta función es diferente de la función
contráıda µ∆µ(z, z′), y de µµ∆(z, z′), la cual satisface la ecuación de campo (10.418). De hecho,
todas las funciones de correlación ∆̇̇ (τ, τ ′), encontradas en el desarrollo diagramático y con diferen-
tes argumentos temporales, tienen siempre la extensión d-dimensional µ∆ν(z, z′). Una excepción
importante es la función de corelación de tiempos iguales ∆̇̇ (τ, τ), cuya extensión d-dimensional
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es siempre µ∆µ(z, z), la cual satisface el lado derecho de la ecuación (10.393) en el ĺımite ε → 0.
De hecho, se sigue de la Ec. (10.414) que

µ∆µ(z, z) =

∫
dεk

(2π)ε
[
∆̇̇ ω(τ, τ) + ω2 ∆ω(τ, τ)

]
. (10.419)

Con ayuda de la Ec. (10.417), el integrando en la Ec. (10.419) se puede escribir como

∆̇̇ ω(τ, τ) + ω2∆ω(τ, τ) = δ(0)− ω coshω(2τ − β)

sinhωβ
. (10.420)

Substituyendo esto en la Ec. (10.419), obtenemos

µ∆µ(z, z) = δ(d)(z, z)− Iε . (10.421)

La integral Iε se calcula como sigue

Iε =

∫
dεk

(2π)ε
ω coshω(2τ − β)

sinhωβ
=

1

β

Sε

(2πβ)ε

∫ ∞

0

dzzε
cosh z(1− 2τ/β)

sinh z
(10.422)

=
1

β

Sε

(2πβ)ε
Γ(ε+ 1)

2ε+1
[ζ (ε+ 1, 1− τ/β) + ζ (ε+ 1, τ/β)] ,

donde Sε = 2πε/2/Γ(ε/2) es la superficie de una esfera unitaria en ε–dimensiones [recordemos
la Ec. (1.558)], y Γ(z) y ζ(z, q) son las funciones gama y zeta, respectivamente. Para valores
de ε → 0, estas funciones tienen los ĺımites ζ(ε + 1, q) → 1/ε − ψ(q), y Γ(ε/2) → 2/ε, aśı que
Iε → 1/β, demostrando que śı los argumentos coinciden, la ecuación d-dimensional (10.421) se
reduce a la ecuación uni-dimensional (10.393). La forma expĺıcita d-dimensional no se necesitará
nunca. Ya que, en el lado derecho de la Ec. (10.394), siempre podemos tratar a µ∆µ(z, z) como
funciones uni-dimensionales ∆̇̇ (τ, τ), las cuales a su vez se pueden reemplazar en todo momento
por δ(0)− 1/β.

10.11.4 Independencia en las Coordenadas para Condiciones
de Frontera de Dirichlet

Antes de calcular la integral de trayectoria (10.411) para un espacio curvo con condiciones de
frontera de Dirichlet, verifiquemos primero su independencia en las coordenadas siguiendo el pro-
cedimiento de la Sección 10.7. Aśı, consideremos el desarrollo perturbativo de la amplitud para
tiempos cortos de una part́ıcula libre en un sistema de coordenadas general. La acción libre está
dada por la Ec. (10.221), y las interacciones (10.222) y (10.224), todas con ω = 0. Utilizando el
parámetro a = 1, las acciones serán

A(0)[q] =
1

2

∫ β

0

dτ q̇2(τ), (10.423)
(10.424)

y

Aint
tot =

∫ β

0

dτ

{[
−ηq2(τ) +

3

2
η2q4(τ)

]
q̇2(τ) − δ(0)

[
−ηq2(τ) +

1

2
η2q4(τ)

]}
. (10.425)

Calculamos los cumulantes
〈
Aint

tot

〉
c

=
〈
Aint

tot

〉
,
〈
Aint 2

tot

〉
c

=
〈
Aint 2

tot

〉
−
〈
Aint

tot

〉2
, . . . [recordemos

las Ecs. (3.485) y (3.486)] que contribuyen a n-ésimo orden en η, a la cantidad βf de la Ec. (10.411).
Para una mejor comparación con el desarrollo previo de la Subsección 10.7.1 debemos representar
las contribuciones diagramáticas, las cuales son análogas a los diferentes términos de la enerǵıa

libre βF
(m)
n de orden n, por los siguientes śımbolos βf

(m)
n . Existen dos diferencias principales con



884 10 Espacios con Curvatura y Torsión

respecto a la Subsection 10.7.1: los diagramas que tengan como prefactor ω no aparecen, y existen
nuevos diagramas que involucran a las funciones de correlación para tiempos iguales 〈q̇µ(τ)qν (τ)〉
y 〈qµ(τ)q̇ν (τ)〉 que previamente se anularon debido a la Ec. (10.211). Por la Ec. (10.396), estas
funciones de correlación tienen el valor no cero ∆̇ (τ, τ) = ∆̇ (τ, τ) = 1/2 − τ/β. A primer orden
en η, la cantidad f(q) de la Ec. (10.411) tiene una contribución de los terminos lineales en η del
primer cumulante de la interacción (10.425):

βf1 =
〈
Aint

tot

〉
c

= η

∫ β

0

dτ
〈
− q2(τ)q̇2(τ) + δ(0)q2(τ)

〉
+O(η2). (10.426)

Existen sólo tres diagramas, dos que se originan en el término cinético y otro de la acción Jacobiana:

βf1 = − η − 2 η + η δ(0) . (10.427)

Nótese la diferencia con respecto a los diagramas (10.227) para el intervalo temporal infinito, con
el término ω2 en la acción.

Los términos η2 omitidos en la Ec. (10.426) dan la contribución a segundo orden

βf
(1)
2 = η2

∫ β

0

dτ

〈
3

2
q4(τ)q̇2(τ) − δ(0)

1

2
q4(τ)

〉

c

. (10.428)

Los diagramas locales asociados son [comparar con la Ec. (10.228)]:

βf
(1)
2 = η2

[
9

2
+ 18 − 3

2
δ(0)

]
. (10.429)

El segundo cumulante a orden η2 es

− 1

2!
η2
∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′
〈[
−q2(τ)q̇2(τ) + δ(0)q2(τ)

] [
−q2(τ ′)q̇2(τ ′) + δ(0)q2(τ ′)

]〉
c
,

conduciendo a diagramas que contienen δ(0):

βf
(2)
2 = −η

2

2!

{
2 δ2(0) − 4 δ(0)

[
+ 4 +

]}
. (10.430)

Los diagramas restantes son del tipo de tres burbujas, o del tipo sand́ıa, cado uno con todas las
posibles combinaciones de los cuatro tipos de ĺıneas (10.391) y (10.397)–(10.399). Los diagramas
de tres burbujas dan [comparemos con la Ec. (10.231)]

βf
(3)
2 = −η

2

2!

[
4 +2 −8 +4 +4 +2 −8

]
.

(10.431)
Para ω = 0, los diagramas tipo sand́ıa contribuyen lo mismo que los diagramas en (10.232):

βf
(4)
2 =−η

2

2!
4

[
+ 4 +

]
. (10.432)

De la indenpendencia en las coordenadas, la suma de los diagramas de primer orden (10.427)
tiene que anularse. Anaĺıticamente, esto es equivalente a la ecuación

βf1 = −η
∫ β

0

dτ
[
∆(τ, τ) ∆̇̇ (τ, τ) + 2 ∆̇ 2(τ, τ)− δ(0)∆(τ, τ)

]
= 0. (10.433)

En la extensión d-dimensional, la función de correlación ∆̇̇ (τ, τ) para tiempos iguales es el ĺımite
d → 1 de la función de correlación contráıda µ∆µ(x, x), la cual satisface la ecuación de campo
d-dimensional (10.418). Aśı podemos usar la Ec. (10.394) para reemplazar ∆̇̇ (τ, τ) por δ(0)−1/β.
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Esto elimina el factor infinito δ(0) en la Ec. (10.433), que se obtiene de la norma. El resto se calcula
directamente:

∫ β

0

dτ

[
− 1

β
∆(τ, τ) + 2 ∆̇ 2(τ, τ)

]
= 0. (10.434)

Este resultado se obtiene sin complicación, ya que por las Ecs. (10.392) y (10.396)

∆(τ, τ) = τ − τ2

β
, ∆̇ 2(τ, τ) =

1

4
− ∆(τ, τ)

β
, (10.435)

de cuyas integrales obtenemos

1

2β

∫ β

0

dτ ∆(τ, τ) =

∫ β

0

dτ ∆̇ 2(τ, τ) =
β

12
. (10.436)

Calculemos los diagramas a segundo orden en βf
(i)
2 , i = 1, 2, 3, 4. La suma de los diagramas

locales en la Ec. (10.429) consiste de las integrales

βf
(1)
2 =

3

2
η2
∫ β

0

dτ
[
3∆2(τ, τ) ∆̇̇ (τ, τ) + 12∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ) − δ(0)∆2(τ, τ)

]
. (10.437)

Reemplazando en la Ec. (10.437) una vez más ∆̇̇ (τ, τ) por δ(0) − 1/β, considerando la ecuación
de movimiento (10.394), y tomando en cuenta el lado derecho de la Ec. (10.435), tenemos

βf
(1)
2 = η2

[
3δ(0)

∫ β

0

dτ∆2(τ, τ)

]
= η2

β3

10
δ(0). (10.438)

Calculamos ahora la suma de los diagramas de burbuja (10.430)–(10.432), empezando con la
Ec. (10.430) cuya forma anaĺıtica es

βf
(2)
2 = −η

2

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
{
2δ2(0)∆2(τ, τ ′) (10.439)

−4 δ(0)
[
∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′) + 4 ∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) + ∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ)

]}
.

Sustituyendo la Ec. (10.394) en el último término de tiempo-igual, obtenemos

βf
(2)
2 = −η

2

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
{
−2δ2(0)∆2(τ, τ ′) (10.440)

−4δ(0)
[
∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′) + 4 ∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′)−∆2(τ, τ ′)/β

]}
.

Como veremos más adelante, no es necesaria la evaluación expĺıcita de las integrales en esta suma.
Sólo por completes, damos el resultado:

βf
(2)
2 =

η2

2

{
2δ2(0)

β4

90
+ 4δ(0)

[
β3

45
+ 4

β3

180
− β3

90

]}

= η2
{
β4

90
δ2(0) +

β3

15
δ(0)

}
. (10.441)

Regresemos ahora a los diagramas de tres burbujas (10.432). Sólo tres de estos diagramas
contienen la función de correlación µ∆ν(x, x′) → ∆̇̇ (τ, τ ′) para la cual la Ec. (10.394) no es
aplicable: el segundo, cuarto y sexto diagrama. En la Ec. (10.432), los otros diagramas de tres
burbujas, que contienen la generalización µ∆µ(x, x) del propagador de tiempo-igual ∆̇̇ (τ, τ), se
puede calcular usando la Ec. (10.394).
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Consideremos primero una suma parcial consistente de los tres primeros diagramas de tres
burbujas en la suma (10.432). Esto tiene la forma anaĺıtica

βf
(3)
2

∣∣∣
1,2,3

= −η
2

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
{
4 ∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′) (10.442)

+ 2 ∆̇̇ (τ, τ)∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′) + 16 ∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′)
}
.

Reemplazando ∆̇̇ (τ, τ) y ∆̇̇ (τ ′, τ ′) por δ(0) − 1/β, de acuerdo a la Ec. (10.394), vemos que la
Ec. (10.442) contiene, con signo opuesto, precisamente la suma previa (10.439) de todos los dia-
gramas de una y dos burbujas. Sumando estos términos tenemos

βf
(2)
2 + βf

(3)
2

∣∣∣
1,2,3

= −η
2

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
{
− 4

β
∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′)

+
2

β2
∆2(τ, τ ′)− 16

β
∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′)

}
, (10.443)

mismos que se pueden evaluar para obtener

βf
(2)
2 + βf

(3)
2

∣∣∣
1,2,3

=
η2

2

(
4

β

β2

45
− 2

β2

β4

90
+

16

β

β3

180

)
=
η2

2

7

45
β2. (10.444)

Por el mismo cálculo directo, la integral de Feynman en el quinto diagrama de tres burbujas en la
Ec. (10.432) es

: I5 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ ′, τ ′) = − β2

720
. (10.445)

Nuevamente, los resultados expĺıcitos (10.444) y (10.445) no son necesarios, puesto que el último
término en la Ec. (10.443) es igual, con signo opuesto, a la suma parcial del cuarto y quinto
diagrama de tres burbujas en la Ec. (10.432). Para ver esto, consideremos la integral de Feynman
asociada con el sexto diagrama de tres burbujas en la Ec. (10.432):

: I4 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ ′, τ ′), (10.446)

cuya extensión d-dimensional es

Id4 =

∫ β

0

∫ β

0

ddτ ddτ ′ α∆(τ, τ)∆(τ, τ ′) α∆β(τ, τ ′)∆β(τ ′, τ ′). (10.447)

Añadiendo esto a la quinta integral de Feynman (10.445) y llevando a cabo una integración por
partes, encontramos en una dimensión

βf
(3)
2

∣∣∣
4,5

= −η
2

2
16 (I4 + I5) = −η

2

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
16

β
∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′)∆(τ, τ ′)

= −η2 4

45
β2, (10.448)

donde hemos usado d [ ∆̇ (τ, τ)] /dτ = −1/β, la cual ha sido obtenida por diferenciación de la
Ec. (10.435). Comparando la Ec. (10.448) con la Ec. (10.443), encontramos la suma de todos
los diagramas de burbujas, excepto para el sexto y séptimo diagramas de tres burbujas en la
Ec. (10.432), la cual será

βf
(2)
2 + βf

(3)
2

∣∣∣
′

6,7
=
η2

2

2

15
β2. (10.449)
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El primado en la suma denota la exclusión de los diagramas indicados por los sub́ındices. La
función de correlación ∆̇̇ (τ, τ ′) en los dos diagramas restantes de la Ec. (10.432), cuya extensión
d-dimensional es α∆β(x, x′), no puede reemplazarse via la Ec. (10.394), y la expresión sólo puede
simplificarse aplicando integración por partes al séptimo diagrama en la Ec. (10.432), dando

: I7 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆(τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ ′, τ ′)

→
∫ β

0

∫ β

0

ddτ ddτ ′ ∆(τ, τ) α∆(τ, τ ′)α∆β(τ, τ ′)∆β(τ ′, τ ′)

=
1

2

∫ β

0

∫ β

0

ddτ ddτ ′ ∆(τ, τ)∆β(τ ′, τ ′)∂′β [α∆(τ, τ ′)]
2

→ 1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆(τ, τ) ∆̇ (τ ′, τ ′)
d

dτ ′
[
∆̇ 2(τ, τ ′)

]

=
1

2β

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′) =
β2

90
. (10.450)

El sexto diagrama en la suma (10.432) diverge linealmente. Como antes, sumamos y restamos la
divergencia

: I6 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆(τ, τ) ∆̇̇ 2(τ, τ ′)∆(τ ′, τ ′)

=

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆(τ, τ)
[
∆̇̇ 2(τ, τ ′)− δ2(τ − τ ′)

]
∆(τ ′, τ ′)

+

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆2(τ, τ) δ2(τ − τ ′). (10.451)

En el primer término finito hacemos la extensión a d dimensiones y reemplazamos δ(τ − τ ′) →
δ(d)(τ − τ ′) = −∆ββ(τ, τ ′) usando la ecuación de campo (10.418). Después de esto, aplicamos
integración por partes y encontramos

IR6 →
∫ β

0

∫ β

0

ddτ ddτ ′ ∆(τ, τ)
[
α∆2

β(τ, τ ′)−∆2
γγ(τ, τ ′)

]
∆(τ ′, τ ′)

=

∫ β

0

∫ β

0

ddτ ddτ ′ {−∂α [∆(τ, τ)] ∆β(τ, τ ′) α∆β(τ, τ ′)∆(τ ′, τ ′)

+ ∆(τ, τ)∆β(τ, τ ′)∆γγ(τ, τ ′)∂′β [∆(τ ′, τ ′)]
}

→
∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ 2 {− ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′)∆(τ ′, τ ′)+

∆(τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ ′, τ ′) ∆̈ (τ, τ ′)} . (10.452)

En la última ĺınea hemos usado el resultado d[∆(τ, τ)]/dτ = 2 ∆̇ (τ, τ), obtenido de la Ec. (10.435).
Intercambiando el orden de la integración τ ↔ τ ′, el primer término en la Ec. (10.452) se reduce
a la integral (10.450). En el último término reemplazamos ∆̈ (τ, τ ′) usando la ecuación de campo
(10.393) y la ecuación trivial (10.376). Aśı obtenemos

I6 = IR6 + Idiv6 (10.453)

donde

IR6 = 2

(
−β

2

90
− β2

120

)
=

1

2

(
−7β2

90

)
, (10.454)

Idiv6 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆2(τ, τ) δ2(τ − τ ′). (10.455)
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Con ayuda de la identidad (10.369) para distribuciones, calculamos la parte de la divergencia de
donde obtenemos

Idiv6 = δ(0)

∫ β

0

dτ ∆2(τ, τ) = δ(0)
β3

30
. (10.456)

Usando las Ecs. (10.450) y (10.453) obtenemos la suma del sexto y séptimo diagrama de tres
burbujas en la Ec. (10.432):

βf
(3)
2

∣∣∣
6,7

= −η
2

2
(2I6 + 16I7) = −η

2

2

[
2δ(0)

β3

30
+
β2

10

]
. (10.457)

Agregando esto a la Ec. (10.449), obtenemos la suma de todos los diagramas de tres burbujas

βf
(2)
2 + βf

(3)
2 = −η

2

2

[
2δ(0)

β3

30
+
β2

30

]
. (10.458)

Las contribuciones de los diagramas tipo sand́ıa (10.432) corresponden a las integrales de
Feynman

βf
(4)
2 = −2η2

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′
[
∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ 2(τ, τ ′)

+ 4 ∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′) + ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̇ 2(τ, τ ′)
]
. (10.459)

La tercera integral es única y se puede calcular directamente:

: I10 =

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̇ 2(τ, τ ′) =
β2

90
. (10.460)

En d dimensiones la segunda integral es

: I9 =

∫ ∫
ddτ ddτ ′ ∆(τ, τ ′) α∆(τ, τ ′)∆β(τ, τ ′) α∆β(τ, τ ′). (10.461)

Esta expresión se integra por partes y, en una dimensión, obtenemos

I9 = −1

2
I10 + I9′ ≡ −

1

2
I10 −

1

2

∫ ∫
dτ dτ ′∆(τ, τ ′) ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̈ (τ, τ ′). (10.462)

La integral en el lado derecho es la versión uni-dimensional de

I9′ = −1

2

∫ ∫
ddτ ddτ ′ ∆(τ, τ ′)∆2

β(τ, τ ′) αα∆(τ, τ ′). (10.463)

Usando la ecuación de campo (10.418), regresando a una dimensión, y utilizando las expresiones
∆(τ, τ ′), ∆̇ (τ, τ ′) y ∆̈ (τ, τ ′) de las Ecs. (10.392), (10.396) y (10.393), hallamos las integrales únicas
y obtenemos

I9′ = β2

{
1

48

∫
dτ ǫ2(τ) δ(τ) +

1

240

}
. (10.464)

De acuerdo a la Ec. (10.375), la integral sobre el producto de distribuciones se anula. Insertando
el resto y la Ec. (10.460) en la Ec. (10.462) obtenemos:

I9 = − β2

720
. (10.465)



10.11 Cálculos Perturbativativos sobre Intervalos Temporales Finitos 889

Ahora evaluamos la primera integral en la Ec. (10.459). Sumando y restando la divergencia
lineal tenemos

: I8 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ 2(τ, τ ′) =

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′∆2(τ, τ)δ2(τ−τ ′)

+

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′∆2(τ, τ ′)
[
∆̇̇ 2(τ, τ ′)−δ2(τ−τ ′)

]
. (10.466)

La segunda parte finita de la integral (10.466) tiene la extensión d-dimensional

IR8 =

∫ ∫
ddτ ddτ ′ ∆2(τ, τ ′)

[
α∆2

β(τ, τ ′)−∆2
γγ(τ, τ ′)

]
, (10.467)

la que después de una integración por partes y regresando a una dimensión se reduce a una
combinación de integrales de las Ecs. (10.465) y (10.464):

IR8 = −2I9 + 2I9′ = −β
2

72
. (10.468)

La parte divergente de I8 coincide con Idiv6 en la Ec. (10.455):

Idiv8 =

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′∆2(τ, τ)δ2(τ − τ ′) = Idiv6 = δ(0)
β3

30
. (10.469)

Sustituyendo esto junto con las Ecs. (10.460) y (10.465) en la Ec. (10.459), obtenemos la suma de
los diagramas tipo sand́ıa

βf
(4)
2 = −2η2(I8 + 4I9 + I10) = −η

2

2

{
4δ(0)

β2

30
− β2

30

}
. (10.470)

Para un espacio plano en coordenadas curviĺıneas, la suma de los diagramas de primer orden
se anula. A segundo orden, el requisito de independencia en las coordenadas implica que la suma
de todos los diagramas conectados (10.429)–(10.432), se anula. Agregando la suma de los términos
en las Ecs. (10.438), (10.458) y (10.470), encontramos efectivamento un cero, confirmando aśı
la independencia en las coordenadas. No es sorprendente que las reglas de integración para el
producto de distribuciones derivadas en un intervalo temporal infinito τ ∈ [0,∞) sean aplicables
para intervalos temporales finitos. Las singularidades en las distribuciones aparecen únicamente
en un sólo punto del eje temporal, siendo aśı que su longitud total es irrelevante.

El procedimiento se puede continuar fácilmente a diagramas de lazos de orden superior para
definir integrales sobre productos singulares de orden superior de funciones ǫ y δ. Al nivel de un
lazo, la cancelación de δ(0) requiere

∫
dτ ∆(τ, τ) δ(0) = δ(0)

∫
dτ ∆(τ, τ). (10.471)

Adicionalmente, a segundo orden tenemos la regla
∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆2(τ, τ) δ2(τ − τ ′) = δ(0)

∫
dτ ∆2(τ, τ), (10.472)

A orden n podemos derivar la ecuación
∫
dτ1 . . . dτn ∆(τ1, τ2) δ(τ1, τ2) · · ·∆(τn, τ1) δ(τn, τ1) = δ(0)

∫
dτ ∆n(τ, τ), (10.473)

la cual se reduce a
∫ ∫

dτ1 dτn ∆n(τ1, τ1) δ
2(τ1 − τn) = δ(0)

∫
dτ ∆n(τ, τ), (10.474)

lo que se satisface debido a la regla de integración (10.369). Ver el Apéndice 10C para una derivación
general de la relación (10.473).
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10.11.5 Amplitud de Evolución Temporal en Espacios Curvos

Śı el desarrollo perturbativo de la amplitud de evolución temporal en espacios curvos se hace
utilizando coordenadas normales o geodésicas, encontraremos los mismos diagramas de Feynman
calculados para verificar la independencia en las coordenadas.

Las integrales de trayectoria en espacios curvos se deducen haciendo la transformación no
holonómica de xi a qµa dada en la Subsección 10.11.2, de manera tal que no la escribimos como
xi(τ) = xi(qµ(τ)) sino únicamente como dxi(τ) = eiµ(q)dqµ(τ). Entonces el espacio q puede
contener curvatura y torsión, y el resultado de la integral de trayectoria ya no será tan trivial como
en la Ec. (10.403), sino que dependerá de Rµνλ

κ(qa) y Sµν
λ(qa). Sin embargo, por simplicidad

ignoraremos la torsión.
Entonces la acción estará dada por la Ec. (10.404), y la métrica será gµν(q) = eiµ(q)eiν(q). Se

demostró en la Subsección 10.3.2 que bajo transformaciones no holómicas de las coordenadas, la
norma de la partición temporal de una integral de trayectoria se transforma de la forma, para el
espacio plano,

∏
n d

Dxn a la forma
∏

n d
Dq
√
gn exp(∆tR̄n/6). Esto tuvo la consecuencia, como se

vio en la Sección 10.4, que la amplitud de evolución temporal para una part́ıcula sobre la superficie
de una esfera tiene la enerǵıa (10.165) correspondiente al Hamiltoniano (1.418), el cual gobierna
la ecuación de Schrödinger (1.424). Esta ecuación tiene un operador puro de Laplace-Beltrami en
la parte cinética. No hay término R extra, el cual seŕıa permitido sólo si se requiriera covariancia
bajo transformaciones ordinarias de coordenadas. Este tema será discutido en más detalle en la
Subsección 11.1.1.

A continuación veremos que para integrales de trayectoria definidas pertubativamente, la trans-
formación no holonómica debe de transformar la norma de espacios planos hacia espacios curvos
en la forma:

DDx→ DDq
√
g exp

(∫ β

0

dτ R̄/8

)
. (10.475)

Para un espacio D-dimensional con una métrica general gµν(q) podemos hacer uso de la,
anteriormente demostrada, invariancia en las coordenadas, para llevar la métrica a las coordenadas
más convenientes, normales o geodésicas (10.98), alrededor de algún punto qa. La ventaja de estas
coordenadas es que las derivadas, y aśı la conección af́ın, se anulan en este punto. Sus derivadas
se pueden expresar directamente en términos del tensor de curvatura:

∂κΓ̄τκ
µ(qa) = −1

3

[
R̄τκσ

µ(qa) + R̄σκτ
µ(qa)

]
, para coordenadas normales. (10.476)

Suponiendo que qa está en el origen, desarrollamos la métrica y su determinante en potencias
de las coordenadas normales ∆ξµ alrededor del origen y encontramos, quitando los śımbolos ∆ que
anteceden a q y ξ en la transformación (10.98):

gµν(ξ) = δµν + η
1

3
R̄µλνκ ξ

λξκ + η2
2

45
R̄λνκ

δ R̄σµτδ ξ
λξκξσξτ + . . . , (10.477)

g(ξ) = 1− η 1

3
R̄µν ξ

µξν+ η2
1

18

(
R̄µν R̄λκ+

1

5
R̄µσν

τ R̄λτκ
σ

)
ξµξνξλξκ+ . . . . (10.478)

Estos desarrollos tienen las mismas potencias para ξµ que las que tuvieron los desarrollos uni-
dimensionales previos (10.223) para q. La interacción (10.410), en términos de las coordenadas
normales, a orden η2 será:

Aint
tot[ξ] =

∫ β

0

dτ

{[
η

1

6
R̄µλνκ ξ

λξκ + η2
1

45
R̄λµκ

δR̄σντδ ξ
λξκξσξτ

]
ξ̇µξ̇ν

+ η
1

6
δ(0)R̄µν ξ

µξν + η2
1

180
δ(0)R̄µδν

σ R̄λσκ
δ ξµξνξλξκ

}
. (10.479)
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Nuevamente, esto tiene las mismas potencias en ξµ que la interacción uni-dimensional (10.425),
conduciendo a los mismo diagramas de Feynman, y difiriendo sólo por las factores asociados con
los vértices. En una dimensión, con los vértice triviales de la interacción (10.425), la suma de todos
los diagramas se cancela. En espacios curvos con vértices más complicados, proporcionales a R̄µνκλ

y R̄µν , el resultado es distinto de cero pero depende de las contracciones del tensor de curvatura
R̄µνκλ. La dependencia es fácilmente identificable en cada diagrama. Todos los diagramas de
burbujas en (10.430)–(10.432) dan resultados proporcionales a R̄2

µν , mientras que los diagramas

tipo sand́ıa (10.432) contienen un factor R̄2
µνκλ.

Cuando se calculan las contrubuciones del primer valor esperado
〈
Aint

tot[ξ]
〉

a la amplitud de
evolución temporal, es útil reducir los valores esperados D-dimensionales de la interacción (10.479)
a la expresión uni-dimensional (10.425), usando las reglas de contracción (8.63) y (8.64), en la
siguiente forma:

〈ξµξν〉 = δµν 〈ξ ξ〉 , (10.480)
〈
ξλξκξµξν

〉
=

(
δλκδµν + δλµδνκ + δλνδκµ

)
〈ξ ξ ξ ξ〉 , (10.481)

〈
ξλξκξ̇µξ̇ν

〉
= δλκδµν 〈ξ ξ〉

〈
ξ̇ ξ̇
〉

+
(
δλµδκν + δλνδκµ

) 〈
ξ ξ̇
〉〈

ξ ξ̇
〉
, (10.482)

〈
ξλξκξσξτ ξ̇µξ̇ν

〉
=

(
δλκδστ + δλσδκτ + δλτ δκσ

)
δµν 〈ξ ξ 〉 〈ξ ξ 〉

〈
ξ̇ ξ̇
〉

+
[
δλµ (δκνδστ + δσνδτκ + δτνδκσ) + δκµ

(
δσνδλτ + δλνδτσ + δτνδσλ

)

+ δσµ
(
δτνδλκ + δλνδκτ + δκνδτλ

)
+ δτµ

(
δλνδκσ + δκνδσλ + δσνδλκ

)]

× 〈ξ ξ 〉
〈
ξ ξ̇
〉〈

ξ ξ̇
〉
. (10.483)

Sustituyendo estas expresiones en el valor esperado de (10.479) y haciendo las contracciones del
tensor, obtenemos

〈
Aint

tot[ξ]
〉

=

∫ β

0

dτ
{
η

1

6
R̄
[
−〈ξ ξ〉

〈
ξ̇ ξ̇
〉

+
〈
ξ ξ̇
〉〈

ξ ξ̇
〉

+ η δ(0) 〈ξ ξ〉
]

+ η2
1

45

[(
R̄2

µν + R̄µνλκR̄
µνλκ + R̄µνλκR̄

λνµκ
) (
〈ξ ξ〉2

〈
ξ̇ ξ̇
〉
− 〈ξ ξ 〉

〈
ξ ξ̇
〉2 )]

+ η2
1

180
δ(0)

(
R̄2

µν + R̄µνλκR̄
µνλκ + R̄µνλκR̄

λνµκ
)
〈ξ ξ〉 〈ξ ξ〉

}
. (10.484)

Individualmente, los cuatro tensores en los corchetes de la Ec. (10.483) contribuyen a las con-
tracciones del tensor, usamos aqúı la antisimetŕıa de R̄µνλκ con respecto a los ı́ndices µν y la
contracción al tensor de Ricci R̄λµκ

δ δµκ = R̄λ
δ:

R̄λµκ
δR̄σντδ δ

λµ (δκνδστ + δσνδτκ + δτνδκσ) = 0,

R̄λµκ
δR̄σντδ δ

κµ
(
δσνδλτ + δλνδτσ + δτνδσλ

)
= R̄λ

δ
(
−R̄λ

δ + R̄λ
δ

)
= 0,

R̄λµκ
δR̄σντδ δ

σµ
(
δτνδλκ + δλνδκτ + δκνδτλ

)
= R̄λµκ

δ
(
R̄σ

δ δ
λκ + R̄σλκδ + R̄σκλδ

)

= −
(
R̄2

µν + R̄µνλκR̄
µνλκ + R̄µνλκR̄

λνµκ
)

R̄λµκ
δR̄σντδ δ

τµ
(
δλνδκσ + δκνδσλ + δσνδλκ

)
= R̄λτκ

δ (Rκλτδ +Rλκτδ) = 0. (10.485)

Ahora usamos la identidad fundamental de los espacios de Riemann

R̄µνλκ + R̄µλκν + R̄µκνλ = 0. (10.486)

Expresando el tensor de curvatura (10.31), en espacios de Riemann, en términos del śımbolo de
Christoffel (1.70) como

Rµνλκ =
1

2
(∂µ∂λgνκ − ∂µ∂κgνλ − ∂ν∂λgµκ + ∂µ∂κgµλ)− [Γ̄µ, Γ̄ν ]λκ, (10.487)
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vemos que la identidad (10.486) es una consecuencia de la simetŕıa de la métrica y su condición
univaluada se expresa por la condición de integrabilidad8 (∂λ∂κ−∂κ∂λ)gµν = 0. De hecho, debido
a la simetŕıa de gµν encontramos

R̄µνλκ+R̄µλκν+R̄µκνλ=
1

2
[(∂ν∂κ−∂κ∂ν) gµλ−(∂ν∂λ−∂λ∂ν) gµκ−(∂λ∂κ−∂κ∂λ) gµν ]=0.

La integrabilidad tiene también la consecuencia de que

Rµνλκ = −Rµνκλ, Rµνλκ = Rλκµν . (10.488)

Usando las Ecs. (10.486) y (10.488) encontramos que

R̄µνλκR̄
λνµκ =

1

2
R̄µνλκR̄

µνλκ, (10.489)

de tal manera que los tensores de curvatura contráıdos en los paréntesis de la Ec. (10.484) se
pueden reemplazar por R̄2

µν + 3
2 R̄µνλκR̄

µνλκ.
Ahora calculamos expĺıcitamente la contribución de los diagramas de primer orden en la

Ec. (10.484) [comparemos con la Ec. (10.427)]:

βf1 =
1

6
R̄

[
−η + η + η δ(0)

]
. (10.490)

correspondientes a la expresión anaĺıtica [comparar con la Ec. (10.433)]:

βf1 = −η 1

6
R̄

∫ β

0

dτ
[
∆(τ, τ) ∆̇̇ (τ, τ) − ∆̇2(τ, τ)− δ(0)∆(τ, τ)

]
. (10.491)

Nótese que la combinación de propagadores en los corchetes es diferente de la combinación previa-
mente dada en la Ec. (10.433). Utilizando las integrales (10.436) encontramos, donde hemos usado
η = 1:

βf1 = −1

6
R̄

∫ β

0

dτ

[
− 1

β
∆(τ, τ) − ∆̇2(τ, τ)

]
. (10.492)

Usando la Ec. (10.436), esto se convierte en

βf1 =
1

6
R̄

∫ β

0

dτ
3

2β
∆(τ, τ) =

β

24
R̄. (10.493)

Agregando a esto la contribución similar que viene de la norma no holonómicamente transforamada
(10.475), obtenemos el desarrollo a primer orden de la amplitud de evolución temporal de tiempo
imaginario

(qa β|qa 0) =
1

√
2πβ

D
exp

[
β

12
R̄(qa) + . . .

]
. (10.494)

Ahora regresamos a las contribuciones a segundo orden en η. La suma de los diagramas
locales (10.429) será

βf
(1)
2 = η2

1

45

(
R̄µνR̄

µν +
3

2
R̄µνλκR̄

µνλκ

) [
− +

1

4
δ(0)

]
. (10.495)

8Para la derivación ver la pág. 1353 del texto [2].
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En términos de las integrales de Feynman, los paréntesis cuadrados son igual a [comparemos con
la Ec. (10.437)]

∫ β

0

dτ

[
∆2(τ, τ) ∆̇̇ (τ, τ) −∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ) +

1

4
δ(0)∆2(τ, τ)

]
. (10.496)

Sustituyendo la ecuación de movimiento (10.394) y el lado derecho de la ecuación (10.435), obte-
nemos

∫ β

0

dτ

[
− 5

4β
∆2(τ, τ) +

5

4
δ(0)∆2(τ, τ)

]
=

5

4

1

30
[1− δ(0)] . (10.497)

Aśı encontramos

βf
(1)
2 = −η2 β2

1080

(
R̄2

µν +
3

2
R̄2

µνκλ

)
[1− δ(0)] . (10.498)

A continuación calculamos las contribuciones no locales de orden h̄2 a βf que se obtienen del
cumulante

−1

2

〈
Aint 2

tot

〉
c
=−η

2

2

1

36

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′

〈[
δ2(0)R̄µν R̄µ′ν′ ξµ(τ)ξν (τ) ξµ

′

(τ ′)ξν
′

(τ ′)

+ 2 δ(0)R̄µλνκ R̄µ′ν′ ξλ(τ)ξκ(τ)ξ̇µ(τ)ξ̇ν(τ) ξµ
′

(τ ′)ξν
′

(τ ′) (10.499)

+ R̄µλνκ R̄µ′λ′ν′κ′ ξλ(τ)ξκ(τ)ξ̇µ(τ)ξ̇ν (τ) ξλ
′

(τ ′)ξκ
′

(τ ′)ξ̇µ
′

(τ ′)ξ̇ν
′

(τ ′)
]〉

c

.

Los primeros dos términos contienen los diagramas conectados [comparemos con la Ec. (10.430)]

(10.500)
βf

(2)
2 = −η

2

2

R̄µνR̄
µν

36

{
2 δ2(0) − 4 δ(0)

[
− 2 +

]}
,

y la expresión análitica de los diagramas [comparemos con la Ec. (10.439)]

βf
(2)
2 = −η

2

2

R̄µνR̄
µν

36

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
{
2δ2(0)∆2(τ, τ ′) (10.501)

−4 δ(0)
[
∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′)− 2 ∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) + ∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ)

]}
.

El tercer término en la Ec. (10.499) conduce a los diagramas de tres burbujas [comparemos con la
Ec. (10.439)]

βf
(3)
2 =−η

2

2

R̄µνR̄
µν

36

[
4 +2 −8 +4 +4 +2 −8

]
.

(10.502)
La expresión anaĺıtica para los diagramas 1,2,3, es [comparemos con la Ec. (10.442)]

βf
(3)
2

∣∣∣
1,2,3

= −η
2

2

R̄µνR̄
µν

36

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
{
4 ∆(τ, τ) ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′) (10.503)

+ 2 ∆̇̇ (τ, τ)∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′)− 8 ∆̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′)
}
.

y para los diagramas 4 y 5 [comparemos con la Ec. (10.448)]:

βf
(3)
2

∣∣∣
4,5

=−η
2

2

R̄µνR̄
µν

36
(I4+I5) = −η

2

2

R̄µνR̄
µν

36

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
4

β
∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′)∆(τ, τ ′)

= −η
2

2

R̄µνR̄
µν

36

1

45
β2. (10.504)
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Finalmente, para los diagramas 6 y 7, obtenemos [comparemos con la Ec. (10.458)]

βf
(3)
2

∣∣∣
6,7

= −η
2

2

R̄µνR̄
µν

36
(2I6 − 8I7) = −η

2

2

R̄µνR̄
µν

36

[
2δ(0)

β3

30
− β2

6

]
. (10.505)

Por lo tanto, la suma de todos los diagramas de burbuja (10.501) y (10.503) es

βf
(2)
2 + βf

(3)
2 = η2

β2

432
R̄2

µν − η2 δ(0)
β3

1080
R̄2

µν . (10.506)

Esto compensa exactamente el término δ(0) proporcional a R̄2
µν en la Ec. (10.498), dejando sola-

mente un término finito de segundo orden

βf
(2)
1 + βf

(2)
2 + βf

(3)
2 = η2

β2

720

(
R̄2

µν − R̄2
µνκλ

)
+ η2δ(0)

β3

1080
R̄2

µνκλ. (10.507)

Finalmente, calculamos los diagramas tipo sand́ıa de segundo orden (10.432), los cuales con-
tienen las inicialmente ambiguas integrales de Feynman. Donde hacemos la siguiente observación.
Su suma es [comparemos con la Ec. (10.432)]

βf
(4)
2 =−η

2

2
2

1

36

(
R̄µνλκR̄

µνλκ + R̄µνλκR̄
µλνκ

) [
− 2 +

]
, (10.508)

correspondiente a la expresión anaĺıtica

βf
(3)
2 = −η

2

2
2

3

2

1

36
R̄2

µνκλ

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′
[
∆2(τ, τ ′) ∆̇̇ 2(τ, τ ′)

−2 ∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′) + ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̇ 2(τ, τ ′)
]

= −η
2

24
R̄2

µνκλ (I8 − 2I9 + I10) , (10.509)

donde las integrales I8, I9 y I10 fueron evaluadas anteriormente en las Ecs. (10.469), (10.468),
(10.465) y (10.460). Substituyendo los resultados en la Ec. (10.509) y usando las reglas (10.369) y
(10.375), obtenemos

βf
(3)
2 = −η

2

24
R̄2

µνκλ

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′∆2(τ, τ)δ2(τ − τ ′) = −η2 β
3

720
R̄2

µνκλ δ(0). (10.510)

Aśı el único papel de los diagramas tipo sand́ıa es cancelar el término δ(0) restante, proporcional
a R̄2

µνκλ, en la Ec. (10.507). Esto da una contribución no finita.
La suma total restante de todas los contribuciones de segundo orden en la Ec. (10.507) cambia

la diagonal de la amplitud de evolución temporal (10.494) a la forma

(qa β|qa 0) =
1

√
2πβ

D
exp

[
β

12
R̄(qa) +

β2

720

(
R̄2

µνκλ − R̄2
µν

)
+ . . .

]
. (10.511)

En el Caṕıtulo 11 veremos que esta expresión concuerda con la que se derivó en la mecánica
cuántica de Schrödinger a partir del operador Hamiltoniano Ĥ = −∆/2, que contiene solamente el
operador de Laplace-Beltrami ∆ = g−1/2∂µg

1/2gµν(q)∂ν de la Ec. (1.381), sin términos R extras:

(qa β | qa 0) ≡
〈
eβ∆/2

〉
= (qa | eβ∆/2 | qa) (10.512)

=
1

√
2πβ

D

{
1+

β

12
R̄+

β2

2

[
1

144
R̄2+

1

360

(
R̄µνκλR̄µνκλ−R̄µνR̄µν

)]
+. . .

}
.

Este desarrollo, debido a DeWitt y Seeley será derivado en la Sección 11.6 donde la relación
relevante será la Ec. (11.110).
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Resumiendo los resultados, hemos encontrado que para un espacio uni-dimensional q, aśı como
también para espacios curvos D-dimensionales en coordenadas normales, nuestro procedimiento de
cálculo en un eje τ uni-dimensional da resultados únicos. El precedimiento utiliza sólo la esencia
de la extensión d-dimensional, junto con las reglas (10.369) y (10.375). Los resultados garantizan
la independencia en las coordenadas de las integrales de trayectoria. Estos resultados también
concuerdan con el desarrollo de DeWitt-Seeley de la amplitud de tiempo corto a deducirse en la
Ec. (11.110). El acuerdo está garantizado por las integrales inicialmente ambiguas I8 y I9 que
cumplen con las ecuaciones

IR8 + 4I9 + I10 = − β2

120
, (10.513)

IR8 − 2I9 + I10 = 0, (10.514)

como podemos ver de las Ecs. (10.470) y (10.509). Ya que la integral I10 = β2/90 es única,
debemos tener que I9 = −β2/720 e IR8 = −β2/72, y esto es ciertamente lo que se encontró a partir
de nuestras reglas de integración.

El principal papel de la extensión d-dimensional del eje-τ es, en este contexto, prohibir la
aplicación de la ecuación de movimiento (10.394) a las funciones de correlación ∆̇̇ (τ, τ ′). Esto
fijaŕıa inmediantamente la parte finita de la integral I8 al valor incorrecto IR8 = −β2/18, dejando
que la integral I9 fije la integral sobre las distribuciones (10.375). Sin embargo, de esta manera sólo
podŕıamos cumplir con una de las ecuaciones (10.513) o (10.514), y la otra seŕıa siempre incorrecta.
Aśı, cualquier regularización diferente de la vista aqúı destruiŕıa inmediatamente la independencia
en las coordenadas.

10.11.6 Resultados Covariantes para Coordenadas Arbitrarias

Se debe de hacer notar que si fuesemos a usar coordenadas arbitrarias en vez de coordenadas
normales de Riemann, encontraŕıamos integrales ambiguas incluso al nivel de dos lazos:

: I14 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′), (10.515)

: I15 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′∆(τ, τ ′) ∆̇̇ 2(τ, τ ′). (10.516)

Mostraremos que la independencia en las coordenadas requiere que estas integrales tengan los
valores

I14 = β/24, IR15 = −β/8, (10.517)

donde el supeŕındice R denota la parte finita de una integral. Primero estudiaremos las am-
bigüedades que aparecen en una dimensión. Sin extensión dimensional, los valores (10.517) seŕıan
incompatibles con la integración por partes y la ecuación de movimiento (10.393). En la inte-
gral (10.515), usamos la simetŕıa ∆̈ (τ, τ ′) = ∆̈ (τ, τ ′), aplicamos integración por partes dos veces
teniendo cuidado con los términos de frontera no nulos, y obtenemos por una parte

I14 =
1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ ′)
d

dτ

[
∆̇ 2(τ, τ ′)

]
= −1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ 2(τ.τ ′) ∆̈ (τ, τ ′)

= −1

6

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
d

dτ ′
[
∆̇ 3(τ, τ ′)

]
=

1

6

∫ β

0

dτ
[
∆̇ 3(τ, 0)− ∆̇ 3(τ, β)

]
=
β

12
. (10.518)

Por otra parte, aplicamos la Ec. (10.394) y llevamos a cabo dos integrales regulares, reduciendo
I14 a la una forma que contiene una integral indefinida sobre un producto de distribuciones:

I14 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′)δ(τ − τ ′)− 1

β

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′)
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=

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
[
−1

4
ǫ2(τ − τ ′)δ(τ − τ ′)

]
+

∫ β

0

dτ ∆̇2(τ, τ) +
β

12

= β

[
−1

4

∫
dτ ǫ2(τ)δ(τ) +

1

6

]
. (10.519)

Una tercera forma combinada para evaluar I14 emplea una integración por partes como en la
primero ĺınea de la Ec. (10.518), y luego la ecuación de movimiento (10.393) para reducir I14 a
otra forma

I14 =
1

2

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ 2(τ, τ ′)δ(τ − τ ′) =

=
1

8

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ǫ2(τ − τ ′)δ(τ − τ ′) +
1

2

∫ β

0

dτ ∆̇2(τ, τ)

= β

[
1

8

∫
dτ ǫ2(τ)δ(τ) +

1

24

]
. (10.520)

Vemos ahora que si definimos [comparemos con la ecuación correcta (10.375)]

∫
dτ [ǫ(τ)]2 δ(τ) ≡ 1

3
, (falso), (10.521)

los últimos dos resultados (10.520) y (10.519) coinciden con el primer resultado en la Ec. (10.518).
La definición (10.521) debe de ser obviamente consistente con la integración por partes si utilizamos
δ(τ) = ǫ̇(τ)/2:

∫
dτ [ǫ(τ)]2 δ(τ) =

1

2

∫
dτ [ǫ(τ)]2 ǫ̇(τ) =

1

6

∫
dτ

d

dτ
[ǫ(τ)]3 =

1

3
. (10.522)

A pesar de esta consistencia con respecto a la integración por partes y la ecuación de movimiento,
la Ec. (10.521) es incompatible con el requisito de la independencia en las coordenadas. Esto
puede verse de la discrepancia entre el valor resultante I14 = β/12 y el valor necesario dado en
la Ec. (10.517). En anteriores trabajos sobre el presente tema de otros autores [31]– [36], esta
discrepancia fue compensada agregando el término no covariante a la acción clásica mencionado
anteriormente (ver la pág. 852), en violación a las reglas de construcción de Feynman para las
integrales de trayectoria.

Un problema similar aparece con la otra integral de Feynman (10.516). Aplicando primero la
Ec. (10.394) obtenemos

I15 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′∆(τ, τ ′)δ2(τ − τ ′)− 2

β

∫ β

0

dτ∆(τ, τ) +
1

β2

∫ β

0

∫ β

0

dτdτ ′∆(τ, τ ′).

(10.523)

Para una integral que contine el cuadrado de la función δ debemos de postular la regla de integración
(10.369) para obtener un término divergente

Idiv15 = δ(0)

∫ β

0

dτ ∆(τ, τ) = δ(0)
β2

6
, (10.524)

que es proporcional a δ(0), y que compensa un término similar en la norma. Las integrales restantes
en la expresión (10.523) son finitas, y para la parte regular tenemos IR15 = −β/4. Sin embargo,
veremos que este resultado es inconsistente con la invariancia en las coordenadas. En otro cálculo
de la integral I15, primero sumamos y restamos el término divergente UV, escribiendolo en la forma

I15 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′∆(τ, τ ′)
[
∆̇̇ 2(τ, τ ′)− δ2(τ − τ ′)

]
+ δ(0)

β2

6
. (10.525)
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Reemplazando δ2(τ−τ ′) por el cuadrado del lado izquierdo de la ecuación de movimiento (10.393),
e integrando por partes los términos entre corchetes, obtenemos

IR15 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′∆(τ, τ ′)
[
∆̇̇ 2(τ, τ ′)− ∆̈ 2(τ, τ ′)

]

=

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ [− ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′)−∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̈ d(τ, τ ′)]

−
∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′
[
− ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̈ (τ, τ ′)−∆(τ, τ ′) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̈̇ (τ, τ ′)

]

= −I14 +

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ 2(τ, τ ′) ∆̈ (τ, τ ′) = −I14 − β/6. (10.526)

El valor de la última integral se obtiene de una integración por partes.
Para una tercera evaluación de I15 sustituimos la ecuación de movimiento (10.393), y encon-

tramos que la última integral en la cuarta ĺınea de la expresión (10.526) se transforma en

−
∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̇ 2(τ, τ ′)δ(τ − τ ′) = −β
[
1

4

∫
dτ ǫ2(τ)δ(τ) +

1

12

]
. (10.527)

Estas tres formas de hacer el cálculo conducen, usando la regla (10.521), al mismo resultado
IR15 = −β/4. Sin embargo, este resultado está de nuevo en desacuerdo con el valor hallado para el
caso independiente de las coordenadas dado en la Ec. (10.517). Nótese que ambas integrales, I14
e IR15, son mayores por un factor de 2 con respecto al valor dado en la Ec. (10.517) para el caso
de la independencia en la coordenadas.

Ahora, lo que deseamos saber es: ¿ cómo podemos preservar la independencia en las coorde-
nadas mientras se mantiene la ecuación de movimiento y la integración por partes? La respuesta se
encuentra en lo que se sugiere en la última ĺınea de la Ec. (10.520): debemos encontrar una forma

consistente de mantener la relación
∫
dτ [ǫ(τ)]

2
δ(τ) = 0, como en la Ec. (10.375), en lugar del valor

falso hallado en la Ec. (10.521), lo cual significa que necesitamos hallar una razón para prohibir la
aplicación de la integración por partes a esta integral singular. En el intervalo temporal infinito,
en las Refs. [23]–[25], este problema se resolvió con ayuda de la regularización dimensional.

En la regularización dimensional, escribimos la integral de Feynman (10.515) en d dimensiones
en la forma

Id14 =

∫ ∫
ddx ddx′µ∆(x, x′)∆ν(x, x

′) µ∆ν(x, x′), (10.528)

y vemos que las diferentes derivadas en µ∆ν(x, x′) nos previenen de aplicar la ecuación de campo
(10.418), en constraste al cálculo uni-dimensional. Sin embargo, podemos aplicar integración por
partes como en la primera ĺınea de la Ec. (10.518), y llegar a

Id14 = −1

2

∫ ∫
ddx ddx′∆2

ν(x, x′)∆µµ(x, x′). (10.529)

Contrario a la expresión uni-dimensional (10.518), una integración por partes adicional es im-
posible. En lugar de eso podemos usar la ecuación de campo (10.418), ir a una dimensión, y
aplicar la regla de integración (10.375), como en la Ec. (10.520), para obtener el resultado correcto
I14 = β/24, garantizando aśı la independencia en las coordenadas.

La integral de Feynman (10.516) para I15 se trata en forma similar. Su extensión d-dimensional
es

Id15 =

∫ ∫
ddx ddx′∆(x, x′) [µ∆ν(x, x′)]

2
. (10.530)

Las diferentes derivadas sobre µ∆ν(x, x
′) hacen imposible aplicar una versión dimensionalmente

extendida de la ecuación (10.394) como en la Ec. (10.523). Sin embargo, podemos extraer la
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divergencia UV al igual que en la Ec. (10.525), y llevar a cabo la integración por partes en la parte
finita lo que la lleva a una versión dimensionalmente extendida de la Ec. (10.526):

IR15 = −I14 +

∫
ddx ddx′∆2

ν(x, x
′)∆µµ(x, x′). (10.531)

En el lado derecho usamos la ecuación de campo (10.418), como en la Ec. (10.527), regresamos a
d = 1, y usamos la regla (10.375) para obtener el resultado IR15 = −I14−β/12 = −β/8, garantizando
una vez más la independencia en las coordenadas.

Aśı, manteniendo la huella en unas cuantas propiedades esenciales de la teoŕıa en d dimensiones
obtenemos un precedimiento consistente y simple para calcular integrales singulares de Feynman.
Todos los resultados obtenido de esta manera aseguran la independencia en las coordenadas. Esto
concuerda con que lo obtendŕıamos usando la regla de integración uni-dimensional (10.375) para
el producto de dos distribuciones ǫ y una distribución δ.

Nuestro procedimiento nos da reglas únicas, diciéndonos donde nos está permitido aplicar
integración por partes y la ecuación de movimiento en las expresiones uni-dimensionales. En
última instancia, todas las integrales se llevan a una forma regular, la cual se puede llevar a una
dimensión temporal para una evaluación directa. Este procedimiento es obviamente mucho más
simple que los anteriores cálculos en d dimensiones, donde al final hallabamos el ĺımite d→ 1.

La independencia en las coordenadas requieren de las ecuaciones (10.517). Aśı, a pesar de que
el cálculo en coordenadas normales es más simple y puede aplicarse fácilmente a ordenes superiores,
el desarrollo perturbativo en coordenadas arbitrarias ayuda a tratar integrales más ambiguas.

Veamos ahora como aparecen las integrales I14 y I15 en el desarrollo perturbativo de la amplitud
de evolución temporal en coordenadas arbitrarias a orden η, y veamos además que los valores
(10.517) son necesarios para garantizar un resultado covariante. Usamos coordenadas arbitrarias
y desarrollamos la métrica alrededor del origen. Ignorando el śımbolo de incremento δ en δqµ,
tenemos:

gµν(q) = δµν +
√
η(∂λgµν)qλ + η

1

2
(∂λ∂κgµν)q

λqκ, (10.532)

donde el parámetro η da cuenta del orden perturbativo de la serie, el cual al final será igualado a
la unidad. A orden η el determinante tiene el desarrollo:

log g(q) =
√
η gµν(∂λgµν)q

λ + η
1

2
gµν [(∂λ∂κgµν)− gστ (∂λgµσ)(∂κgντ )]q

λqκ. (10.533)

La interacción total (10.410) será

Aint
tot[q] =

∫ β

0

dτ
{[1

2

√
η (∂κgµν)q

κ +
1

4
η (∂λ∂κgµν)qλqκ

]
q̇µq̇ν (10.534)

− 1

2

√
η δ(0)gµν(∂κgµν)q

κ− 1

4
η δ(0) gµν

[
(∂λ∂κgµν)−gστ (∂λgµσ)(∂κgντ )

]
qλqκ

}
.

Usando las relaciones que se siguen directamente de la definición de los śımbolos de Christoffel
(1.70) y (1.71),

∂κgµν = −gµσgντ∂κgστ = Γκµν + Γκνµ = 2Γκ{µν}, gµν (∂κgµν) = 2Γκµ
µ,

∂λ∂κgµν = ∂λΓκµν + ∂λΓκνµ = ∂λΓκ{µν},

gµν (∂τ∂λgµν) = 2gµν∂κΓσµν = 2∂κ (gµν Γσµν)− 2Γσµν∂κg
µν

= 2 (∂κΓσµ
µ + gµνΓσµτΓλν

τ + Γσµ
νΓλν

µ) , (10.535)

obtenemos

Aint
tot[q] =

∫ β

0

dτ

{[√
η Γκµνq

κ +
η

2
∂λΓκµν q

λqκ
]
q̇µq̇ν

− δ(0)
[√

η Γµκ
µqκ +

η

2
∂λΓτµ

µ qλqτ
]}

. (10.536)
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La derivada del śımbolo de Christoffel, en el último término, también se puede escribir en forma
diferente śı usamos la identidad ∂λg

µν = −gµσgντ∂λgστ en la siguiente forma:

∂λΓτµ
µ = ∂λg

µνΓτµν = gµν∂λΓτµν = gµν∂λΓτµν − gµσgντ (∂λgστ ) Γτµν

= ∂λΓτµν − (Γλµν + Γλνµ) Γτ
µν . (10.537)

A primer orden en η obtenemos del primer cumulante
〈
Aint

tot[q]
〉
c
:

βf
(1)
1 = η

∫ β

0

dτ
〈 1

2
∂λΓκµνq

λqκq̇µq̇ν − δ(0)
1

2
∂λΓτµ

µqλqτ
〉
c
, (10.538)

los diagramas (10.490) correspondientes a la expresión anaĺıtica [comparemos con la Ec. (10.491)]

βf
(1)
1 =

η

2
∂λΓκ{µν}

∫ β

0

dτ
{
gµνgκλ ∆̇̇ (τ, τ)∆(τ, τ)+2gµκgνλ ∆̇2(τ, τ)−δ(0)gµνgκλ∆(τ, τ)

}

− η

2
gλκ (Γλν

µ Γµκ
ν + gτµ Γτκ

ν Γµλν) δ(0)

∫ β

0

dτ ∆(τ, τ). (10.539)

Reemplazando ∆̇̇ (τ, τ) por δ(0)−1/β de acuerdo a la Ec. (10.394), y usando las integrales (10.436),
los términos δ(0) en la primera integral se cancelan y obtenemos

βf
(1)
1 =−β η

4

[
gµνgκλ

6
(∂λΓµκν−∂µΓκλν)−

gλκ

3
(Γλν

µΓµκ
ν+ gτµΓτκ

ν Γµλν)δ(0)

]
. (10.540)

Adicionalmente, hay contribuciones a orden η del segundo cumulante

− η
2!

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′
〈

[Γκµνq
κ(τ)q̇µ(τ)q̇ν (τ) + δ(0)Γµκ

µqκ(τ)]

× [Γκµνq
κ(τ ′)q̇µ(τ ′)q̇ν(τ ′) + δ(0)Γµκ

µqκ(τ ′)]
〉
c
, (10.541)

Estas contribuciones se suman a la enerǵıa libre

βf
(2)
1 = −η

2
gλκ Γλµ

µ Γκν
ν
[

− 2δ(0) + δ2(0)
]
,

βf
(3)
1 = − ηΓλµ

µ (gλκ Γκν
ν + gνκ Γνκ

λ)
[

− δ(0)
]
,

βf
(4)
1 = − η

2
(gµλ gκτ Γµλ

ν Γκτν + gµν Γµκ
κ Γνλ

λ + 2gµν Γµν
κ Γκλ

λ) ,

βf
(5)
1 = − η

2
(gµκ gνλ Γµλ

τ Γκβ + 3gµκ Γµλ
τ Γτκ

λ) ,

βf
(6)
1 = − η

2
gλκ (Γλν

µ Γµκ
ν + gµτ Γτκ

ν Γµλν) . (10.542)

Las integrales de Feynman asociadas con los diagramas en la primera y segunda ĺınea son

I11 =

∫ ∫
dτ dτ ′

{
∆̇̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′)−2δ(0) ∆̇̇ (τ, τ)∆(τ, τ ′)+δ2(0)∆(τ, τ ′)

}

(10.543)

e

I12 =

∫ ∫
dτ dτ ′ { ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇̇ (τ ′, τ ′)− δ(0) ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′)} , (10.544)

respectivamente. Reemplazando en las Ecs. (10.543) y (10.544) ∆̇̇ (τ, τ) y ∆̇̇ (τ ′, τ ′) por δ(0)−1/β
obtenemos la cancelación de los factores infinitos δ(0) y δ2(0) de la norma, de tal forma que
tendremos

I11 =
1

β2

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ ∆(τ, τ ′) =
β

12
(10.545)
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e

I12 = − 1

β

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) = − β

12
. (10.546)

La integral de Feynman del diagrama en la tercera ĺınea de la Ec. (10.542) tiene la extensión
d dimensional

I13 =

∫ ∫
dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ ′, τ ′) ∆̇̇ (τ, τ ′)

→
∫ ∫

ddx ddx′µ∆(x, x)∆ν (x′, x′)µ∆ν(x, x′). (10.547)

Integrando por partes obtenemos

I13 =
1

β

∫ ∫
dτ dτ ′ ∆̇ (τ, τ ′) ∆̇ (τ ′, τ ′) =

1

β

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ ∆̇ (τ, τ) ∆̇ (τ, τ ′) =
β

12
,

(10.548)

donde hemos intercambiado el orden de la integración τ ↔ τ ′ en la segunda ĺınea de la Ec. (10.548)
y hemos usado d[ ∆̇ (τ, τ)]/dτ = −1/β. Multiplicando las integrales (10.545), (10.546) y (10.548)
por los vértices correspondientes en la Ec. (10.542) y sumando todos los términos resultantes,
obtenemos

βf
(2)
1 + βf

(3)
1 + βf

(4)
1 = −ηβ

24
gµνgκλ Γµν

τ Γκλτ . (10.549)

Las contribuciones de los últimos tres diagramas en βf
(5)
1 y βf

(6)
1 de la Ec. (10.542) están

determinados inicialmente por las integrales ambiguas (10.515) y (10.516) y son igual a I14 = −β/24
e I15 = −β/8+ δ(0)β2/6, respectivamente. Más aún, la parte δ(0) en la última integral, cuando se

sustituye en la última ĺınea de la Ec. (10.542) por f
(6)
1 , se cancela por la contribución del diagrama

local con el factor δ(0) in f
(1)
1 de la Ec. (10.540).

Veremos ahora un ejemplo donde en coordenadas generales, las divergencias que contiene
potencias de δ(0) no se cancelan orden por orden en h̄, sino que se cancelan hasta el final.

Aśı, sólo se conserva la parte finita IR15 = −β/24 y obtenemos

βf
(5)
1 +βf

(6)R
1 = −η

2

{
gµκgνλΓµλ

τΓκντ

(
I14+IR15

)
+ gλκΓλν

µΓµκ
ν
(
3I14+IR15

)}

=
ηβ

24
gµνgκλ Γµκ

σ Γνλσ . (10.550)

Sumando este resultado a la Ec. (10.549), hallamos que la suma de todos los diagramas en la
Ec. (10.542) es

6∑

i=2

βf
(i)
1 = −ηβ

24
gµνgκλ

(
Γµν

σΓκλσ − Γµκ
σΓjl, n). (10.551)

Junto con la parte regular de la Ec. (10.540) en la primera ĺınea, este resultado da la suma de
todos los diagramas de primer orden

6∑

i=1

βf
(i)
1 = −ηβ

24
gµνgκλRλµκν =

ηβ

24
R̄. (10.552)

El resultado es covariante y concuerda con la Ec. (10.492), deducido para coordenadas normales.
Nótese que para obtener este resultado covariante, las integrales ambiguas iniciales (10.515) y
(10.516) sobre las distribuciones que aparecen en la Ec. (10.550) deben de cumplir con

I14 + IR15 = − β

12
,

3I14 + IR15 = 0 , (10.553)
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lo cual nos deja con los valores (10.517).

10.12 Potencial Efectivo Clásico en Espacios con Curvatura

En el Caṕıtulo 5 hemos visto que la función de partición de un sistema cuántico es-
tad́ıstico en espacios planos siempre se puede escribir como una integral sobre un fac-
tor de Boltzmann clásico exp[−βV eff cl(x0)], donde B(x0) = V eff cl(x0) es el llamado
potencial efectivo clásico que contiene los efectos de todas las fluctuaciones cuánticas.
La variable de integración es la trayectoria temporal promedio x0 ≡ β−1

∫ β
0 dτ x(τ).

En esta sección generalizamos este concepto a espacio curvos, y mostramos como
calcular perturbativamente la serie de V eff cl(q0) en el ĺımite de alta temperatura.
El requisito de independencia bajo la transformación de coordenas qµ(τ) → q′µ(τ)
introduce complicaciones en la definición y tratamiento de la trayectoria promedio
qµ0 , y la covariancia se alcanza sólo con ayuda del procedimiento desarrollado para el
tratamiento de la libertad de norma en teoŕıa cuántica de campos, debido a Faddeev
y Popov [49].

En la literatura, los intentos por introducir un potencial efectivo clásico en
espacios con curvatura, alrededor de un promedio temporal fijo q0 ≡ q̄(τ) ≡
β−1

∫ β
0 dτq(τ), han fallado y produjeron un resultado perturbativo a dos lazos para

V eff cl(q0), el cual resulta que se desv́ıa del resultado covariante por el equivalente
a una derivada total no covariante [34], contrario al resultado covariante (10.494)
obtenido con las condiciones de frontera de Dirichlet. Por esta razón, las integrales
de trayectoria, con condiciones de frontera en un espacio curvo, definidas de manera
perturbativa han sido de uso limitado en la popular aproximación de la primera
cuantización de la ĺınea universo a la teoŕıa cuántica de campo (también llamada la
aproximación inspirada en cuerdas, revisada en la Ref. [50]). En particular, hasta
ahora ha sido imposible calcular, con condiciones de frontera periódicas, cantidades
interesantes tales como acciones efectivas en espacios curvos, anomalias gravita-
cionales e ı́ndices de densidad, resultados que han sido reproducidos con condiciones
de frontera de Dirichlet [46, 52].

En este caṕıtulo se arreglan estos problemas mediante un procedimiento de
integración manifiestamente covariante para trayectorias periódicas [51]. Es una
adaptación de procedimientos similares usados antes en el formalismo de acciones
efectivas de modelos sigma bi-dimensionales [46]. La covariancia se alcanza desa-
rrollando las fluctuaciones en la vecindad de un punto cualquiera, en potencias de
coordenadas geodésicas, y por una definición covariante de una trayectoria promedio
diferente del promedio temporal simple. Como resultado, encontraremos el mismo
desarrollo perturbativo localmente covariante del potencial efectivo clásico hallado
en la Ec. (10.494), calculado con condiciones de frontera de Dirichlet.

Todos los problemas encontrados en la literatura ocurren en los primeros términos
de la corrección lineal en β de la amplitud de evolución temporal. Por lo que será
suficiente considerar solamente los ordenes más bajos en el desarrollo perturbativo.
Por esta razón, de ahora en adelante, omitiremos los parámetros η usados antes.
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10.12.1 Desarrollo Covariante de las Fluctuaciones

Queremos calcular la función de partición a partir de la integral funcional sobre
todas las trayectorias periódicas

Z =
∮
DDq

√
g(q)e−A[q], (10.554)

donde el śımbolo
∮
indica la periodicidad de las trayectorias. Por analoǵıa con la

Ec. (2.443), separamos las trayectorias en una parte independiente del tiempo y otra
parte dependiente del tiempo:

qµ = qµ0 + ηµ(τ), (10.555)

con el objetivo de expresar la función de partición, como en la Ec. (3.811), por medio
de una integral ordinaria sobre una función de partión efectiva clásica

Z =
∫

dDq0√
2πβ

D

√
g(q0) e

−βV eff cl(q0), (10.556)

donde V eff cl(q0) es la versión para espacios curvos del potencial efectivo clásico.
En un tratamiento covariante, parametrizamos las pequeñas fluctuaciones ηµ(τ) en
términos de las coordenadas normales pre-punto ∆ξµ(τ) del punto qµ0 , introducido en
la Ec. (10.98), las cuales son geodésicas debido a la ausencia de torsión. Omitiendo
los śımbolos de pequeñez ∆, habrá alguna separación no lineal

qµ(τ) = qµ0 + ηµ(q0, ξ), (10.557)

donde ηµ(q0, ξ) = 0 para ξµ = 0. Invertiendo la relación (10.98) obtenemos

ηµ(q0, ξ) = ξµ − 1

2
Γ̄στ

µ(q0)ξ
σξτ − 1

6
Γ̄στκ

µ(q0)ξ
σξτξκ − . . . , (10.558)

donde los coeficientes Γ̄στ...κ
µ(q0), con más de dos sub́ındices, están definidos en

forma similar a las derivadas covariantes con respecto a los ı́ndices inferiores (estas
no son cantidades covariantes):

Γ̄στκ
µ(q0) = ∇κΓ̄στ

µ = ∂κΓ̄στ
µ − 2Γ̄κσ

νΓ̄ντ
µ , . . . . (10.559)

Si las coordenadas iniciales qµ son geodésicas en la variable qµ0 , todos los coeficientes
Γ̄στ...κ

µ(q0) de la Ec. (10.558) son cero, de tal modo que ηµ(τ) = ξµ(τ), y la des-
composición (10.557) es lineal. Sin embargo, en coordenadas arbitrarias ηµ(τ) no se
transforma como un vector bajo transfomación de coordenadas, y debemos usar la
separación no lineal (10.557).

Transformamos ahora la integral de trayectoria (10.554) a las nuevas coordenadas
ξµ(τ) usando las Ecs. (10.557)–(10.559). El desarrollo perturbativo de la integral
de trayectoria transformada sobre ξµ(τ), para todo qµ0 se encuentra del desarrollo
de la acción total (10.408), incluyendo el factor de norma (10.406), en potencias
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de las pequeñas fluctuaciones lineales ξµ(τ). Estando interesados solamente en las
contribuciones de orden inferior, de ahora en adelante omitiremos el parámetro de
pequeñez η, que da cuenta del orden en los anteriores desarrollos perturbativos. Esto
también es útil ya que aqúı utilizamos el śımbolo similar ηµ(τ) para representar
las fluctuaciones de las trayectorias. La acción relevante para los términos a ser
calculados consiste de una acción libre, la cual cual, luego de una integración por
partes, escribimos como

A(0)[q0, ξ] = gµν(q0)
∫ β

0
dτ

1

2
ξµ(τ)(−∂2

τ )ξ
ν(τ), (10.560)

y una interacción que contiene sólo los términos principales de la Ec. (10.479):

Aint
tot[q0; ξ] =

∫ β

0
dτ
[
1

6
R̄µλνκ ξ

λξκ ξ̇µξ̇ν +
1

6
δ(0)R̄µν ξ

µξν
]
. (10.561)

En términos de las coordenadas ξµ(τ), la función de partición (10.554) se obtiene
del desarrollo perturbativo

Z =
∮
DDξ(τ)

√
g(q0) e

−A(0)[q0,ξ]−Aint
tot[q0,ξ]. (10.562)

La integral de trayectoria (10.562) no puede calcularse perturbativamente en
la forma estándar de inmediato, ya que la forma cuadrática de la acción libre
(10.560) está degenerada. El espectro del operador−∂2

τ en el espacio de las funciones
periódicas ξµ(τ) tiene el modo cero. El modo cero está asociado con las fluctuaciones
del promedio temporal de ξµ(τ):

ξµ0 = ξ̄µ ≡ β−1
∫ β

0
dτ ξµ(τ). (10.563)

Las pequeñas fluctuaciones de ξµ0 tienen el efecto de mover infinitesimalmente las
trayectorias como un todo a través de la variedad. El mismo movimiento se puede
lograr cambiando infinitesimalmente qµ0 . Aśı, podemos reemplazar la integral sobre
la trayectoria promedio ξµ0 por una integral sobre qµ0 , siempre que tengamos en
cuenta apropiadamente el cambio en la norma que aparece de esta transformación
de variables.

Anticipando tal cambio, la trayectoria promedio (10.563) se puede igualar a cero
eliminado el modo cero en el espectro de fluctuaciones. La función de correlación
libre básica 〈ξµ(τ)ξν(τ ′)〉 se puede encontrar fácilmente a partir de la representación
espectral mostrada en la Ec. (3.254). El resultado es

〈ξµ(τ)ξν(τ ′)〉q0 = gµν(q0)(−∂2
τ )

−1 δ(τ − τ ′) = gµν(q0)∆̄(τ, τ ′), (10.564)

donde ∆̄(τ, τ ′) es una abreviación para la, traslacionalmente invariante, función
periódica de Green Gp

0,e
′ (τ) del operador −∂2

τ , sin el modo cero, de la Ec. (3.254)
(para una representación gráfica ver la Fig. 3.4):

∆̄(τ, τ ′) = ∆̄(τ − τ ′) ≡ (τ − τ ′)2

2β
− |τ − τ ′|

2
+

β

12
, τ, τ ′ ∈ [0, h̄β]. (10.565)
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Esta notación es útil ya que tendremos que calcular integrales de Feynman en la
misma forma como se hizo previamente con la función de correlación tipo Dirich-
let en Ec. (10.392). Contratario a la forma para ∆(τ, τ ′) de las Ecs. (10.393) y
(10.394), la invariancia de translación de la función de correlación periódica implica
que ∆̄(τ, τ ′) = ∆̄(τ − τ ′), de tal manera que las primeras derivadas temporales de
∆̄(τ, τ ′) tienen signos opuestos:

˙∆̄(τ, τ ′) = −∆̄̇ (τ, τ ′) ≡ τ − τ ′

β
− ǫ(τ − τ ′)

2
, τ, τ ′ ∈ [0, h̄β], (10.566)

y, con excepción de un signo, las tres posibles derivadas temporales dobles son iguales
a:

−¨∆̄(τ, τ ′) = −∆̄̈ (τ, τ ′) = ˙∆̄̇ (τ, τ ′) = δ(τ − τ ′)− 1/β. (10.567)

El lado derecho contiene un término extra debido al modo cero propio faltante en
la representación espectral de la función δ:

1

β

∑

m6=0

e−iωm(τ−τ ′) = δ(τ − τ ′)− 1

β
. (10.568)

En el caso de Dirichlet, la tercera relación en la Ec. (10.567) coincide con la ecuación
diferencial (10.394). Las tres ecuaciones tienen términos similares en el lado derecho
debido a la invariancia de translación de ∆̄(τ, τ ′).

10.12.2 Arbitrariedad de qµ
0

Ahora hacemos uso de una importante propiedad del desarrollo perturbativo de
la función de partición (10.562) alrededor de qµ(τ) = qµ0 : la independencia en la
elección de qµ0 . La separación de la Ec. (10.557) en una trayectoria constante qµ0
y una trayectoria ξµ(τ) dependiente del tiempo nos debe de conducir al mismo
resultado para cualquier constante cercana a q′0

µ en la variedad. Por lo tanto, el
resultado debe ser invariante bajo un desplazamiento infinitesimal arbitrario

qµ0 → qµ0ε = qµ0 + εµ, |ε| ≪ 1. (10.569)

En la integral de trayectoria, esto se compensará por medio de alguna translación
de las coordenadas de la fluctuación ξµ(τ), las cuales tendrán la forma general no
lineal

ξµ → ξµε = ξµ − ενQµ
ν (q0, ξ). (10.570)

La matriz de transformación Qµ
ν (q0, ξ) satisface la condición inicial obvia Qµ

ν (q0, 0) =
δµν . La trayectoria qµ(τ) = qµ(q0, ξ(τ)) debe de permancer invariante bajo las trans-
formaciones simultáneas (10.569) y (10.570), lo que implica que

δqµ ≡ qµε − qµ = ενDνq
µ(q0, ξ) = 0 , (10.571)
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donde Dµ es el operador de transición infinitesimal

Dµ =
∂

∂qµ0
−Qν

µ(q0, ξ)
∂

∂ξν
. (10.572)

Geométricamente, la matriz Qµ
ν (q0, ξ) tiene el papel de una conección no lineal lo-

calmente plana [46], la cual se puede calcular como sigue. Expresamos el vector
qµ(q0, ξ) en términos de las coordenadas geodésicas ξµ usando las Ecs. (10.557),
(10.558) y (10.559), y sustituimos el resultado en la Ec. (10.571). De los coeficientes
de εν obtenemos las ecuaciones

δµν +
∂ηµ(q0, ξ)

∂qν0
−Qκ

ν(q0, ξ)
∂ηµ(q0, ξ)

∂ξκ
= 0, (10.573)

donde por la Ec. (10.558):

∂ηµ(q0, ξ)

∂qν0
= −1

2
∂ν Γ̄(στ)

µ(q0)ξ
σξτ − . . . , (10.574)

y

∂ηµ(q0, ξ)

∂ξν
= δµν− Γ̄(νσ)

µ(q0)ξ
σ−1

2
Γ̄(νστ)

µ(q0)ξ
σξτ−. . .

= δµν− Γ̄νσ
µξσ−1

3

(
∂σΓ̄

µ
ντ+

1

2
∂ν Γ̄στ

µ−2Γ̄τν
κΓ̄κσ

µ−Γ̄τσ
κΓ̄κν

µ
)
ξσξτ−. . . . (10.575)

Para encontrar Qµ
ν (q0, ξ) invertimos el desarrollo (10.575) para obtener,



(
∂η(q0, ξ)

∂ξ

)−1


µ

ν

= δµν +Γ̄µ
νσξ

σ+
1

3

(
∂σΓ̄

µ
ντ+

1

2
∂νΓ̄

µ
στ+ Γ̄κ

τνΓ̄
µ
κσ−Γ̄κ

τσΓ̄
µ
κν

)
ξσξτ+. . .(10.576)

=

(
∂ξµ(q0, η)

∂ην

)

η=η(q0,ξ)

,

la última igualdad indica que el resultado (10.576) también puede obtenerse del
desarrollo original (10.98), en la presente notación tenemos [comparar con la
Ec. (10.558)]:

ξµ(q0, η) = ηµ +
1

2
Γ̃στ

µ(q0)η
σητ +

1

6
Γ̃στκ

µ(q0)η
σητηκ + . . . , (10.577)

donde los coeficientes son

Γ̃στ
µ(q0) = Γ̄στ

µ,

Γ̃στκ
µ(q0) = Γ̄στκ

µ + 3Γ̄κσ
νΓ̄ντ

µ = ∂κΓ̄στ
µ + Γ̄κσ

ν Γ̄ντ
µ,

... . (10.578)

De hecho, diferenciando la Ec. (10.577) con respecto a ην y reexpresando el resultado
en términos de ξµ mediante la Ec. (10.558), encontramos una vez más la Ec. (10.576).
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Multiplicando ambos lados de la Ec. (10.573) por (10.576), expresamos la
conección no lineal Qµ

ν(q0, ξ) por medio de las coordenadas geodésicas ξµ(τ) como

Qµ
ν(q0, ξ) = δµν + Γ̄νσ

µ(q0)ξ
σ +

1

3
R̄σντ

µ(q0)ξ
σξτ + . . . . (10.579)

En la Ec. (10.558), el efecto de las transformaciones simultáneas (10.569), (10.570)
sobre la función de las fuctuaciones ηµ = ηµ(q0, ξ) es

ηµ → η′µ = ηµ − ενQ̄µ
ν (q0, η), Q̄µ

ν (q0, 0) = δµν , (10.580)

donde la matriz Q̄µ
ν(q0, η) está relacionada con Qµ

ν (q0, ξ) mediante la expresión

Q̄µ
ν (q0, η) =

[
Qκ

ν(q0, ξ)
∂ηµ(q0, ξ)

∂ξκ
− ∂ηµ(q0, ξ)

∂qν0

]

ξ=ξ(q0,η)

. (10.581)

Aplicando la Ec. (10.573) al lado derecho de la Ec. (10.581) obtenemos Q̄µ
ν (q0, η) =

δµν , como es de esperar para compensar la translación (10.569).
La anterior independencia de qµ0 será esencial para construir correctamente el

desarrollo perturbativo de la integral de trayectroria (10.562). Para algunos casos
especiales de las variedades Riemannianas, tal como la superficie de una esfera en
D+1 dimensiones que forma un espacio homogéneo O(D)/O(D−1), todos los puntos
son equivalentes, y la independencia local se vuelve global. Esto será discutido más
tarde en la Sección 10.12.6.

10.12.3 Propiedades del Modo Cero

Estamos ahora preparados para eliminar el modo cero utilizando la condición del
promedio nulo ξ̄µ = 0. Como se mencionó antes, la fluctuación nula ξµ(τ) = 0
es obviamente una singularidad clásica de la integral de trayectoria (10.562).
Adicionalmente, debido a la simetŕıa (10.570) existe otro extremum equivalente
ξµε (τ) = −εµ = const. Las D componentes de εµ corresponden a D modos cero,
los cuales eliminaremos mediante un cambio de qµ0 . La manera apropiada de hacer
este cambio está dada por el procedimiento de Faddeev-Popov. Introducimos en
la integral de trayectoria (10.562) la integral unidad trivial, la cual con ayuda de
(10.569) puede reescribirse como:

1 =
∫
dDq0 δ

(D)(q0ε − q0) =
∫
dDq0 δ

(D)(ε), (10.582)

y separamos la norma de la integral de trayectoria sobre todas las trayectorias
periódicas ξµ(τ) en el producto de una integral ordinaria, sobre el promedio tempo-
ral ξµ0 = ξ̄µ, y un sobrante que contiene sólo las componentes de Fourier distintas de
cero [recordemos la Ec. (2.448)]

∮
DDξ =

∫
dDξ0√
2πβ

D

∮
D ′Dξ . (10.583)
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De acuerdo a la Ec. (10.570), la trayectoria promedio ξ̄µ se transforma en εµ como
sigue

ξ̄µ → ξ̄µε = ξ̄µ − εν
1

β

∫ β

0
dτ Qµ

ν (q0, ξ(τ)). (10.584)

Aśı, podemos reemplazar

∫
dDξ0√
2πβ

D →
∫

dDε
√
2πβ

D det

[
1

β

∫ β

0
dτ Qµ

ν (q0, ξ(τ))

]
. (10.585)

Llevando a cabo este reemplazo en la Ec. (10.583) y haciendo la integral sobre εµ

en la unidad reformulada (10.582), obtenemos la norma de la integral de trayectoria
en términos de qµ0 y las coordenadas geodésicas de promedio temporal cero

∮
DDξ =

∫
dDq0

∮ dDξ0√
2πβ

D δ(D)(ε)
∮
D ′Dξ

=
∫ dDq0√

2πβ
D

∮
D ′Dξ det

[
1

β

∫ β

0
dτ Qµ

ν (q0, ξ(τ))

]
. (10.586)

El factor en el lado derecho es el determinante de Faddeev-Popov ∆[q0, ξ] para el
cambio de ξµ0 a qµ0 . Escribimos este determinante como una exponencial:

∆[q0, ξ] = det

[
1

β

∫ β

0
dτ Qµ

ν (q0, ξ)

]
= e−AFP[q0,ξ] , (10.587)

donde AFP[q0, ξ] es una acción auxiliar que representa el determinante de Faddeev-
Popov

AFP[q0, ξ] ≡ −tr log
[
1

β

∫ β

0
dτ Qµ

ν(q0, ξ)

]
, (10.588)

el cual debe de incluirse en la interacción (10.561). Sustituyendo la Ec. (10.579) en
la Ec. (10.588), encontramos expĺıcitamente

AFP[q0, ξ] = −tr log
[
δµν + (3β)−1

∫ β

0
dτ R̄σντ

µ(q0)ξ
σ(τ)ξτ (τ) + . . .

]

=
1

3β

∫ β

0
dτ R̄µν(q0)ξ

µξν + . . . . (10.589)

La contribución de esta acción será crucial para obtener el desarrollo perturbativo
correcto de la integral de trayectoria (10.562).

Con la nueva interacción

Aint
tot,FP[q0, ξ] = Aint

tot[q0, ξ] +AFP[q0, ξ] (10.590)
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la función de partición (10.562) puede escribirse como una función de partición
clásica

Z =
∫

dDq0√
2πβ

D

√
g(q0) e

−βV eff cl(q0) , (10.591)

donde V eff cl(q0) es la versión de espacio curvo del potencial efectivo clásico de la
Ref. [53]. El factor efectivo clásico de Boltzmann

B(q0) ≡ e−βV eff cl(q0) (10.592)

está dado por la integral de trayectoria

B(q0) =
∮
D ′Dξ

√
g(q0)e

−A(0)[q0,ξ]−Aint
tot,FP[q0,ξ]. (10.593)

Puesto que el modo cero se ha eliminado en las fluctuaciones del lado derecho, el
desarrollo perturbativo es directo. Desarrollamos la integral de trayectoria (10.593)
en potencias de la interacción (10.590) alrededor del factor libre de Boltzmann

B0(q0) =
∮
D ′Dξ

√
g(q0)e

−
∫ β

0
dτ 1

2
gµν(q0)ξ̇µξ̇ν (10.594)

en la siguiente forma:

B(q0) = B0(q0)
[
1−

〈
Aint

tot,FP[q0, ξ]
〉q0

+
1

2

〈
Aint

tot,FP[q0, ξ]
2
〉q0 − . . .

]
, (10.595)

donde las funciones de correlación dependientes de q0 están definidas por las inte-
grales de trayectoria Gaussianas

〈. . .〉q0 = B−1(q0)
∮
D ′Dξ [. . .]q0 e−A(0)[q0,ξ]. (10.596)

Hallando el logaritmo de (10.594), obtenemos de manera directa un desarrollo en
términos de los cumulantes para el potencial efectivo clásico V eff cl(q0).

Para hallar una normalización propia de la integral de trayectoria Gaussiana
(10.594), diagonalizamos la acción libre en el exponente regresando a las compo-
nentes ortnormales ∆xi en (10.97). Omitiendo de nuevo los śımbolos de pequeñez
∆, la norma de la integral de trayectoria es simplemente:

∮
D ′Dξµ

√
g(q0) =

∮
D ′Dxi , (10.597)

y encontramos

B0(q0) =
∮
D ′Dxi e−

∫ β

0
dτ 1

2
ξ̇2. (10.598)
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Si desarrollamos las fluctuaciones xi(τ) en términos de las funciones propias del
operador −∂2

τ , e
−iωmτ , con condiciones de frontera periódicas xi(0) = xi(β),

xi(τ) =
∑

m

xi
mum(τ) = xi

0 +
∑

m6=0

xi
mum(τ), xi

−m = xi
m
∗, m > 0, (10.599)

y sustituimos este resultado en la integral de trayectoria (10.598), el exponente se
convierte en

−1
2

∫ β

0
dτ

[
xi(τ)

]2
= −β

2

∑

m6=0

ω2
m xi

−mx
i
m = −β

∑

m>0

ω2
m xi

m
∗xi

m . (10.600)

Recordando la forma de expĺıcita de la norma (2.447), de las integrales Gaussianas
de la Ec. (10.598) obtenemos el factor de Boltzmann de la part́ıcula libre

B0(q0) = 1, (10.601)

el cual corresponde a un potencial efectivo clásico nulo en la Ec. (10.592).
Por lo tanto, el desarrollo perturbativo (10.595) se convierte simplemente en

B(q0) = 1−
〈
Aint

tot,FP[q0, ξ]
〉q0

+
1

2

〈
Aint

tot,FP[q0, ξ]
2
〉q0 − . . . . (10.602)

Los valores esperados en el lado derecho serán calculados con ayuda de las contrac-
ciones de Wick que involcran la función de correlación básica de ξa(τ), asociada con
la acción no perturbada en la Ec. (10.598):

〈
xi(τ)xj(τ ′)

〉q0
= δij∆̄(τ, τ ′) , (10.603)

la cual es, por supuesto, consistente con la Ec. (10.564), mediante la Ec. (10.97).

10.12.4 Desarrollo Perturbativo Covariante

Ahora, usando la función de correlación (10.564), llevamos a cabo todas las con-
tracciones posibles de Wick de las fluctuaciones ξµ(τ) para los valores esperados
(10.602). Restringimos nuestra atención sólo a los términos de orden inferior, ya
que todos los problemas de los tratamientos anteriores se obtienen para ese rango.
Haciendo uso de las Ecs. (10.565) y (10.567), encontramos la siguiente forma de la
interacción (10.561):

〈
Aint

tot[q0, ξ]
〉q0

=
∫ β

0
dτ

1

6

[
R̄µλνκ(q0)

〈
ξλξκξ̇µξ̇ν

〉q0
+ δ(0)R̄µν(q0) 〈ξµξν〉q0

]

=
1

72
R̄(q0)β, (10.604)

y para la acción (10.589), la forma:

〈
AFP[q0, ξ]

〉q0
=
∫ β

0
dτ

1

3β
R̄µν(q0) 〈ξµξν〉q0 =

1

36
R̄(q0)β. (10.605)



910 10 Espacios con Curvatura y Torsión

De la suma de las dos contribuciones obtenemos el desarrollo manifiestamente co-
variante para el ĺımite de alta temperatura a dos lazos:

B(q0) = 1−
〈
Aint

tot,FP[q0, ξ]
〉q0

+ . . . = 1− 1

24
R̄(q0)β + . . . (10.606)

en acuerdo con la densidad de la función de partición (10.494), calculada con las
condiciones de frontera de Dirichlet. La función de partición asociada

ZP =
∫

dDq0√
2πβ

D

√
g(q0) B(q0) (10.607)

coincide con la función de partición obtenida mediante la integración sobre la densi-
dad de la función de partición (10.494). Nótese el papel crucial de la acción (10.589)
que se obtiene del determinante de Faddeev-Popov, al obtener el coeficiente correcto
a dos lazos en la Ec. (10.606) y la renormalización en la Ec. (10.607).

La transformación intermedia, a las coordenadas geodésicas ξµ(τ), ha hecho que
nuestro cálculo sea bastante largo si la acción está dada en coordenadas arbitrarias,
pero garantiza la completa independencia en las coordenadas del resultado (10.606).
Por supuesto, la derivación completa se simplifica drásticamente si escogemos desde
el principio coordenadas geodésicas para parametrizar el espacio curvo.

10.12.5 Resultado Covariante a partir del Desarrollo

no Covariante

Habiendo encontrado la forma apropiada de calcular el factor de Boltzmann B(q0) podemos
fácilmente formular un procedimiento para calcular el mismo resultado covariante sin el uso de
las fluctuaciones geodésicas ξµ(τ). Aśı, deseaŕıamos evaluar la integral de trayectoria (10.594) por
medio de un desarrollo directo de la acción en potencias de las fluctuaciones no covariantes ηµ(τ)
como en la Ec. (10.557). Para hacer que qµ0 sea igual a la trayectoria promedio q̄(τ), requerimos
que ηµ(τ) tenga un promedio temporal nulo ηµ0 = η̄µ = 0.

En lugar de la Ec. (10.560), la acción libre será

A(0)[q0, η] = gµν(q0)

∫ β

0

dτ
1

2
ηµ(τ)(−∂2τ )ην(τ) , (10.608)

y el comportamiento para β-pequeño de la integral de trayectoria (10.607) está dominado por la
interacción Aint

tot[q] de la Ec. (10.536), con el parámetro unitario η. En una notación como la de la
Ec. (10.561), la interacción (10.536) será

Aint
tot[q0; η] =

∫ β

0

dτ

{[
Γκµνη

κ +
1

2
∂λΓκµν η

ληκ
]
η̇µη̇ν

− δ(0)

[
Γµκ

µηκ +
1

2
∂λΓτµ

µηλητ
]}

. (10.609)

Debemos deducir la norma de la integración funcional sobre las fluctuaciones η sin el modo
cero ηµ0 = η̄µ, de la norma propia de la Ec. (10.586) con fluctuaciones ξ sin modo cero:

∮
D ′Dξ J(q0, ξ)∆

FP[q0, ξ] ≡
∮
DDξ(τ)J(q0, ξ)δ

(D)(ξ0)∆
FP[q0, ξ]. (10.610)
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Esto se transforma a las coordenadas ηµ(τ) mediante las Ecs. (10.577) y (10.578), dando

∮
D ′Dξ J(q0, ξ)∆

FP[q0, ξ] =

∮
D ′Dη ∆̄FP[q0, η] , (10.611)

donde ∆̄FP[q0, η] se obtiene del determinante de Faddeev-Popov ∆FP[q0, ξ], dado en la Ec. (10.587),
expresando las coordenadas ηµ(τ) en términos de ξµ(τ) y multiplicando el resultado por un Ja-
cobiano que tiene en cuenta del cambio de δ función de ξ0, a una δ función de η0, mediante la
transformación de la Ec. (10.577):

∆̄FP[q0, η] = ∆FP[q0, ξ(q0, η)]× det

(
∂η̄µ(q0, ξ)

∂ξν

)

ξ=ξ(q0,η)

. (10.612)

El último determinante tiene la forma exponencial

det

(
∂η̄µ(q0, ξ)

∂ξν

)

ξ=ξ(q0,η)

= exp

{
trlog

[
1

β

∫ β

0

dτ

(
∂ηµ(q0, ξ)

∂ξν

)

ξ=ξ(q0,η)

]}
, (10.613)

donde la matriz en el exponente tiene el siguiente desarrollo para η pequeño

(
∂ηµ(q0, ξ)

∂ξν

)

ξ=ξ(q0,η)

= δµν − Γ̄νσ
µησ

− 1

3

(
∂σΓ̄ντ

µ +
1

2
∂νΓ̄στ

µ−2Γ̄τν
κΓ̄κσ

µ+
1

2
Γ̄τσ

κΓ̄κν
µ

)
ησητ + . . . . (10.614)

El factor (10.612) presente en la Ec. (10.611) da origen a una contribución en la interacción (10.608),
el cual puede ser reescrito como

∆̄FP[q0, η] = e−ĀFP[q0,η] . (10.615)

Combinando las Ecs. (10.587) y (10.613), encontramos una nueva acción tipo Faddeev-Popov de
las fluctuaciones ηµ para ηµ0 nulos:

ĀFP[q0, η] = AFP[q0, ξ(q0, η)]− trlog

[
1

β

∫ β

0

dτ

(
∂ηµ(q0, ξ)

∂ξν

)

ξ=ξ(q0,η)

]

=
1

2β

∫ β

0

dτ Tστ (q0)η
σητ + . . . , (10.616)

donde

Tστ (q0) =
(
∂µΓ̄στ

µ − 2Γ̄σκ
µΓ̄µτ

κ + Γ̄κµ
µΓ̄στ

κ
)
. (10.617)

Las funciones de correlación no perturbadas asociadas con la acción (10.608) son:

〈ηµ(τ)ην (τ ′)〉q0 = gµν(q0)∆̄(τ, τ ′) (10.618)

y el factor libre de Boltzmann es el mismo que en la Ec. (10.601). El desarrollo perturbativo del
factor de interacción de Boltzmann se calcula de un desarrollo como el de la Ec. (10.602):

B(q0) = 1−
〈
Aint

tot,FP[q0, η]
〉q0

+
1

2

〈(
Aint

tot,FP[q0, η]
)2〉q0 − . . . , (10.619)

donde, ahora, la interacción es

Aint
tot,FP[q0, η] = Aint

tot[q0, η] + ĀFP[q0, η] . (10.620)
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Como en el caso anterior de Dirichlet, las divergencias que contienen potencias de δ(0) no se
cancelan orden a orden, sino que lo hacen al final.

Los cálculos son como en el caso de Dirichlet, excepto que las funciones de correlación están
ahora dadas por la relación (10.565), la cual depende sólo de la diferencia de sus argumentos.

El primer valor esperado que contribuye a la Ec. (10.619) está otra vez dado por el factor f
(1)
1

de la Ec. (10.539), excepto que las integrales tienen que evaluarse con la función de correlación
periódica ∆̄(τ, τ) de la Ec. (10.565), la cual tiene las propiedades

∆̄(τ, τ) =
1

12
, ˙∆̄(τ, τ) = ∆̄̇ (τ, τ) = 0 . (10.621)

Usando además la propiedad común ˙∆̄̇ (τ, τ ′) = δ(τ − τ ′) − 1/β de la Ec. (10.567), directamente
de la Ec. (10.539), encontramos:

f̄
(1)
1 =

〈
Aint

tot[q0, η]
〉q0

=
β

24
gστ

(
∂σΓ̄τµ

µ + gµν Γ̄τµκΓ̄σν
κ + Γ̄τν

µΓ̄σµ
ν
)

− β2

24
δ(0) gστ

(
gµν Γ̄τµκΓ̄σν

κ + Γ̄τµ
ν Γ̄σν

µ
)
. (10.622)

Para esto tenemos que calcular el valor esperado de la acción de Faddeev-Popov:

〈
ĀFP[q0, η]

〉q0
= − β

24
gστ

(
∂µΓ̄στ

µ− 2Γ̄σν
µΓ̄µτ

ν+ Γ̄µκ
µΓ̄στ

κ
)
. (10.623)

El término divergente en la Ec. (10.622), el factor de δ(0), se cancela por una expresión similar
en la contribución a segundo orden de la Ec. (10.602), la cual calculamos ahora evaluando el
segundo cumulante (10.541) usando la función de correlación periódica ∆̄(τ, τ) de la Ec. (10.565).
Los diagramas son los mismos que en la Ec. (10.543), pero su evaluación es mucho más simple.
Debido a la ausencia de modos cero en ηµ(τ), todos los diagramas reducibles de una part́ıcula se

anulan, de tal manera que los análogos de f
(2)
1 , f

(3)
1 y f

(4)
1 en la Ec. (10.542) son cero. Sólo los

diagramas correspondientes a f
(5)
1 y f

(6)
1 sobreviven, tales diagramas involucran las integrales de

Feynman I14 y I15 evaluadas con ∆̄(τ, τ), estos diagramas son

: Ī14 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ˙∆̄ (τ, τ ′) ∆̄̇ (τ, τ ′)˙∆̄̇ (τ, τ ′) = − β

24
+ δ(0)

β2

12
, (10.624)

: Ī15 =

∫ β

0

∫ β

0

dτ dτ ′ ∆̄(τ, τ ′)˙∆̄̇ 2(τ, τ ′) = − β

24
. (10.625)

Esto conduce al segundo cumulante

1

2

〈(
Aint

tot,FP[q0, η]
)2〉q0

c
= − β

24
gστ

(
gµνΓ̄τµκΓ̄σν

κ + 2 Γ̄τν
µΓ̄σµ

ν
)

+
β2

24
δ(0) gστ

(
gµν Γ̄τµκΓ̄σν

κ + Γ̄τµ
ν Γ̄σν

µ
)
. (10.626)

La suma de las Ecs. (10.623) y (10.626) es finita y tiene el mismo resultado covariante βR̄/24
que la Ec. (10.552), de tal manera que obtenemos de nuevo el mismo desarrollo perturbativo
covariante del factor efectivo clásico de Boltzmann como en la Ec. (10.606). Nótese la importancia
de la contribución (10.623), del determinante de Faddeev-Popov, para producir la curvatura escalar.
Desestimando esto, como se ha hecho por los autores de la Ref. [34], obtendremos en el factor
efectivo clásico de Boltzmann (10.619) un término adicional no covariante gστTστ (q0)/24. Esto se
puede reescribir como la divergencia covariante de una cantidad no vectorial

gστTστ = ∇µV
µ, V µ(q0) = gστ (q0)Γ̄

µ
στ (q0). (10.627)

Como tal, esta divergencia no contribuye, en la Ec. (10.607), a la integral sobre qµ0 , sin embargo
es un resultado no covariante incorrecto para el factor Boltzmann (10.606).
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La aparición de un término no covariante en un tratamiento donde qµ0 es la trayectoria promedio
de qµ(τ) no es sorprendente. Si la trayectoria tiene aceleración, el promedio de la trayectoria no
es un invariante aún para tiempos infinitesimales. En forma covariante, podemos imponer la
condición de un promedio temporal nulo sólo para las fluctuanciones de las coordenadas que no
tienen aceleración. Tal es el caso de las coordenadas geodésicas ξa(τ), donde su ecuación de
movimiento para qµ0 es ξ̈a(τ) = 0.

10.12.6 Part́ıcula sobre una Esfera Unitaria

Existe un tratamiento especial para una part́ıcula en espacios homogéneos. Como un
ejemplo, consideremos una part́ıcula cuántica moviendose sobre una esfera unitaria
en D + 1 dimensiones. La función de partición está definida por la Ec. (10.554),
donde la acción Euclideana está dada por la Ec. (10.408) y la norma invariante es
la Ec. (10.406), la métrica y su determinante son

gµν(q) = δµν +
qµqν
1− q2

, g(q) =
1

1− q2
. (10.628)

Por supuesto, es posible calcular el factor de Boltzmann B(q0) con el procedimiento
de la Sección 10.12.3. Sin embargo, en lugar de ello, explotaremos la homogenidad
de la esfera. La invariancia bajo reparametrizaciones de un espacio Riemanniano en
general se convierte en una isometŕıa de la métrica (10.628). En consecuencia, el
factor de Boltzmann B(q0) en la Ec. (10.607) será independiente de la elección de
qµ0 , y la integral sobre qµ0 en la Ec. (10.591) es simplemente la superficie total de la
esfera por el factor de Boltzmann B(q0). La homogeneidad del espacio nos permite
tratar a las trayectorias qµ(τ) como pequeñas fluctuaciones cuánticas alrededor del
origen qµ0 = 0, lo cual nos permite extremizar a la integral de trayectoria (10.554).
La posibilidad de este desarrollo se debe al hecho de que Γµ

στ = qµgστ se anula en
qµ(τ) = 0, de tal manera que el movimiento en este punto es libre de aceleración,
siendo esto similar a la situación en coordenadas geodésicas. Como antes, debido
a isometŕıas de la métrica (10.628) sobre la esfera, ahora tomaremos en cuenta el
hecho de que existen otros puntos silla equivalentes (ver, e.g., la Ref. [54]). La
transformación infinitesimal de un pequeño vector qµ:

qµε = qµ + εµ
√
1− q2, εµ = const, µ = 1, . . . , D (10.629)

mueve el origen qµ0 = 0 por una pequeña cantidad sobre la superficie de la es-
fera. Debido a la simetŕıa rotacional del sistema en el espacio D-dimensional, estas
fluctuaciones tienen una acción nula. También, hay D(D − 1)/2 isometŕıas más,
consistentes en las rotaciones alrededor del origen qµ(τ) = 0 en la superficie de la
esfera. Sin embargo, estas son irrelevantes en el presente contexto ya que dejan el
origen si cambios.

La transformación (10.629) del origen, se puede eliminar de la integral de trayec-
toria (10.554) incluyendo un factor δ(D)(q̄) para forzar la anulación del promedio
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temporal de la trayectoria q̄ = β−1
∫ β
0 dτq(τ). El determinante asociado de Faddeev-

Popov ∆FP[q] está determinado por la integral

∆FP[q]
∫
dDε δ(D) (q̄ε) = ∆FP[q]

∫
dDε δ(D)

(
εµ

1

β

∫ β

0
dτ
√
1− q2

)
= 1 . (10.630)

El resultado tiene la forma exponencial

∆FP[q] =

(
1

β

∫ β

0
dτ
√
1− q2

)D

= e−AFP[q] , (10.631)

donde AFP[q] debe sumarse a la acción (10.408):

AFP[q] = −D log

(
1

β

∫ β

0
dτ
√
1− q2

)
. (10.632)

Entonces, el factor de Boltzmann B(q0) ≡ B está dado por la integral de trayectoria
sin modos cero

B =
∮ ∏

µ,τ

[
dqµ(τ)

√
g(q(τ))

]
δ(D)(q̄)∆FP[q]e−A[q]

=
∮
D ′Dq

√
g(q(τ))∆FP[q]e−A[q] , (10.633)

donde la norma D ′Dq se define como en la Ec. (2.447). Esto también se puede
escribir como

B =
∮
D ′Dq e−A[q]−AJ [q]−AFP[q] , (10.634)

donde AJ [q] es una contribución a la acción (10.408) que viene del producto

∏

τ

√
g(q(τ)) ≡ e−AJ [q]. (10.635)

Sustituyendo aqúı la Ec. (10.628), esto se convierte en

AJ [q] = −
∫ β

0
dτ

1

2
δ(0) log g(q) =

∫ β

0
dτ

1

2
δ(0) log(1− q2) . (10.636)

Por supuesto, la función de partición total se obtiene multiplicando B por la super-
ficie de la esfera unitaria en D+1 dimensiones 2π(D+1)/2/Γ(D+1)/2). Para calcular
B a partir de la Ec. (10.634), ahora desarrollamos A[q], AJ [q] y AFP[q] en potencias
de qµ(τ). La métrica gµν(q) y su determinante g(q) en la Ec. (10.628) tienen el
desarrollo

gµν(q) = δµν + qµqν + . . . , g(q) = 1 + q2 + . . . , (10.637)

y la acción sin perturbar tiene la forma

A(0)[q] =
∫ β

0
dτ

1

2
q̇2(τ). (10.638)
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En ausencia de modos propios cero, debido la función δ sobre q̄ en la Eq. (10.633),
al igual que en la Ec. (10.601) encontramos que el factor libre de Boltzmann es

B0 = 1. (10.639)

La función de correlación libre es similar a la Ec. (10.603):

〈qµ(τ)qν(τ ′)〉 = δµν∆̄(τ, τ ′). (10.640)

Las interacciones que provienen de los términos de orden mayor en el desarrollo de
la Ec. (10.637) tienen la forma

Aint
tot[q] = Aint[q] +AJ [q] =

∫ β

0
dτ

1

2

[
(qq̇)2 − δ(0)q2

]
. (10.641)

Al mismo orden, la interacción de Faddeev-Popov (10.632) contribuye con

AFP[q] =
D

2β

∫ β

0
dτ q2. (10.642)

Esto tiene un efecto importante sobre el desarrollo perturbativo a dos lazos del factor
de Boltzmann

B(q0) = 1−
〈
Aint

tot[q]
〉q0 −

〈
AFP[q]

〉q0
+ . . . = B(0) ≡ B. (10.643)

Haciendo las contracciones de Wick con la función de correlación (10.640) y con las
propiedades (10.565)–(10.567), de las Ecs. (10.641), (10.642) encontramos

〈
Aint

tot[q]
〉q0

=
1

2

∫ β

0
dτ
{
D ˙∆̄̇ (τ, τ)∆̄(τ, τ) +D(D + 1) ˙∆̄2(τ, τ)−δ(0)D∆̄(τ, τ)

}

=
1

2

∫ β

0
dτ

{
−D
β
∆̄(τ, τ) +D(D + 1) ˙∆̄2(τ, τ)

}
= −D

24
β, (10.644)

y

〈
AFP[q]

〉q0
=

D

2β

∫ β

0
dτ D ∆̄(τ, τ) =

D2

24
β. (10.645)

De la combinación con la Ec. (10.643) obtenemos el desarrollo de alta temperatura

B = 1− D(D − 1)

24
β + . . . . (10.646)

Esto está en perfecto acuerdo con las Ecs. (10.494) y (10.606), ya que la curvatura
escalar para una esfera unitaria en D+1 dimensiones es R̄ = D(D−1). Es de notar
como la contribución (10.645), del determinante de Faddeev-Popov, ha hecho que
un resultado no covariante (10.644) sea covariante.
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10.13 Acción Efectiva Covariante para Part́ıculas Cuánticas
con Masa Dependiente de las Coordenadas

El comportamiento clásico de un sistema está completamente determinado por los
valores extremos de la acción clásica. Las propiedades mecánico-cuánticas pueden
encontrarse de los extrema de la acción efectiva (ver la Subsección 3.22.5). Esta
cantidad importante, en general, sólo se puede calcular perturbativamente. Aqúı
haremos el cálculo para un part́ıcula con masa dependiente de las coordenadas. El
cálculo hará uso del método desarrollado de la Subsección 3.23.6, combinado con
las técnicas presentadas al inicio de este caṕıtulo [44]. A partir de los diagramas
irreducibles de Feynman para una part́ıcula (1PI), sin ĺıneas externas, obtenemos
un desarrollo en serie en potencias de la constante de Planck h̄. El resultado será
aplicable a una gran variedad de sistemas f́ısicos interesantes, por ejemplo, núcleos
compuestos, donde el Hamiltoniano colectivo, comúnmente obtenido de una des-
cripción microscópica mediante la teoŕıa de Hartree-Fock dependiente del tiempo
[45], contiene parámetros de masa dependientes de las coordenadas.

10.13.1 Formulación del Problema

Consideremos una part́ıcula con masa dependiente de las coordenadas m(q), que se
comporta como si se moviese en un potencial uni-dimensional V (q). Estudiaremos
la versión Euclideana del sistema donde las trayectorias q(t) se continuan al tiempo
imaginario τ = −it y el Lagrangiano para q(τ) tiene la forma

L(q, q̇) =
1

2
m(q)q̇2 + V (q). (10.647)

El punto sobre la variable q significa derivada con respecto al tiempo imaginario. La
masa dependiente de q puede escribirse comomg(q), donde g(q) tiene el papel de una
métrica dinámica uni-dimensional, y es la métrica trivial Hessiana 1× 1 del sistema
[recordemos la definición (1.12) y la Ec. (1.388)]. En un espacio de configuración
D-dimensional, el término cinético será mgµν(q)q̇

µq̇ν/2, teniendo la misma forma
que en la acción del espacio curvo (10.186).

Bajo una transformación arbitraria de coordenadas q = q(q̃) univaluada, se
supone que el potencial V (q) se transforma como un escalar mientras que la métrica
m(q) es un tensor uni-dimensional de segundo rango:

V (q) = V (q(q̃)) ≡ Ṽ (q̃), m(q) = m̃(q̃) [dq̃(q)/dq]2. (10.648)

Esta transformación de coordenadas deja a la Langrangiana (10.647) y aśımismo a
la acción clásica, invariantes

A[q] =
∫ ∞

−∞
dτ L(q, q̇). (10.649)

La teoŕıa cuántica tiene que poseer la misma invariancia, exhibida automáticamente
por la teoŕıa de Schrödinger. Esta invariancia debe estar manifiesta en la acción
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efectiva. Esto se conseguirá combinando la técnica de la Subsección 3.23.6 con las
técnicas de las Secciones 10.6–10.10. En el método de campos [46] separamos todas
las trayectorias en la forma q(τ) = Q(τ) + δq(τ), donde Q(τ) es la órbita extrema
final y δq describe a las fluctuaciones alrededor de ésta. Al nivel de un lazo, la
acción efectiva covariante Γ[Q] será la suma de la Lagrangiana clásica L(Q, Q̇) y un
término de corrección ∆L. Esta acción está definida por la integral de trayectoria
[recordemos la Ec. (3.776)]

e−Γ[Q]/h̄ =
∫
Dµ(δq)e−(1/h̄){A[Q+δq]−

∫
dτ δq δΓ[Q]/δQ} , (10.650)

donde la norma de una integración funcional Dµ(δq) se obtiene de la norma inicial

invariante Dµ(q) = Z−1 ∏
τ dq(τ)

√
m(q) y tiene la forma

Dµ(δq) = Z−1
∏

τ

dδq(τ)
√
m(Q) e(1/2)δ(0)

∫
dτ log[m(Q+δq)/m(Q)] , (10.651)

donde Z es un factor de normalización. La funcional generatriz (10.650) posee la
misma simetŕıa, bajo reparametrizaciones del espacio de configuración, que la acción
clásica (10.649).

Ahora, en la Ec. (10.650), calculamos perturbativamente Γ[Q] como una serie de
potencias de h̄:

Γ[Q] = A[Q] + h̄Γ1[Q] + h̄2Γ2[Q] + . . . . (10.652)

Las correciones cuánticas a la acción clásica (10.649) se obtuvieron desarrollando
A[Q+ δq] y la norma (10.651) covariantemente en potencias de δq:

A[Q + δq] = A[Q] +
∫
dτ

DA
δQ(τ)

δx(τ) +
1

2

∫
dτ
∫

dτ ′
D2A

δQ(τ)δQ(τ ′)
δx(τ) δx(τ ′)

+
1

6

∫
dτ
∫
dτ ′
∫

dτ ′′
D3A

δQ(τ)δQ(τ ′)δQ(τ ′′)
δx(τ) δx(τ ′) δx(τ ′′) + . . . . (10.653)

El desarrollo es del tipo dado en la Ec. (10.101), i.e., las expresiones δx son fluctua-

ciones covariantes relacionadas a las variaciones ordinarias δq, de la misma manera
que las coordenadas normales ∆xµ están relacionadas a las diferencias ∆qµ en el
desarrollo (10.98). El śımbolo D/δQ denota la derivada funcional covariante en una
dimensión. A primer orden, tenemos la derivada funcional ordinaria

DA[Q]

δQ(τ)
=

δA[Q]

δQ(τ)
= V ′(Q)− 1

2
m′(Q) Q̇2(τ)−m(Q) Q̈(τ). (10.654)

Esta derivada funcional se anula para la órbita clásica Q(τ). La segunda derivada
covariante es [comparemos con la Ec. (10.100)]

D2A[Q]

δQ(τ)δQ(τ ′)
=

δ2A[Q]

δQ(τ)δQ(τ ′)
− Γ(Q(τ))

δA[Q]

δQ(τ ′)
, (10.655)
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donde Γ(Q) = m′(Q)/2m(Q) es la versión uni-dimensional del śımbolo de Christoffel
para la métrica gµν = δµνm(Q). Expĺıcitamente, el resultado es

δ2A[Q]

δQ(τ)δQ(τ ′)
=−

[
m(Q)∂2

τ+m′(Q)Q̇∂τ+m′(Q)Q̈+
1

2
m′′(Q)Q̇2−V ′′(Q)

]
δ(τ−τ ′).

(10.656)

La validez del desarrollo (10.653) se sigue del hecho de que es equivalente por una
transformación de coordenadas a un desarrollo funcional ordinario en coordenadas
Riemannianas, donde el śımbolo de Christoffel se anula para las anteriores coorde-
nadas particulares.

La inversa de la matriz funcional (10.655) nos proporciona la función de corre-
lación libre G(τ, τ ′) de las fluctuaciones δx(τ). Las derivadas superiores definen las
interacciones. En la Ec. (10.652), los términos de la serie Γn[Q] se encuentran a partir
de todos los diagramas irreducibles de vaćıo (3.784) de una part́ıcula, formados con
el propagador G(τ, τ ′) y los vértices de la interacción. A un lazo, la corrección a la
acción efectiva está dada por una integral de trayectoria armónica simple

e−Γ1[Q] =
∫
Dδx

√
m(Q) e−A(2)[Q,δx] , (10.657)

con la parte cuadrática de la serie (10.653):

A(2)[Q, δx] =
1

2

∫ ∞

−∞
dτ dτ ′ δx(τ)

D2A[Q]

δQ(τ)δQ(τ ′)
δx(τ ′) . (10.658)

La presencia de m(Q) en la parte libre del término cinético covariante (10.658) y
en la norma de la Ec. (10.657) sugiere intercambiar la fluctuación δx por las nuevas

coordenadas δx̃ = h(Q)δx, donde h(Q) ≡
√
m(Q) es la versión uni-dimensional de

la tŕıada (10.12) e(Q) =
√
m(Q) asociada con la métrica m(Q). Las fluctuaciones δx̃

corresponden a las diferencias ∆xi en la Ec. (10.97). La derivada covariante de e(Q)
se anula DQe(Q) = ∂Qe(Q) − Γ(Q) e(Q) ≡ 0 [recordemos la Ec. (10.40)]. Entonces
la Ec. (10.658) se convierte en

A(2)[Q, δx] =
1

2

∫ ∞

−∞
dτ dτ ′ δx̃(τ)

D2A[Q]

δQ̃(τ)δQ̃(τ ′)
δx̃(τ ′) , (10.659)

donde

D2A[Q]

δQ̃(τ)δQ̃(τ ′)
= e−1(Q)

D2A[Q]

δQ(τ)δQ(τ ′)
e−1(Q) =

[
− d2

dτ 2
+ ω2(Q(τ))

]
δ(τ−τ ′), (10.660)

y

ω2(Q) = e−1(Q)D2V (Q) e−1(Q) = e−1(Q)DV ′(Q) e−1(Q)

=
1

m(Q)
[V ′′(Q)− Γ(Q) V ′(Q)] . (10.661)
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Nótese que este resultado es la versión uni-dimensional del operador de Laplace-
Beltrami (1.381) aplicado a V (Q):

ω2(Q) = ∆V (Q) =
1√

m(Q)

d

dQ

[√
m(Q)

(
V ′(Q)

m(Q)

)]
. (10.662)

De hecho, e−2D2 es la versión uni-dimensional de gµνDµDν [recordemos la
Ec. (10.38)]. Dado que V (Q) es un escalar, entonces lo es también ∆V (Q).

La ecuación (10.660) muestra que las fluctuaciones δx̃ se comportan como las fluc-
tuaciones del oscilador armónico para la frecuencia dependiente del tiempo, ω2(Q).
En la Ec. (10.657), la norma funcional de la integración se simplifica en términos de
δx̃:

∏

τ

dδx(τ)
√
m(Q) =

∏

τ

dδx̃(τ) . (10.663)

Esto nos permite integrar, en forma trivial, la integral de trayectoria Gaussiana
(10.657), para obtener la correción cuántica a un lazo de la acción efectiva

Γ1[Q] =
1

2
Tr log

[
−∂2

τ + ω2(Q(τ))
]
. (10.664)

Debido a la dependencia en τ de ω2, ésta no puede evaluarse expĺıcitamente. Sin
embargo, para un movimiento suficientemente lento de Q(τ), podemos utilizar un
desarrollo asintótico que permite hallar una expresión local para la acción efectiva.

10.13.2 Desarrollo del Gradiente

El desarrollo (10.664), del gradiente de la acción efectiva a un lazo tiene la forma
general

Γ1[Q] =
∫ ∞

−∞
dτ

[
V1(Q) +

1

2
Z1(Q) Q̇2 + · · ·

]
. (10.665)

Recordando el desarrollo del gradiente de la traza del logaritmo derivado en la
Ec. (4.314), expĺıcitamente se encuentra que:

Tr log
[
−∂2

τ + ω2(τ)
]
≡
∫ ∞

−∞
dτ

{
ω(τ) +

[∂τω
2(τ)]2

32ω5(τ)
+ . . .

}
. (10.666)

Sustituyendo Ω(τ) = ω(Q(τ)), identificamos

V1(Q) = h̄ω(Q)/2, Z1(Q) =
(Dω2)2(Q)

32ω5(Q)
, (10.667)

y obtenemos la acción efectiva a orden h̄ para un movimiento lento

Γeff [Q] =
∫ ∞

−∞
dτ

[
1

2
meff(Q) Q̇2 + V eff(Q)

]
, (10.668)
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donde la métrica pura meff(Q) y el potencial V eff(Q) están relacionados con las
expresiones clásicas iniciales mediante las expresiones:

meff(Q) = m(Q) + h̄
(Dω2)2(Q)

32ω5(Q)
, (10.669)

V eff(Q) = V (Q) + h̄
ω(Q)

2
. (10.670)

Para sistemas en los cuales sólo la masa es independiente de Q, el resultado ha sido
también obtenido en la Ref. [48].

El rango de validez del desarrollo está determinado por el tiempo de escala
caracteŕıstico 1/ω. Para este tiempo, la part́ıcula tiene que moverse sólo un poco.

Apéndice 10A Transformaciones de Norma No
Holonómicas en Electromagnetismo

Para entrar en materia, recordemos primero el tratamiento estándar en magnetismo. Puesto que
no existen monopolos magnéticos, un campo magnético B(x) satisface la identidad ∇ ·B(x) = 0,
implicando que sólo dos de las tres componentes de B(x) son independientes. Para dar cuenta de
esto, usualmente expresamos un campo magnético B(x) en términos de un vector potencial A(x),
haciendo B(x) = ∇×A(x). La ley de Ampère, que relaciona el campo magnético con la densidad
de corriente eléctrica j(x) mediante ∇×B = 4πj(x), es una ecuación diferencial de segundo orden
para el vector potencial A(x) en términos de la corriente eléctrica

∇× [∇×A(x)] = j(x). (10A.1)

El potencial vectorial A(x) es un campo de norma. Dado A(x), cualquier campo de norma
transformado localmente

A(x)→ A′(x) = A(x) + ∇Λ(x) (10A.2)

dará el mismo campo magnético B(x). Esto reduce el número de grados de libertad f́ısicos en el
campo de norma A(x) a dos, al igual que para el caso de B(x). Para hacer que esto se cumpla, la
función de transformación debe ser univaluada, i.e., debe tener derivadas que conmuten

(∂i∂j − ∂j∂i)Λ(x) = 0. (10A.3)

La ecuación para la ausencia de monopolos magnéticos ∇ · B = 0, está asegurada si el potencial
vectorial tiene derivadas que conmutan

(∂i∂j − ∂j∂i)A(x) = 0. (10A.4)

Esta propiedad de integrabilidad nos permite hallar la identidad de Bianchi , ∇ · B = 0, en esta
representación de campos de norma del campo magnético.

Para resolver la Ec. (10A.1), quitamos la ambigüedad en la norma escogiendo una norma
particular, por ejemplo la norma transversal ∇·A(x) = 0, en la cual ∇× [∇×A(x)] = −∇2A(x),
y obtenemos

A(x) =

∫
d3x′

j(x′)

|x− x′| . (10A.5)

El campo magnético asociado es

B(x) =

∫
d3x′

j(x′)×R′

R′3
, R′ ≡ x′ − x. (10A.6)

Esta representación estándar del campo magnético no es la única posible. Existe otra en
términos de un potencial escalar Λ(x), la cual, sin embargo, debe de ser multivaluada para tener
en cuenta los dos grados f́ısicos de libertad del campo magnético.
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10A.1 Representación Gradiente del Campo Magnético de
Circuitos de Corriente

Consideremos una alambre cerrado, infinitesimalmente delgado, portando una corriente eléctrica
I a lo largo de la ĺınea L. Esto corresponde a una densidad de corriente

B(x) = ∇Ω(x;L)

Figure 10.5 Circuito cerrado de corriente L, infinitesimalmente delgado. El campo magnético

B(x) en el punto x es proporcional al ángulo sólido Ω(x), bajo el cual el circuito es visto desde

x. En cualquier definición univaluada de Ω(x), existe alguna superficie S a través de la cual Ω(x)

tiene una discontinuidad de 4π. En la definición multivaluada, esta superficie no existe.

j(x) = I Æ(x;L), (10A.7)

donde Æ(x;L) es la función δ sobre la ĺınea L:

Æ(x;L) =

∫

L

dx′δ(3)(x− x′). (10A.8)

Para una ĺınea cerrada L, esta función tiene divergencia cero:

∇· Æ(x;L) = 0. (10A.9)

Esto se sigue de la propiedad de la función δ sobre una ĺınea arbitraria L que conecta los puntos
x1 y x2:

∇· Æ(x;L) = δ(x2)− δ(x1). (10A.10)

Para circuitos cerrados, el lado derecho se anula.
De la Ec. (10A.5) obtenemos el potencial vectorial asociado

A(x) = I

∫

L

dx′ 1

|x− x′| , (10A.11)

y el campo magnético

B(x) = −I
∫

L

dx′ ×R′

R′3
, R′ ≡ x′ − x. (10A.12)
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Derivemos ahora el mismo resultado a partir de un campo escalar. Sea Ω(x;S) el ángulo sólido
bajo el cual el circuito de corriente L es visto desde el punto x (ver la Fig. 10.5). Si S denota
una superficie suave arbitraria envuelta por el circuito L y dS′ un elemento de superficie, entonces
Ω(x;S) se puede calcular de la integral de superficie

Ω(x;S) =

∫

S

dS′ ·R′

R′3
. (10A.13)

El argumento S en Ω(x;S) enfatiza el hecho que la definición depende de la elección de la superficie
S. El rango de Ω(x;S) es de −2π a 2π, como se puede ver fácilmente si L está en el plano xy y S
se escoge tal que esté en el mismo lugar. Entonces encontramos para Ω(x;S) el valor 2π si x está
justo debajo de S, y −2π si está por encima. De la Ec. (10A.13), calculemos el campo vectorial

B(x;S) = I∇Ω(x;S). (10A.14)

Para esto reescribimos

∇Ω(x;S) =

∫

S

dS′
k∇

R′
k

R′3
= −

∫

S

dS′
k∇

′R
′
k

R′3
, (10A.15)

el cual se puede rearreglar a la forma

∇Ω(x;S) = −
[∫

S

(
dS′

k ∂
′
i

R′
k

R′3
− dS′

i ∂
′
k

R′
k

R′3

)
+

∫

S

dS′
i ∂

′
k

R′
k

R′3

]
. (10A.16)

Con ayuda del teorema de Stokes
∫

S

(dSk∂i − dSi∂k)f(x) = ǫkil

∫

L

dxlf(x), (10A.17)

y la relación ∂′k(R
′
k/R

′3) = 4πδ(3)(x− x′), obtenemos

∇Ω(x;S) = −
[∫

L

dx′ ×R′

R′3
+ 4π

∫

S

dS′δ(3)(x− x′)

]
. (10A.18)

Multiplicando el primer término por I, obtenemos de nuevo el campo magnético (10A.12) debido
a la corriente I. Del segundo término obtenemos el campo magnético singular de una capa dipo-
lar magnética infinitesimalmente delgada ubicada sobre la superficie S, arbitrariamente elegida y
encerrada por L.

El segundo término es una consecuencia del hecho de que el ángulo sólido Ω(x;S) se definió
por medio de la integral de superficie (10A.13). Si x cruza la superficie S, el ángulo sólido tiene
una discontinuidad de 4π.

Es útil reexpresar la Ec. (10A.15) en una forma ligeramente diferente. Por analoǵıa con la
Ec. (10A.8) definimos una función δ sobre una superficie como

Æ(x;S) =

∫

S

dS′ δ(3)(x− x′), (10A.19)

y observamos que el teorema de Stokes (10A.17), se puede escribir como una identidad para fun-
ciones δ:

∇× Æ(x;S) = Æ(x;L), (10A.20)

donde L es la frontera de la superficie S. Esta ecuación muestra una vez más la divergencia cero
de la Ec. (10A.9).

Usando la función δ dada en la Ec. (10A.19) sobre la superficie S, la Ec. (10A.15) se puede
reescribir como

∇Ω(x;S) = −
∫
d3x′ δk(x

′;S)∇′ R
′
k

R′3
, (10A.21)
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y si también usamos la Ec. (10A.20), encontramos de la Ec. (10A.18) un campo magnético

Bi(x;S) = −I
[∫

d3x′[∇× Æ(x;S)]× R′

R′3
+ 4πÆ(x′;S)

]
. (10A.22)

El teorema de Stokes escrito en la forma (10A.20) muestra una propiedad importante. Śı
movemos la superficie S a S′ con la misma frontera, la función δ, δ(x;S) cambia por

Æ(x;S)→ Æ(x;S′) = Æ(x;S) + ∇δ(x;V ), (10A.23)

donde

δ(x;V ) ≡
∫
d3x′ δ(3)(x− x′), (10A.24)

y V es el volumen que la superficie ha barrido. Bajo esta transformación, el rotacional en el
lado izquierdo de la Ec. (10A.20) es invariante. Comparando la Ec. (10A.23) con la Ec. (10A.2),
identificamos (10A.23) como un nuevo tipo de transformación de norma.9 El campo magnético en el
primer término de la Ec. (10A.22) es invariante bajo esta norma, la segunda no lo es. Es entonces
obvio como encontrar una campo magnético invariante de norma: simplemente substraemos el
término singular dependiente de S y formamos

B(x) = I [∇Ω(x;S) + 4πÆ(x;S)] . (10A.25)

Este campo es independiente de la elección de S y coincide con el campo magnético (10A.12),
derivado usando la teoŕıa de norma usual. Por tanto la descripción del campo magnético como
un gradiente del campo Ω(x;S) es completamente equivalente a la descripción usual de campos
de norma en términos del vector potencial A(x). Ambas son teoŕıas de norma, aunque de un tipo
completamente diferente.

La libertad de norma (10A.23) se puede usar para mover la superficie S en una configuración
estándar. Una posibilidad es hacer una norma fija, y escoger a S de tal forma que la tercera
componente de Æ(x;S) se anule. A esto se le llama la norma axial . Si Æ(x;S) no tiene esta
propiedad, siempre podemos cambiar a S por medio de un volumen V determinado por la ecuación

δ(V ) = −
∫ z

−∞

δz(x;S), (10A.26)

y la transformación (10A.23) producirá una Æ(x;S) en la norma axial, a ser denotada por Æax(x;S).
La ecuación (10A.25) sugiere definir un ángulo sólido Ω(x) el cual es independiente de S y

depende sólo de la frontera L de S:

∇Ω(x;L) ≡∇Ω(x;S) + 4πÆ(x;S). (10A.27)

Esta es la continuación anaĺıtica de Ω(x;S), a través de la superficie S, la cual remueve la dis-
continuidad y produce una función multivaluada Ω(x;L), que tiene valores desde −∞ hasta ∞.
Para cada punto en el espacio, existe un número infinito de superficies de Riemann empezando
por una sigularidad en L. Los valores de Ω(x;L) en las superficies difieren en múltiplos enteros de
4π. A partir de esta función multivaluada, el campo magnético (10A.12) se puede obtener como
un simple gradiente:

B(x) = I∇Ω(x;L). (10A.28)

La ley de Ampère (10A.1) implica que el ángulo sólido multivaluado Ω(x;L) satisface la ecuación

(∂i∂j − ∂j∂i)Ω(x;L) = 4πǫijkδk(x;L). (10A.29)

9Para una discusión de esta libertad de norma, la cual es independiente de la teoŕıa electro-
magnética, ver la Ref. [56].
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Aśı, como una consecuencia de su caracter multivaluado, Ω(x;L) viola la condición de integra-
bilidad de Schwarz, como las coordenadas de transformación lo hacen en la Ec. (10.19). Esto
lo convierte en un objeto matemático inusual con el cual lidiar. Sin embargo, es perfectamente
adecuado para describir la f́ısica.

Para ver expĺıcitamente como Ω(x;L) cumple completamente con la Ec. (10A.29), vayamos a
dos dimensiones donde el circuito corresponde a dos puntos (en el cual el circuito intersecta un
plano). Por simplicidad, movemos uno de los puntos al infinito, y colocamos el otro en el origen.
El papel del ángulo sólido Ω(x;L) corresponde ahora al ángulo azimutal ϕ(x) del punto x:

ϕ(x) = arctan
x2

x1
. (10A.30)

Usualmente la función arctan(x2/x1) puede ser única si cortamos el plano x desde el origen a
lo largo de alguna ĺınea C hasta infinito, preferentemente a lo largo de una ĺınea recta para el
intervalo x = (−∞, 0), y suponiendo que ϕ(x) tiene una discontinuidad de π a −π cuando cruza el
corte. El corte corresponde a la superficie dipolar magnética S en la integral (10A.13). Contrario
a esto, supondremos que ϕ(x) es la continuación anaĺıtica multivaluada de esta función. Entonces
la derivada parcial ∂i es

∂iϕ(x) = −ǫij
xj

(x1)2 + (x2)2
. (10A.31)

Con la definición uni-valuada de ∂iϕ(x), existiŕıa una función δ, ǫijδj(C;x) a través del corte
C, correspondiente al segundo término en la Ec. (10A.18). Cuando se integra el rotacional de la
Ec. (10A.31) a través de la superficie s de un pequeño ćırculo c alrededor del origen, por el teorema
de Stokes obtenemos

∫

s

d2x(∂i∂j − ∂j∂i)ϕ(x) =

∫

c

dxi∂iϕ(x), (10A.32)

el cual es igual a 2π en la definición multivaluada de ϕ(x). Como en la Ec. (10A.41), este resultado
implica la violación de la condición de integrabilidad:

(∂1∂2 − ∂2∂1)ϕ(x) = 2πδ(2)(x), (10A.33)

cuya generalización a tres dimensiones es la Ec. (10A.29). En la definición univaluada, con la
discontinuidad por 2π através del corte, el lado derecho de la Ec. (10A.32) se anulaŕıa, haciendo
que ϕ(x) satisfaga la condición de integrabilidad (10A.29).

En base a la Ec. (10A.33) podemos construir una función de Green para resolver la ecuación
diferencial correspondiente con una fuente arbitraria, la cual es una superposición de corrientes
infinitesimalmente delgadas perforando el espacio bi-dimensional en los puntos xn:

j(x) =
∑

n

Inδ
(2)(x− xn), (10A.34)

donde In son corrientes. Podemos entonces resolver fácilmente la ecuación diferencial

(∂1∂2 − ∂2∂1)f(x) = j(x), (10A.35)

con ayuda de la función de Green

G(x,x′) =
1

2π
ϕ(x − x′) (10A.36)

la cual satisface

(∂1∂2 − ∂2∂1)G(x − x′) = δ(2)(x − x′). (10A.37)
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La solución de la Ec. (10A.35) es obviamente

f(x) =

∫
d2x′G(x,x′)j(x). (10A.38)

El gradiente de f(x) será el campo magnético de un conjunto arbitrario de corrientes filamentales
verticales al plano bajo consideración.

Es interesante notar que la función de Green (10A.36), es la parte imaginaria de la función
compleja (1/2π) log(z − z′), donde z = x1 + ix2, cuya parte real (1/2π) log |z − z′| es la función de
Green G∆(x− x′) de la ecuación de Poisson en dos dimensiones:

(∂21 + ∂22)G∆(x− x′) = δ(2)(x− x′). (10A.39)

Es importante señalar que la superposición de corrientes filamentales no se puede suavizar con
una distribución continua. La integral (10A.38) dará la superposición de las funciones multivalua-
das

f(x) =
1

2π

∑

n

In arctan
x2 − x2n
x1 − x1n

, (10A.40)

la cual está propiamente definida, sólo śı podemos continuarla anaĺıticamente en todas partes de las
superficies de Riemann definidas por los puntos extremos del corte en el origen. Si reemplazamos
la suma por una integral, esta posibilidad se perdeŕıa. Aśı, estrictamente hablando, es imposible
representar campos magnéticos continuos arbitrarios como el gradiente de superposiciones de po-
tenciales escalares Ω(x;L). Sin embargo, esto no es una desventaja severa de esta representación,
ya que cualquier corriente se puede aproximar por una superposición de corrientes filamentales con
la precisión deseada, y lo mismo será cierto para los campos magnéticos asociados.

La arbitrariedad de la forma de la discontinuidad es el origen de una posterior estructura
de norma interesante, la cual tiene consecuencias f́ısicas importantes a ser discutidas en la Sub-
sección 10A.5.

10A.2 Generando Campos Magnéticos por Transformaciones
de Norma Multivaluadas

Después de este primer ejercicio de funciones multivaluadas, estudiaremos otro ejemplo del mag-
netismo el cual nos conducirá directamente a las buscadas aplicaciones geométricas. Observamos
anteriormente que la transformación de norma local (10A.2) produce el mismo campo magnético
B(x) = ∇×A(x) siempre que la función Λ(x) satisfaga el criterio de integrabilidad de Schwarz
(10A.29)

(∂i∂j − ∂j∂i)Λ(x) = 0. (10A.41)

Toda función Λ(x) que viole esta condición cambiaŕıa el campo magnético en la cantidad

∆Bk(x) = ǫkij(∂i∂j − ∂j∂i)Λ(x), (10A.42)

siendo aśı una función de norma no propia. El gradiente de Λ(x)

A(x) = ∇Λ(x) (10A.43)

seŕıa un potencial vectorial no trivial .
Por analoǵıa con la transformación de coordenadas multivaluadas que violan la condición de

integrabilidad de Schwarz, como en la Ec. (10A.29), la función Λ(x) será llamada función de norma

no holonómica.
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Habiendo aprendido como tratar las funciones multivaluadas, podemos cambiar nuestra actitud
hacia las transformaciones de norma y decidir generar todos los campos magnéticos, aproximada-
mente, en un espacio libre de campos, por medio de tales transformaciones de norma impropias
Λ(x). Escogiendo por ejemplo

Λ(x) = ΦΩ(x;L), (10A.44)

encontramos de la Ec. (10A.29) que esto genera un campo

Bk(x) = ǫkij(∂i∂j − ∂j∂i)Λ(x) = Φδk(x;L). (10A.45)

Este es un campo magnético con flujo total Φ dentro de un tubo infinitesimal. Por medio de
una superposición de tales tubos de flujo infinitesimalmente delgados, análogos a la Ec. (10A.38),
podemos generar una aproximación discreta para cualquier campo magnético deseado en un espacio
libre de campos.

10A.3 Monopolos Magnéticos

Los campos multivaluados también se han usado para describir mopolos magnéticos [10, 13, 14].
Una densidad de carga monopolar ρm(x) es la fuente necesaria para definir un campo magnético
B(x), de acuerdo con la ecuación

∇·B(x) = 4πρm(x). (10A.46)

Si B(x) se expresa en términos de un potencial vectorial A(x) como B(x) = ∇×A(x), la ecuación
(10A.46) implica la no conmutatividad de las derivadas del potencial vectorial A(x):

1

2
ǫijk(∂i∂j − ∂j∂i)Ak(x) = 4πρm(x). (10A.47)

Aśı A(x) debe ser multivaluada. Dirac en su famosa teoŕıa de monopolos [16], convirtió el campo en
uni-valuado fijando a la ĺınea universo de la part́ıcula una discontinuidad de la superficie universo,
cuya intersección con un plano coordenado en un tiempo fijo forma la cuerda de Dirac, a lo largo
de la cual el campo magnético del monopolo es tráıdo desde infinito. Esta superficie universo se
puede hacer f́ısicamente irrelevante, cuantizandola apropiadamente con respecto a la carga. Su
forma en el espacio es tan irrelevante, como la discontinuidad de la superficie S en la Fig. 10.5.
La invariancia bajo deformaciones de la forma constituyen una vez más una estructura de segunda
norma, del tipo mencionado antes y discutido en las Refs. [2, 6, 7, 10, 12].

Una vez que nos permitimos trabajar con campos multivaluados, podemos fácilmente ir más
alla y expresar también el potencial A(x) como el gradiente de un campo escalar, como en en la
Ec. (10A.43). La condición se convierte en

ǫijk∂i∂j∂kΛ(x) = 4πρm(x). (10A.48)

Construyamos el campo de un monopolo magnético de carga g en el punto x0, el cual satisface
la Ec. (10A.46) con ρm(x) = g δ(3)(x − x0). F́ısicamente, esto sólo se puede hacer fijando un

solenoide infinitamente delgado a lo largo de una ĺınea arbitraria L↑
0 cuyo punto inicial este en x0

y el final en cualquier lugar al infinito. El supeŕındice ↑ indica que la ĺınea tiene un punto de inicio
x0. Dentro del solenoide, el campo magnético es infinito, igual a

Bdentro(x;L) = 4πg Æ(x;L↑
0), (10A.49)

donde Æ(x;L↑
0) es la versión de extremo abierto de la Ec. (10A.8)

Æ(x;L↑
0) =

∫

L↑

0,x0

d3x′δ(3)(x − x′). (10A.50)
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La divergencia de esta función está concentrada en el punto de inicio:

∇· Æ(x;L↑
0) = δ(3)(x− x0). (10A.51)

Esto se sigue de la Ec. (10A.10) moviendo el punto final a infinito. Por analoǵıa con la relación
del rotacional de la Ec. (10A.20), observamos una invariancia adicional de norma. Si deformamos
la ĺınea L, en el punto inicial fijo x, la función δ (10A.50) cambia como sigue:

Æ(x;L↑
0)→ Æ(x;L′↑

0 ) = Æ(x;L↑
0) + ∇× Æ(x;S), (10A.52)

donde S es la superficie que L↑ ha barrido en su camino hacia L′↑. Bajo esta transformación de
norma, la relación (10A.51) es obviamente invariante. Llamaremos a esto invariancia de norma

monopolar . Por lo tanto, el flujo (10A.49) dentro del solenoide es un campo monopolar de norma.
En forma directa, podemos construir de este campo monopolar el campo de norma ordinario A(x)

del monopolo. Primero definimos el campo dependiente de L↑
0

A(x;L↑
0) = −g

∫
d3x′

∇
′× Æ(x′;L↑

0)

R′
= g

∫
d3x′ Æ(x′;L↑

0)×
R′

R′3
. (10A.53)

El rotacional de la primera expresión es

∇×A(x;L↑
0) = −g

∫
d3x′

∇
′× [∇′× Æ(x′;L↑

0)]

R′
, (10A.54)

y consta de dos términos

−g
∫
d3x′

∇
′[∇′ · Æ(x′;L↑

0)]

R′
+ g

∫
d3x′

∇
′2
Æ(x′;L↑

0)

R′
. (10A.55)

Después de una integración por partes, y usando la Ec. (10A.51), el primer término es independiente

de L↑
0 y resulta ser

g

∫
d3x′δ(3)(x− x0)∇

′ 1

R′
= g

x− x0

|x− x0|3
. (10A.56)

Luego de dos integraciones por partes, el segundo término se convierte en

−4πg Æ(x′;L↑
0). (10A.57)

El primer término es el campo magnético monopolar deseado. Su divergencia es δ(x−x0), expresión
que queŕıamos obtener. El segundo término es el campo de norma monopolar, el campo magnético
dentro del solenoide. Por supuesto, la divergencia total es cero.

Por analoǵıa con la Ec. (10A.25), ahora restamos el último término y encontramos el campo
magnético del monopolo

B(x) = ∇×A(x;L↑
0) + 4πg Æ(x;L↑

0). (10A.58)

Este campo es idependiente de la cuerda L↑
0. Depende solamente del punto fuente x0 y satisface

la relación ∇·B(x) = 4πg δ(3)(x− x0).

Calculemos el potencial vectorial para algunas elecciones sencillas de x0 y L↑
0, por ejemplo

x0 = 0 y L↑
0 a lo largo del eje positivo z, de tal manera que Æ(x;L↑

0) se convierte en ẑΘ(z)δ(x)δ(y),
donde ẑ es el vector unitario en la dirección z. Sustituyendo esto en la segunda expresión de la
Ec. (10A.53) obtenemos

A(g)(x;L↑
0) =−g

∫ ∞

0

dz′
ẑ× x

√
x2 + y2 + (z′ − z)23/2

= −g ẑ× x

r(r − z) = g
(y,−x, 0)

r(r − z) . (10A.59)
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Si L↑
0 va a −∞, de tal forma que Æ(x;L↑

0) es igual a −ẑΘ(−z)δ(x)δ(y), obtenemos

A(g)(x;L↑
0) = g

∫ 0

−∞

dz′
ẑ× x

√
x2 + y2 + (z′ − z)23/2

= g
ẑ× x

r(r + z)
= −g (y,−x, 0)

r(r + z)
. (10A.60)

El potencial vectorial tiene sólo componentes azimutales. Si parametrizamos (x, y, z) en términos
de los ángulos esféricos (θ, ϕ), como r(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), las componentes son

A(g)
ϕ (x;L↑

0) =
g

r sin θ
(1− cos θ) or A(g)

ϕ (x;L↑
0) = − g

r sin θ
(1 + cos θ), (10A.61)

respectivamente.
El perfil de la ĺınea L↑

0 se puede llevar a una forma estándar, la cual corresponde a fijar una

norma del campo Æ(x;L↑
0). Por ejemplo, siempre podemos escoger que L↑

0 vaya de x0 hacia la
dirección z.

También exite aqúı una formulación equivalente en términos de un campo A multivaluado con
infinitas superficies de Riemann alrededor de la ĺınea L. Para una discusión detallada de la f́ısica
de campos multivaluados ver las Refs. [2, 6, 7, 10, 12].

Una observación interesante es la siguiente: si la función de norma Λ(x) se considera como
un desplazamiento no holonómico en alguna dimensión ficticia de un cristal, entonces el campo
magnético de un circuito de corriente que de lugar a derivadas no conmutativas (∂i∂j−∂j∂i)Λ(x) 6=
0 es el análogo de una dislocación [comparar con la Ec. (10.23)], y por ende implica torsión
en el cristal. Por otra parte, un monopolo magnético surge de las derivadas no conmutativas
(∂i∂j−∂j∂i)∂kΛ(x) 6= 0 en la Ec. (10A.48). Esto corresponde a una disclinación [ver la Ec. (10.57)]
e implica curvatura. Los defectos en la descripción multivaluada del magnetismo son por lo tanto
similares a los de un cristal donde se pueden observar más fácilmente las dislocaciones en com-
paración con las disclinaciones. Estos defectos son opuestos a los de la relatividad general los cuales
están gobernados solamente por la curvatura, sin evidencia hasta ahora de torsión [11].

10A.4 Acoplamiento Magnético Mı́nimo de Part́ıculas en
Transformaciones Multivaluadas de Norma

Las transformaciones multivaluadas de norma son la herramienta perfecta para el acoplamiento
mı́nimo del electromagnetimo con cualquier tipo de materia. Consideremos por ejemplo una
part́ıcula puntual no relativista con Lagrangiana

L =
M

2
ẋ2. (10A.62)

Las ecuaciones de movimiento son invariantes bajo las transformaciones de norma

L→ L′ = L+ ∇Λ(x) ẋ, (10A.63)

ya que estas cambian la acción A =
∫ tb
ta
dtL sólo en un término de superficie:

A′ → A = A+ Λ(xb)− Λ(xa). (10A.64)

El carácter invariante estará ausente si suponemos que Λ(x) es una función de norma multivaluada.
En este caso, un potencial vectorial no trivial A(x) = ∇Λ(x) (donde uilizamos unidades naturales
con e = 1) se crea en un espacio libre de campo, y la Lagrangiana producto de una transformación
de norma no holonómica correspondiente a la Ec. (10A.63),

L′ =
M

2
ẋ2 + A(x) ẋ, (10A.65)
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describe correctamente la dinámica de una part́ıcula en un campo magnético externo.
El acoplamiento derivado de transformaciones de norma multivaluadas es automáticamente in-

variante bajo transformaciones de norma ordinarias univaluadas adicionales del potencial vectorial

A(x)→ A′(x) = A(x) + ∇Λ(x), (10A.66)

puesto que estas transformaciones de norma sólo agregan a la Lagrangiana (10A.65) el mismo
término de derivada total por el cual la acción cambia en un término de superficie irrelevante,
como en la Ec. (10A.64).

En mecánica cuántica, el mismo procedimiento conduce al acoplamiento mı́nimo del campo de
Schrödinger ψ(x). La acción es A =

∫
dtd3xL, donde la densidad Lagrangiana es (en unidades

naturales con h̄ = 1)

L = ψ∗(x)

(
i∂t +

1

2M
∇

2

)
ψ(x). (10A.67)

La f́ısica descrita por una función de onda de Schrödinger ψ(x) es invariante bajo cambios arbi-
trarios locales de fase

ψ(x, t)→ ψ′(x) = eiΛ(x)ψ(x, t), (10A.68)

llamados transformaciones locales U(1). Esto implica que la densidad Lagrangiana (10A.67) puede
igualmente ser reemplazada por una densidad de norma transformada

L = ψ∗(x, t)

(
i∂t +

1

2M
D2

)
ψ(x, t), (10A.69)

donde −iD ≡ −i∇−∇Λ(x) es el operador del momentum f́ısico.
Podemos ahora estudiar los campos magnéticos no cero, los cuales aceptan transformaciones de

norma Λ(x) multivaluadas, cuyo gradiente es un potencial vectorial no trivial A(x), como hemos
visto en la Ec. (10A.43). Entonces −iD se convierte en el operador covariante del momentum

P̂ = −iD = −i∇−A(x), (10A.70)

y la densidad Lagrangiana (10A.69) describe correctamente el acoplamiento magnético de la
mecánica cuántica.

Como en el caso clásico, el acoplamiento derivado de transformaciones de norma multivalua-
das, es automáticamente invariante bajo transformaciones de norma univaludas ordinarias, donde
el potencial vectorial A(x) cambia según la Ec. (10A.66), mientras que la función de onda de
Schrödinger sufre una transformación local U(1) (10A.68). Esta invariancia es una consecuencia
directa del comportamiento simple de la representación de Dψ(x, t) bajo las transformaciones de
norma (10A.66) y (10A.68) la cual es

Dψ(x, t)→ Dψ′(x, t) = eiΛ(x)Dψ(x, t). (10A.71)

Aśı Dψ(x, t) se transforma igual que la propia ψ(x, t), y por esta razón, D es llamada la derivada
covariante de norma. La generación de los campos magnéticos por una transformación de norma
multivaluada es el ejemplo más sencillo del poder del principio de la transformación no holonómica.

Después de esta discusión es muy sugerente introducir la misma matemática en la geometŕıa
diferencial, donde el papel de las transformaciones de norma lo efectúa la reparametrización de las
coordenadas espaciales. Esto es precisamente lo que se hace en la Subsección (10.2.2).

10A.5 Representación en Campos de Norma de Circuitos
y Monopolos

En las subsecciones previas hemos dado ejemplos del uso de campos multivaluados en la descripción
de fenómenos magnéticos. Las transformaciones de norma no holonómicas, por medio de las cuales
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creamos configuraciones de campos tipo filamental no nulos, mostraron ser el origen natural del
acoplamiento mı́nimo en la acción clásica aśı como también en la ecuación de Schrödinger. Es
interesante observar que existe una teoŕıa alternativa para el magnetismo en términos de estos
campos multivaluados (la cual es fácilmente generalizable al electromagnetismo), donde tenemos
que manejar apropiadamente la libertad de escoger las superficies de la discontinuidad S, cuya
frontera representa f́ısicamente el circuito de corriente en la Ec. (10A.12).

Para entender esto nos concentramos en el problema de construir un formalismo de acción para
calcular la enerǵıa magnética de un circuito de corriente en la representación gradiente del campo
magnético. En esta teoŕıa de campo Euclideana, la acción es la enerǵıa de campo:

E =
1

8π

∫
d3xB2(x). (10A.72)

Sustituyendo la representación gradiente (10A.28) del campo magnético, podemos escribir esta
enerǵıa como

E =
I2

8π

∫
d3x [∇Ω(x)]2. (10A.73)

Esta expresión se cumple para el ángulo sólido multivaluado Ω(x), el cual es independiente de S.
Ahora, para efectuar los cálculos teoŕıcos de campo, debemos utilizar la representación univaluada
(10A.25), de tal forma que

E =
I2

8π

∫
d3x [∇Ω(x;S) + 4πÆ(x;S)]2. (10A.74)

La función δ elimina la enerǵıa de campo no f́ısica sobre la capa dipolar magnética artificial en S.
Calculamos la enerǵıa magnética de campo del circuito de corriente a partir de la acción (10A.74).
Para esto reescribimos la acción (10A.74) en términos de un vector de campo auxiliar B(x) en la
forma

E =

∫
d3x

{
− 1

8π
B2(x)− I

4π
B(x) · [∇Ω(x;S) + 4πÆ(x;S)]

}
. (10A.75)

Una integración por partes permite escribir el segundo término como
∫
d3x

I

4π
∇·B(x)Ω(x;S).

Extremizando esta expresión con respecto a Ω(x), nos permite hallar la ecuación

∇·B(x) = 0, (10A.76)

implicando que las ĺıneas de campo de B(x) forman circuitos cerrados. Esta ecuación se puede
cumplir de manera exacta (como una identidad de Bianchi), expresando a B(x) como el rotacional
de un potencial vectorial auxiliar A(x)

B(x) ≡∇×A(x). (10A.77)

Con esta hipótesis, la ecuación para la acción (10A.75) tiene la forma

E =

∫
d3x

{
− 1

8π
[∇×A(x)]2 − I [∇×A(x)] · Æ(x;S)

}
. (10A.78)

Una posterior integración por partes lleva la ecuación a la forma

E =

∫
d3x

{
− 1

8π
[∇×A(x)]2 − IA(x) · [∇× Æ(x;S)]

}
, (10A.79)
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el término lineal de A(x) lo indetificamos con la corriente auxiliar

j(x) ≡ I∇× Æ(x;S) = I Æ(x;L), (10A.80)

donde hemos usado el teorema de Stokes (10A.20). De acuerdo a la Ec. (10A.9), esta corriente se
conserva para circuitos cerrados L.

Extremizando la acción (10A.78), obtenemos la ley de Ampère (10A.1). Aśı, las cantidades
auxiliares B(x), A(x) y j(x) coinciden con las magnitudes magnéticas usuales, y tienen el mismo
nombre. Si sustituimos la solución (10A.5) de la ley de Ampère en la enerǵıa, obtenemos la enerǵıa
de Biot-Savart para una distribución arbitraria de corriente

E =
1

2

∫
d3x d3x′ j(x)

1

|x− x′| j(x
′). (10A.81)

Nótese que la acción (10A.78) es invariante bajo dos transformaciones de norma mutuamente
duales, la norma magnética de la Ec. (10A.2), donde el potencial vectorial admite el gradiente
de un campo escalar arbitrario, y la transformación de norma (10A.23), por la cual la superficie
irrelevante S se mueve a otra configuración S′.

Aśı, hemos probado la equivalencia completa entre la representación gradiente del campo
magnético y la representación usual de campos de norma. En la representación gradiente, existe
un nuevo tipo de invariancia de norma la cual expresa la irrelevancia f́ısica de la discontinuidad de
la superficie que aparece cuando usamos ángulos sólidos uni-valuados.

La acción (10A.79) describe el magnétismo en términos de una teoŕıa de norma doble [8], en la
cual tanto la norma de A(x) y la forma de S se pueden cambiar arbitrariamente. Construyendo una
función de partición gran canónica de muchas superficies fluctuantes es posible describir una gran
cantidad de transiciones de fase mediadas por la proliferación de defectos filamentales. Ejemplos
de esto son las ĺıneas de vórtices en la transición normal–superfluido del helio y las ĺıneas de
dislocación y disclinación en la transición de la mezcla de cristales [2, 6, 7, 10, 12].

Veamos ahora el cálculo análogo para un gas de monopolos en xn, a partir de la enerǵıa
magnética formada con el campo (10A.58):

E =
1

8π

∫
d3x

[
∇×A + 4πg

∑

n

Æ(x;L↑
n)

]2
. (10A.82)

Como en la Ec. (10A.75) introducimos un campo magnético auxiliar y reescribimos la Ec. (10A.82)
como

E=

∫
d3x

{
− 1

8π
B2(x) − 1

4π
B(x) ·

[
∇×A + g

∑

n

Æ(x;L↑
n)

]}
. (10A.83)

Extremizando esto con respecto a A obtenemos ∇ × B = 0, aśı que podemos usar la relación
B = ∇Λ, y obtenemos

E=

∫
d3x

{
− 1

8π
[∇Λ(x)]2 + gΛ(x)

∑

n

∇ · Æ(x;L↑
n)

}
. (10A.84)

Recordando la Ec. (10A.51), el campo extremo Λ es

Λ(x) = −4πg

∇
2

∑

n

δ(x − xn) = g
∑

n

1

|x− xn|
, (10A.85)

el cual, después de sustituir en la Ec. (10A.84), conduce a la enerǵıa de interacción de Coulomb

E =
g2

2

∑

n,n′

1

|xn − xn′ | . (10A.86)
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Apéndice 10B Comparación de Bases Tetradas
Multivaluadas y Campos de Vierbein

Las tetradas estándares o campos vierbein fueron introducidas hace bastante tiempo en teoŕıas
gravitacionales de part́ıculas rotatorias, tanto en espacios-tiempo puramente Riemannianos [16],
como también en espacios-tiempo de Riemann-Cartan [17, 18, 19, 20, 2]. Su matemática está
descrita en detalle en la literatura [21]. Su propósito fue definir en cada punto un marco local de
Lorentz por medio de otro conjunto de coordenadas diferenciales

dxα = hα
λ(q)dqλ, α = 0, 1, 2, 3, (10B.1)

el cual se puede contraer con las matrices de Dirac γα, para obtener magnitudes de Lorentz
localmente invariantes. Los marcos de referencia locales de Lorentz se obtienen requiriendo que la
métrica inducida en estas coordenadas sea de Minkowski:

gαβ = hα
µ(q)hβ

ν(q)gµν(q) = ηαβ , (10B.2)

donde ηαβ es la métrica del espacio plano de Minkowski (10.30). Igual que eiµ(q) en la Ec. (10.12),
estos vierbeins poseen rećıprocos

hα
µ(q) ≡ ηαβgµν(q)hβν(q), (10B.3)

y satisfacen relaciones de ortogonalidad y completes como en la Ec. (10.13):

hα
µhβµ = δα

β, hαµhα
ν = δµ

ν . (10B.4)

Estas tetradas también se puede multiplicar unas con otras, como en la Ec. (10.14), para dar la
métrica

gµν(q) = hαµ(q)hβν(q)ηαβ . (10B.5)

Aśı estas relaciones constituyen otra “ráız cuadrada” de la métrica. La relación entre estas ráıces
cuadradas es una transformación lineal

eaµ(q) = eaα(q)hαµ(q), (10B.6)

la cual será necesariamente una transformación local de Lorentz

Λa
α(q) = eaα(q), (10B.7)

ya que esta matriz conecta entre si las dos métricas de Minkowski (10.30) y (10B.2):

ηabΛ
a
α(q)Λb

β(q) = ηαβ . (10B.8)

Las diferentes transformaciones locales de Lorentz nos permiten escoger diferentes marcos locales
de Lorentz, los cuales distinguen campos con esṕın definido por representaciones irreducibles de
estas transformaciones. Las consecuencias f́ısicas de la teoŕıa deben de ser independientes de esta
elección local, y esta es la razón de porque la presencia de campos de esṕın requieren la existencia
de una libertad de norma adicional bajo transformaciones locales de Lorentz, adicionalmente a
la invariancia de Einstein bajo transformaciones generales de coordenadas. Ya que lo anterior se
puede ver como translaciones locales, la teoŕıa de part́ıculas con esṕın es un invariante local de
Poincaré.

Los campos vierbein hαµ(q) y los campos vistos anteriormente tienen en común el hecho de que
ambos violan la condición de integrabilidad dada en la Ec. (10.22), describiendo aśı coordenadas
no holonómicas dxα para las cuales existe sólo una relación diferencial (10B.1) con las coordenadas
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f́ısicas qµ. Sin embargo, estos campos difieren de nuestras tetradas multivaluadas eaµ(q) al ser
campos uni-valuados que satisfacen la condición de integrabilidad

(∂µ∂ν − ∂ν∂µ)hα
λ(q) = 0, (10B.9)

contrario con nuestras tetradas multivaluadas e i
λ(q) de la Ec. (10.23).

En el sistema local de coordenadas dxα, la curvatura surge de una violación de la condición de
integrabilidad de las transformaciones locales de Lorentz (10B.7).

La relación simple (10.24) para el tensor de torsión en términos de las tetradas multivaluadas
e i

λ(q) debe de contrastarse con un cantidad de apariencia similar, pero geométricamente bastante
diferente, formada a partir de los campos vierbein hαλ(q) y sus rećıprocos, los objectos de la

inholonomı́a [21]:

Ω γ
αβ (q) =

1

2
hα

µ(q)hβ
ν(q)

[
∂µh

γ
ν(q)− ∂νhγµ(q)

]
. (10B.10)

Una combinación de estas, similar a la Ec. (10.28),

h

K
γ

αβ (q) = Ω γ
αβ (q)− Ω γ

β α(q) + Ωγ
αβ(q), (10B.11)

aparece en la llamada conección de esṕın

Γαβ
γ = hγλhα

µhβ
ν(Kµν

λ −
h

K µν
λ), (10B.12)

la cual es necesaria para formar una derivada covariante de los vectores locales

vα(q) = vµ(q)hα
µ(q), vα(q) = vµ(q)hαµ(q). (10B.13)

Estas tienen la forma

Dαvβ(q) = ∂αvβ(q) − Γ γ
αβ (q)vγ(q), Dαv

β(q) = ∂αv
β(q) + Γαγ

β(q)vγ(q). (10B.14)

Para detalles, ver las Refs. [2, 6]. A pesar de la similitud entre las ecuaciones (10.24) y (10B.10), el

tensor Ω γ
αβ (q) no tiene relación con la torsión, y

h

K αβ
γ(q) es independiente de la contorsión Kαβ

γ .

De hecho, los objetos de la inholonomı́a Ω γ
αβ (q) son en general distintos de cero en ausencia de

torsión [22], y aún pueden ser distintos de cero en el espacio-tiempo plano, donde las matrices

hαµ(q) degeneran en las transformaciones locales de Lorentz. Las cantidades
h

K αβ
γ(q), y aśı la

conección de esṕın (10B.12), caracterizan la orientación de los marcos locales de Lorentz.
Las coordenadas no holonómicas dxα transforman la métrica gµν(q) a una forma Minkowskiana

ηab para algún punto dado qµ. Estas coordenadas corresponden a un pequeño “elevador en cáıda”
de Einstein, en el cual las fuerzas gravitacionales se anulan precisamente en el centro de masa,
estando aún la vecindad sujeta a fuerzas de marea. En contraste, las coordenadas no holonómicas
dxa aplanan el espacio-tiempo en una vecindad completa del punto. Esto es a expensas de producir
defectos en el espacio-tiempo (como los producidos cuando se aplana la cáscara de una naranja
pisandola), como será explicado en la Sección IV. La conección af́ın Γab

c(q) para las coordenadas
anteriores dxa, se anula idénticamente.

La diferencia entre nuestra tetrada multivaluada y los campos de vierbein está ilustrada en el
diagrama de la Fig. 10.6.

Apéndice 10C Cancelación de las Potencias de δ(0)

Existe una forma sencilla de probar la cancelación de todas las divergencias UV δ(0). Consideremos
una part́ıcula libre cuya masa depende del tiempo y que tiene la acción

Atot[q] =

∫ β

0

dτ

[
1

2
Z(τ)q̇2(τ)− 1

2
δ(0) logZ(τ)

]
, (10C.1)
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Figure 10.6 Sistema coordenado qµ y los dos conjuntos de coordenadas no–holonómicas

dxα y dxa. Las coordenadas intermedias dxα tienen una métrica de Minkowski sólo en el

punto q, las coordenadas dxa tienen la métrica en una pequeña vecindad entera (con el

costo de un error de cerradura).

donde Z(τ) es alguna función de τ pero independiente de la trayectoria q(τ). El último término
es la forma más simple, y no trivial, de la acción Jacobiana visto en la Ec. (10.408). Puesto que es
independiente de q, es conveniente extraerlo de la integral de trayectoria como un factor

J = e
(1/2)δ(0)

∫
β

0
dτ logZ(τ)

. (10C.2)

Separamos la acción como la suma de una parte libre y una parte de interacción

A(0) =

∫ β

0

dτ
1

2
q̇2(τ), Aint =

∫ β

0

dτ
1

2
[Z(τ)− 1] q̇2(τ), (10C.3)

y calculamos la amplitud de transición (10.411) como una suma de todos los diagramas conectados
en el desarrollo de cumulantes

(0 β|0 0) = J

∫
Dq(τ)e−A(0) [q]−Aint[q] = J

∫
Dq(τ)e−A(0)[q]

(
1−Aint +

1

2
A2

int − . . .
)

= (2πβ)−1/2J

[
1− 〈Aint〉+

1

2

〈
A2

int

〉
− . . .

]

= (2πβ)−1/2J e−〈Aint〉c+
1
2 〈A2

int〉c−.... (10C.4)

Ahora, mostraremos que la serie infinita, en potencias de δ(0), que aparece en la serie de Taylor del
exponencial (10C.2), es compensada por la suma de todos los términos en el desarrollo perturbativo
(10C.4). Estando interesados solamente en estos términos singulares, podemos extender el intervalo
τ a todo el eje temporal. Entonces de la Ec. (10.394) obtenemos el propagador ∆̇̇ (τ, τ ′) = δ(τ−τ ′),
y encontramos el término a primer orden de la serie

〈Aint〉c =

∫
dτ

1

2
[Z(τ)− 1] ∆̇̇ (τ, τ) = − 1

2
δ(0)

∫
dτ [1− Z(τ)]. (10C.5)

A segundo orden, aparecen integrales divergentes involucrando productos de las distribuciones,
requiriendo aśı una extensión intermedia a d dimensiones como sigue

〈
A2

int

〉
c

=

∫ ∫
dτ1 dτ2

1

2
(Z − 1)1

1

2
(Z − 1)2 2 ∆̇̇ (τ1, τ2) ∆̇̇ (τ2, τ1)

→
∫ ∫

ddx1 d
dx2

1

2
(Z − 1)1

1

2
(Z − 1)2 2 µ∆ν(x1, x2) ν∆µ(x2, x1)

=

∫ ∫
ddx1 d

dx2
1

2
(Z − 1)1

1

2
(Z − 1)2 2 ∆µµ(x2, x1)∆νν(x1, x2) , (10C.6)

la última ĺınea se obtiene por medio de integraciones por partes. Por conveniencia, hemos abreviado
[Z(τi)− 1] por (Z − 1)i. Usando la ecuación de campo (10.418) y regresando a una dimensión, con
la abreviación adicional (Z − 1)i → zi, obtenemos:

〈
A2

int

〉
c

=
1

2

∫ ∫
dτ1 dτ2 z1 z2 δ

2(τ1, τ2). (10C.7)
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Para el término a tercer orden hallamos

〈
A3

int

〉
c
=

∫ ∫ ∫
dτ1 dτ2 dτ3

1

2
z1

1

2
z2

1

2
z3 8 ∆̇̇ (τ1, τ2) ∆̇̇ (τ2, τ3) ∆̇̇ (τ3, τ1)

→
∫ ∫ ∫

ddx1 d
dx2 d

dx3
1

2
z1

1

2
z2

1

2
z3 8 µ∆ν(x1, x2) ν∆σ(x2, x3) σ∆µ(x3, x1)

= −
∫ ∫ ∫

ddx1 d
dx2 d

dx3
1

2
z1

1

2
z2

1

2
z3 8 ∆µµ(x3, x1)∆νν(x1, x2)∆σσ(x2, x3). (10C.8)

Aplicando otra vez la ecuación de campo (10.418) y regresando a una dimensión, esto se reduce a

〈
A3

int

〉
c

=

∫ ∫ ∫
dτ1 dτ2 dτ3 z1 z2 z3δ(τ1, τ2) δ(τ2, τ3) δ(τ3, τ1). (10C.9)

Continuando a orden n y substituyendo las Ecs. (10C.5), (10C.7), (10C.9), etc., en la Ec. (10C.4),
obtenemos en el exponente de esta ecuación la suma

−〈Aint〉c +
1

2

〈
A2

int

〉
c
− 1

3!

〈
A3

int

〉
c
+ . . . =

1

2

∞∑

1

(−1)n
cn
n
, (10C.10)

donde

cn =

∫
dτ1 . . . dτn C(τ1, τ2)C(τ2, τ3) . . . C(τn, τ1) (10C.11)

y además

C(τ, τ ′) = [Z(τ)− 1] δ(τ, τ ′). (10C.12)

Substituyendo esto en la Ec. (10C.11) y usando la regla (10.369), tenemos

cn =

∫ ∫
dτ1dτn [Z(τ1)− 1]n δ2(τ1 − τn) = δ(0)

∫
dτ [Z(τ) − 1]n. (10C.13)

Insertando estos números en el desarrollo (10C.10), obtenemos

−〈Aint〉c +
1

2

〈
A2

int

〉
c
− 1

3!

〈
A3

int

〉
c
+ . . . =

1

2
δ(0)

∫
dτ

∞∑

1

(−1)n
[Z(τ)− 1]n

n

= −1

2
δ(0)

∫
dτ logZ(τ), (10C.14)

lo que compensa precisamente el factor Jacobiano J en la Ec. (10C.4).
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amplitud de tiempo-corto de la integral de trayectoria, la acción de DeWitt no es clásica, contrario
a la idea misma de la integral de trayectoria. Una cŕıtica similar se mantiene para
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gravedad con torsión, pp. 1427–1431.

[56] H. Kleinert, Phys. Lett. B 246 , 127 (1990) (ibid.http/205); Int. J. Mod. Phys. A 7 , 4693
(1992) (ibid.http/203); y Phys. Lett. B 293 , 168 (1992) (ibid.http/211).
Ver también el texto [2].



Felix est quantulumcunque temporis contigit, bene collocatus est

Happy is he who has well employed the time,

however small the time slices may be

Seneca (4BC–65)

11

Ecuación de Schrödinger en Espacios
de Métrica Af́ın General

Usamos ahora la representación en términos de la integral de trayectoria desarro-
llada en el último caṕıtulo para encontrar la ecuación de Schrödinger que obedece
la amplitud de evolución temporal en un espacio con curvatura y torsión. Si sólo
hay curvatura, la amplitud de evolución temporal crea la conección con la mecánica
cuántica de operadores descrita en el Caṕıtulo 1. En particular, esta amplitud re-
produce propiamente el espectro de enerǵıa de los sistemas de las Secciones 1.14 y
1.15 — la part́ıcula sobre la superficie de la esfera y el trompo giratorio — los cuales
fueron cuantizados usando las reglas del grupo de conmutación. Si el espacio posee
también curvatura, el operador de Scrödinger obtenido de nuestra formulación será
una predicción. Lo correcto de la formulación será demostrado en el Caṕıtulo 13, me-
diante la aplicación de la integral de trayectoria al sistema de Coulomb, el cual puede
transformarse en un oscilador armónico por una transformación no–holonómica que
involucra curvatura y rotación.

11.1 Ecuación Integral para la Amplitud de Evolución

Temporal

Consideremos la partición temporal de la integral de trayectoria dada en la
Ec. (10.146)

〈q|e−i(t−t′)Ĥ/h̄|q′〉= 1
√

2πih̄ǫ/M
D

N+1
∏

n=2







∫

dD∆qn

√

g(qn)
√

2πiǫh̄/M
D





ei
∑N+1

n=1
(Aǫ+Aǫ

J
)/h̄,(11.1)

donde la integrales sobre ∆qn han de efectuarse en forma descendente desde n = N
hasta n = 1.

Estudiemos el efecto de la última integración ∆qn sobre el producto de integrales
restante. Denotamos el producto entero en forma abreviada por ψ(qN+1, tN+1) ≡
ψ(q, t), y el producto sin el último factor por la relación

ψ(qN , tN) = ψ(qN+1 −∆qN+1, tN+1 − ǫ) ≡ ψ(q −∆q, t− ǫ).

940
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Dado que la coordenada inicial q0 y el tiempo t0 de la amplitud se mantienen fijos
en lo que sigue, no los mostramos en el argumento. Suponemos que N es tan grande
que la amplitud ha tenido tiempo suficiente para desarrollarse desde el estado inicial
localizado en q′ hacia una función suave de ψ(q−∆q, t− ǫ), suave comparada con el

ancho de la última amplitud de tiempo corto, el cual es del orden de
√

h̄ǫ tr (gµν)/M .

De la Ec. (11.1) deducimos la relación de recurrencia

ψ(q, t) =
√

g(q)
∫ dD∆q
√

2πiǫh̄/M
D exp

[

i

h̄
(Aǫ +Aǫ

J)
]

ψ(q −∆q, t− ǫ). (11.2)

Esta expresión es una ecuación integral

ψ(q, t) =
∫

dD∆q Kǫ(q,∆q)ψ(q −∆q, t− ǫ), (11.3)

donde el núcleo de la integral es

Kǫ(q,∆q) =

√

g(q)
√

2πiǫh̄/M
D exp

[

i

h̄
(Aǫ +Aǫ

J)
]

. (11.4)

Convertiremos la ecuación integral (11.3) en una ecuación de Scrödinger. Lo haremos
en dos formas, una forma corta, la cual muestra directamente la reelevancia de los
diferentes términos en la representación (10.96), y una forma histórica, aunque más
tediosa, resulta útil para comparar nuestra integral de trayectoria con alternativas
previas propuestas en la literatura (ver las citas al final del caṕıtulo)

11.1.1 De la Relación de Recurrencia a la Ecuación

de Schrödinger

La evaluación de la relación (11.3) es mucho más fácil si hacemos uso de la simplici-
dad del núcleo integral Kǫ(q,∆q) y la norma cuando los expresamos en términos de
las variables ∆xi. De esta forma, en la Ec. (11.3) usamos las variables de integración
∆ξµ ≡ ∆xiei

µ, donde ei
µ se evaluá en el punto posterior q. La relación expĺıcita

entre ∆ξµ y ∆qµ se obtiene directamente de la Ec. (10.96). En términos de ∆ξµ,
reescribimos la relación (11.3) como

ψ(q, t) =
∫

dD∆ξ Kǫ
0(q,∆ξ)ψ(q −∆q(∆ξ), t− ǫ),

donde el núcleo de orden cero

Kǫ
0(q,∆ξ) =

√

g(q)
√

2πiǫh̄/M
D exp

[

i

h̄

M

2ǫ
gµν(q)∆ξ

µ∆ξν
]

(11.5)

está normalizado a la unidad.
∫

dD∆ξ Kǫ
0(q,∆ξ) = 1. (11.6)
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Para hallar la integrales de la relación (11.2), desarrollamos la función de onda en
la forma

ψ(q −∆q, t− ǫ) =
(

1−∆qµ∂µ +
1

2
∆qµ∆qν∂µ∂ν + . . .

)

ψ(q, t− ǫ), (11.7)

y la diferencia de coordenadas ∆qµ la desarrollamos en potencias de ∆ξ invirtiendo
la Ec. (10.96):

∆qλ =
[

∆ξλ+
1

2!
Γµν

λ∆ξµ∆ξν− 1

3!
(∂σΓµν

λ−Γµν
τΓ{στ}

λ)∆ξµ∆ξν∆ξσ+. . .
]

.(11.8)

Todas las conecciones afines se evalúan en los puntos posteriores q. Incluyendo en
la Ec. (11.2) los términos reelevantes del desarrollo, hallamos la ecuación integral

ψ(q, t) =
∫

dD∆ξ Kǫ
0(q,∆ξ) (11.9)

×
[

1−
(

∆ξµ+
1

2!
Γνλ

µ∆ξν∆ξλ
)

∂µ +
1

2
∆ξµ∆ξν∂µ∂ν + . . .

]

ψ(q, t− ǫ).

La evaluación requiere sólo la integral de normalización (11.6) y la función de corre-
lación de dos puntos

〈∆ξµ∆ξν〉 =
∫

dD∆ξ Kǫ
0(q,∆ξ)∆ξ

µ∆ξν =
ih̄ǫ

M
gµν(q). (11.10)

El resultado es

ψ(q, t) =

[

1 + iǫ
h̄2

2M
(gµν∂µ∂ν − Γν

νµ∂µ) + . . .

]

ψ(q, t− ǫ). (11.11)

El operador diferencial entre paréntesis es proporcional al Laplaciano covariante del
campo ψ(q, t− ǫ):

DµD
µψ ≡ gµνDµDνψ = gµνDµ∂νψ = (gµν∂µ∂ν − Γν

νµ∂µ)ψ. (11.12)

En un espacio sin torsión, este operador es igual al operador de Laplace-Beltrami
aplicado al campo ψ:

∆ψ =
1√
g
∂µ
√
ggµν∂νψ. (11.13)

En un espacio más general, la relación entre los dos operadores se obtiene de las
derivadas

∆ = gµν∂µ∂ν +

(

1√
g
∂µ
√
g

)

gµν∂ν + (∂µg
µν)∂ν . (11.14)

Usando las relaciones
(

1√
g
∂µ
√
g

)

=
1

2
gστ∂µgστ = Γ̄ ν

µν ,

∂µg
σν = −gσλgνκ∂µgλκ, (11.15)

∂µg
µν = −Γ̄µ

µν−Γ̄ν
µ
µ,
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vemos que

1√
g
(∂µg

µν√g) = −Γ̄µ
µν , (11.16)

de donde

∆ψ = (gµν∂µ∂ν − Γ̄µ
µν∂ν)ψ = D̄µD̄

µψ. (11.17)

Luego, la relación entre el operador Laplaciano y el operador de Lapace-Beltrami
estará dada por

DµD
µψ = (D̄µD̄

µ −Kµ
µν∂ν)ψ = (D̄µD̄

µ − 2Sν∂ν)ψ, (11.18)

donde D̄µ denota la derivada covariante formada con la conección af́ın de Riemann,
donde Γ̄µν

λ es el śımbolo de Christoffel y Sµ es la torsión contraida

Sµ ≡ Sµν
ν . (11.19)

Como resultado, la amplitud ψ(q, t) de la relación (11.2) cumple con la ecuación

ψ(q, t) =

(

1 +
iǫh̄

2M
DµD

µ

)

ψ(q, t− ǫ) +O(ǫ2). (11.20)

En el ĺımite ǫ→ 0, obtenemos la ecuación de Schrödinger

ih̄∂tψ(q, t) = Ĥ0ψ(q, t), (11.21)

donde Ĥ0 es el operador de Schrödinger de la part́ıcula libre

Ĥ0 = − h̄2

2M
DµD

µ. (11.22)

Esta expresión es la generalización inmediata del operador del espacio plano

Ĥ0 = − h̄2

2M
∂i

2, (11.23)

de donde obtenemos la Ec. (11.22), transformando las derivadas Cartesianas ∂i a la
forma general ∂µ mediante una transformación noholonómica

∂i = ei
µ∂µ. (11.24)

El resultado es

∂i
2 = ei

µ∂µe
iν∂ν = gµν∂µ∂ν − Γµ

µν∂ν , (11.25)

mismo que conincide con el Laplaciano DµD
µ cuando se aplica a un campo escalar.

Notemos que el operador (11.22) no contiene términos extras proporcionales a la
curvatura escalar permitidos por otras teoŕıas.
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11.1.2 Evaluación Alternativa

Por completes, presentamos también una evaluación alternativa de las integrales
respecto a q de la Ec. (11.3), la cual es más tediosa pero que facilita la comparación
con el trabajo anterior. Primero, la acción Aǫ se separa convenientemente en un
término principal

Aǫ
0 =

M

2ǫ
gµν(q)∆q

µ∆qν (11.26)

y la parte restante

∆Aǫ ≡ Aǫ −Aǫ
0. (11.27)

En forma correspondiente, tal como en la Ec. (11.5), introducimos el núcleo de orden
cero

Kǫ
0(q,∆q) =

√

g(q)
√

2πiǫh̄/M
D exp

(

i

h̄
Aǫ

0

)

, (11.28)

donde su normalización es
∫

dD∆q Kǫ
0(q,∆q) = 1, (11.29)

y desarrollamos Kǫ(q,∆q) alrededor de Kǫ
0(q,∆q), donde llevamos la serie hasta

términos de orden mayor a ∆q:

Kǫ(q,∆q) = Kǫ
0(q,∆q)[1 + C(∆q)] ≡ Kǫ

0(q,∆q)

[

1 +
∞
∑

n=1

cn(∆q)
n

]

. (11.30)

Bajo la suposición de continuidad, discutida arriba, la función de onda ψ(q−∆q, t−ǫ)
puede representarse en una serie de Taylor alrededor de punto extremo q, de tal
forma que la ecuación integral (11.2) será

ψ(q, t) =
∫

dD∆q Kǫ
0(q,∆q)

[

1 +
∞
∑

n=1

cn(∆q)
n

]

(11.31)

×
(

1−∆qµ∂µ +
1

2
∆qµ∆qν∂µ∂ν + . . .

)

ψ(q, t− ǫ) .

De la propiedad de normalización (11.6), el término principal reproduce la función
ψ(q, t− ǫ). Para calcular los términos correctivos cn(∆q), desarrollamos

C(∆q) = exp
[

i

h̄
(∆Aǫ +Aǫ

J)
]

− 1 (11.32)

en potencias de ∆qµ. Luego de sustituir ∆Aǫ, de la Ec. (11.27), donde usamos la
expresión de Aǫ

0 obtenida de la Ec. (11.26), ahora desarrollamos Aǫ tal como en la
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Ec. (10.107) [recordemos la Ec. (10.121)]. Separando el desarrollo de C en potencias
pares e impares de ∆q,

C = Ce + Co, (11.33)

para los términos impares encontramos

Co = −Γ{µν}
ν∆qµ − i

h̄

M

2ǫ
Γµνλ∆q

µ∆qν∆qλ + . . . , (11.34)

y para los términos pares tenemos

Ce =
4
∑

a=1

Ce
a + . . . , (11.35)

donde

Ce
1 =

1

2
[∂{µΓνλ}

λ + Γ{νκ
σΓ{σ|µ}}

κ + Γ{µσ}
σΓ{νλ}

λ − Γ{νκ}
σΓ{µσ}

κ]∆qµ∆qν ,

Ce
2 =

iM

2h̄ǫ
Γ{µν}

νΓσλκ∆q
µ∆qσ∆qλ∆qκ,

Ce
3 =

iM

2h̄ǫ

[

1

3
gκτ (∂λΓµν

τ + Γµν
σΓ{λσ}

τ ) +
1

4
Γµν

σΓλκσ

]

∆qµ∆qν∆qλ∆qκ,

Ce
4 = −1

2

M2

4h̄2e2
ΓµνλΓστκ∆q

µ∆qν∆qλ∆qσ∆qτ∆qκ. (11.36)

Los puntos suspensivos indican términos de orden superior en ∆qµ, que no con-
tribuyen al ĺımite ǫ→ 0.

Ahora, la evaluación se hace perturbativamente y requiere de los valores
armónicos esperados

〈O(∆q)〉0 ≡
∫

dD∆q Kǫ
0(q,∆q) O(∆q). (11.37)

Las funciones de correlación reelevantes son

〈∆qµ∆qν〉0 =
ih̄ǫ

M
gµν , (11.38)

〈∆qµ∆qν∆qλ∆qκ〉0 =

(

ih̄ǫ

M

)2

gµνλκ, (11.39)

〈∆qµ∆qν∆qλ∆qκ∆qσ∆qτ 〉0 =

(

ih̄ǫ

M

)3

gµνλκστ . (11.40)

El tensor gµνλκ, en el segundo valor esperado (11.39), contiene tres contracciones de
Wick [recordemos la Ec. (3.305)], y tiene la forma

gµνλκ ≡ gµνgλκ + gµλgνκ + gµκgνλ. (11.41)
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El tensor gµνλκστ en el tercer valor esperado (11.40), conteniendo 15 contracciones de
Wick, se obtiene en forma recursiva siguiendo la regla (3.306) mediante el desarrollo

gµνλκστ = gµνgλκστ + gµλgνκστ + gµκgνλστ + gµσgνλκτ + gµτgνλκσ. (11.42)

De las (2n− 1)!! de contracciones pares, obtenemos el producto de 2n factores ∆q.

En la Ec. (11.31) reunamos todas las contribuciones de orden ǫ. Es claro que la
derivada de orden mayor de ψ(q, t− ǫ) será 1

2
∆qµ∆qν∂µ∂νψ(q, t− ǫ). Este término

contiene sólo una contribución importante de Kǫ
0(q,∆q),

iǫ
h̄2

2M
gµν(q)∂µ∂νψ(q, t− ǫ), (11.43)

sin más correcciones de C(∆q). El término con una derivada ∂µ sobre ψ(q, t− ǫ) en
la Ec. (11.31) será

Aµ∂µψ(q, t− ǫ), (11.44)

donde Aµ es el valor esperado que involucra los términos correctivos impares

Aµ = −〈Co∆qµ〉0. (11.45)

Usando las relaciones (11.38) y (11.39), encontramos

Aµ =
〈(

Γ{λν}
ν∆qλ +

iM

2h̄ǫ
Γστλ∆q

σ∆qτ∆qλ
)

∆qµ + . . .
〉

0

= iǫ
h̄

M

[

Γ{µν}
ν −

1

2
(Γµν

ν + Γνµ
ν + Γν

νµ)
]

+ . . .

= −iǫ h̄

2M
Γν

νµ + . . . . (11.46)

Combinando esta relación con la Ec. (11.43), obtenemos el Laplaciano DµD
µ del

campo ψ(q, t− ǫ), tal como en la Ec. (11.11).

Ahora, veamos la contribución del resto de los términos de la Ec. (11.31), que
ya no contiene derivadas de ψ(q, t− ǫ). Estos términos provienen del valor esperado
〈Ce〉0 de los términos pares de la corrección. Definamos

Veff ≡ ih̄

ǫ
〈C〉0 =

ih̄

ǫ
〈Ce〉0, (11.47)

que llamaremos el potencial efectivo obtenido de los términos correctivos 〈C〉0 de la
Ec. (11.32). Utilizando los valores esperados (11.38)–(11.40) encontramos

Veff =
h̄2

M
v ≡ h̄2

M

∑

A,B

vA
B, (11.48)
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donde la suma es sobre los seis términos

v2
1 = −1

2
(Γ{µσ}

σΓ{νλ}
λ − Γ{νκ}

σΓ{µσ}
κ)gµν ,

v2
2 =

1

8
Γ{µν}

τΓλστg
µνσλ,

v2
3 =

1

2
Γ{µκ}

κΓντλg
µντλ,

v2
4 = −1

8
ΓµνλΓστκg

µνλστκ,

v3
1 = −1

2
(∂{µΓνλ}

λ + Γ{νκ
σΓ{σ|µ}}

κ)gµν ,

v3
2 =

1

6
gµτ (∂κΓλν

τ + Γλν
σΓ{κσ}

τ )gµνλκ. (11.49)

Los sub́ındices 2 y 3 se refieren a las contribuciones provenientes de los términos
cuadráticos y cúbicos de la Ec. (10.96), en términos de ∆xi. Sustituyendo en el
lado derecho las series expĺıcitas (11.42) y (11.41), luego de un poco de álgebra,
encontramos que la suma de los términos vA

B es cero. De decho, los términos
v2

B y v3
B se anulan separadamente. Una razón estructural simple será dada en el

Apéndice 11A.
Luego de utilizar la relación (11.41), la cancelación de v3

B es obvia. Para v2
B,

la demostración requiere de más trabajo, el cual se deja para el Apéndice 11A.
Nótese que en un espacio sin curvatura y sin torsión, las manipulaciones anterio-

res son equivalentes a una transformación directa de la ecuación integral del espacio
plano

ψ(x, t) =
∫

dD∆x
√

2πiǫh̄/M
D exp

[

iǫ
M

2
(∆xi)2

]

× (1−∆xi∂xi + 1
2
∆xi∆xj∂xi∂xj + . . .)ψ(x, t− ǫ)

=

[

1 +
iǫh̄

2M
∂2i +O(ǫ2)

]

ψ(x, t− ǫ), (11.50)

a la variable ∆q, mediante una transformación de coordenadas. En un espacio de
métrica af́ın general, la función de onda ψ(q, t) no tiene una contra-imagen en el
espacio x, de tal foma que la Ec. (11.50) no se puede usar como punto de partida
para una transformación noholonómica.

11.2 Representación Equivalente de la Integral de

Trayectoria

De la deducción de la ecuación de Schrödinger de la Subsección 11.1.1, aprendimos
una lección importante. Cuando se deduce la transformación (10.96) entre diferen-
cias finitas de las coordenadas ∆xi y ∆qµ, mediante la evaluación de la ecuación
integral (10.60) junto con el autoparalelo, los términos cúbicos en ∆q, los cuales
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hacen que la acción y la norma sean innecesariamente complicados, se pueden elimi-
nar. Un integral de trayectoria completamente equivalente, de la partición temporal
de la amplitud, puede obtenerse si transformamos la integral de trayectoria plana
(10.89) en la integral general de métrica af́ın (10.146) con ayuda de la transformación
abreviada

∆xi = eiλ

(

∆qλ − 1

2!
Γµν

λ∆qµ∆qν
)

. (11.51)

Esto tiene un Jacobiano simple

J =
∂(∆x)

∂(∆q)
= det (eiκ) det (δ

κ
µ − ei

κei{µ,ν}∆q
ν), (11.52)

cuya acción efectiva tiene la forma

i

h̄
Aǫ

J = −eiκeiκ,ν∆qν −
1

2
ei

µei{κ,ν}ej
κej{µ,λ}∆q

ν∆qλ + . . . . (11.53)

Con ayuda de la Ec. (10.16), y en términos de la conección af́ın esta expresión tiene
la forma

i

h̄
Aǫ

J = −Γ{νµ}
µ∆qν − 1

2
Γ{νκ}

σΓ{µ,σ}
κ∆qν∆qµ + . . . . (11.54)

Sin embargo, la transformación (11.51) tiene una forma poco atractiva: La acción
para tiempos cortos que se obtiene de la Ec. (11.51)

Aǫ =
M

2ǫ
(∆xi)2 =

M

2ǫ

(

gµν∆q
µ∆qν−Γµνλ∆q

µ∆qν∆qλ (11.55)

+
1

4
Γλκ

σΓµνσ∆q
µ∆qν∆qλ∆qκ + . . .

)

ya no es más igual a la acción clásica (10.107) evaluada en la autoparelela [recorde-
mos la convención dada en la Ec. (10.121)].

Esta fue también una forma de otra transformación, la cual es más conveniente
para el cálculo. En lugar de deducir la relación entre ∆xi y ∆qµ evaluando la
Ec. (10.60) junto con la autoparalela, podemos suponer, por el momento, la ausencia
de curvatura y torción y desarrollar ∆xi = xi(q)− xi(q −∆q) en potencias de ∆q:

∆xi = eiµ∆q
µ − 1

2
eiµ,ν∆q

µ∆qν +
1

3!
eiµ,νλ∆q

µ∆qν∆qλ + . . . . (11.56)

Luego de lo cual introducimos la curvatura y la torsión, haciendo que las funciones
x(q) y ∂µx(q) sean no integrables de acuerdo con el criterio de Schwartz, i.e., cuando
las segundas derivadas de x(q) y eiµ(q) no necesariamente conmuntan entre si [lo
cual implica que el lado derecho de la Ec. (11.56) no se puede escribir como xi(q)−
xi(q−∆q)]. Entonces el desarrollo (11.56) es una definición de la transformación de
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∆xi a ∆qµ. Usando las identidades (10.16), (10.131) y (10.132), la transformación
(11.56) se convierte en

∆xi = eiλ

[

∆qλ − 1

2!
Γµν

λ∆qµ∆qν (11.57)

+
1

3!
(∂σΓµν

λ + Γµν
τΓστ

λ)∆qµ∆qν∆qσ + . . .
]

.

Esto difiere de la transformación correcta (10.96) por los términos de tercer orden

∆′xi =
1

3!
ei[τ,σ]ek

τekν,µ∆q
µ∆qν∆qσ =

1

3!
eiλSστ

λΓµν
τ∆qµ∆qν∆qσ, (11.58)

los cuales se anulan si el espacio q no tiene torsión. El Jacobiano asociado con la
Ec. (11.56) es

J =
∂(∆x)

∂(∆q)
= det (eiκ) det

(

δκµ− ei
κei{µ,ν}∆q

ν +
1

2
eκi e

i
{µ,νλ}∆q

ν∆qλ + . . .
)

, (11.59)

el cual corresponde a la acción efectiva

i

h̄
Aǫ

J = −eiκeiκ,ν∆qν +
1

2
[ei

µei{µ,νλ}−eiµei{κ,ν}ejκej{µ,λ}]∆qν∆qλ + . . . . (11.60)

Usando las Ecs. (10.16), (10.131) y (10.132), obtenemos

i

h̄
Aǫ

J = − Γ{νµ}
µ∆qν +

1

2
(∂{µΓν,κ}

κ + Γ{ν,κ
σΓµ},σ

κ − Γ{νκ}
σΓ{µ,σ}

κ)∆qν∆qµ+. . . ,

(11.61)

el cual difiere del Jacobiano propio de la acción (10.145) sólo por el ı́ndice de la
simetrización.

Para hallar la acción para tiempos cortos, de la transformación (11.56) formamos
la relación

Aǫ =
M

2ǫ
(∆xi)2 =

M

2ǫ

[

gµν∆q
µ∆qν−eiµeiν,λ∆qµ∆qν∆qλ (11.62)

+
(

1

3
eiµe

i
ν,λκ +

1

4
eiµ,νe

i
λ,κ

)

∆qµ∆qν∆qλ∆qκ+. . .
]

,

y usando ahora las identidades (10.16), (10.131) y (10.132) obtenemos

Aǫ =
M

2ǫ

{

gµν∆q
µ∆qν − Γµνλ∆q

µ∆qν∆qλ (11.63)

+
[

1

3
gµτ (∂κΓλν

τ + Γλν
δΓκδ

τ ) +
1

4
Γλκ

σΓµνσ

]

∆qµ∆qν∆qλ∆qκ + . . .
}

.

Esta expresión difiere de la acción propia para tiempos cortos (10.107) [recordemos
la convención dada en (10.107)], por la falta de la simetrización en los ı́ndices κ y δ
en el cuarto término, la diferencia se anula si el espacio q no tiene torsión.
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La representación equivalente de la integral de trayectoria, en la cual la Ec. (11.2)
contiene la acción para tiempos cortos (11.63) y el Jacobiano de la acción (11.61),
será de utilidad en el Caṕıtulo 13, donde resolveremos la integral de trayectoria del
sistema de Coulomb.

La equivalencia de las diferentes representaciones de la partición temporal de la
integral de trayectoria se manifiesta a si mismo en ciertas propiedades del momento
del núcleo de la integral (11.4). Las deducciones de la ecuación de Schrödinger en
las Subsecciones 11.1.1 y 11.1.2 han hecho uso de las siguientes tres propiedades
del momento del núcleo:

∫

dD∆q Kǫ(q,∆q) = 1 + . . . , (11.64)
∫

dD∆q Kǫ(q,∆q)∆qν = −iǫ h̄

2M
Γµ

µν + . . . , (11.65)
∫

dD∆q Kǫ(q,∆q)∆qµ∆qν = iǫ
h̄

M
gµν + . . . , (11.66)

evaluada en un punto fijo q. Los términos omitidos indicados por los puntos sus-
pensivos, y los momentos de orden superior, contribuyen a orden superior en ǫ, los
cuales son irrelevantes para la deducción de la ecuación diferencial para la ampli-
tud. Todo núcleo Kǫ(q,∆q) con estas propiedades llevan a la misma ecuación de
Schrödinger. Si el núcleo se escribe en la forma

Kǫ(q,∆q) = Kǫ
0(q,∆q)[1 + C(∆q)], (11.67)

donde Kǫ
0(q,∆q) es el núcleo post-punto de la part́ıcula libre

Kǫ
0(q,∆q) =

√

g(q)
√

2πiǫh̄/M
D exp

[

i

h̄
gµν(q)∆q

µ∆qν
]

, (11.68)

las propiedades del momento (11.64)–(11.66) son equivalentes a

〈C〉0 = 0 + . . . , (11.69)

〈C ∆qµ〉0 = iǫ
h̄

2M
Γµ

µν + . . . , (11.70)

donde los valores esperados se hallan con respecto al núcleo Kǫ
0(q,∆q), los puntos

suspensivos indican los términos de orden ǫ2. Nótese que la tercera propiedad de los
momentos es trivialmente cierta dado que recibe sólo una contribución del término
principal del núcleo Kǫ(q,∆q), i.e., de Kǫ

0(q,∆q). La verificación de los otros dos
términos require cierto trabajo, en particular el primero, el cual es la condición de
normalización.

Dos núcleos Kǫ
1, K

ǫ
2 son equivalentes si sus términos de corrección C1, C2 tienen

valores esperados pequeños, de orden ǫ2:

〈C1〉0 = 〈C2〉0 = O(ǫ2), (11.71)

〈(C1 − C2)∆q
µ〉0 = O(ǫ2). (11.72)
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Estas condiciones son necesarias y suficientes para la equivalencia. Muchos términos
correctivos posibles C, darán los mismo momentos de las integrales. Todos ellos son
f́ısicamente equivalentes, y están asociados con la misma ecuación de Schrödinger.
La más simple de las posibilidades son

Kǫ(q,∆q) = Kǫ
0(q,∆q)

[

1 +
1

2
Γµ

µ
ν∆q

ν
]

, (11.73)

o

Kǫ(q,∆q) = Kǫ
0(q,∆q)

[

1− i

D + 2

M

2h̄ǫ
Γµ

µ
ν ∆q

νgλκ∆q
λ∆qκ

]

, (11.74)

donde D es la dimensión del espacio. El núcleo de orden cero cumple au-
tomáticamente la primera y la tercera condición del momento, (11.64) y (11.66),
mientras que el término adicional forza a la segunda condición, Ec. (11.65), sin
cambiar las otras. Los núcleos equivalentes también pueden considerarse como el
resultado de trabajar con acciones Jacobianas

i

h̄
Aǫ

J =
1

2
Γµ

µ
ν∆q

ν − 1

8
(Γµ

µ
ν∆q

ν)2, (11.75)

i

h̄
Aǫ

J = − i

D + 2

M

2h̄ǫ
Γµ

µ
ν∆q

ν gλκ ∆q
λ ∆qκ, (11.76)

en lugar de la acción original (10.145). En realidad, el segundo término en la
Ec. (11.75) puede reducirse aún más por teoŕıa de perturbación y tenemos

−1

8
(Γµ

µ
ν∆q

ν)2 → −1

8
Γµ

µ
νΓλ

λ
κ〈∆qν∆qκ〉0

= −iǫ h̄

8M
(Γµ

µ
ν)

2, (11.77)

dando una forma alternativa, y más útil, para el Jacobiano de la acción

i

h̄
Aǫ

J =
1

2
Γµ

µ
ν∆q

ν − iǫ
h̄

8M
(Γµ

µ
ν)

2. (11.78)

Notoriamente, esta expresión involucra sólo la conección contraida en los dos
primeros ı́ndices:

Γµ
µν = gµλΓµλ

ν . (11.79)

11.3 Potenciales y Potencial Vectorial

Es directo hallar el efecto de un potencial externo y un potencial vectorial sobre
la ecuación de Schrödinger. Para verlo, observemos que la partición temporal del
potencial

Aǫ
pot =

e

c
Aµ∆q

µ − e

2c
∂νAµ∆q

µ∆qν − ǫV (q) + . . . , (11.80)
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deducida en la Ec. (10.182), aparece en el núcleo Kǫ(q,∆q) via el factor eiA
ǫ
pot/h̄.

Este factor puede combinarse con el desarrollo post-punto de la función de onda en
la ecuación integral (11.31), la cual será

ψ(q, t) =
∫

dD∆q Kǫ
0(q,∆q) [1 + C(∆q)]

×eiAǫ
pot/h̄

(

1−∆qµ∂µ +
1

2
∆qµ∆qν∂µ∂ν

)

ψ(q, t− ǫ) + . . .

=
∫

dD∆q Kǫ
0(q,∆q) [1 + C(∆q)]

[

1−∆qµ
(

∂µ − i
e

h̄c
Aµ

)

(11.81)

+
1

2
∆qµ∆qν

(

∂µ− i
e

h̄c
Aµ

)(

∂ν− i
e

h̄c
Aν

)

− iǫV (q)

]

ψ(q, t− ǫ) + . . . .

De lo mostrado en la Subsección 11.1.1 o 11.1.2, obtenemos la misma ecuación de
Schrödinger hallada en (11.21),

ih̄∂tψ(q, t) = Ĥψ(q, t). (11.82)

El operador Hamiltoniano Ĥ difiere del operador de la part́ıcula libre Ĥ0 de la
Ec. (11.22),

Ĥ0 = − h̄2

2M
DµD

µ, (11.83)

en dos formas. Primero, se ha agregado la enerǵıa potencial V (q). Segundo, las
derivadas covariantes Dµ se reemplazan por

DA
µ ≡ Dµ − i

e

h̄c
Aµ. (11.84)

Esta es la versión de Schrödinger de la sustitución mı́nima dada en la Ec. (2.644).
La sustitución mı́nima extiende la covarianza de Dµ con respecto al cambio de las

coordenadas, a una covarianza con respecto a transformaciones de norma del vector
potencial Aµ. La sustracción de iAµ/h̄ en el lado derecho de la Ec. (11.84) refleja el
hecho que Pµ = pµ − Aµ, en lugar de pµ, es el momentum f́ısicamente invariante de
norma de una part́ıcula en presencia de una campo electromagnético. Sólo el uso de
Pµ garantiza la invarianza de norma de la interacción electromagnética, tal como en
la acción (2.643) del espacio plano.

Verifiquemos brevemente que la ecuación de Schrödinger (11.82), con la derivada
covariante (11.84), es invariante bajo transformaciones de norma. Si la ampitud se
multiplica por una fase dependiente del espacio

ψ(q) → e−i(e/h̄c)Λ(q)ψ(q), (11.85)

la derivada covariante (11.84) queda multiplicada por la misma fase:

Dµψ(q) → e−i(e/h̄c)Λ(q)Dµψ(q), (11.86)



11.4 Problema de Unitariedad 953

esto sucede si el potencial vectorial se transforma como sigue:

Aµ → Aµ + ∂µΛ(q). (11.87)

Bajo estas transformaciones juntas, la ecuación de Schrödinger (11.82) queda mul-
tiplicada por la fase total e−iΛ(q), por lo cual es invariante de norma.

Por lo tanto, agregando un potencial V (q), el operador Hamiltoniano de la
ecuación de Schrödinger (11.82) será

Ĥ = − h̄2

2M
DA

µD
Aµ + V (q). (11.88)

Observemos que los términos mixtos que contienen las derivadas y el potencial vec-
torial aparecen en forma simetrizada

− h̄

2Mc
(p̂µA

µ + Aµp̂µ) . (11.89)

Esto corresponde a una partición temporal simétrica del término de interacción
q̇µAµ, el cual fue deducido en la Sección 10.5 utilizando la ecuación de movimiento
para calcular la acción de tiempos cortos. En este caṕıtulo veremos que esta partición
temporal garantiza la invarianza de norma de la ecuación de Schrödinger.

Notemos además que no hay términos R extras en la ecuación de Schrödinger
(11.88).

11.4 Problema de Unitariedad

La aparición del operador de Laplace DµD
µ en la ecuación de Schrödinger (11.82) de

la part́ıcula libre, entra en conflicto con el producto escalar tradicional f́ısico entre
dos funciones de onda ψ1(q) y ψ2(q):

〈ψ2|ψ1〉 ≡
∫

dDq
√

g(q)ψ∗
2(q)ψ1(q). (11.90)

En este producto escalar, sólo el operador de Laplace–Beltrami (11.13),

∆ =
1√
g
∂µ
√
ggµν∂ν , (11.91)

es un operador Hermı́tico, y no el Laplaciano DµD
µ. El término que complica el

resultado es el término de torsión bajo la contracción

(DµD
µ −∆)ψ = −2Sµ∂µψ. (11.92)

Este término destruye la Hermeticidad y aśı la unitariedad del operador de evolución
temporal de una part́ıcula en un espacio con curvatura y torsión.

Para los sistemas f́ısicos actualmente conocidos en espacios con curvatura y
torsión, afortunadamente el problema de la unitariedad no existe. Consideremos



954 11 Ecuación de Schrödinger en Espacios de Métrica Af́ın General

el caso de teoŕıas de gravitación con torsión. En estas teoŕıas, el campo de torsión
Sµν

λ se genera por la densidad de corriente de esṕın de los campos de materia funda-
mental. El requerimiento de normalización restrige el esṕın de estos campos al valor
1/2. Sin embargo, la densidad de corriente del esṕın para el caso de las part́ıculas
con esṕın 1/2 resulta ser un tensor completamente antisimétrico.1 Esta propiedad
nos lleva al tensor de torsión. Aśı, el campo de torsión en el universo cumple con la
condición Sµ = 0. Esto implica que para una part́ıcula en un universo con curvatura
y torsión, el Laplaciano siempre degenera en el operador de Laplace–Berltrami, ase-
gurando con ello la unitariedad.

En el Caṕıtulo 13 hallaremos otra forma de salir del problema de la unitariedad.
La integral de trayectoria del sistema tridimensional de Coulomb será resuelto
por una transformación multivaluada a un espacio cuatro–dimensional con torsión,
donde el producto escalar f́ısico se define por la relación

〈ψ2|ψ1〉phys ≡
∫

dDq
√
g w(q)ψ∗

2(q)ψ1(q), (11.93)

donde w(q) es una función de peso. Este producto escalar es diferente del producto
escalar simple (11.90). Sin embargo, es una reparametrización–invariante, y w(q)
hará que el Lapaciano DµD

µ sea un operador Hermı́tico.
La propiedad caracteŕıstica de la torsión en el sistema transformado de Coulomb

es que Sµ(q) = Sµν
ν puede escribirse como un gradiente de una función escalar:

Sµ(q) = ∂µσ(q) [ver la Ec. (13.143)]. Tales campos de torsión admiten un operador
de Laplace Hermı́tico en el producto escalar (11.93), con la función de peso

w(q) = e−2σ(q). (11.94)

De esta forma, el producto escalar f́ısico se puede expresar en términos de un pro-
ducto escalar simple en la forma siguiente:

〈ψ2|ψ1〉phys ≡
∫

dDq
√

g(q)e−2σ(q)ψ∗
2(q)ψ1(q). (11.95)

Para probar la Hermeticidad, observemos que en el producto escalar simple (11.93)
una integración parcial lleva la devirada covariante −Dµ a la forma

D∗
µ ≡ (Dµ + 2Sµ). (11.96)

Consideremos, por ejemplo, el producto escalar
∫

dDq
√
g Uµν1...νnDµVν1...νn. (11.97)

Una integración parcial del término derivativo ∂µ en Dµ dará como resultado

términos de superficie −
∫

dDdq[(∂µ
√
g Uµν1...νn)Vν1...νn

−
∑

i

√
gUµν1...νi...νnΓµνi

λiVν1...λi...νn]. (11.98)

1Ver libros de texto estándar sobre teoŕıa cuántica de campo, por ejemplo ver las Refs. [1, 2].
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Ahora usemos

∂µ
√
g =

√
g Γ̄µν

ν =
√
g(2Sµ + Γµν

ν), (11.99)

para reescribir la Ec. (11.98) en la forma

términos de superficie −
∫

dDq
√
g [(∂µU

µν1...νn)Vν1...νn

−
∑

i

Γµνi
λiUµν1...νi...νnVν1...λi...νn −2SµU

µν1...νnVν1...νn ] , (11.100)

el cual es igual a

términos de superficie −
∫

dDq
√
g(D∗

µU
µν1...νn)Vν1...νn. (11.101)

En el producto escalar (11.95), la operación correspondiente es
∫

dDq
√
ge−2σ(q)Uµν1...νnDµVν1...νn =

= términos de superficie −
∫

dDq
√
g(D∗

µe
−2σ(q)Uµν1...νn)Vν1...νn

= términos de superficie −
∫

dDq
√
ge−2σ(q)(Dµ

√
gUµν1...νn)Vν1...νn.(11.102)

Aśı, iDµ es un operador Hermı́tico, y lo mismo sucede con el Laplaciano DµD
µ.

Para espacios con torsión arbitraria, aún tenemos que hallar el producto escalar
correcto. Aśı el principio de equivalencia cuántico es sólo aplicable a espacios de
curvatura arbitraria y con un gradiente de torsión.

11.5 Intentos Alternativos

Nuestro procedimiento tiene que compararse con anteriores intentos para construir
integrales de trayectoria con curvatura, en los cuales siempre se supone que la torsión
no existe. En el trabajo notable de DeWitt, la norma se considera proporcional a

N
∏

n=1

∫

dqn
√

g(qn−1) =
N
∏

n=1

∫

dqn
√

g(qn −∆q) (11.103)

de tal forma que del desarrollo en potencias de ∆q obtenemos la acción Jacobiana
Aǫ

J̄0
de la Ec. (10.133).
Si usamos esta acción en lugar de la expresión correcta para Aǫ

J , Ec. (10.145),
encontramos que la amplitud obedecerá la ecuación de Schrödinger

ih̄∂tψ(q, t) = (Ĥ0 + Veff)ψ(q, t), (11.104)

donde

Ĥ0 = − h̄2

2M
∆ (11.105)
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contiene el operador de Laplace–Beltrami ∆, y Veff es un potencial efectivo adicional

Veff =
h̄2

6M
R̄. (11.106)

La ecuación de Schrödinger (11.104) difiere de nuestra anterior expresión (11.21),
deducida por el procedimiento de transformación no holonómico, por el término
R extra. La deducción será revisada en el Apéndice 11A. Nótese que nuestra
convención de signo para R̄ es tal que la superficie de una esfera de radio R cumple
con R̄= 2/R2.

En la expresión propuesta por DeWitt, la amplitud para tiempos cortos tiene un
prefactor clásico extra, una versión del espacio curvo del determinante de Van Vleck-
Pauli-Morette dado en la Ec. (4.125). Este contribuye con otro término proporcional
a R̄, el cual reduce la Ec. (11.106) a la forma (h̄2/12M)R̄ (ver el Apéndice 11B).
Otras prescripciones de la integral de trayectoria conducen a términos adicionales
no covariantes [3]. Todos estos términos no clásicos, proporcionales a h̄2, tienen que
restarse de la acción clásica para obtener la amplitud correcta que cumple con la
ecuación de Schrödinger (11.104), sin el término extra Veff .

Hay dos argumentos convincentes en favor de nuestro principio de construcción:
Por una parte, si el espacio sólo tiene curvatura y no tiene torsión, nuestra inte-
gral de trayectoria proporciona la amplitud de evolución temporal adecuada para
una part́ıcula sobre la superficie de una esfera en D dimensiones, y sobre grupos
espaciales, como ya hemos visto en las Secciones 8.7–8.9 y 10.4. Contrario a otras
propuestas, sólo la acción clásica aparece en la amplitud para tiempos cortos. En
espacios con curvatura constante, tal como en un espacio plano, nuestra amplitud
coincide con la obtenida en la mecánica cuántica de operadores, cuantizando la teoŕıa
mediante las reglas de conmutación de los generadores del grupo de movimiento.

En presencia de torsión el resultado es nuevo. Este resultado será probado por la
integración de la integral de trayectoria del sistema de Coulomb en el Caṕıtulo 13.
Esto requiere una transformación multivaluada de coordenadas a un espacio auxiliar
con curvatura y torsión, la cual reduce el sistema a un oscilador armónico (ver
la Sección 13.5). En principio, la transformación multivaluada lleva al resultado
correcto.

La solución es la única evidencia indirecta para el cuestionamiento formulado
por primera vez por Bryce DeWitt en su art́ıculo fundamental de 1957 [4], cuestio-
nando si el operador Hamiltoniano para un part́ıcula en un espacio curvo contiene
el operador de Laplace–Beltrami ∆ en la enerǵıa cinética, o si existe un término
adicional proporcional a h̄2R. Recordemos los diversos trabajos sobre la integral
de trayectoria citados en el Caṕıtulo 10. De la norma generada por el principio
de transformación no holonómico de la Subsección 10.3.2, se sigue que no existe el
término extra h̄2R. Por supuesto que seŕıa más satisfactorio tener una evidencia
experimental directa, pero hasta ahora todos los sistemas experimentalmente acce-
sibles en espacios curvos tienen ya sea un R muy pequeño causado por gravitación,
cuya detección es actualmente imposible, o tienen una R constante la cual no cam-
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bia el nivel de espaciamiento, un ejemplo de esto último es el trompo simétrico y el
trompo asimétrico discutido en el contexto de la Ec. (1.471).

11.6 Desarrollo de DeWitt–Seeley de la Amplitud

de Evolución Temporal

Una herramienta importante para comparar los resultados de las integrales de trayec-
toria en el espacio curvo con los resultados de operadores de la teoŕıa de Schrödinger,
es el desarrollo de tiempos cortos de la amplitud de evolución de tiempos imaginarios
(q, β | q′, 0). En la teoŕıa de Schrödinger, la amplitud está dada por los elementos

de matriz del operador de evolución temporal e−βĤ = eβ∆/2, donde ∆ es el operador
de Laplace-Beltrami (11.13). Este desarrollo fue primeramente dado por DeWitt [6]
y por Seeley [7] y tiene la forma2

(q β | q′ 0) = (q | eβ∆/2 | q′) = 1
√
2πβ

D e−gµν(q)∆qµ∆qν/2β
∞
∑

k=0

βkak(q, q
′) , (11.107)

Los coeficientes asociados del desarrollo de DeWitt–Seeley ak(q, q
′), hasta orden

cuarto en ∆qµ, son

a0(q, q
′) ≡1+

1

12
R̄µν∆q

µ∆qν+
(

1

360
R̄µ

κ
ν
λR̄µσντ+

1

288
R̄κλR̄στ

)

∆qκ∆qλ∆qσ∆qτ,

a1(q, q
′) ≡ 1

12
R̄+

(

1

144
R̄R̄µν+

1

360
R̄κλR̄κµλν+

1

360
R̄κλσ

µR̄κλσν−
1

180
R̄κ

µR̄κν

)

∆qµ∆qν,

a2(q, q
′) ≡ 1

288
R̄2 +

1

720
R̄µνκλR̄µνκλ −

1

720
R̄µνR̄µν , (11.108)

donde ∆qµ ≡ (q − q′)µ. La métrica en q se supone que es del tipo Minkowski, y
todos los tensores de curvatura se evalúan en q. Para ∆qµ = 0 esto se simplifica en
la forma

(q β | q 0)= 1
√
2πβ

D

{

1 +
β

12
R̄ +

β2

2

[

1

144
R̄2+

1

360

(

R̄µνκλR̄µνκλ−R̄µνR̄µν

)

]

+ . . .

}

.

(11.109)

Estos términos también se pueden escribir en la forma de los cumulantes como

(q β | q 0)= 1
√
2πβ

D exp

[

β

12
R̄ +

β2

720

(

R̄µνκλR̄µνκλ−R̄µνR̄µν

)

+ . . .

]

. (11.110)

La deducción se sigue a continuación. En una vecindad de algún punto arbitrario
qµ0 desarrollamos el operador de Laplace–Beltrami en coordenadas normales, donde

2En la nomenclatura matemática del pie de página ?? del Caṕıtulo 2, esta expresión es llamada
el núcleo del desarrollo o un desarrollo de Hadamard [8], y los coeficientes de DeWitt-Seeley
ak(q, q

′) son llamados los coeficientes de Hadamard .
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la métrica y su determinante tienen el siguiente desarrollo dado por las expresiones
(10.477) y (10.478)

∆ = ∂2 − 1

3
R̄ik1jk2(q0)(q − q0)

k1(q − q0)
k2∂µ∂ν −

2

3
R̄µν(q0)(q − q0)

µ∂ν . (11.111)

El operador de evolución temporal Ĥ = −∆/2, en el exponente de la Ec. (11.107),
se puede separar en una parte libre Ĥ0 y una parte de interacción Ĥint, en la forma
siguiente

Ĥ0 = −1

2
∂2, (11.112)

Ĥint =
1

6
R̄ik1jk2(q − q0)

k1(q − q0)
k2∂µ∂ν +

1

3
R̄µν(q − q0)

µ∂ν . (11.113)

Recordando la Ec. (1.294), vemos que la amplitud de transición (11.107) cumple con
la ecuación integral

(q β | q′ 0) = 〈q | e−β(Ĥ0+Ĥint) | q′〉 = 〈q | e−βĤ0

[

1−
∫ β

0
dσeσĤ0Ĥinte

−σĤ

]

| q′〉

= (q β | q′ 0)0 −
∫ β

0
dσ
∫

dDq̄ (q β − σ | q̄ 0)0 Ĥint(q̄) (q̄ σ | q 0), (11.114)

donde

(q β | q′ 0)0 = 〈q | e−βĤ0 | q′〉 = 1√
2πβ

n e
−(∆q)2/2β . (11.115)

A primer orden en Ĥint, en la última exponencial de la Ec. (11.114), podemos reem-
plazar Ĥ por Ĥ0 y obtenemos

(q β | q′ 0) ≈ (q β | q′ 0)0 −
∫ β

0
dσ
∫

dDq̄ (q β − σ | q̄ 0)0 Ĥint(q̄) (q̄ σ | q 0)0.
(11.116)

Sustituyendo la Ec. (11.113) y usando q0 = q′, encontramos

(q β | q′ 0) = (q β | q′ 0)0
{

1 +
∫ β

0
dσ
∫

dD(∆q̄)
√
2πa

D e−[∆q̄−(σ/β) ∆q]2/2a (11.117)

×
[

−1

6
R̄µκνλ∆q̄

κ∆q̄λ
(

−δ
µν

σ
+

∆q̄µ∆q̄ν

σ2

)

+
1

3
R̄µν

∆q̄µ∆q̄ν

σ

]}

,

donde hemos reemplazado la variable de intregración q̄ por ∆q̄ = q̄ − q′ e intro-
ducimos la variable a ≡ (β − σ)σ/β. Inicialmente, también teniamos un término de
orden cuarto en ∆q̄, el cual se cancela debido a la antisimetŕıa de R̄µκνλ en µκ y νλ.
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Las integrales Gaussianas restantes se realizan luego de cambiar ∆q̄ → ∆q̄+σ∆q/β,
y obtenemos

(q β | q′ 0) = (q β | q′ 0)0
{

1 +
1

6

∫ β

0
dσ

[

σ

β2
R̄µν(q

′)∆qµ∆qν +
a

σ
R̄(q′)

]}

= (q β | q′ 0)0
[

1 +
1

12
R̄µν(q

′)∆qµ∆qν +
β

12
R̄(q′)

]

. (11.118)

Nótese que todas la cantidades geométricas se evalúan en el punto inicial q′. Estas
cantidades pueden reexpresarse en una serie de potencias alrededor de la posición
final q utilizando el hecho de que en condiciones normales

gµν(q
′) = gµν(q) +

1

3
R̄ik1jk2(q)∆q

k1∆qk2 + . . . , (11.119)

gµν(q
′)∆qµ∆qν = gµν(q)∆q

µ∆qν , (11.120)

la última ecuación es correcta a todo orden en ∆q debido a la antisimetŕıa de los
tensores R̄µνκλ en todos los términos del desarrollo (11.119), lo cual es otra forma
de reescribir el desarrollo (10.477) hasta segundo orden en ∆qµ.

Regresando a las coordenadas generales, obtenemos todos los coeficientes lineales
en el tensor de curvatura del desarrollo (11.107)

(q β | q′ 0) ≃ 1
√
2πβ

D e−gµν(q)∆qµ∆qν/2β

[

1 +
1

12
R̄µν(q)∆q

µ∆qµ +
β

12
R̄(q)

]

. (11.121)

Los términos de orden superior en el desarrollo de Seeley–DeWitt (10.512) se pueden
deducir en forma similar, aunque con mucho más esfuerzo [9].

Una comparación simple del desarrollo (10.512) a orden superior, será posible sólo
si restringimos el espacio a la superficie de una esfera de radio r en D dimensiones,
la cual tiene dimensión D − 1. Es decir,

R̄µνκλ =
1

r2
(gµλ gνκ − gµκ gνλ) , µ, ν = 1, 2, . . . , D − 1. (11.122)

Mediante la contracción de los ı́ndices obtenemos el tensor escalar de curvatura de
Ricci

R̄µν = R̄κµν
κ =

D − 2

r2
gµν , R̄ = R̄µ

µ =
(D − 1)(D − 2)

r2
(11.123)

y además:

R̄2
µνκλ =

2(D − 1)(D − 2)

r4
, R̄2

µν =
(D − 1)(D − 2)2

r4
. (11.124)

Sustituyendo estas expresiones en (11.108), obtenemos el desarrollo, a orden β2,
para tiempos cortos de la amplitud diagonal de DeWitt–Seeley para todo q:

(q β | q 0) = 1
√
2πβ

D−1

[

1 + (D−1)(D−2)
β

12r2

+ (D−1)(D−2)(5D2 − 17D + 18)
β2

1440r4
+ . . .

]

.(11.125)
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Este desarrollo puede reproducirse fácilmente por un cálculo simple de la función
de partición de una part́ıcula sobre la superficie de una esfera [10]

Z(β) =
∞
∑

l=0

dl exp[−l(l +D−2)β/2r2] , (11.126)

donde, −l(l+D− 2) son los valores propios el operador de Laplace–Beltrami sobre
la esfera [recordemos la Ec. (10.165)], y dl = (2l +D − 2)(l +D − 3)!/l!(D − 2)! es
la degeneración [recordemos la Ec. (8.114)]. Dado que el espacio es homogéneo, la
amplitud (q β | q 0) se obtiene dividiendo la función de partición por la superficie de
la esfera:

(q β | q 0) = Γ(D/2)

2πD/2rD−1
Z(β). (11.127)

Para todo D, la suma en la Ec. (11.126) puede representarse fácilmente en po-
tencias de β. Como un ejemplo, veamos el caso D = 3, donde

Z(β) =
∞
∑

l=0

(2l + 1) exp[−l(l + 1)β/2r2] . (11.128)

En el ĺımite de valores pequeños de β, la suma (11.128) puede evaluarse como
sigue

Z(β)=
∫ ∞

0
d [l(l + 1)] exp[−l(l + 1)β/2r2] +

∞
∑

l=0

(2l+1)
[

1− l(l+1)β/2r2 + . . .
]

.

(11.129)
La integral puede hacerse inmediatamente, y obtenemos

∫ ∞

0
dz exp(−zβ/2r2) = 2r2

β
. (11.130)

Las sumas divergen, pero pueden evaluarse mediante una continuación anaĺıtica de
las potencias negativas de l a las potencias positivas con ayuda de las funciones zeta
de Riemann ζ(z) =

∑∞
n=1 n

−z, las cuales se anulan para todos los argumentos pares
negativos. De esta forma encontramos

∞
∑

l=0

(2l + 1) = 1 +
∞
∑

l=1

(2l + 1) = 1 + 2ζ(−1)− 1

2
=

1

3
, (11.131)

− β

2r2

∞
∑

l=0

(2l + 1)l(l + 1) = − β

2r2

∞
∑

l=1

(2l3 + l) = − β

2r2
[2ζ(−3) + ζ(−1)] =

β

30r2
.

(11.132)
Sustituyendo estos valores en la Ec. (11.129) obtenemos

Z(β) =
2r2

β

(

1 +
β

6r2
+

β2

60r4
+ . . .

)

. (11.133)

Dividiendo por la superficie constante de una esfera 4πr2 como lo requiere la
Ec. (11.127), obtenemos el desarrollo (11.125) para la superficie de una esfera en
tres dimensiones.
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11.7 Relación de Recurrencia

Si deseamos una aproximación a orden superior, podemos usar el esquema de re-
cursión efectivo desarrollado por DeWitt [6]. La aproximación parte de la versión
de tiempo real de la amplitud (10.512)

(q t | q′ 0) = (q | eit∆/2 | q′), (11.134)

la cual cumple con la ecuación de Schrödinger en un espacio curvo

i∂t(q t | q′ 0) = −∆

2
(q β | q′ 0), (11.135)

con las condiciones iniciales

(q 0 | q′ 0) = δ(D)(q − q′). (11.136)

Para hallar la solución de la Ec. (11.135), DeWitt primeramente uso una amplitud de
evolución temporal en un espacio curvo, la cual es un análogo directo a la amplitud
(4.125). DeWitt consideró la acción (10.2) de una part́ıcula puntual en un espacio
curvo con una métrica

A =
1

2

∫ t

0
dt′ gµν(q(t

′))q̇µ(t′)qν(t′) (11.137)

en la trayectoria de la geodésica (10.9) entre los puntos incial y final q′ y q, expre-
sandola como A(q, q′; t), como en la Ec. (4.87). Asociada con esta acción DeWitt
definió la distancia geodética

σ(q, q′) ≡ tA(q, q′; t) = σ(q′, q). (11.138)

Esta distancia es una función bilocal llamada el intervalo geodético. El momentum
clásico de la part́ıcula sobre la órbita está dado por la la derivada [recordemos la
Ec. (4.88)]

pµ = ∂µA(q, q
′; t) = ∂µσ(q, q

′)/t. (11.139)

La trayectoria clásica obedece la ecuación de Hamilton–Jacobi (1.65), la cual
para una acción que cumple con la Ec. (11.138) tiene la forma:

∂tσ(q, q
′) =

1

2
∂µσ(q; q

′)∂µσ(q; q′). (11.140)

La derivada ∂µσ(q, q
′) está dirigida en la dirección del vector tangente a la trayectoria

geodética. La ecuación de Hamilton–Jacobi afirma que el cuadrado de su magnitud
es igual al doble del intervalo geodético.

Luego DeWitt escribió la amplitud semiclásica en el espacio–tiempo curvo como
una extensión obvia de la expresión (4.125) [11] del espacio plano:

(q t | q′ 0) = (q | eit∆/2 | q′) = 1
√
2πit

D D1/2(q, q′)eiσ(q,q
′)/2t, (11.141)
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donde D expresa el determinante

D ≡ detD[−∂µ∂′νA(q, q′; t)] =
detD[−∂µ∂νσ(q, q′)]

tD
. (11.142)

La amplitud exacta tiene la siguiente representación en términos de tiempos cortos

(q t | q′ 0) = (q | eit∆/2 | q′) = 1
√
2πit

D D1/2(q, q′)eiσ(q,q
′)/2t

∞
∑

n=0

tn an(q, q
′; t), (11.143)

donde para q = q′, a0(q, q
′) = 1, y los demás coeficientes se anulan. Aplicando la

ecuación de Schrödinger (11.135) a la Ec. (11.143), DeWitt obtuvó la relación de
recurrencia

∂µσ∂µa0 = 0, (11.144)

∂µσ∂µan+1 + (n+ 1)an+1 = D̃−1/2D̄µ∂µ(D̃1/2an), n = 0, 1, 2, . . . . (11.145)

donde D̃(q, q′) ≡ g−1/2(q)Dg1/2(q′) y D̄µ es la derivada covariante de la derivada
∂µσ definida como en la Ec. (10.37). Con esto, DeWitt halló el coeficiente de menor
orden por medio de la función bilocal I(q, q′) con las propiedades

∂µσ∂µI(q, q
′) = 0, ∂µ

′

σ∂µ′I(q, q′) = 0, I(q, q) = 1. (11.146)

De esto la solución de DeWitt de la Ec. (11.145) es

an+1(q, q
′) =

1

tn+1

∫ t

0
dt′′ t′′nD̃−1/2D̄µ∂µ[D̃1/2an(q(τ

′′), q′)]. (11.147)

Apéndice 11A Cancelación en el Potencial Efectivo

En este apéndice demostraremos la anulación de los términos v2
B y v3

B , en la fórmula (11.48)
del potencial efectivo. Primero daremos una razón simple por la cual aparece la cancelación
independiente de las contribuciones provenientes del segundo y tercer términos en la serie (10.96)
de ∆xi. Consideremos la integral

∫

d∆x√
2πǫ

exp

[

− (∆x)2

2ǫ

]

, (11A.1)

y supongamos que ∆x tiene una serie del tipo dado por la expresión (10.96):

∆x = ∆q[1 + a2∆q + a3(∆q)2 + . . .]. (11A.2)

La integral se puede escribir en la forma

∫

d∆q√
2πǫ

[1 + 2a2∆q + 3a3(∆q)2 + . . .] exp

{

− (∆q)2

2ǫ
[1 + 2a2∆q + 2a3(∆q)2 + a22(∆q)2 + . . .]

}

,

(11A.3)
y puede evaluarse perturbativamente mediante el desarrollo

∫

d∆q√
2πǫ

exp

[

− (∆q)2

2ǫ

] [

1 − a2
(∆q)3

ǫ
− a3

(∆q)4

ǫ
− a22

(∆q)4

2ǫ

+ a22
(∆q)6

2ǫ
− 2a22

(∆q)4

ǫ
+ 3a3(∆q)2 + . . .

]

. (11A.4)
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Si 〈O〉0 denota el valor esperado armónico

〈O〉0 ≡
∫

d∆q√
2πiǫ

O exp[−(∆q)2/2ǫ], (11A.5)

tenemos

〈(∆q)2〉0 = ǫ, 〈(∆q)4〉0 = 3!ǫ2, 〈(∆q)6〉0 = 5!ǫ3, . . . . (11A.6)

Usando estos valores encontramos que los términos a2 y a3 se cancelan por separado. Y es precisa-
mente este mecanismo de cancelación el cual lleva a que las expresiones más complicadas v1

B, v2
B,

de la Ec. (11.49), se anulen.
Para demostrar la cancelación expĺıcitamente, consideremos los términos derivativos en v3

B,
estos términos son:

v3
∂Γ = −1

2
gµν∂{µΓνλ}

λ +
1

6
gµτ∂κΓλν

τ (gµνgλκ + gµλgνκ + gµκgνλ). (11A.7)

Debido a la simetrización del primer término en µνλ, de aqúı obtenemos un cero. La cancelación
de los restantes términos en v3

B, los cuales son cuadráticos en Γ, puede verse más fácilmente
escribiendo todos los ı́ndices como sub́ındices, introduciendo gµνλκ de la Ec. (11.41), y trabajando
sobre las contracciones.

Para calcular los términos v2
B, es útil introducir la notación Γ1µ ≡ Γµν

ν , Γ2µ ≡ Γνµ
ν , Γ3µ ≡

Γν
ν
µ y de manera similar las matrices Γ̃1µ=̂(Γµ)λκ, Γ̃T

1µ=̂(Γµ)κλ, Γ̃2µ=̂Γλµκ, Γ̃T
2µ=̂Γκµλ,

Γ̃3µ=̂Γλκµ, Γ̃T
3µ=̂Γκλµ. Para contracciones tales como Γ1µΓ1µ escribimos Γ1Γ1, y para ΓµνλΓµνλ

escribimos Γ̃1Γ̃1 = Γ̃2Γ̃2 = Γ̃3Γ̃3, lo cual resulta muy conveniente. Similarmente, ΓµνλΓλµν =

Γ̃1Γ̃2
T = Γ̃2Γ̃3

T = Γ̃3Γ̃1. Luego sólo tenemos que hallar

v2
1 = −1

8
[(Γ1 + Γ2)

2 − Γ̃3(Γ̃1 + Γ̃T
1 + Γ̃2 + Γ̃T

2 )], (11A.8)

v2
2 =

1

8
[Γ3Γ3 + Γ̃3(Γ̃3 + Γ̃T

3 )],

v2
3 =

1

4
[(Γ1 + Γ2)

2 + Γ3(Γ1 + Γ2)],

v2
4 = −1

8
[Γ1

2 + Γ2
2 + Γ3

2 + 2(Γ1Γ2 + Γ2Γ3 + Γ3Γ1)

+ Γ̃3(Γ̃1 + Γ̃T
1 + Γ̃2 + Γ̃T

2 + Γ3 + Γ̃T
3 )].

Es fácil ver que la suma de los términos v2
B se anula.

Luego, si la simetrización en (11.49), que se sigue de nuestra acción Jacobiana, no existe,
encontramos los términos adicionales

∆v3
∂Γ =

1

6
R̄− 2

3
∂µS

µ +
1

6
(Γ̃3Γ̃

T
2 − Γ3Γ2), (11A.9)

∆v3
Γ
2

= −1

2
Γ̃3Γ̃2 +

1

6
(Γ̃3Γ̃2 + Γ̃3Γ̃

T
2 + Γ3Γ2), (11A.10)

cuya suma da la contribución adicional a los términos v3
B

∆v3 =
1

6
R̄ − 2

3
∂µS

µ +
2

3
Γ̃3S̃1, (11A.11)

la cual se encuentra luego de haber usado la identidad

S̃3Γ̃2 = −Γ̃3S̃1. (11A.12)

El primer término en (11A.11) es el término R hallado por K.S. Cheng,3 como un potencial efectivo
en la ecuación de Schrödinger.

3K.S. Cheng, J. Math. Phys. 13 , 1723 (1972).
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Para v2
B, debemos hallar los términos extras

∆v2
1 = −1

2
(Γ1Γ1 − Γ̃3Γ̃2) +

1

8
[(Γ1 + Γ2)

2 − Γ̃3(Γ̃1 + Γ̃T
1 + Γ̃2 + Γ̃T

2 )], (11A.13)

∆v2
3 =

1

4
(Γ1 − Γ2)(Γ1 + Γ2 + Γ3), (11A.14)

con lo cuales obtenemos

∆v2 = −1

2
S1S1 +

1

2
Γ3S1 −

1

3
Γ̃3S̃1 +

1

2
S̃1 S̃3, (11A.15)

donde hemos escrito S1 en lugar de Sµ y usado algunas identidades triviales tales como

Γ̃3Γ̃2
T = Γ̃3Γ̃1. (11A.16)

Con esto obtenemos un potencial efectivo adicional Veff = (h̄2/M)v donde

v =
1

6
R− 2

3
gµν∂µSν − 1

2
(S2

1 − Γ3S1) +
1

2
S̃1S̃3 −

1

3
Γ̃3S̃1. (11A.17)

El segundo y cuarto términos pueden combinarse en la forma

−2

3
DµS

µ − 1

6
Γ3S1. (11A.18)

Debido a la presencia de las Γ’s en v, tenemos una expresión nocovariante la cual puede no tener
significado f́ısico. Sin embargo, en ausencia de torsión v puede tener una reparametrización inva-
riante, y esta es la razón por la cual el potencial efectivo resultante Veff = h̄2R̄/6M , en anteriores
trabajos, es correcto. Un procedimiento que no tiene reparametrización invariante a espacios sin
torsión no puede ser correcto.

Apéndice 11B Amplitud de DeWitt

Bryce DeWitt, en su art́ıculo frecuentemente citado,4 intentó cuantizar el movimiento de una
part́ıcula en el espacio curvo utilizando una norma simple en la integral de trayectoria como la
de la Ec. (10.153), pero con la amplitud de tiempos cortos (11.141) donde q ≡ qn, q

′ ≡ qn−1.
Sin embargo, luego de considerar la acción Jacobiana Aǫ

J0
, obtenemos un núcleo de la integral

Kǫ(q,∆q) que difiere del valor correcto dado en la Ec. (11.4), por el factor extra

D1/2(q, q′)e−iAǫ

J
/h̄/
√

g(q). (11B.1)

Este factor tiene el desarrollo post punto 1+ 1

12
R̄µν(q)∆qµ∆qν + . . . . Cuando se le trata perturba-

tivamente, el término extra es equivalente a ǫh̄R̄/12M . Aśı, para obtener la amplitud correcta sin
el término R̄ extra, DeWitt tuvo que restar del Hamiltoniano el potencial no clásico h̄2R̄/12M . Tal
procedimiento correctivo debe rechazarse debido a que es contrario a la esencia de la aproximación
de la integral de trayectoria, en la cual la contribución de cada trayectoria es controlada por la
fase eiA/h̄, donde en el exponente tenemos la acción clásica.

El núcleo para tiempos cortos propuesto, quince años antes, por Cheng requiere de la subs-
tracción artificial del potencial efectivo (11.106), para obtener la amplitud correcta (11.4).

4B.S. DeWitt, Rev. Mod. Phys. 29 , 377 (1957).
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To reach a depth profounder still, and still

Profounder, in the fathomless abyss

William Cowper (1731-1800), The Winter Morning Walk

12

Nueva Fórmula de la Integral de Trayectoria
para Potenciales Singualres

En el Caṕıtulo 8 hemos visto que para sistemas con una barrera centŕıfuga, la forma
Euclideana de la partición temporal de la integral de trayectoria original de Feynman
diverge para ciertas barreras atractivas. Esto sucede aún si la estad́ıstica cuántica
de los sistemas está bien definida. El mismo problema aparece para una part́ıcula
en un potencial atractivo de Coulomb, y aśı para todo sistema atómico.

En este caṕıtulo construimos una integral de trayectoria nueva y más flexible, la
cual está libre de este problema para todo potencial singular. Recientemente, esto
ha sido la clave para una solución simple de muchas otras integrales de trayectoria
que anteriormente eran consideradas intratables.

12.1 Colapso en la Trayectoria de Feynman para

el Sistema de Coulomb

El potencial atractivo de Coulomb V (r) = −e2/r, tiene una singularidad en el origen
de las coordenadas r = 0. Esta singularidad es más débil que la barrera centŕıfuga,
pero es lo suficientemente fuerte para dar origen a una catastrofe en la integral de
trayectoria Euclideana. Recordemos que una barrera centŕıfuga atractiva no posee
tampoco una función de partición clásica. Esto mismo es cierto para el potencial
atractivo de Coulomb, donde la fórmula (2.352) es de la forma

Zcl =
∫

d3x
√

2πh̄2β/M
3 exp

(

β
e2

r

)

.

La integral diverge cerca del origen. Además, hay una divergencia para valores
grandes de r. La parte principal de esta última divergencia puede eliminarse res-
tandole la función de partición de la part́ıcula libre, construyendo la función

Z ′

cl ≡ Zcl − Zcl|e=0 =
∫ d3x
√

2πh̄2β/M
3

[

exp

(

β
e2

r

)

− 1

]

, (12.1)

967
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conservando sólo una divergencia cuadrática. En un sistema real de muchos cuerpos
con igual número de part́ıculas cargadas de manera opuesta, esta divergencia desa-
parece por el efecto del apantallamiento. Aśı no tenemos porque preocuparnos más
por esto, y tenemos que concentrarnos sólo en la divergencia restante para valores
pequeños de r. En un átomo de verdad, esta singularidad no está presente debido
a que el núcleo no es una part́ıcula puntual, sino que ocupa un volumen finito. Sin
embargo, esta “regularización f́ısica” de la singularidad no es necesaria para la es-
tabilidad mecánico–cuántica. La ecuación de Schrödinger es completamente soluble
para el potencial singular puro −e2/r. Por lo tanto, debemos de ser capaces de
recobrar los resultados conocidos de Schrödinger del formalismo de la integral de
trayectoria sin ninguna regularización de corta distancia.

En la base de la partición temporal original de la fórmula de Feynman, esto no
es posible. Si una trayectoria consta de un número finito de particiones, su acción
Euclideana

A =
∫ τb

τa
dτ

[

M

2
x′2(τ)−

e2

r(τ)

]

(12.2)

puede reducirse indefinidamente por una trayectoria con una configuración res-
tringida, que corresponde a una part́ıcula moviendose lentamente en el abismo
−e2/r. Llamamos a este fenómeno el colapso de la trayectoria. En la naturaleza,
esta catastrófe se cancela por las fluctuaciones cuánticas. Para poder entender por
que sucede esto, es útil reinterpretar las trayectorias en la integral de trayectoria
Euclideana como ĺıneas azarosas parametrizadas por τ ∈ (τa, τb). Su distribución
está controlada por el “factor de Boltzmann” e−A/h̄, cuya temperatura “cuántica”
efectiva es Teff ≡ h̄/kB(τb−τa).

1 El logaritmo de la amplitud Euclideana (xbτb|xaτa)
multiplicada por −Teff define la enerǵıa libre

F = E − kBTS

de la ĺınea aleatoria con extremos fijos. Las fluctuaciones cuánticas introducen en
la trayectoria una entroṕıa de configuración S. Esta entroṕıa debe ser lo suficien-
temente singular para dar origen a una enerǵıa libre singular acotada en el ĺımite
inferior. Es claro que tal mecanismo puede trabajar sólo si la integral de trayectoria
exacta contiene un número infinito de secciones infinitamente pequeñas. Sólo estas
secciones pueden contener suficiente entroṕıa configuracional cerca de la singularidad
para detener el colapso.

La aproximación variacional de la Sección 5.10 ha mostrado un efecto importante
de la entroṕıa configuracional de las fluctuaciones cuánticas. Esta aproximación
suaviza el potencial singular de Coulomb dando origen a un potencial efectivo clásico
que es finito en el origen. Se puede evitar el colapso de la trayectoria definiendo la
integral de trayectoria como un producto infinito de integrales sobre los coeficientes
de Fourier. Las componentes infinitas de alta frecuencia pueden integrase y esto

1Esta cantidad lleva a ver la trayectoria como un poĺımero con fluctuaciones espaciales confi-
guracionales, posibilidad que será el tema principal de los Caṕıtulos 15 y 16.
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da origen a la estabilidad deseada. Las componentes de alta frecuencia no existen
en una partición temporal finita de la trayectoria, la cual tiene un número finito
de divisiones, donde las frecuencias Ωm están acotadas por el doble del inverso del
tamaño de la partición 1/ǫ [recordemos las Ecs. (2.111), (2.112)].

Desafortunadamente, la norma de la trayectoria utilizada en la aproximación
variacional es inapropiada para el cálculo exacto de integrales de trayectoria no tri-
viales. Excepto para la part́ıcula libre y para el oscilador armónico, estas integrales
de trayectoria se basan en resolver un número finito de integrales ordinarias en la
partición temporal de la fórmula. Por lo cual, necesitamos una partición temporal
de la integral de trayectoria más poderosa que evite el colapso en los potenciales
singulares.

Para el sistema de Coulomb, tal fórmula fue hallada en 1979 por Duru y Kleinert.2

La cual ha sido la base para resover la integral de trayectoria de muchos otros sis-
temas no triviales. Aqúı describiremos la extensión más general de esta fórmula,
la cual será aplicada a varios sistemas más tarde. Para el potencial atractivo de
Coulomb y otros potenciales singulares, tales como las barreras centŕıfugas atracti-
vas, esta fómula no sólo evitará el colapso, sino que también será la clave para una
solución anaĺıtica.

La estabilización deducida se alcanza introduciendo un ancho de trayectoria in-
dependiente de la partición. Esto permite que la entroṕıa configuracional de la
Ec. (12.3) crezca lo suficiente para cancelar la singularidad en la enerǵıa. Para ver
el mecanismo de la cancelación, consideremos una ĺınea aleatoria con n ligaduras
que tiene, en una red cúbica simple en D dimensiones, (2D)n configuraciones con
entroṕıa

S = n log(2D). (12.3)

Si el número de particiones temporales n aumenta en las vecindad de la singularidad
−e2/r, en la forma constante/r, entonces la entroṕıa es proporcional a 1/r. Una
sección de la trayectoria que se particiona en el abismo debe compactarse de tal
forma que la enerǵıa cinética sea pequeña. Pero en este caso tenemos una cierta
entroṕıa S, y de acuerdo a la Ec.(12.3) esto da origen a la enerǵıa libre kBTeffS.
Esto compensa la singularidad del potencial y anula el colapso. El propósito de
este caṕıtulo es construir una integral de trayectoria que estabilize el mecanismo en
estudio.

Debe de notarse que la no inestabilidad en el problema apareceŕıa si definimos la
integral de trayectoria de tiempo imaginario para la amplitud de evolución temporal
en el continuo

(xbτb|xaτa) ≡
∫

DDx(τ)
∫

DDp(τ)

(2πh̄)D
exp

{

1

h̄

∫ τb

τa
dτ [ipẋ−H(p,x)]

}

(12.4)

2I.H. Duru and H. Kleinert, Phys. Lett. B 84, 30 (1979) (http://www.physik.fu-ber-
lin.de/~kleinert/65); Fortschr. Phys. 30 , 401 (1982) (ibid.http/83). Ver también las notas
históricas del prefacio.



970 12 Nueva Fórmula de la Integral de Trayectoria para Potenciales Singulares

sin partición temporal como la solución de la ecuación diferencial de Schrödinger

(h̄∂τ + Ĥ)(x τ |xaτa) = h̄δ(τ − τa)δ
(D)(x− xa) (12.5)

[comparar con la Ec. (1.308)]. Luego de resolver la ecuación de Schrödinger
Ĥψn(x) = Enψn(x), la representación esprectral (1.323) proporciona directamente
la amplitud (12.4).

Todas la dificultades descritas arriba se deben al número finito de particiones
temporales en la integral de trayectoria. Como se explica al final de la Sección 2.1,
la suma expĺıcita sobre todas las trayectorias es un ingrediente esencial de la apro-
ximación global de Feynman al fenómeno de las fluctuaciones cuánticas. En esta
aproximación, la partición temporal finita es esencial para poder realizar esta suma
en un sistema no trivial.

Ahora presentamos una solución general del problema de la estabilidad de la
partición temporal de la integral de trayectoria estad́ıstico–cuántica.

12.2 Integral de Trayectoria Estable para

Potenciales Singulares

Consideremos la amplitud para la enerǵıa constante (9.1), la cual es el elemento
local de matriz

(xb|xa)E = 〈xb|R̂|xa〉 (12.6)

del operador (1.319):

R̂ =
ih̄

E − Ĥ + iη
. (12.7)

Recordemos que la descripción iη asegura la causalidad de la transformada de Fourier
(12.6), permitiendo que se cancele para tb < ta [ver la discusión posterior a la
Ec. (1.327)].

La amplitud de enerǵıa constante tiene polos de la forma

(xb|xa)E =
∑

n

ih̄

E −En + iη
ψn(xb)ψ

∗

n(xa) + . . .

para las enerǵıas del estado ligado, y tiene además un corte en el continuo del
espectro de la enerǵıa. La integral de la enerǵıa en la discontinuidad, a través de las
singularidades, da la relación de completes (1.330).

La nueva integral de trayectoria de basa en la siguiente observación. Si el sis-
tema posee una integral de trayectoria de Feynman para la amplitud de evolución
temporal, también la tiene para la amplitud de enerǵıa constante. Esto puede verse
reescribiendo la útlima como la integral

(xb|xa)E =
∫

∞

ta
dtb〈xb|ÛE(tb − ta)|xa〉 (12.8)
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involucrando el operador de evolución temporal modificado

ÛE(t) ≡ e−it(Ĥ−E)/h̄, (12.9)

que está asociado con el Hamiltoniano modificado

ĤE ≡ Ĥ − E. (12.10)

De manera obvia, esto será cierto en la medida que los elementos de matriz del
operador de evolución temporal ordinario Û(t) = e−itĤ/h̄ puedan representarse por
una partición temporal de la integral de trayectoria de Feynamn, lo mismo es cierto
para los elementos de matriz del operador modificado ÛE(t) = e−itĤE/h̄. Como en
la Sección 2.1, su forma expĺıcita se obtiene particionando la variable t en N + 1
partes, factorizando exp(−itĤE/h̄) en el producto de N + 1 factores,

e−itĤE/h̄ = e−iǫĤE/h̄ · · · e−iǫĤE/h̄, (12.11)

e introduciendo una sucesión de N relaciones de completes

N
∏

n=1

∫

dDxn|xn〉〈xn| = 1 (12.12)

(donde hemos omitido la parte del continuo del espectro). De esta forma, obtenemos
la integral de trayectoria para la partición temporal de la amplitud donde tb − ta =
ǫ(N + 1)

〈xb|Û
N
E (tb − ta)|xa〉 =

N
∏

n=1

[
∫

dDxn

]N+1
∏

n=1

[

∫

dDpn
(2πh̄)D

]

exp
(

i

h̄
AN

E

)

, (12.13)

y donde AN
E es la partición de la acción

AN
E =

N+1
∑

n=1

{pn(xn − xn−1)− ǫ[H(pn,xn)−E]} . (12.14)

En el ĺımite de valores grandes de N , para tb − ta = ǫ(N + 1) fijo, obtenemos la
integral de trayectoria

〈xb|ÛE(t)|xa〉=
∫

DDx(t′)
∫ DDp(t′)

(2πh̄)D
exp

{

i

h̄

∫ t

0
dt′[pẋ(t′)−HE(p(t

′),x(t′))]
}

.

(12.15)

De la Ec. (12.8), es fácil también hallar una aproximación para la amplitud de
enerǵıa constante (xb|xa)E , para N finito. La integral adicional sobre tb > ta puede
aproximarse, para N finito, por una integral sobre el ancho de la partición ǫ:

∫

∞

ta
dtb = (N + 1)

∫

∞

0
dǫ. (12.16)
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La aproximación resultante, para N finito, de la amplitud de enerǵıa constante

(xb|xa)
N
E ≡ (N + 1)

∫

∞

0
dǫ〈xb|Û

N
E (ǫ(N + 1))|xa〉 =

∫

∞

ta
dtb〈xb|Û

N
E (tb − ta)|xa〉,

(12.17)

converge al ĺımite correcto (xb|xa)E . Como ejemplo, veamos el caso de la part́ıcula
libre, donde

(xb|xa)
N
E = (N + 1)

∫

∞

0
dǫ

1
√

2πi(N + 1)ǫh̄/M
D

× exp

[

i
M

2(N + 1)ǫ
(xb − xa)

2 + iE(N + 1)ǫ

]

. (12.18)

Luego de un cambio trivial de la variable de integración, hallamos la misma integral
vista en la Ec. (1.343), cuyo resultado fue dado en las Ecs. (1.348) y (1.355), depen-
diendo del signo de la enerǵıa E. La dependencia en N desaparece completamente
como ya se observó en la Sección 2.2.5. En el caso general de un potencial suave
arbitrario, la convergencia está garantizada por la contribución del término cinético
en la norma de la integral.

La partición temporal de la integral de trayectoria para la amplitud de enerǵıa
constante (xb|xa)E dada por las Ecs. (12.17), (12.13) y (12.14), tiene en apariencia
el mismo rango de validez que la integral de trayectoria original de Feynman para
la amplitud de evolución temporal (xbtb|xata). Es decir, hasta ahora no hemos
ganado mucho. Sin embargo, la nueva fórmula tiene una ventaja importante sobre
la fórmula de Feynman. Debido a la integración temporal adicional nuestra fómula
posee un nuevo grado de libertad funcional . Esto se puede explotar para hallar
una integral de trayectoria que no colapse para tiempos imaginarios. El punto de
partida es observar que el operador resolvente R̂, de la Ec. (12.7), puede reescribirse
en cualquiera de las siguientes tres formas:

R̂ =
ih̄

f̂l(E − Ĥ + iη)
f̂l, (12.19)

o

R̂ = f̂r
ih̄

(E − Ĥ + iη)f̂r
, (12.20)

o, más generalmente,

R̂ = f̂r
ih̄

f̂l(E − Ĥ + iη)f̂r
f̂l, (12.21)

donde f̂l, f̂r son operadores arbitrarios que pueden depender de p̂ y x̂. Estos ope-
radores son llamados funciones reguladoras . En una siguiente discusión, al suponer
que f̂l, f̂r depende sólo de x̂, evitaremos el mencionar los sub́ındices en el orden de
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los operadores, aunque el caso general también puede ser tratado en forma silimar.
Más aún, en la aplicación espećıfica de los Caṕıtulos 13 y 14, se supondrá que los
operadores f̂l, f̂r se pueden expresar como la potencia de un mismo operador f̂ , i.e.,

f̂l = f̂ 1−λ, f̂r = f̂λ, (12.22)

cuyo producto es

f̂lf̂r = f̂ . (12.23)

De los elementos de matriz de (12.21), obtenemos la representación alternativa para
la amplitud de enerǵıa constante

〈xb|R̂|xa〉 = (xb|xa)E =
∫

∞

sa
dsb〈xb|ÛE(sb − sa)|xa〉, (12.24)

donde ÛE(s) es la generalización del operador de evolución temporal modificado
(12.9), el cual será llamado operador de evolución pseudotemporal ,

ÛE(s) ≡ fr(x)e
−isfl(x)(Ĥ−E)fr(x)fl(x). (12.25)

El operador en el argumento de la exponencial,

ĤE ≡ fl(x)(Ĥ −E)fr(x), (12.26)

puede ser considerado como un Hamiltoniano auxiliar, el cual actúa sobre los vec-
tores de estado |x〉 del sistema en el eje del pseudotiempo s, mediante el operador

e−isĤE(p,x)/h̄. Notése que ĤE en general no es Hermı́tico, en cuyo caso ÛE(s) no es
unitario.

En la forma usual, convertimos la expresión (12.24) en una integral de trayectoria
particionando el intervalo pseudotemporal (0, s) en N + 1 particiones, factorizamos
exp(−isĤE/h̄) como un producto de N + 1 factores, e insertamos una sucesión de
N relaciones de completes. El resultado es la representación integral aproximada
para la amplitud de enerǵıa constante,

(xb|xa)E ≈ (N + 1)
∫

∞

0
dǫs〈xb|Û

N
E (ǫs(N + 1)) |xa〉, (12.27)

donde la integral de trayectoria para la partición–pseudotemporal de la amplitud es

〈xb|Û
N
E (ǫs(N + 1)) |xa〉 = fr(xb)fl(xa)

N
∏

n=1

[
∫

dDxn

] N+1
∏

n=1

[

∫

dDpn
(2πh̄)D

]

eiA
N

E
/h̄, (12.28)

y donde la partición temporal de la acción es

AN
E =

N+1
∑

n=1

{pn(xn − xn−1)− ǫsfl(xn)[H(pn,xn)− E]fr(xn)} . (12.29)
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Estas ecuaciones constituyen la generalización deseada de las fórmulas (12.13)–
(12.17). En el ĺımite de valores grandes de N , podemos escribir la amplitud para la
enerǵıa constante como una integral

(xb|xa)E =
∫

∞

0
dS〈xb|ÛE(S)|xa〉 (12.30)

sobre la amplitud

〈xb|ÛE(S)|xa〉=fr(xb)fl(xa)
∫

Dx(s)
∫

Dp(s)

2πh̄
exp

{

i

h̄

∫ S

0
ds[px′−HE(p,x)]

}

. (12.31)

La primada sobre x(s) representa la derivada con respecto al pseudotiempo s.
Para un Hamiltoniano estándar de la forma

H = T (p) + V (x), (12.32)

donde la enerǵıa cinética es

T (p) =
p2

2M
, (12.33)

los momenta pn en la Ec. (12.28) pueden integrarse y obtenemos la integral de
trayectoria en el espacio de configuración

〈xb|Û
N
E (ǫs(N + 1)) |xa〉 =

fr(xb)fl(xa)
√

2πiǫsfl(xb)fr(xa)h̄/M
D (12.34)

×
N
∏

n=1







∫

dDxn
√

2πiǫsf(xn)h̄/M
D





 eiA
N

E
/h̄,

donde la partición de la acción es

AN
E =

N+1
∑

n=1

{

M

2ǫsfl(xn)fr(xn−1)
(xn− xn−1)

2− ǫsfl(xn)[V (xn)− E]fr(xn−1)

}

. (12.35)

En el ĺımite de valores grandes de N , podemos escribir la integral de trayectoria

〈xb|ÛE(S)|xa〉= fr(xb)fl(xa)
∫

Dx(s)exp

{

i

h̄

∫ S

0
ds

[

M

2flfr
x′2− fl(V −E)fr

]}

,(12.36)

con la partición dada según la relación (12.35).
La fórmula de la integral de trayectoria para una amplitud de enerǵıa constante,

basada en las Ecs. (12.30) y (12.36), es independiente de la elección particular de
las funciones fl(x), fr(x), tal como la expresión más general del operador para el
resolvente (12.21). Es claro que, la partición temporal de la fórmula original de
Feynman se recupera para la elección del caso especial fl(x) ≡ fr(x) ≡ 1.
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Cuando comparamos la Ec. (12.25) con la Ec. (12.9), vemos que por cada par-
tición pseudopotencial infinitesimal, el ancho de las verdaderas particiones tempo-
rales tienen el valor espacialmente dependiente

dt = dsfl(xn)fr(xn−1). (12.37)

La libertad en elegir f(x) nos lleva a una invarianza para la reparametrización de la

trayectoria temporal de la amplitud de enerǵıa constante (12.30). Notemos que la
invarianza es exacta en la fórmula (12.21), del operador general para el resolvente,
y en la fórmula de la integral de trayectoria continua basada en las Ecs. (12.30) y
(12.36). Sin embargo, la partición pseudopotencial finita en las Ecs. (12.34), (12.35)
utilizada para definir la integral de trayectoria, destruye esta invarianza. Para va-
lores finitos de N , diferentes elecciones de f(x) dan diferentes aproximaciones a los

elementos de matriz del operador ÛE(s) = fr(x̂)e
−isĤE(p̂,x̂)/h̄fl(x̂). Los resultados

puede variar apreciablemente. En efecto, si el potencial es singular y las funciones
regulatorias fr(x), fl(x) no se escogen apropiadamente, la partición pseudotemporal
Euclideana puede no existir. Esto es lo que sucede en el sistema de Coulomb si ambas
funciones fl(x) y fr(x) son unitarias tal como en la fórmula integral de Feynman.

La nueva libertad en la reparametrización, obtenida con las funciones fl(x), fr(x),
no es por tanto sólo un lujo. Es esencial para estabilizar la partición temporal de
las fluctuaciones orbitales en potenciales singulares.

En el caso del sistema de Coulomb, toda elección de las funciones regulato-
rias, fl(x), fr(x) donde f(x) = r, llevan a un Hamiltoniano auxiliar regular HE, y
las expresiones (12.27)–(12.36) de la integral de trayectoria estarán completamente
definidas. Esta fue la contribución importante de Duru y Kleinert en 1979, la cual
será descrita en detalle en el Caṕıtulo 13, misma que ayudó a a que una gran
clase de integrales de trayectoria de Feynman previamente no existentes pudieran
resolverse. Mediante una transformación similar a la de Duru-Kleinert, fl(x), fr(x)

donde f(x) =
√

fl(x)fr(x) = r2, las dificultades halladas anteriormente para la
barrera centŕıfuga tienen solución, tal como se mostrará en el Caṕıtulo 14.

12.3 Regularización Dependiente del Tiempo

Antes de tratar casos espećıficos, notemos que existe una generalización posterior
de la anterior integral de trayectoria que es útil para los sistemas que tienen un
Hamiltoniano H(p,x, t) con dependencia temporal. Introduzcamos un Hamiltonia-
no auxiliar

Ĥ = fl(x, t)[H(p̂,x, t)− Ê]fr(x, t), (12.38)

donde Ê es el operador diferencial de la enerǵıa cuya variable conjugada es el tiempo
t:

Ê ≡ ih̄∂t. (12.39)
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El Hamiltoniano auxiliar actúa sobre un espacio extendido de Hilbert, en el cual
los estados están localizados en el tiempo y en el espacio. Denotamos estos estados
como |x, t}. Los cuales cumplen las relaciones de ortogonalidad y completes

{x t|x′ t′} = δ(D)(x− x′)δ(t− t′), (12.40)

y

∫

dDx
∫

dt|x t}{x t| = 1, (12.41)

respectivamente. Por construcción, el Hamiltoniano H no depende expĺıcitamente
del pseudotiempo s. Por lo tanto, el operador de evolución pseudotemporal se
obtiene por una simple exponenciación, tal como en la relación (12.25),

Û(s) ≡ fr(x, t)e
−isfl(x,t)(Ĥ−Ê)fr(x,t)fl(x, t). (12.42)

La deducción de la integral de trayectoria es por tanto, completamente análoga al
caso independiente del tiempo. El operador (12.42) se particiona en N +1 partes, e
introducimos N relaciones de completes (12.41) para hallar la integral de trayectoria

{xbtb|Û
N(s)|xata} = fr(xb, tb)fl(xa, ta)

×
N
∏

n=1

[
∫

dDxndtn

] N+1
∏

n=1

[

∫

dDpn
(2πh̄)D

dEn

2πh̄

]

eiA
N /h̄, (12.43)

donde la partición pseudopotencial de la acción es

AN =
N+1
∑

n=1

{pn(xn − xn−1)−En(tn − tn−1)

− fl(xn, tn) [H(pn,xn, tn)−En] fr(xn−1, tn−1)}, (12.44)

y donde xb = xN+1, tb = tN+1; xa = x0, y ta = t0. Este resultado describe fluc-
tuaciones orbitales en el espacio fase del espacio–tiempo, que contiene las ĺıneas
universales x(s), t(s) fluctuantes y sus conjugadas canónicas en el espacio–tiempo
p(s), E(s). En el ĺımite N → ∞ podemos escribir esto como

{xbtb|Û(S)|xata} = fr(pb,xb, tb)fl(pa,xa, ta)

×
∫

DDx(s)Dt(s)
∫ DDp(s)

(2πh̄)D
DE(s)

2πh̄
eiA/h̄, (12.45)

donde la acción continua es

A[p,x, E, t] =
∫ S

0
ds{p(s)x′(s)− E(s)t′(s)

−fl(p(s),x(s), t(s)) [H(p(s),x(s), t(s))−E(s)] fr(p(s),x(s), t(s))}. (12.46)
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En la partición pseudotemporal de la fórmula (12.43), podemos integrar sobre todas
las variables energéticas intermedias En y obtenemos

{xbtb|Û(S)|xata} =
N
∏

n=1

[
∫

dDxn

]N+1
∏

n=1

[

∫

dDpn
(2πh̄)D

]

(12.47)

× δ

(

tb − ta − ǫs
N+1
∑

n=1

fl(pn,xn, tn)fr(pn−1,xn−1, tn−1)

)

eiÃ
N/h̄

donde la acción es

ÃN =
N+1
∑

n=1

[pn(xn − xn−1)− ǫsfl(pnxn, tn)H(pn,xn, tn)fr(pn−1,xn−1, tn−1)].

(12.48)
Esta expresión tiene la forma ordinaria de la partición temporal de una acción con
un Hamiltoniano independiente del tiempo. Sin embargo, el ancho constante de la
partición temporal ǫ = (tb − ta)/(N + 1) es ahora la nueva variable y depende del
espacio fase y el tiempo:

ǫ→ ǫsfl(pnxn, tn)fr(pn−1,xn−1, tn−1). (12.49)

La función δ de la Ec. (12.47) asegura la relación correcta entre el pseudotiempo s
y el tiempo f́ısico t. En el ĺımite continuo escribimos la Ec. (12.47) como

{xbtb|Û(S)|xata} =
∫

DDx(s)
∫

DDp(s)

(2πh̄)D
δ(tb − ta −

∫ S

0
ds f(x, t))eiÃ/h̄, (12.50)

donde la acción pseudotemporal es

Ã[p,x, t] =
∫ S

0
ds [px′ − fl(x, t)H(p,x, t)fr(x, t)] , (12.51)

la cual es una funcional de las trayectorias x(s),p(s) y t(s), dependientes de s.
Notése que en la fórmula continua la división de la función reguladora f(x, t) en las
funciones fl(x, t) y fr(x, t), de acuerdo al parámetro λ de la Ec. (12.22), no puede
expresarse propiamente ya que fl, H , y fr son números complejos conmutativos.
Esto lo hemos escrito en una forma tal que, en las expresiones (12.47), (12.48), se
indica su orden en la partición temporal.

La integral sobre S da la amplitud de evolución temporal original

(xbta|xata) =
∫

∞

0
dS{xbtb|Û(S)|xata} =

{

xbtb

∣

∣

∣

∣

∣

ih̄

Ĥ − Ê

∣

∣

∣

∣

∣

xata

}

. (12.52)

En realidad, de la descomposición de Fourier del producto escalar {xbtb|xata},

{xbtb|xata} =
∫

dDp

(2πh̄)D

∫

dE

2πh̄
eip(xb−xa)/h̄−iE(tb−ta)/h̄, (12.53)
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vemos que el lado derecho cumple con la ecuación de Schrödinger y el lado izquierdo
cumple la relación:

[H(−ih̄∂x,x, t)− ih̄∂t] (x t|xata) = −ih̄δ(D)(x− xa)δ(t− ta) (12.54)

[recordemos las Ecs. (1.308) y (12.5)]. Si la función δ de la Ec. (12.47) se expresa
como una integral de Fourier, obtenemos una forma de descomposición espectral de
la amplitud (12.52),

(xbta|xata) =
∫

∞

−∞

dEe−iE(tb−ta)/h̄
∫

∞

0
dS{xbtb|ÛE(S)|xata}, (12.55)

donde la amplitud de evolución pseudotemporal es:

ÛE(s) ≡ fr(p̂,x, t)e
−isfl(p̂,x,t)(Ĥ−E)fr(p̂,x,t)fl(p̂,x, t). (12.56)

12.4 Relación con la Teoŕıa de Schrödinger.

Las Funciones de Onda

Por completes, consideremos la mecánica cuántica ordinaria de Schrödinger descrita
por el pseudo–Hamiltoniano Ĥ. Este operador es el generador de traslaciones del
sistema sobre el eje pseudotemporal s. Sea φ(x, t, s) una solución de la ecuación de
Schrödinger pseudotemporal

H(p̂,x, Ê, t)φ(x, t, s) = ih̄∂sφ(x, t, s), (12.57)

la cual se puede escribir expĺıcitamente como

fl(x, t) [H(p̂,x, t)− ih̄∂t] fr(x, t)φ(x, t, s) = ih̄∂sφ(x, t, s). (12.58)

Dado que el lado izquierdo es independiente de s, la dependencia en s de φ(x, t, s)
puede factorizarse como:

φ(x, t, s) = φE(x, t)e
−iEs/h̄. (12.59)

Si H es independiente del tiempo t, entonces es posible estabilizar la integral de
trayectoria mediante una función reparametrizada f(x) independiente del tiempo.
Luego eliminamos el factor oscilatorio e−iEt/h̄ de φE(x, t) y podemos factorizar en la
forma

φE(x, t) = φE,E(x)e
−iEt/h̄. (12.60)

Con esto obtenemos la ecuación independiente del tiempo y del pseudotiempo

H(p̂,x, E)φE,E(x) = fl(x) [H(p̂,x)−E] fr(x)φE,E(x)

= EφE,E(x). (12.61)
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Para cada valor de E, habrá un espectro diferente de valores propios En. Lo cual
se indica escribiendo estos valores propios en la forma En(E), y los estados propios
asociados φEn,E(x) como φEn(E).

Supongamos que poseemos un conjunto completo de tales estados propios para
una enerǵıa constante E, etiquetada con el número cuántico n, (el cual suponemos es
un conjunto discreto de valores aunque, como es usual, también puede tener valores
continuos). Luego, podemos escribir la representación espectral para los elementos
de matriz locales de la amplitud de evolución pseudotemporal (12.25), en la forma:

〈xb|ÛE(S)|xa〉 = fr(xb)fl(xa)
∑

n

φEn(E)(xb)φ
∗

En(E)(xa)e
−iSEn(E)/h̄. (12.62)

De aqúı hallamos el desarrollo en series de la amplitud de enerǵıa constante (12.24):

(xb|xa)E = fr(xb)fl(xa)
∑

n

φEn(E)(xb)φ
∗

En(E)(xa)
ih̄

En(E)
.

La amplitud de evolución temporal está dada por la transformada de Fourier

(xbtb|xata) = fr(xb)fl(xa)
∫

∞

−∞

dE

2πh̄
eiE(tb−ta)/h̄

∑

n

φEn(E)(xb)φ
∗

En(E)(xa)
ih̄

En(E)
. (12.63)

Misma que debe ser comparada con la representación espectral usual de esta ampli-
tud para el Hamiltoniano independiente del tiempo Ĥ

(xbtb|xata) =
∑

n

ψn(xb)ψ
∗

n(xa)e
−iEn(tb−ta)/h̄, (12.64)

donde ψn(x) son las soluciones de la ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo ordinaria:

H(p̂,x)ψn(x) = Enψn(x). (12.65)

La relación entre las dos representaciones (12.63) y (12.64) se encuentra observando
que cuando la enerǵıa E coincide con la enerǵıa En, el valor propio En(E) se anula,
i.e., ih̄/En(E) tiene polos en E = En de la forma

ih̄

En(E)
≈

1

E ′
n(En)

ih̄

E − En + iη
. (12.66)

Estos valores propios contribuyen a la integral de enerǵıa, de la Ec. (12.63), con una
suma

(xbtb|xata) ∼ fr(xb)fl(xa)
∑

n

φEn(En)(xb)φ
∗

En(En)(xa)e
−iEn(tb−ta)/h̄. (12.67)

Una comparación con la expresión (12.64), muestra la relación entre las funciones
de onda del estado ligado de la ecuación de Schrödinger ordinaria y la ecuación
pseudotemporal. En general, la función ih̄/En(E) tiene singularidades cuyas discon-
tinuidades contienen las funciones de onda continuas de la ecuación de Schrödinger
(12.65).

Estas observaciones serán más transparentes luego de ver la Sección 13.8, donde
estudiaremos en detalle las funciones de onda ligadas y continuas del sistema de
Coulomb.
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Et modo quae fuerat semita, facta via est

What was only a path is now made a high road

Martial (40–103), Epig., Book 7, 60

13

Integral de Trayectoria del Sistema de Coulomb

Uno de los éxitos más importantes de la mecánica cuántica de Schrödinger es la
explicación de los niveles de enerǵıa y las amplitudes de transición del átomo de
hidrógeno. En términos de la formulación de la integral de trayectoria de la mecánica
cuántica, este sistema fundamental se ha resistido por mucho tiempo a todo intento
de solución. Un avance esencial se hizo en 1979 cuando Duru y Kleinert [1] re-
conocieron la necesidad de trabajar con una partición pseudotemporal de la integral
de trayectoria, como la descrita en el Caṕıtulo 12. Luego de una apropiada trans-
formación de coordenadas, la integral de trayectoria puede escribirse en una forma
armónica y resolverse fácilmente. Una generalización de esta transformación de dos
pasos ha llevado a la solución de muchas otras integrales de trayectoria que serán pre-
sentadas en el Caṕıtulo 14. La solución final del problema es muy complicada debido
a la naturaleza no holonómica de la transformación subsecuente de coordenadas, la
cual requiere de un desarrollo adecuado de una integral de trayectoria en espacios
con curvatura y torsión [2], como se hizo en el Caṕıtulo 10. Esto hizo posible evitar
correcciones a las fluctuaciones indeseadas en la transformación de Duru–Kleinert
del sistema de Coulomb, complicación hallada en todos los anteriores intentos de
solución.

La primera solución consistente fue presentada en la primera edición de este libro
en 1990.

13.1 Amplitud de Evolución Pseudotemporal

Consideremos la integral de trayectoria para la amplitud de evolución temporal de
una sistema electrón–protón en una interacción de Coulomb. Si me y mp son las
masas de los dos part́ıculas, cuya masa reducida será M = memp/(me +mp), y si e
es la carga del electrón, el sistema obedece el Hamiltoniano

H =
p2

2M
− e2

r
. (13.1)

981
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En su versión continua, la integral de trayectoria formal para la amplitud de
evolución temporal es

(xbtb|xata) =
∫

D3x(t) exp
[

i

h̄

∫ ta

tb

dt(pẋ−H)
]

. (13.2)

Como se comenta en el último caṕıtulo, la versión Euclideana no puede particionarse
temporalmente en un número finito de integrales ya que las trayectorias colapsan.
Las trayectorias deben estrecharse sobre una ĺınea recta donde ẋ ≈ 0 y se particionan
en la singularidad 1/r. Se puede escribir una integral de trayectoria cuya versión
Euclideana sea estable utilizando la amplitud de evolución pseudotemporal (12.28).
La familia conveniente de funciones reguladoras será

fl(x) = f(x)1−λ, fr(x) = f(x)λ, (13.3)

cuyo producto satisface la relación fl(x)fr(x) = f(x) = r. Dado que la integral de
trayectoria representa el operador resolvente general (12.21), en el ĺımite continuo
todos los resultados deben de ser independientes del paramétro de la partición λ.
Esta independencia es útil para comprobar los cálculos.

Aśı, consideremos la amplitud de enerǵıa constante

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dS〈xb|ÛE(S)|xa〉, (13.4)

donde la amplitud de evolución pseudotemporal es

〈xb|ÛE(S)|xa〉= rλb r
1−λ
a

∫

DDx(s)
∫ DDp(s)

(2πh̄)D
exp

{

i

h̄

∫ S

0
ds[px′ − r1−λ(H −E)rλ]

}

,

(13.5)

y donde la primada indica la derivada con respecto al pseudotiempo s. Por cuestión
de generalidad, hemos permitido una dimensión general D para el movimiento or-
bital. Luego de hallar la partición temporal y usando la notación ∆xn ≡ xn−xn−1,
ǫs ≡ S/(N + 1), la amplitud (13.5) tiene la forma

〈xb|ÛE(S)|xa〉 ≈ rλb r
1−λ
a

N+1
∏

n=2

[∫ ∞

−∞
dD∆xn

] N+1
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dD pn
(2πh̄)D

]

eiA
N
E
/h̄, (13.6)

donde la acción es

AN
E [p,x] =

N+1
∑

n=1

[

pn ∆xn − ǫs r
1−λ
n rλn−1

(

pn
2

2M
− E

)

+ ǫs e
2

]

. (13.7)

El término ǫs e
2 tiene inicialmente un factor (rn−1/rn)

λ el cual se omite, dado que es
igual a la unidad en el ĺımite continuo. Cuando integramos con respecto las variables
del momentum, obtenemos N +1 factores 1/(r1−λ

n rλn−1)
D/2. Luego de rearreglarlos,

la integral de trayectoria en el espacio de configuración es

〈xb|ÛE(S)|xa〉≈
rλb r

1−λ
a

√

2π iǫsh̄ r
1−λ
b rλa/M

D

N+1
∏

n=2







∫

dD∆xn
√

2πiǫsh̄rn−1/M
D





 eiA
N
E
[x,x′]/h̄, (13.8)



13.2 Solución al Sistema Bidimensional de Coulomb 983

donde la partición pseudotemporal de la acción es

AN
E [x,x

′] = (N + 1)ǫse
2 +

N+1
∑

n=1

[

M

2

(∆xn)
2

ǫsr1−λ
n rλn−1

+ ǫs rnE

]

. (13.9)

En el último término, hemos hecho el reemplazo r1−λ
n rλn−1 por rn, sin que esto de

lugar a cambio alguno en el ĺımite continuo. En este ĺımite la acción se puede escribir
formalmente como

AE [x,x
′] = e2 S +

∫ S

0
ds
(

M

2r
x′2 + Er

)

. (13.10)

Ahora resolveremos la integral de trayectoria del sistema de Coulomb primero en
dos dimensiones, supondremos que el movimiento del electrón está restringido al
plano mientras que el campo eléctrico se extiende a la tercera dimensión. Luego
de esto procederemos a calcular el sistema en tres dimensiones. El caso para una
dimensión arbitraria D será resuelto en el Caṕıtulo 14. El caso unidimensional
no será considerado. En forma exacta los niveles de enerǵıa fueron encontrados
anteriormente, en la parte final de la Sección 4.1, apartir de un desarrollo semiclásico.
Por mucho tiempo, el único interés en el sistema unidimensional de Coulomb fue
sólo matemático. Sin embargo, debido a la posibilidad de tener estados ligados
tipo átomo de hidrógeno en alambres cuánticos [3], el interés en este sistema ha
aumentado recientemente.

13.2 Solución al Sistema Bidimensional de Coulomb

Observemos primero que la pseudoenerǵıa cinética tiene una dimensión de escala
[rp2] ∼ [r−1] la cual es opuesta al término potencial [r+1]. La situación dimensional
es similar a la del oscilador armónico, donde las dimensiones son [p2] = [r−2] y
[r+2], respectivamente. La correspondencia puede ser perfecta si describimos el
sistema de Coulomb en términos de “las coordenadas de la ráız cuadrada”, i.e.,
transformando r → u2. En dos dimensiones, la ráız cuadrada apropiada está dada
por la tranformación de Levi–Civita

x1 = (u1)2 − (u2)2,

x2 = 2u1 u2. (13.11)

Si imaginamos que los vectores x y u se mueven en los planos complejos parametriza-
dos por x = x1 + ix2 y u = u1 + iu2, la variable transformada u corresponde a la
ráız cuadrada compleja:

u =
√
x. (13.12)

Introduzcamos también la matriz

A(u) =

(

u1 −u2
u2 u1

)

, (13.13)
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y escribamos la Ec. (13.11) como una ecuación matricial:

x = A(u)u. (13.14)

La transformación de Levi–Civita es una transformación de coordenadas integrables,
la cual lleva el espacio plano xi al espacio plano uµ. Mencionamos este hecho dado
que en nuestro posterior tratamiento tridimensional del átomo de hidrógeno, la
transición a las “coordenadas de la ráız cuadrada” requerirá de una transformación
de coordenadas no integrable (no holonómica) definida sólo diferencialmente. Como
se explica en el Caṕıtulo 10, tal transformación cambia, en general, un espacio plano
Euclideano en un espacio con curvatura y torsión. La generación de la torsión es
precisamente la razón por la cual el sistema tridimensional permaneció sin solución
hasta 1990. En dos dimensiones, este fenómeno no existe.

Si escribimos la transformación (13.11) en términos de una base diada eiµ(u)
como dxi = eiµ(u) du

µ, la transformación es

eiµ(u) =
∂xi

∂uµ
(u) = 2Ai

µ(u), (13.15)

donde la rećıproca de la diada es

ei
µ(u) =

1

2
(A−1)T i

µ(u) =
1

2u2
Ai

µ(u). (13.16)

La conección af́ın asociada

Γµν
λ = ei

λ ∂µ e
i
ν =

1

u2
[(∂µA)

TA]νλ (13.17)

tiene los elementos de matriz (Γµ)ν
λ = Γµν

λ:

(Γ1)µ
ν =

1

u2

(

u1 −u2
u2 u1

)

µ

ν

=
1

2u2
A(u)µν ,

(Γ2)µ
ν =

1

u2

(

u2 u1

−u1 u2

)

µ

ν

. (13.18)

La conección af́ın cumple con la importante identidad

Γµ
µλ ≡ 0, (13.19)

la cual se sigue de la definición

Γµ
µλ ≡ gµνei

λ ∂µ e
i
ν , (13.20)

donde hemos sustituido la propiedad especial de eiµ

∂µe
i
µ = ∂2u x

i(u) = 0, (13.21)

y usado el carácter diagonal de gµν = δµν/4r.
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En la Sección 13.6 se demostrará que la identidad (13.19) es la razón geométrica
esencial para la ausencia de correcciones a la partición temporal.

La torsión y el tensor de curvatura de Riemann-Cartan se anulan idénticamente,
el primero debido a la forma espećıfica de los elementos de matriz (13.18), el último
debido a la linealidad en u de la diada base eiµ(u), la cual garantiza trivialmente
las condiciones de integrabilidad, i.e.,

ei
λ (∂µ e

i
ν − ∂ν e

i
µ) ≡ 0, (13.22)

ei
κ(∂µ ∂ν − ∂ν ∂µ) e

i
λ ≡ 0, (13.23)

y aśı Sµν
λ ≡ 0, Rµνλ

κ ≡ 0.
En el ĺımite continuo, la transformación de Levi–Civita convierte la acción (13.10)

en la acción de un oscilador armónico. Usando

x′2 = 4u2 u′2 = 4r u′2 (13.24)

encontramos

A[x] = e2S +
∫ S

0
ds
(

4M

2
u′2 + Eu2

)

. (13.25)

Independientemente del término trivial e2S, esta es la acción de un oscilador
armónico

Aos[u] =
∫ S

0
ds
µ

2
(u′2 − ω2u2), (13.26)

el cual oscila con el pseudotiempo s con una masa efectiva

µ = 4M, (13.27)

y la pseudofrecuencia

ω =
√

−E/2M. (13.28)

Nótese que ω tiene la dimensión 1/s, que corresponde a [ω] = [r/t] (a diferencia de
la frecuencia usual, cuya dimensión es [1/t]).

La integral de trayectoria estará bien definida siempre que la enerǵıa E del
sistema de Coulomb sea negativa, i.e., para el estado ligado. La amplitud en el
régimen continuo donde E es positiva será obtenida por continuación anaĺıtica.

En la forma regularizada, la partición pseudotemporal de la amplitud se calcula
como sigue. Elegimos un paramétro de división λ = 1/2, e ignorando por el momento
todas las complicaciones debido a lo finito de la partición temporal, de la Ec. (13.14)
deducimos que

dx = 2A(u)du, (13.29)
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Figure 13.1 Esquema de los puntos finales asociados en el espacio u, a ser sumados en

la amplitud del oscilador. En el espacio x, las trayectorias van de xa a xb una vez en

forma directa y de nueva cuenta luego de cruzar la discontinuidad en la segunda hoja de

la función compleja u =
√
x.

y aśı

d2xn = 4un
2d2un. (13.30)

Dado que tanto el espacio x como u son ambos Euclideanos, las integrales sobre ∆xn

en (13.8) pueden reescribirse como integrales sobre xn y transformarse directamente
a las variable un. El resultado es

〈xb|ÛE(S)|xa〉 =
1

4
eie

2S/h̄[(ubS|ua0) + (−ubS|ua0)], (13.31)

donde (ubS|ua0) representa la partición temporal de la amplitud del oscilador

(ubS|ua0) ≈ 1

2πih̄ǫs/µ

N
∏

n=1

[

∫

d2un
2πih̄ǫs/µ

]

(13.32)

× exp

{

i

h̄

N
∑

n=1

µ

2

(

1

ǫs
∆un

2 − ǫsω
2un

2
)

}

.

La evaluación de las integrales Gaussianas, en el ĺımite continuo, son [recordemos la
Ec. (2.177)]:

(ubS|ua0) =
µω

2πih̄ sinωS
exp

{

i

2h̄

µω

sinωS
[(ub

2 + ua
2) cosωS − 2ubua]

}

. (13.33)

La simetrización en ub de la Ec. (13.31) es necesaria dado que para cada trayectoria
de xa a xb hay dos trayectorias en el espacio de la ráız cuadrada, una de ua a ub y
otra de ua a −ub (ver la Fig. 13.1).

La amplitud de enerǵıa constante se obtiene de la integral (13.4), usando la am-
plitud de evolución pseudotemporal (12.18):
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(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dS eie

2S/h̄ 1

4
[(ubS|ua0) + (−ubS|ua0)]. (13.34)

Sustituyendo (13.33), obtenemos

(xb|xa)E =
1

2

∫ ∞

0
dS exp(ie2S/h̄)F 2(S)

× exp
[

−πF 2(S)(u2
b + u2

a) cosωS
]

cosh
[

2πF 2(S)ubua

]

, (13.35)

donde usamos la forma abreviada

F (S) =
√

µω/2πih̄ sinωS, (13.36)

para el factor de fluctuación uni–dimensional [recordemos la Ec. (2.171)]. Las coor-
denadas ub y ua, del lado derecho, están relacionadas con el producto xbxa del lado
izquierdo por la expresión

u2
a,b = ra,b, ubua =

√

(rbra + xbxa)/2. (13.37)

Cuando realizamos la integral sobre S, tenemos que cruzar las singularidades en
F (S), y de acuerdo con la prescripción iη reemplazamos ω → ω − iη. En forma
equivalente, podemos rotar el contorno de la integración S para que recorrer el
semi–eje negativo imaginario,

S = −iσ, σ ∈ (0,∞).

Esto requiere utilizar la amplitud Euclideana del oscilador armónico, en la cual las
singularidades se evitan completamente. La amplitud se reescribe en una forma más
compacta introduciendo las variables

̺ ≡ e−2iωS = e−2ωσ, (13.38)

κ ≡ µω

2h̄
=

2Mω

h̄
=
√

−2ME/h̄2, (13.39)

ν ≡ e2

2ωh̄
=

√

e4M

−2h̄2E
. (13.40)

Luego

πF 2(S) = κ
2
√
̺

1− ̺
, (13.41)

eie
2s/h̄F 2(S) =

2

π
κ
̺1/2−ν

1− ̺
, (13.42)



988 13 Integral de Trayectoria del Sistema de Coulomb

y la amplitud de enerǵıa constante del sistema bidimensional de Coulomb tiene la
forma

(xb|xa)E = −iM
πh̄

∫ 1

0
d̺

̺−1/2−ν

1− ̺
cos

[

2κ
2
√
̺

1− ̺

√

(rbra + xbxa)/2

]

× exp

[

−κ1 + ̺

1 − ̺
(rb + ra)

]

. (13.43)

Nótese que la integral converge sólo para el caso donde ν < 1/2. Si desarrollamos
el integrando en potencias de ρ, es fácil evaluar la integral y obtenemos la suma sobre
los términos 1/(ν − 1/2), 1/(ν − 3/2), . . . . Los residuos se pueden factorizar en la
suma eimφbe−imφa + e−imφbeimφa , donde φ son los ángulos azimutales de los vectores
bidimensionales x. De esta forma, la descomposición espectral de la amplitud será:

(xb|xa)E =
∞
∑

n=1

ih̄

E − En

n−1
∑

m=0

[

ψnr ,m(xb)ψ
∗
nr ,m(xb) + ψnr ,−m(xb)ψ

∗
nr ,−m(xb)

]

, (13.44)

donde

ψnr ,m(x) =
1√
r
Rnr,|m|(r)

1√
2π
eimφ, (13.45)

son las funciones de onda, mientras que

En = −Me4

h̄4
1

(n− 1
2
)2

(13.46)

son los valores propios. El número cuántico principal n estará relacionado con el
número cuántico radial nr = 0, 1, 2, 3, . . . y el número cuántico azimutal m por la
relación n = nr + |m| + 1. Las funciones propias radiales se expresan en términos
de las funciones hipergeométricas confluentes (9.45) en la forma

1√
r
Rnr ,|m|(r) = Nnr ,|m|

(

2r

rn

)|m|

e−r/rn
1F1(−n + |m|+ 1, 2|m|+ 1, 2r/rn), (13.47)

donde rn ≡ (n− 1

2
)rH = (n− 1/2)Me2/h̄2, y además [5]

Nnr ,|m| ≡
2

rn

1

2|m|!

√

√

√

√

(n + |m| − 1)!

(2n− 1)(n− |m| − 1)!
. (13.48)

Es posible escribir otra representación integral válida para todo ν 6=
1/2, 3/2, 5/2, . . . . Para ello cambiamos las variables de integración a la expresión

ζ ≡ 1 + ̺

1− ̺
, (13.49)
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tal que

d̺

(1− ̺)2
=

1

2
dζ, ̺ =

ζ − 1

ζ + 1
. (13.50)

De esto obtenemos

(xb|xa)E = −iM
πh̄

1

2

∫ ∞

1
dζ(ζ − 1)−ν−1/2(ζ + 1)ν−1/2

× cos
{

2κ
√

ζ2 − 1
√

(rbra + xbxa)/2
}

e−κζ(rb+ra). (13.51)

El integrando tiene una discontinuidad en el plano complejo ζ , para el intervalo
z = −1 a −∞ y para ζ = 1 a ∞. La integral se evalúa sobre el contorno C, el cual
encierra la discontinuidad del lado derecho en la dirección contra reloj. Dado que la
discontinuidad es del tipo (ζ − 1)−ν−1/2, podemos reemplazar

∫ ∞

1
dζ(ζ − 1)−ν−1/2 . . .→ πeiπ(ν+1/2)

sin[π(ν + 1/2)]

1

2πi

∫

C
dζ(ζ − 1)−ν−1/2 . . . , (13.52)

y la amplitud de enerǵıa constante es

(xb|xa)E = −iM
πh̄

1

2

πeiπ(ν+1/2)

sin[π(ν + 1/2)]

∫

C

dζ

2πi
(ζ − 1)−ν−1/2(ζ + 1)ν−1/2

× cos
[

2κ
√

ζ2 − 1
√

(rbra + xbxa)/2
]

e−κζ(rb+ra). (13.53)

13.3 Carencia de Correcciones debido a la Partición

Temporal para el caso D = 2

Ahora nos convenceremos de que el ancho finito de la partición pseudotemporal, en las fórmulas
intermedias, no cambian la amplitud de evolución temporal obtenida en la última sección [6]. El
lector que ignora las dificultades históricas que han tenido que sortearse puede no estar interesado
en los detalles técnicos a ser discutidos. En tal caso, se puede omitir esta sección y quedarse con
el breve argumento dado en la Sección 13.6.

El término potencial en la acción (13.9) se puede ignorar dado que su contribución es de
orden ǫs, y la partición temporal sólo dará origen a correcciones de orden superior al lineal en
ǫs, las cuales no contribuyen en el ĺımite continuo cuando ǫs → 0. El punto crucial donde las
correcciones pueden aparecer es en la transformación de la norma y la partición pseudotemporal
de los términos cinéticos de las Ecs. (13.8) y (13.9). En notación vectorial, para cada partición
temporal n, la transformación de coordenadas es

xn = A(un)un. (13.54)

Entre las diferentes posibilidades, discutidas en la Sección 11.2, para transformar la partición
temporal de la integral de trayectoria usamos la representación de Taylor (11.56) y transformamos
∆x en ∆u. Luego de sustituir la Ec. (13.15) en la Ec. (11.56) encontramos

∆xi = 2Ai
µ(u)∆uµ − ∂νA

i
µ(u)∆uµ∆uν . (13.55)
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Dado que la transformación x(u) es cuadrática en u, no hay términos de orden superior en el
desarrollo. Notemos que debido a la ausencia de curvatura y torsión en el espacio u, la transfor-
mación de coordenadas es holonómica y ∆x se puede calcular directamente de x(u) − x(u−∆u).
Luego, usando la linealidad de A(u) en términos de u, de la Ec. (13.54) encontramos

∆xn = A(un)un −A(un−1)un−1 = 2A(un − 1

2
∆un)∆un = 2A(ūn)∆un, (13.56)

donde ūn es el promedio sobre la partición. El desarrollo de Taylor de A(un − 1

2
∆un) tiene sólo

dos términos, de donde directamente hallamos la Ec. (13.55).
Usando la Ec. (13.56), tendremos

(∆xn)2 = 4ū2
n(∆un)2, (13.57)

ūn ≡ (un + un−1)/2. (13.58)

Por lo tanto, en la n−ésima partición de la Ec. (13.9) el término cinético de la acción para tiempos
cortos tiene la forma

Aǫ =
M

2ǫs

(∆xn)2

r1−λ
n rλn−1

=
M

2ǫs

4ū2
n

(u2
n)1−λ(u2

n−1)
λ
(∆un)2. (13.59)

Desarrollando este término alrededor de los postpuntos, obtenemos

ūn = un − 1

2
∆un, (13.60)

un−1 = un − ∆un, (13.61)

ū2
n

(u2
n)1−λ(u2

n−1)
λ

= 1 + (2λ− 1)
un∆un

u2
n

+

(

1

4
− λ

)

∆un
2

u2
n

+ 2λ2
(

un∆un

u2
n

)2

. (13.62)

Será de mucha utilidad separar la acción de tiempos cortos en un término principal

Aǫ
0(∆un) = 4M

(∆un)2

2ǫs
, (13.63)

más los términos correctivos

∆Aǫ = 4M
(∆un)2

2ǫs
(13.64)

×
[

(2λ− 1)
un∆un

u2
n

+

(

1

4
− λ

)

∆un
2

u2
n

+ 2λ2
(

un∆un

u2
n

)2
]

,

los cuales serán tratados perturbativamente.
Para hallar la transformación de la norma de integración en la expresión (13.8), desarrollamos

∆x en la forma:

∆xi = 2Ai
µ(u− 1

2
∆u)∆uµ

= 2Ai
µ(u)∆uµ − ∂νA

i
µ(u)∆uµ∆uν . (13.65)

Donde, por brevedad, los ı́ndices n se han eliminado. Por supuesto, esta expresión tiene la forma
general dada en la Ec. (10.96), lo cual puede verse luego de sustituir

eiµ(u) = 2Ai
µ(u). (13.66)
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Dado que la matriz de la transformación Ai
µ(u) en la relación (13.15) es lineal en u, la matriz

eiµ(u) no tiene segunda derivada y el Jacobiano de la acción de las Ecs. (11.60) y (10.145) se
reduce a

i

h̄
Aǫ

J = −eiµei{µ,ν}∆uν − 1

2
ei

µei{κ,ν}ej
κejµ,λ∆uν∆uλ

= −Γ{νµ}
µ∆uν − 1

2
Γ{νκ}

µΓ{µλ}
κ∆uν∆uλ. (13.67)

Los coeficientes del desarrollo se pueden calcular fácilmente utilizando la diada rećıproca

ei
κ =

1

2u2
eiκ, (13.68)

como

Γνµ
µ = ei

µ∂νe
i
µ =

2uν

u2
,

Γµν
µ = −eiν∂µeiµ =

2uν

u2
, (13.69)

Γνκ
µΓλµ

κ = −∂λeiκ∂νeiκ = − 2

u4
(δνλu2 − 2uνuλ).

La segunda ecuación se encuentra directamente de

−∂µeiµ = −∂µ(2u2)−1eiµ = ei
µ 2uµu−2, (13.70)

misma que se sigue de la indentidad ∂µe
i
µ = 0. Notemos que la tercera expresión en la Ec. (13.69)

es automáticamente igual a Γ{νκ}
σΓ{λσ}

κ, i.e., es de la forma requerida por la Ec. (13.67), dado
que el espacio uµ no tiene torsión y Γνκ

σ = Γκν
σ. Luego de sustituir las Ecs. (13.69) en el lado

derecho de la Ec. (13.67), hallamos el desarrollo de postpunto

i

h̄
Aǫ

J = −
[

2
un∆un

u2
n

− ∆un
2

u2
n

+ 2

(

u∆un

u2
n

)2

+ . . .

]

. (13.71)

La norma de la integral en la Ec. (13.8) contiene los factores adicionales rb, rn y ra que requieren
de un tratamiento posterior. Primero escribimos la norma como

(rb/ra)
2λ−1

2πiǫsh̄

N
∏

n=1

[∫

d2∆xn
2πiǫsrn−1/M

]

≈ 1

2πiǫsh̄

N
∏

n=1

[∫

d2∆xn
2πiǫsh̄rn/M

]N+1
∏

n=1

(

rn
rn−1

)2λ

=
1

2πiǫsh̄

N+1
∏

n=2

[∫

d2∆xn
2πiǫsh̄rn/M

]

eiA
N
f /h̄. (13.72)

En el lado izquierdo, hemos cambiado las etiquetas n en una unidad utilizando el hecho que
∆xn = xn − xn−1 se puede escribir en la forma

∏N+1
n=2

∫

d2∆xn =
∏N

n=1

∫

d2∆xn. En la primera
expresión del lado derecho hemos cambiado los sub́ındices de los factores 1/rn−1 en la norma de

la integral de n − 1 a n, y hemos compensado con un factor extra
∏N+1

n=1 (rn/rn−1). Junto con

el prefactor (rb/ra)
2λ−1, podemos expresar todo esto como un producto

∏N+1
n=1 (rn/rn−1)

2λ. Hay
sólo un pequeño error de orden ǫ2s en el ĺımite superior [esta es la razón de escribir el śımbolo ≈
en lugar de = en la Ec. (13.72)]. En la última parte de la ecuación hemos introducido una acción
efectiva

AN
f ≡

N+1
∑

n=1

Aǫ
f (13.73)
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debido a los factores (rn/rn−1)
2λ, donde

i

h̄
Aǫ

f = 2λ log
r2n
r2n−1

= 2λ log
u2
n

u2
n−1

. (13.74)

El sub́ındice f indica que el origen general de este término está en los factores reescalados
fl(xb), fr(xa).

Veamos ahora como cambian las integrales al usar la transformación de ∆xn a ∆un, donde
usamos la relación

d2∆x = 4u2d2∆u exp

(

i

h̄
Aǫ

J

)

. (13.75)

La norma será

1

2
× 4

2 · 2πiǫsh̄

N
∏

n=1

[∫

4d2∆un
2 · 2πiǫsh̄/M

]

exp

[

i

h̄
(AN

J + AN
f )

]

, (13.76)

donde AN
J representa la suma sobre todos los términos Aǫ

J de la partición temporal de la acción
Jacobiana de la Ec. (13.71):

AN
J ≡

N+1
∑

n=1

Aǫ
J . (13.77)

En el denominador de la norma (13.76), los factores 2 extra se introducen para que las integrales
sobre un sean calculadas sobre todo el espacio u, en este caso el espacio x se utiliza dos veces.

La partición temporal de la expresión (13.76) tiene una forma importante que no se observa
en la formulación continua. Esta expresión recibe contribuciones importantes no sólo de la región
vecina un ∼ un−1, donde (∆un)2 es de orden ǫs, sino que también de un ∼ −un−1, donde (ūn)2 es
de orden ǫs. Esto es entendible ya que ambas configuraciones, que corresponden a xn, son cercanas
a xn−1 y deben de ser incluidas. Afortunadamente por razones de simetŕıa, estos términos dan
contribuciones idénticas de tal forma que basta con discutir sólo el caso un ∼ un−1, la contribución
del segundo caso se incluye eliminando el factor 2 en el denominador de la norma.

Para analizar la norma, desarrollamos la acción dada en la Ec. Aǫ
f (13.76) alrededor del post-

punto y hallamos

i

h̄
Aǫ

f = 2λ log

(

u2
n

u2
n−1

)

= 2λ

[

2
un∆un

u2
n

− ∆un
2

u2
n

+ 2

(

u∆un

u2
n

)2

+ . . .

]

. (13.78)

Una comparación con la Ec. (13.71) muestra que el hecho de sumar los términos (i/h̄)Aǫ
f y (i/h̄)Aǫ

J

cambia el término 2λ, en la expresión de Aǫ
f , por la cantidad 2λ− 1.

Aśı, reuniendo términos, observamos que la partición temporal da origen a la acción para
tiempos cortos

Aǫ = Aǫ
0 + ∆corrAǫ, (13.79)

donde la acción de la part́ıcula libre es el término principal

Aǫ
0(∆un) = 4M

(∆un)2

2ǫs
, (13.80)

y el término total de la corrección es

i

h̄
∆corrAǫ ≡ i

h̄
(∆Aǫ + Aǫ

J + Aǫ
f )

=
i

h̄
4M

∆un
2

2ǫs

[

(2λ− 1)
un∆un

u2
n

+

(

1

4
− λ

)

∆un
2

u2
n

+ 2λ2
(

un∆un

u2
n

)2
]

+ (2λ− 1)

[

2
un∆un

u2
n

− ∆un
2

u2
n

+ 2

(

un∆un

u2
n

)2
]

+ . . . . (13.81)
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Ahora mostramos que la acción ∆corrAǫ es equivalente a cero, para ello mostraremos que el
núcleo asociado con la acción para tiempos cortos

Kǫ(∆u) =
4

2 · 2πiǫsh̄/M
exp

[

i

h̄
(Aǫ

0 + ∆corrAǫ)

]

(13.82)

es equivalente al núcleo de orden cero de la part́ıcula libre

Kǫ
0(∆u) =

4

2 · 2πiǫsh̄/M
exp

[

i

h̄
Aǫ

0

]

. (13.83)

La equivalencia se obtiene verificando las relaciones de equivalencia de las Ecs. (11.71) y (11.72).
Para el núcleo de la Ec. (13.82), la corrección dada por la Ec. (11.71) es

C1 = C ≡ exp

(

i

h̄
∆corrAǫ

)

− 1. (13.84)

Esta corrección tiene que ser comparada con el factor trivial del núcleo dado por la Ec. (13.83):

C2 = 0. (13.85)

Aśı, la equivalencia requiere mostrar que

〈C〉0 = 0,

〈C (p∆u)〉0 = 0. (13.86)

Las funciones de correlación clásicas debidas a Kǫ
0(∆u) son

〈∆uµ∆uν〉0 ≡ ih̄ǫs
4M

δµν , (13.87)

〈∆uµ1 · · ·∆uµ2n〉0 =

(

ih̄ǫs
4M

)n

δµ1...µ2n , n > 1, (13.88)

donde los tensores de contracción δµ1...µ2n de la Ec. (8.64), se determinan recursivamente de

δµ1...µ2n ≡ δµ1µ2δµ3µ4...µ2n + δµ1µ3δµ2µ4...µ2n + . . .+ δµ1µ2nδµ2µ3...µ2n−1 . (13.89)

Estos tensores constan de (2n−1)!! productos de parejas contraidas δµiµj . En forma más espećıfica,
al calcular la relación (13.86) encontramos valores esperados de la forma

〈(∆u)2k(u∆u)2l〉0 =

(

ih̄ǫs
4M

)k+l
[D + 2(k + l − 1)]!!

(D + 2l− 2)!!
(2l − 1)!!(u2)l, (13.90)

y

〈(∆u)2k(u∆u)2l(u∆u)(p∆u)〉0 =

(

ih̄ǫs
4M

)k+l+1
[D + 2(k + l)]!!

(D + 2l)!!
(2l− 1)!!(up), (13.91)

lo cual es válido para un espacio u general de dimensión D. Desarrollando la Ec. (13.86) podemos
verificar que, a orden ǫs, los valores esperados 〈C〉0 y 〈C (p∆u)〉0 se anulan:

〈C〉0 =
i

h̄
〈∆corrAǫ〉0 +

1

2!

(

i

h̄

)2

〈(∆corrAǫ)2〉0 = 0, (13.92)

〈C (p∆u)〉0 =
i

h̄
〈∆corrAǫ (p∆u)〉0 = 0. (13.93)
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De donde, el primer término de la relación (13.92) será

i

h̄
〈∆corrAǫ〉0 = 2i

h̄ǫs
M

[

−
(

1

4
− λ

)

(D + 2)D

16
− 2λ2

D + 2

16

]

, (13.94)

y para D = 2 se reduce a

i

h̄
〈∆corrAǫ〉0 = −i h̄ǫs

M

(

λ− 1

2

)2

. (13.95)

Este término se cancela idénticamente por el segundo término de la Ec. (13.92), el cual es igual a

1

2!

(

i

h̄

)2

〈(∆corrAǫ)2〉0 =
i

2

h̄ǫs
M

[

4(2λ− 1)2
(D + 4)(D + 2)

64
+ 4(2λ− 1)2

1

4
− 8(2λ− 1)2

D + 2

16

]

,

(13.96)
donde, para D = 2 se reduce a

1

2!

(

i

h̄

)2

〈(∆corrAǫ)2〉0 = i
h̄ǫs
M

(

λ− 1

2

)2

. (13.97)

En forma similar el valor esperado dado por la Ec. (13.93),

〈∆corrAǫ (p∆u)〉0 = − h̄
2ǫs

4M
[(2λ− 1)(D + 2)/4 − (2λ− 1)], (13.98)

se anulará proporcionalmente a λ, para el caso D = 2,
Aśı obtenemos que no hay correcciones, provenientes de lo finito de la partición temporal, a

la fórmula de transformación dada en la Ec. (13.34) para la integral de trayectoria del sistema de
Coulomb en dos dimensiones.

13.4 Solución al Sistema Tri–Dimensional de Coulomb

Veamos ahora el sistema de Coulomb en tres dimensiones. El primer problema, una
vez más, es encontrar una “ráız cuadrada” de las coordenadas que conviertan el
potencial −Er, del Hamiltoniano pseudotemporal en el exponente de la Ec. (13.5),
en un potencial armónico. En dos dimensiones, la respuesta fue una ráız cuadrada
compleja. Aqúı, la solución es una “ráız cuadrada cuaterniónica” conocida como
transformación de Kustaanheimo-Stiefel , la cual ha sido utilizada extensamente en
mecánica celeste [7]. Para aplicar esta transformación los tri–vectores x deben trans-
formarse primero a un espacio cuatro–dimensional uµ (µ = 1, 2, 3, 4), esto se logra
mediante las ecuaciones

xi = z̄σiz, r = z̄z. (13.99)

Donde σi son las matrices de Pauli (1.448), mientras que z y z̄ son los siguientes
objetos de dos componentes

z =

(

z1
z2

)

, z̄ = (z∗1 , z
∗
2), (13.100)

llamados “espinores”. Sus componentes están relacionadas con los cuatro–vectores
uµ mediante la expresión

z1 = (u1 + iu2), z2 = (u3 + iu4). (13.101)
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Las coordenadas uµ pueden parametrizarse en términos de los ángulos esféricos del
vector tri–dimensional x y un ángulo arbitrario adicional γ, en la forma:

z1 =
√
r cos(θ/2)e−i[(ϕ+γ)/2],

z2 =
√
r sin(θ/2)ei[(ϕ−γ)/2].

En las Ecs. (13.99), es claro que el ángulo γ se cancela. Cada punto en el espacio x

corresponde a una curva completa en el espacio uµ, mientras que el ángulo γ tiene
valores en el intervalo [0, 4π].

También podemos escribir las Ecs. (13.99) en forma matricial







x1

x2

x3





 = A(~u)











u1

u2

u3

u4











, (13.102)

donde A es la matriz, de dimensión 3× 4,

A(~u) =







u3 u4 u1 u2

u4 −u3 −u2 u1

u1 u2 −u3 −u4





 . (13.103)

Dado que

r = (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 + (u4)2 ≡ (~u)2, (13.104)

esta transformación permite que, en el Hamiltoniano pseudotemporal, el potencial
−Er sea armónico en la variable ~u. La flecha superior indica la naturaleza cuatro–
vectorial de uµ.

Ahora, en la acción dada por la Ec. (13.10), consideremos el término cinético
∫

ds(M/2r)(dx/ds)2. Cada trayectoria x(s) está asociada con un conjunto infinito
de trayectorias ~u(s) en el espacio ~u, las cuales dependen de la elección de la trayec-
toria en términos de la variable muda γ(s) en el espacio de los parámetros. La
transformación de los vectores tangentes duµ a los vectores dxi está dada por







dx1

dx2

dx3





 = 2







u3 u4 u1 u2

u4 −u3 −u2 u1

u1 u2 −u3 −u4

















du1

du2

du3

du4











. (13.105)

Para que la transformación sea única debemos hallar al menos una ecuación dife-
rencial para el ángulo mudo dγ. Esto puede hacerse fácilmente reemplazando a
dγ por un parámetro que esté naturalmente relacionado a las componentes dxi

dadas en el lado izquierdo de la expresión anterior. Introducimos el vector tan-
gente (dx1, dx2, dx3) en un espacio ficticio cuatro–dimensional y definimos una nueva
componente dx4 mediante una cuarta fila adicional en la matriz A(~u), con lo cual
extendemos la Ec. (13.29) a la ecuación cuatro–vectorial

d~x = 2A(~u)d~u. (13.106)
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La flecha sobre x indica que ahora x es un cuatro–vector. Por razones de simetŕıa
elegimos la matriz A(~u), ahora de dimensión 4× 4, de la forma

A(~u) =











u3 u4 u1 u2

u4 −u3 −u2 u1

u1 u2 −u3 −u4
u2 −u1 u4 −u3











. (13.107)

La cuarta fila implica la siguiente relación entre dx4 y dγ:

dx4 = 2(u2du1 − u1du2 + u4du3 − u3du4)

= r(cos θ dϕ+ dγ). (13.108)

Ahora, hacemos la observación importante de que esta relación no es integrable
dado que ∂x4/∂u1 = 2u2, ∂x4/∂u2 = −2u1, y aśı

(∂u1∂u2 − ∂u2∂u1)x4(uµ) = −4, (∂u3∂u4 − ∂u4∂u3)x4(uµ) = −4, (13.109)

lo cual implica que x4(uµ) no cumple el criterio de integrabilidad de Schwarz [recorde-
mos la Ec. (10.19)]. La transformación es no holonómica y cambia la geometŕıa
Euclideana del espacio ~x en un espacio no Euclideano ~u con curvatura y torsión.
Esto será discutido en detalle en la siguiente sección. La imposibilidad de hallar una
transformación única entre los puntos del espacio ~x y ~u tiene como consecuencia
el hecho que, con respecto al punto inicial, la transformación entre trayectorias es
multivaluada. Luego de haber escogido una imagen espećıfica para el punto inicial,
la transformación (13.107) determina de manera única la imagen.

Ahora, incorporamos la cuarta dimensión muda en la acción, remplazando x en
el término cinético por el cuatro–vector ~x y extendemos la acción cinética a la forma

AN
kin ≡

N+1
∑

n=1

M

2

(~xn − ~xn−1)
2

ǫsr1−λ
n rλn−1

. (13.110)

La contribución adicional de la cuarta componente, x4n − x4n−1, puede eliminarse
en forma trivial de la amplitud de evolución pseudotemporal final integrando cada
partición temporal sobre dx4n−1 con la norma

N+1
∏

n=1

∫ ∞

−∞

d(∆x4)n
√

2πiǫsh̄r1−λ
n rλn−1/M

. (13.111)

Nótese que en estas integrales las coordenadas radiales rn se mantienen fijas. Con-
trario a las integrales espaciales d3xn−1, la cuarta coordenada debe de ser integrada
sobre la coordenada inicial auxiliar x40 = x4a. Aśı, usamos la identidad trivial

N+1
∏

n=1





∫ ∞

−∞

d(∆x4)n
√

2πiǫsh̄r1−λ
n rλn−1/M



 exp

[

i

h̄

N+1
∑

n=1

M

2

(∆x4n)
2

ǫsr1−λ
n rλn−1

]

= 1. (13.112)
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De esta forma, la amplitud de evolución pseudotemporal del sistema de Coulomb
en tres dimensiones puede reescribirse como la integral de trayectoria cuatro–
dimensional

〈xb|ÛE(S)|xa〉 =
∫

dx4a
rλb r

1−λ
a

(2πiǫsh̄r
1−λ
b rλa/M)2

×
N+1
∏

n=2

[

∫ ∞

−∞

d4∆xn
(2πiǫsh̄rn−1/M)2

]

exp
(

i

h̄
AN

E

)

, (13.113)

donde AN
E es la acción dada en la Ec. (13.9), en la cual los vectores tri–dimensionales

xn se reemplazan por los cuatro–vectores ~xn y donde r aún es la longitud de la parte
espacial de ~x. Distribuyendo los factores rb, rn, ra equitativamente en los intervalos,
cambiando en la norma los sub́ındices n, de los factores 1/rn, a n + 1 y usando el
mismo procedimiento de la Ec. (13.72), obtenemos la amplitud de evolución pseu-
dotemporal

〈xb|ÛE(S)|xa〉 =
1

(2π iǫsh̄/M)2

∫ ∞

−∞

dx4a
ra

×
N+1
∏

n=2

[

∫

d4∆~xn
(2πiǫsh̄rn/M)2

]

exp
[

i

h̄
(AN

E +AN
f )
]

, (13.114)

donde la partición de la acción es

AN
E [~x, ~x

′] = (N + 1)ǫse
2 +

N+1
∑

n=1

[

M

2

(∆~xn)
2

ǫsr1−λ
n rλn−1

+ ǫs r
1−λ
n rλn−1E

]

. (13.115)

La acción AN
f tiene en cuenta todos los factores restantes en la norma de

la integral. Ahora, el prefactor (rb/ra)
3λ−2 puede escribirse como el producto

∏N+1
1 (rn/rn−1)

3λ−2. El cambio de ı́ndice en el factor 1/r cambia el exponente 3λ−2
a 3λ

i

h̄
AN

f = 3λ
N+1
∑

n=1

log

(

~u2n
~u2n−1

)

(13.116)

[comparemos con la Ec. (13.73)]. Como en el caso bi–dimensional, al principio
debemos de ignorar las sutilezas debido a la partición temporal. Aśı usamos λ = 0 y
aplicamos la transformación formalmente al ĺımite continuo de la acción AN

E , la cual
tiene la forma (13.10), excepto que x se reemplaza por ~x. Usando las propiedades
de la matriz dada en la Ec. (13.107)

AT = ~u2A−1,

detA =
√

det (AAT ) = r2, (13.117)

vemos que

~x′2 = 4~u2~u′2 = 4r~u′2, (13.118)

d4x = 16r2d4u. (13.119)
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Con lo cual encontramos la relación,

〈xb|ÛE(S)|xa〉 = eie
2S/h̄ 1

16

∫ dx4a
ra

(~ubS|~ua0), (13.120)

donde la amplitud de evolución temporal del oscilador armónico cuatro–dimensional
es

(~ubS|~ua0) =
∫

D4u(s) exp
(

i

h̄
Aos

)

, (13.121)

y donde la acción está dada por

Aos =
∫ S

0
ds
µ

2
(~u′2 − ω2~u2). (13.122)

Como en las Ecs. (13.27) y (13.28), los parámetros son

µ = 4M, ω =
√

−E/2M. (13.123)

La relación (13.120) es el análogo de la Ec. (13.31). En lugar de la suma sobre las dos
imagenes de cada punto x en el espacio u, ahora hay una integral,

∫

dx4a/ra, sobre las
imagenes infinitas del espacio cuatro–dimensional ~u. Esta integral se puede escribir
como una integral sobre el tercer ángulo de Euler γ, usando la relación (13.108).
Dado que x y aśı mismo los ángulos polares θ y ϕ, se mantienen fijos durante
la integración, obtenemos directamente

∫

dx4a/ra =
∫

dγa. En cuanto al rango de
integración, observamos que puede restringirse a un solo peŕıodo γa ∈ [0, 4π]. Los
otros peŕıodos pueden incluirse en la amplitud del oscilador. Definiendo el cuatro–
vector ~ub, todas las trayectorias se suman sobre la trayectoria que va hacia el ángulo
final de Euler γ o a todas sus repeticiones periódicas [las cuales por la Ec. (13.102)
tienen el mismo ~ub]. Esta fue la lección aprendida en la Sección 6.1. En lugar de
esto, la Ec. (13.120) contiene una suma sobre todos los peŕıodos iniciales, lo cual
es completamente equivalente a lo discutido aqúı. En forma espećıfica, la relación
(13.120) será

〈xb|ÛE(S)|xa〉 = eie
2S/h̄ 1

16

∫ 4π

0
dγa(~ubS|~ua0). (13.124)

La razón por la cual los otros peŕıodos en la Ec. (13.120) deben de ser omitidos puede
entenderse mejor si hacemos la comparación con el caso bi–dimensional. Es ese caso
observamos una doble degeneración de contribuciones a la partición temporal de
la integral de trayectoria, la cual cancela todos los factores 2 en la norma (13.76).
En el caso actual sucede lo mismo, excepto que tenemos una degeneración infinita.
Cuando se integra sobre todas las imagenes d4un de d4xn en la integral de trayectoria
del oscilador, para el intervalo γn ∈ [0, 4π], cubrimos una vez el espacio original x,
y en forma repetida para todos los peŕıodos γn ∈ [4πl, 4π(l + 1)]. Esto suguiere
que cada elemento de volumen d4un debe ser dividido por un factor infinito para
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eliminar la degeneración. Sin embargo, esto no es necesario dado que el término
proporcional al gradiente da origen al mismo factor infinito. De hecho

(~un + ~un−1)
2(~un − ~un−1)

2 (13.125)

es pequeño si ~xn ≈ ~xn−1 para un número infinito de valores de γn − γn−1, uno para
cada repetición periódica del intervalo [0, 4π]. La degeneración infinita cancela el
factor infinito en el denominador de la norma. El único caso donde la cancelación no
sucede es en la integral

∫

dx4a/ra. En este caso el factor infinito en el denominador
aún está presente, pero se puede remover restringiendo la integral sobre γa, en la
Ec. (13.124), a un solo peŕıodo [8].

Nótese que un cambio de γa en 2π, i.e., por la mitad del peŕıodo, cambia ~u a −~u,
lo cual corresponde a la doble–degeneración del sistema bi–dimensional anterior.

Ahora, podemos hallar inmediatamente la partición temporal de la integral de
trayectoria del oscilador armónico, la amplitud es la versión cuatro-dimensional de
la Ec. (13.33) [recordemos la Ec. (2.177)]:

(~ubS|~ua0) =
1

(2πih̄ǫs/µ)2

N
∏

n=1

[

∫

d4∆un
2πih̄ǫs/µ

]

exp

[

i

h̄

N
∑

n=1

µ

2

(

1

ǫs
∆~un

2 − ǫsω
2~u2n

)

]

=
ω2

(2πih̄ sinωS /µ)2
exp

{

i

2h̄

µω

sinωS
[(~ub

2+~u2a) cosωS−2~ub~ua]
}

. (13.126)

Para hallar la amplitud de enerǵıa fija, tenemos que integrar esta expresión sobre S:

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dSeie

2S/h̄ 1

16

∫ 4π

0
dγa(~ubS|~ua0). (13.127)

Tal como en la Ec. (13.35), la integral se puede escribir en forma más conveniente
en términos de las variables dadas por las Ecs. (13.38)–(13.40), de tal forma que
obtenemos la amplitud de enerǵıa fija del sistema tridimensional de Coulomb

(xb|xa)E =
1

16

∫ ∞

0
dSeie

2S/h̄
∫ 4π

0
dγa(~ubs|~ua 0)

= −i ωM
2

2π2h̄2

∫ ∞

−∞

dx4a
ra

∫ 1

0
d̺

̺−ν

(1− ̺)2
exp

(

2κ
2
√
̺

1− ̺
~ub~ua

)

exp

[

−κ1 + ̺

1 − ̺
(rb + ra)

]

.

Para hallar la integral sobre dx4b , escribimos ahora el término ~ub~ua en función de los
ángulos polares

~ub~ua =
√
rbra {cos(θb/2) cos(θa/2) cos[(ϕb − ϕa + γb − γa)/2]

+ sin(θb/2) sin(θa/2) cos[(ϕb − ϕa − γb + γa)/2]} . (13.128)

Un rearreglo trigonométrico nos permite reescribir los ángulos polares como

~ub~ua =
√
rbra {cos[(θb − θa)/2] cos[(ϕb − ϕa)/2] cos[(γb − γa)/2]

− cos[(θb + θa)/2] sin[(ϕb − ϕa)/2] sin[(γb − γa)/2]} , (13.129)



1000 13 Integral de Trayectoria del Sistema de Coulomb

y luego en la forma

~ub~ua =
√

(rbra + xbxa)/2 cos[(γb − γa + β)/2], (13.130)

donde β está definido por

tan
β

2
=

cos[(θb + θa)/2] sin[(ϕb − ϕa)/2]

cos[(θb − θa)/2] cos[(ϕb − ϕa)/2]
, (13.131)

o

cos
β

2
= cos

θb − θa
2

cos
ϕb − ϕa

2

√

rbra
(rbra + xbxa)/2

. (13.132)

Ahora, podemos hallar la integral
∫ 4π
0 dγa para cada x fijo. Esto nos permite hallar

la amplitud de enerǵıa fija del sistema de Coulomb [1, 9, 11, 10].

(xb|xa)E = −i Mκ

πh̄

∫ 1

0
d̺

̺−ν

(1− ̺)2
I0

(

2κ
2
√
̺

1− ̺

√

(rbra + xbxa)/2

)

× exp

[

−κ1 + ̺

1− ̺
(rb + ra)

]

, (13.133)

donde κ y ν son los mismos parámetros que aquellos dados en las Ecs. (13.40).
Tal como en el caso bi–dimensional, la integral converge sólo para ν < 1. Sin

embargo, es posible hallar otra representación integral que converga para todo ν 6=
1, 2, 3, . . . , mediante el cambio de las variables de integración ζ ≡ (1 + ̺)/(1− ̺),
y luego transformando la integral sobre ζ en una integral de contorno que circunde
la singularidad desde ζ = 1 hasta ∞, en el sentido de las manecillas del reloj. Dado
que la singularidad es de la forma (ζ − 1)−ν , el reemplazo es

∫ ∞

1
dζ(ζ − 1)−ν . . .→ πeiπν

sin πν

∫

C

dζ

2πi
(ζ − 1)−ν . . . . (13.134)

Esto nos lleva a la representación

(xb|xa)E = −iM
πh̄

κ

2

πeiπν

sin πν

∫

C

dζ

2πi
(ζ − 1)−ν(ζ + 1)ν

× I0(2κ
√

ζ2 − 1
√

(rbra + xbxa)/2)e
−κζ(rb+ra). (13.135)

13.5 Carencia de Correcciones debido a la Partición

Temporal para el caso D = 3

Demostraremos ahora que en el sistema tridimensional de Coulomb el procedimiento de hallar la
partición temporal finita no cambia el resultado formal dado en la última sección. El lector no
interesado en los detalles puede consultar el breve argumento dado en la Sección 13.6. La acción
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AN
E en la partición temporal de la integral de trayectoria tiene que complementarse, para cada

sección, con la acción Jacobiana [tal como se hizo en la Ec. (13.67)]

i

h̄
Aǫ

J = −eµei{µ,ν}∆uν − ei
µei{κ,ν}ej

κei{µ,λ}∆u
ν∆uλ

= −Γ{νµ}
µ∆uν − 1

2
Γ{νκ}

σΓ{λσ}
κ∆uν∆uλ. (13.136)

La base tetrada

eiµ = ∂xi/∂uµ = 2Ai
µ(~u), i = 1, 2, 3, 4, (13.137)

está ahora dada por la matriz (13.107), de dimensión 4 × 4 , donde la tetrada rećıproca es

ei
µ =

1

2~u2
eiµ. (13.138)

De aqúı hallamos las componentes de la conección af́ın [comparar con la Ec. (13.18)]

(Γ1)µ
ν =

1

~u2









u1 u2 −u3 −u4
−u2 u1 −u4 u3

u3 u4 u1 u2

u4 −u3 −u2 u1









µ

ν

,

(Γ2)µ
ν =

1

~u2









u2 −u1 u4 −u3
u1 u2 −u3 −u4

−u4 u3 u2 −u1
u3 u4 u1 u2









µ

ν

, (13.139)

(Γ3)µ
ν =

1

~u2









u3 u4 u1 u2

−u4 u3 u2 −u1
−u1 −u2 u3 u4

−u2 u1 −u4 u3









µ

ν

,

(Γ4)µ
ν =

1

~u2









u4 −u3 −u2 u1

u3 u4 u1 u2

u2 −u1 u4 −u3
−u1 −u2 u3 u4









µ

ν

.

Como en el caso bi–dimensional [ver la Ec. (13.19)], la conección cumple con la importante identidad

Γµ
µν ≡ 0, (13.140)

la cual es, una vez más, consecuencia de la relación [comparar con la Ec. (13.21)]

∂µe
i
µ = 0. (13.141)

En la Sección 13.6 se mostrará que esta es la razón esencial por la cual no tenemos correcciones
debido a la partición temporal, mismas que serán demostradas en esta sección.

Sin embargo, ahora hay una diferencia importante con respecto al caso bi–dimensional. La
actual transformación dxi = eiµ(u)duµ no es integrable. De la parte antisimétrica de Γµν

λ encon-
tramos que el espacio uµ tiene la torsión Sµν

λ, cuyas componentes diferentes de cero son

S12
λ = S34

λ =
1

~u2
(−u2, u1,−u4, u3)λ. (13.142)

La contracción de la torsión es

Sµ = Sµν
ν =

uµ

~u2
. (13.143)
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Por esta razón, las conecciones contraidas

Γνµ
µ = ei

µ∂νe
i
µ =

4uν

~u2
, (13.144)

Γµν
µ = −eiν∂µeiµ =

2uν

~u2

ya no son iguales, contrario a lo que se hab́ıa encontrado en la Ec. (13.69). La simetrización en los
ı́ndices inferiores dará

Γ{νµ}
µ =

3uν

~u2
. (13.145)

Contrario al caso bi–dimensional, los términos ∆uν∆uλ ya no están dados directamente por

Γνκ
σΓλσ

κ = − 4

~u4
(δνλ~u2 − 2uνuλ). (13.146)

La simetrización de los ı́ndices inferiores es necesaria y será

Γ{νκ}
σΓ{λσ}

κ = Γνκ
σΓλσ

κ − 2Γνκ
σSλσ

κ + Sνκ
σSλσ

κ (13.147)

= Γνκ
σΓλσ

κ − 2(−δνλ~u2 + 2uνuλ)/~u4 + uνuλ/~u
4.

Reuniendo términos, la acción Jacobiana (13.136) será

i

h̄
Aǫ

J = −
[

3
~un∆~un
~u2n

− ∆~un
2

~u2n
+

5

2

(

~un∆~un
~u2n

)2

+ . . .

]

. (13.148)

Contrario a la ecuación bi–dimensional (13.71), esta expresión no se puede incorporar a la expresión
de Aǫ

f . Aunque las dos expresiones contienen los mismo términos, sus coeficientes son diferentes
[ver la Ec. (13.116)]:

i

h̄
Aǫ

f = 3λ log

(

~u2n
~u2n−1

)

(13.149)

= 3λ

[

2
~un∆~un
~u2n

− ∆~un
2

~u2n
+ 2

(

~u∆~un
~u2n

)2

+ . . .

]

.

Entonces es conveniente reescribir (omitimos los sub́ındices n)

i

h̄
Aǫ

J = −2 log

[

~u2

(~u− ∆~u)2

]

+
~u∆~u

~u2
(13.150)

−∆~u2

~u2
+

3

2

(

~u∆~u

~u2

)2

+ . . . ,

y absorber el primer término en Aǫ
f , el cual cambia el factor 3λ en (3λ − 2). Aśı, obtenemos la

acción adicional [comparemos con la Ec. (13.81)]

i

h̄
∆corrAǫ =

i

h̄
4M

∆~u2

2ǫ

[

(2λ− 1)
~u∆~u

~u2
+ (

1

4
− λ)

∆~u2

~u2
+ 2λ2

(

~u∆~u

~u2

)2
]

+(3λ− 2)

[

2
~u∆~u

~u2
− ∆~u2

~u2
+ 2

(

~u∆~u

~u2

)2
]

+
~u∆~u

~u2
− (∆~u)2

~u2
+

3

2

(

~u∆~u

~u2

)2

+ . . . . (13.151)
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Con esto, mostramos que el desarrollo del término de la corrección

C = exp

(

i

h̄
∆corrAǫ

)

− 1 (13.152)

tiene valores esperados iguales a cero

〈C〉0 = 0,

〈C (~p∆~u)〉0 = 0, (13.153)

i.e.,

i

h̄
〈∆corrAǫ〉0 +

1

2

(

i

h̄

)2

〈(∆corrAǫ)2〉0 = 0, (13.154)

i

h̄
〈∆corrA (~p∆~u)〉0 = 0, (13.155)

tal como en las Ecs. (13.92) y (13.93). De hecho, usando la fórmula (13.91) puede hallarse inme-
diatamente que el valor esperado dado por la Ec. (13.155) es igual a

i

[

−2(2λ− 1)
D + 2

16
+ 2(3λ− 2)

1

4
+

1

4

]

, (13.156)

el cual se anula idénticamente para D = 4. De forma similar, usando la fórmula (13.90), el valor
esperado para el primer término en la Ec. (13.154) es proporcional a

i

[

−2

(

1

4
− λ

)

(D + 2)D

16
− 4λ2

D + 2

16
− (3λ− 2)

(

D

4
− 2

4

)

−
(

D

4
− 3

8

)]

, (13.157)

i.e., para D = 4, tendremos

−i3
8
(2λ− 1)2, (13.158)

a esta expresión tendremos que sumar la contribución del segundo término

i
1

2

[

4(2λ− 1)2
(D + 4)(D + 2)

64
+ 9(2λ− 1)2

1

4
− 12(2λ− 1)2

D + 2

16

]

, (13.159)

contribución que cancela la expresión (13.158) para D = 4. Aśı, también para el caso tri–
dimensional, la suma de todas las correcciones de la partición temporal se anulan.

13.6 Argumento Geométrico que Justifica la Carencia de

Correcciones de la Partición Temporal

Como se mencionó anteriormente, puede mostrarse que la razón que justifica la carencia de co-
rrecciones de la partición temporal son una propiedad de la conección

Γµ
µλ = gµνei

λ∂µe
i
ν = 0, (13.160)

la cual se sigue de la identidad ∂µe
i
µ = 0, misma que se cumple para la tetrada base, y del carácter

diagonal de la métrica gµν ∝ δµν . De hecho, es posible aplicar las técnicas de las Secciones 10.1 y
10.2 a la amplitud de evolución pseudotemporal general (12.28), donde las funciones reguladoras
son

fl = f(x), fr ≡ 1. (13.161)
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Dado que esta regularión afecta sólo a los postpuntos en cada sección temporal, puede hallarse
de manera directa la derivación equivalente a la amplitud de tiempo corto de la Sección 11.3. El
resultado se puede expresar en la forma (donde hemos omitido los sub́ındices n)

Kǫ(∆q) =

√

g(q)
√

2πiǫh̄f/M
D

exp

[

i

h̄
(Aǫ + Aǫ

J)

]

, (13.162)

donde f es una abreviación del valor de postpunto f(xn) y Aǫ es la acción para tiempos cortos

Aǫ =
M

2ǫf
gµν(q)∆q

µ∆qν . (13.163)

Ahora, existe una expresión simple para la acción Jacobiana. Con ayuda de la fórmula (11.75),
obtenemos

i

h̄
Aǫ

J =
1

2
Γµ

µ
ν∆q

ν − iǫ
h̄f

8M
(Γµ

µ
ν)2. (13.164)

En la formulación postpunto, la norma no necesita ninguna transformación. Esto puede verse
directamente de la expresión de la partición temporal dada por la Ec. (13.8) para el caso λ = 0 o,
de forma expĺıcita, de la cancelación de la acción extra Aǫ

f en la Ec. (13.74) para D = 2 y en la
Ec. (13.149) para D = 3. Como resultado, la cancelación de la conección contraida que se obtiene
en la Ec. (13.164) obliga a que todas las correcciones de la partición temporal se anulen. Sólo la
acción base de tiempos cortos (13.163) es diferente de cero:

∆Aǫ = 4M
(∆u)2

2ǫs
. (13.165)

Gracias a esta circunstancia fortuita, la solución formal hallada por Duru y Kleinert en 1979 resulta
ser correcta.

13.7 Comparación con la Teoŕıa de Schrödinger

Por completes, mostraremos el significado de la propiedad geométrica Γµ
µλ = 0 en

la teoŕıa de Schrödinger. Consideremos la ecuación de Schrödinger del sistema de
Coulomb

(

− 1

2M
h̄2∇2 − E

)

ψ(x) =
e2

r
ψ(x), (13.166)

que será transformada a la ecuación del oscilador armónico. La regularización post-
punto de la integral de trayectoria junto con las funciones (13.161) equivale a mul-
tiplicar la ecuación de Schrödinger a la izquierda por fl = r. De esto obtenemos

(

− 1

2M
h̄2r∇2 − Er

)

ψ(x) = e2ψ(x). (13.167)

Ahora busquemos las coordenadas uµ cuya ráız cuadrada transformen −Er en el
potencial armónico −E(uµ)2 y el Laplaciano ∇

2 en gµν∂µ∂ν −Γµ
µλ∂λ. La propiedad

geométrica Γµ
µλ = 0 asegura la ausencia del segundo término y el resultado es

simplemente gµν∂µ∂ν . Dado que gµν = δµν/4r, la ecuación de Schrödinger (13.167)
tiene la forma simple

[

− 1

8M
h̄2∂2µ − E(uµ)2

]

ψ(uµ) = e2ψ(uµ). (13.168)
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Debido al factor (uµ)2 que acompaña a la enerǵıa E, el producto escalar para estados
ortogonales entre śı, con diferente enerǵıa, está dado por

〈ψ′|ψ〉 =
∫

d4uψ′(uµ)(uµ)2ψ(u). (13.169)

Esto corresponde precisamente al producto escalar dado en la Ec. (11.95), el cual
tiene el propósito de hacer que, en el espacio uµ con torsión, el operador de Lapace
(∆ = (1/4u2)∂2u) sea hermı́tico. De hecho, el tensor de torsión contraido Sµ = Sµν

ν

se puede escribir como el gradiente de una función escalar:

Sµ = ∂µσ(~u), σ(~u) =
1

2
log ~u2. (13.170)

En forma general, hemos mostrado en la Ec. (11.104) que śı Sµ(q) es una derivada
parcial de un campo escalar σ(q), el producto escalar estará dado por la Ec. (11.95):

〈ψ2|ψ1〉phys ≡
∫

dDq
√

g(q)e−2σ(q)ψ∗
2(q)ψ1(q). (13.171)

De la Ec. (13.137), tenemos

√
g = 16~u4, (13.172)

de tal forma que el producto escalar es

〈ψ2|ψ1〉phys =
∫

d4u
√
ge−2σψ∗

2(~u)ψ1(~u) =
∫

d4u 16~u2ψ∗
2(~u)ψ1(~u). (13.173)

El operador de Laplace obtenido de ∂2~x por la transformación no–holonómica de
Kustaanheimo-Stiefel es ∆ = (1/4~u2)∂2µ. En el producto escalar de la Ec. (13.173),
este operador es Hermı́tico, pero en el producto escalar de la Ec. (11.90), cuya norma
de integración es

∫

d4u 16~u4, no lo es.
En dos dimensiones, la torsión se cancela y el producto escalar se reduce a la

forma simple:

〈ψ2|ψ1〉phys =
∫

d2u
√
gψ∗

2(u)ψ1(u) =
∫

d2u 4u2ψ∗
2(u)ψ1(u). (13.174)

Si µ = 4M y −E = µω2/2, la Ec. (13.168) es la ecuación de Schrödinger del
oscilador armónico:

[

− 1

2µ
h̄2∂2µ +

µ

2
ω2(uµ)2

]

ψ(uµ) = Eψ(uµ). (13.175)

Los valores propios de la pseudoenerǵıa E son

EN = h̄ω(N +Du/2), (13.176)

donde Du = 4 es la dimensión del espacio uµ,

N =
Du
∑

i=1

ni (13.177)
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la suma es sobre los números cuánticos principales enteros de las funciones de onda
factorizadas en cada dirección del espacio uµ. El carácter multivaluado de la transfor-
mación de x a uµ nos permite asociar solamente las funciones de onda simétricas con
los estados de Coulomb. Aśı, N debe ser par y puede se escrito como N = 2(n− 1).
Por lo tanto, el espectro de la pseudoenerǵıa será

En = h̄ω 2(n+Du/4− 1), n = 1, 2, 3, . . . . (13.178)

De acuerdo a la Ec. (13.175), las funciones de onda de Coulomb deben de tener la
pseudoenerǵıa

En = e2. (13.179)

Las dos ecuaciones se cumplen si la frecuencia del oscilador tiene los valores discretos

ω = ωn ≡ e2

2(n+Du/4− 1)
, n = 1, 2, 3 . . . . (13.180)

Donde ω2 = −E/2M y Du = 4, de esto obtenemos las enerǵıas de Coulomb

En = −2Mω2
n = −Me4

h̄2
1

2n2
= −Mc2

α2

2n2
, (13.181)

mostrando que el número N/2 = n − 1 corresponde al número cuántico principal
usual de las funciones de onda de Coulomb.

Enfoquemos ahora nuestra atención al problema tridimensional del sistema de
Coulomb, donde Du = 4. En este caso no todas las funciones de onda pares del
oscilador se corresponden con las funciones de onda del estado ligado de Coulomb.
Esto se sigue del hecho de que las funciones de onda de Coulomb no dependen de
la cuarta coordenada muda x4 (o lo que es lo mismo, los ángulos mudos γ). Aśı las
funciones cumplen la restricción ∂x4ψ = 0, lo cual implica que en el espacio uµ se
cumple la relación [recordemos la Ec. (13.137)]

−ir∂x4ψ(x) = −ire4µ∂µψ(uµ) = −i1
2

[

(u2∂1 − u1∂2) + (u4∂3 − u3∂4)
]

ψ(uµ)

= −i∂γψ(uµ) = 0. (13.182)

La construcción expĺıcita de las funciones de onda del oscilador y del estado
ligado de Coulomb puede hacerse en forma más conveniente en términos de las
coordenadas complejas (13.101). En términos de las cuales, la restricción (13.182)
será

1

2
[z̄∂z̄ − z∂z ]ψ(z, z

∗) = 0. (13.183)

Misma que será utilizada en lo que sigue para seleccionar los estados de Coulomb.
Para resolver la ecuación de Schrödinger (13.175), simplificaremos la notación

usando unidades atómicas , donde h̄ = 1,M = 1, e2 = 1, µ = 4M = 4. Las
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longitudes se miden en unidades del radio de Borh (4.376), cuyo valor numérico es
aH = h̄2/Me2 = 5.2917 × 10−9 cm, las enerǵıas se miden en unidades de EH ≡
e2/aH = Me4/h̄2 = 4.359 × 10−11 erg = 27.210 eV y las frecuencias ω en unidades
de ωH ≡ Me4/h̄3 = 4.133 × 1016/sec(= 4π× la frecuencia de Rydberg νR). Luego
la Ec. (13.175) será (donde hemos multiplicado por 4M/h̄2)

ĥψ(uµ) ≡ 1

2

[

−∂2µ + 16ω2(uµ)2
]

ψ(uµ) = 4ψ(uµ). (13.184)

Es claro que el espectro del operador ĥ será 4ω(N + 2) = 8ωn. Donde, de la
restricción sobre la frecuencia ω, obtenemos los valores ωn = 1/2n.

Ahora, vemos que el operador ĥ tendrá la forma estándar

ĥs =
1

2

[

−∂2µ + 4(uµ)2
]

, (13.185)

con ayuda de la transformación dependiente de ω tendremos

ĥ = 4ωeiϑD̂ĥse−iϑD̂, (13.186)

donde el operador D̂ es el operador de dilatación infinitesimal, el cual en este con-
texto será llamado operador de deriva [12, 13]:

D̂ ≡ −1

2
iuµ∂µ, (13.187)

y ϑ es el ángulo de deriva

ϑ = log(2ω). (13.188)

Por lo tanto, las funciones de onda de Coulomb estarán dadas por las soluciones
reescaladas de la ecuación estándarizada de Schrödinger dada en la Ec. (13.185):

ψ(uµ) = eiϑD̂ψs(uµ) = ψs(
√
2ωuµ). (13.189)

Nótese que para la solución con número cuántico principal n, el parámetro de escala√
2ω depende de n en la forma:

ψn(u
µ) = ψs

n(u
µ/
√
n). (13.190)

Las funciones de onda estándarizadas ψs
n(u

µ) se construyen convenientemente
por medio de cuatro conjuntos de operadores de creación y aniquilación â†1, â

†
2, b̂

†
1, b̂

†
2

y â1, â2, b̂1, b̂2. Estos operadores son una combinación de z1, z2, sus complejos conju-
gados y los operadores diferenciales asociados, ∂z1 , ∂z2, ∂z∗1 , ∂z∗2 . Las combinaciones
son las mismas a las dadas en las Ecs. (9.127) y (9.128), lo mismo para z1 como
para z2. Además, elegimos los ı́ndices de tal forma que ai y bi se transforman con
la misma representación espinorial de la rotación de grupo. Si cij es la matriz 2× 2

c = iσ2 =

(

0 1
− 1 0

)

, (13.191)
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entonces cijzj se transforma como z∗i . Por lo cual, definimos los operadores de
creación

â†1 ≡ − 1√
2
(−∂z∗

2
+ z2), b̂†1 ≡

1√
2
(−∂z1 + z∗1),

â†2 ≡
1√
2
(−∂z∗

1
+ z1), b̂†2 ≡

1√
2
(−∂z2 + z∗2), (13.192)

y los operadores de aniquilación

â1 ≡ − 1√
2
(∂z2 + z∗2), b̂1 ≡

1√
2
(∂z∗

1
+ z1),

â2 ≡
1√
2
(∂z1 + z∗1), b̂2 ≡

1√
2
(∂z∗

2
+ z2). (13.193)

Nótese que ∂†z = −∂z∗ . El Hamiltoniano estándarizado del oscilador será

ĥs = 2(â†â+ b̂†b̂+ 2), (13.194)

donde hemos utilizado la misma notación espinorial de la Ec. (13.99). El estado
base del oscilador cuatro–dimensional es aniquilado por â1, â2 y b̂1, b̂2. Por lo cual
tendrá la siguiente función de onda

〈z, z∗|0〉 = ψs,0000(z, z
∗) =

1√
π
e−z1z∗1−z2z∗2 =

1√
π
e−(uµ)2 . (13.195)

Como es usual, el conjunto completo de funciones de onda se obtiene aplicando los
operadores de creación al estado base,

|na
1, n

a
2, n

b
1, n

b
2〉 = Nna

1
,na

2
,nb

1
,nb

2

â
†na

1

1 â
†na

2

2 b̂
†nb

1

1 b̂
†nb

2

2 |0〉, (13.196)

donde el factor de normalización es

Nna
1
,na

2
,nb

1
,nb

2

=
1

√

na
1!n

a
2!n

b
1!n

b
2!
. (13.197)

Los valores propios de ĥs se obtienen de la suma de los números cuánticos de a y b
como

2(na
1 + na

2 + nb
1 + nb

2 + 2) = 2(N + 2) = 4n. (13.198)

Las funciones de onda de Coulomb del estado ligado están en una corresponden-
cia uno–a–uno con las funciones de onda del oscilador, las cuales cumplen con la
restricción dada por la Ec. (13.183), y las podemos escribir en la forma

L̂05 = −1

2
(â†â− b̂†b̂)ψs = 0. (13.199)
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Estos estados tienen un número igual de cuantos a y b. Los estados diagonalizan los
esṕınes a y b (los cuales conmutan mutuamente)

L̂a
i ≡

1

2
â†σiâ, L̂a

i ≡
1

2
b̂†σib̂, (13.200)

y tienen los números cuánticos

la = (na
1 + na

2)/2, ma = (na
1 − na

2)/2,

lb = (nb
1 + nb

2)/2, mb = (nb
1 − nb

2)/2, (13.201)

donde l y m son los valores propios de L̂2 y L̂3, respectivamente. Definiendo

na
1 ≡ n1 +m, na

2 ≡ n2, nb
1 = n2 +m, nb

2 = n1, para m ≥ 0,

na
1 ≡ n1, na

2 ≡ n2 −m, nb
1 = n2, nb

2 = n1 −m, para m ≤ 0, (13.202)

entramos en contacto con los estados propios |n1, n2, m〉 los cuales aparecen na-
turalmente cuando diagonalizamos el Hamiltoniano de Coulomb en coordenadas
parabólicas. La relación entre estos estados y la función de onda usual de Coulomb,
para un momentum angular dado |nlm〉, es obvia dado que el operador del mo-
mentum angular L̂i es igual a la suma de los esṕınes a y b. La rediagonalización
se obtiene de los coeficientes usuales de los vectores de acoplamiento (ver la última
ecuación del Apéndice 13A).

Nótese que luego de la transformación de deriva dada por la Ec. (13.189), el
comportamiento exponencial de las funciones de onda ψs

n(u
µ) ∝ polinomio(uµ) ×

e−(uµ)2 muestran correctamente la dependencia exponencial en función de r de las
funciones de onda de Coulomb, ψ(x) ∝ polinomio(x)× e−r/n.

Es importante notar que aunque el operador de dilatación D̂ es Hermı́tico y el
operador eiϑD̂ para el ángulo ϑ fijo es unitario, los estados ligados de Coulomb ψn,
que se obtienen del conjunto completo de estados del oscilador ψs

n aplicando eiϑD̂,
no cubren el espacio de Hilbert. Debido a la dependencia en n del ángulo de deriva
ϑn = log(1/n), no puede cubrirse una sección del espacio de Hilbert. Los estados
continuos del sistema de Coulomb, los cuales se obtienen cambiando otro conjunto
completo de estados, cubren esa sección. En forma intuitiva, podemos enteder la
incompletes de las funciones de onda en la siguiente forma. Las funciones de onda
ψs
n(u

µ) para valores crecientes de n tienen oscilaciones espaciales con longitudes de
onda cada vez menores. Esto permite que la completes de la suma

∑

n ψ
s
n(u

µ)ψs∗
n (uµ)

de origen a una función δ, la cual es necesaria para cubrir el espacio de Hilbert. Por
el contrario, cuando construimos la suma de las funciones de onda dilatadas

∑

n

ψs
n(u

µ/
√
n)ψs∗

n (uµ/
√
n),

los térmimos para valores grandes de n tienen oscilaciones espaciales que continua-
mente se compactan, las cuales no son suficientes para construir una distribución
infinitamene angosta.

Algunas propiedades algebraicas más, de la representación de los operadores de
creación y aniquilación de las funciones de onda de Coulomb, pueden hallarse en el
Apéndice 13A y en la Sección 13.10.
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13.8 Descomposición Angular de la Amplitud

y la Función de Onda Radial

Veamos ahora la descomposición angular de la amplitud de enerǵıa fija. Este es un
punto de partida apropiado para obtener las funciones de onda radiales del sistema
de Coulomb, el cual en el Caṕıtulo 14 nos permitirá hallar la amplitud de Coulomb
en D dimensiones. Partimos de la Ec. (13.133),

(xb|xa)E = −iMκ

πh̄

∫ 1

0
d̺

̺−ν

(1− ̺)2
I0

(

2κ
2
√
̺

1− ̺

√

(rbra + xbxa)/2

)

× exp

{

−κ1 + ̺

1− ̺
(rb + ra)

}

, (13.203)

y reescribimos la función de Bessel como I0(z cos(θ/2)), donde θ es el ángulo relativo
entre xa y xb, además

z ≡ 2κ
√
rbra

2
√
̺

1− ̺
. (13.204)

Ahora, utilizando el desarrollo1

(

1

2
kz
)µ−ν

Iν(kz) = kµ
∞
∑

l=0

1

l!

Γ(l + µ)

Γ(1 + ν)
(2l + µ)F (−l, l + µ; 1 + ν; k2)(−)lI2l+µ(z).

(13.205)

Haciendo k = cos(θ/2), ν = 2q > 0, µ = 1 + 2q y usando las fórmulas (1.445) y
(1.446) para las funciones de rotación, obtenemos

I2q(z cos(θ/2)) =
2

z

∞
∑

l=|q|

(2l + 1)dlqq(θ)I2l+1(z), (13.206)

las cuales para el caso q = 0 se reducen a

I0(z cos(θ/2)) =
2

z

∞
∑

l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)I2l+1(z). (13.207)

Luego de sustituir este resultado en la Ec. (13.133) y utilizando y = − 1

2
log ̺, obte-

nemos

̺ = e−2y, z = 2κ
√
rbra

1

sinh y
, (13.208)

donde hemos expresado la amplitud de enerǵıa fija en términos de los armónicos
esféricos

1G.N. Watson, Theory of Bessel Functions , Cambridge University Press, London, 1966, 2nd
ed., pág.140, ver la Fórmula (3).
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(xb|xa)E =
1

rbra

∞
∑

l=0

(rb|ra)E,l
2l + 1

4π
Pl(cos θ)

=
1

rbra

∞
∑

l=0

(rb|ra)E,l

l
∑

m=−l

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a), (13.209)

y donde la amplitud radial es

(rb|ra)E,l = −i√rbra
2M

h̄

∫ ∞

0
dy

1

sinh y
e2νy (13.210)

× exp [−κ coth y(rb + ra)] I2l+1

(

2κ
√
rbra

1

sinh y

)

.

Ahora, usamos la fórmula integral (9.29) y encontramos

(rb|ra)E,l = −iM
h̄κ

Γ(−ν + l + 1)

(2l + 1)!
Wν,l+1/2 (2κrb)Mν,l+1/2 (2κra) . (13.211)

Los términos del lado derecho contienen la enerǵıa E en términos de los parámetros

κ =
√

−2ME/h̄2 y ν =e2/2ωh̄=
√

−e4M/2h̄2E. La función Gama tiene polos en
ν = n, donde n = l + 1, l + 2, l + 3, . . . . Estos polos corresponden a los estados
ligados del sistema de Coulomb, donde las enerǵıas propias son

En = −Me4

h̄2
1

2n2
= −Mc2

α2

2n2
. (13.212)

Si usamos la relación

κ =
1

aH

1

ν
, (13.213)

donde el radio de Bohr es

aH ≡ h̄2

Me2
(13.214)

(en el electrón, aH ≈ 0.529× 10−8cm), para distancias cercanas a los polos tenemos
la aproximación ν ≈ n,

Γ(−ν + l + 1) ≈ −(−)nr

nr!

1

ν − n
,

1

ν − n
≈ 2

n

h̄2κ2

2M

1

E −En

,

κ ≈ 1

aH

1

n
, (13.215)
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donde nr = n− l − 1. Aśı

−iΓ(−ν + l + 1)
M

h̄κ
≈ (−)nr

n2nr!

1

aH

ih̄

E − En
. (13.216)

El desarrollo de la representación espectral de la amplitud de enerǵıa fija radial cerca
de los polos tendrá la forma

(rb|ra)E,l =
∞
∑

n=l+1

ih̄

E − En
Rnl(rb)Rnl(ra) + . . . . (13.217)

Las funciones de onda radiales definidas por este desarrollo corresponden a las fun-
ciones de onda normalizadas del estado base

ψnlm(x) =
1

r
Rn,l(r)Ylm(x̂). (13.218)

Comparando los términos de los polos de las Ecs. (13.211) y (13.217) [donde hemos
usado la Ec. (13.216) y la fórmula (9.48) para las funciones de Whittaker, junto con
la Ec. (9.50)], identificamos las funciones de onda radiales como

Rnl(r) =
1

a
1/2
H n

1

(2l + 1)!

√

√

√

√

(n+ l)!

(n− l − 1)!

× (2r/naH)
l+1e−r/naHM(−n + l + 1, 2l + 2, 2r/naH)

=
1

a
1/2
H n

√

√

√

√

(n− l − 1)!

(n + l)!
e−r/naH (2r/naH)

l+1L2l+1
n−l−1(2r/naH). (13.219)

Para obtener la última expresión hemos usado la fómula (9.53).2 Debe de notarse que
las integrales de normalizacíıon de las funciones Rnl(r) difieren por el factor z/2n =
(2r/naH)/2n, de la normalización correspondiente al caso del oscilador armónico
dado en la Ec. (9.54). Estas integrales de normalización pueden encontrarse en
tablas integrales. Sin embargo, debido a la relación de recursión de los polinomios
de Laguerre

zLµ
n(z) = (2n+ µ+ 1)Lµ

n(z)− (n+ µ)Lµ
n−1(z)− (n+ 1)Lµ

n+1(z), (13.220)

encontramos que el factor z/2n deja invariables los valores de las integrales de nor-
malización. La ortogonalidad de las funciones de onda para diferente valor de n
es más dif́ıcil de visualizar, ya que en las integrales los dos polinomios de Laguerre
tienen diferente argumento. El tratamiento de teoŕıa de grupos del Apéndice 13A
da una solución más simple, la ortogonalidad se muestra en la Ec. (13A.28).

Regresemos ahora a las funciones de onda continuas. La amplitud de enerǵıa
fija tiene una discontinuidad en el plano de la enerǵıa, para enerǵıas positivas donde

2Compárese con L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics , Pergamon, London,
1965, p. 119. Nótese la diferencia en la definición de los polinomios de Laguerre Lµ

n =[(−)µ/(n+
µ)!]Ln+µ

µ|L.L..
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κ = −ik y ν = i/aHk son imaginarios. En este caso reescribimos ν = iν ′. De la
discontinuidad podemos extraer la dispersión de las funciones de onda. La discon-
tinuidad está dada por

disc (rb|ra)E,l = (rb|ra)E+iη,l − (rb|ra)E−iη,l

=
M

h̄k

[

Γ(−iν ′ + l + 1)

(2l + 1)!
Wiν′,l+1/2 (−2ikrb)Miν′,l+1/2 (−2ikra) + (ν ′→ −ν ′)

]

.(13.221)

En el segundo término reemplazamos

Miν′,l+1/2(−2ikr) = e−iπ(l+1)M−iν′,l+1/2(2ikr), (13.222)

y usamos la relación, válida para el caso donde arg z ∈ (−π/2, 3π/2), 2µ 6=
−1,−2,−3, . . . ,

Mλ,µ(z) =
Γ(2µ+ 1)

Γ(µ+ λ+ 1/2)
eiπλe−iπ(µ+1/2)Wλ,µ(z) +

Γ(2µ+ 1)

Γ(µ− λ+ 1/2)
eiπλW−λ,µ(e

iπz),

(13.223)
de donde hallamos

disc (rb|ra)E,l =
M

h̄k

|Γ(−iν ′ + l + 1)|2
(2l + 1)!2

eπν
′

Miν′,l+1/2 (−2ikrb)M−iν′,l+1/2 (2ikra) .

(13.224)
Los estados continuos aparecen en la relación de completes en la forma

∫ ∞

0

dE

2πh̄
disc (rb|ra)E,l +

∞
∑

n=l+1

Rnl(rb)R
∗
nl(ra) = δ(rb − ra) (13.225)

[comparar con la Ec. (1.330)]. Sustituyendo la Ec. (13.221) y reemplazando la
integral continua

∫∞
0 dE/2πh̄ por la integral del momentum

∫∞
−∞ dkkh̄/2πM , la parte

continua de la relación de completes será
∫ ∞

−∞
dkRkl(rb)R

∗
kl(ra), (13.226)

donde las funciones de onda radiales son

Rkl(r) =

√

1

2π

|Γ(−iν ′ + l + 1)|
(2l + 1)!

eπν
′/2Miν′,l+1/2(−2ikr). (13.227)

Expresando las funciones de Whittaker, Mλ,µ(z), en términos de las funciones hiper-
geométricas, las funciones de Kummer M(a, b, z), en la forma

Mλ,µ(z) = zµ+1/2e−z/2M(µ− λ+ 1/2, 2µ+ 1, z), (13.228)

hallamos nuevamente el resultado conocido de la mecánica cuántica de Schrödinger:3

Rkl(r) =

√

1

2π

|Γ(−iν ′ + l + 1)|
(2l + 1)!

eπν
′/2eikr(−2ikr)l+1M(−iν ′ + l + 1, 2l + 2,−2ikr).

(13.229)

3L.D. Landau and E.M. Lifshitz, op. cit., pág. 120.
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13.9 Notas sobre la Geometŕıa del Espacio

Cuatro–Dimensional uµ

A continuación algunas observaciones sobre la geometŕıa de Riemann del espacio
cuatro dimensional ~u, cuya métrica es gµν = 4~u2δµν . Como en el caso de dos di-
mensiones, el tensor de curvatura de Cartan Rµνλ

κ se anula trivialmente dado que
eiµ(~u) es lineal en ~u:

(∂µ∂ν − ∂ν∂µ)e
i
λ(~u) = 0. (13.230)

Sin embargo, contrario al caso en dos dimensiones el tensor de curvatura de Riemann
R̄µνλ

κ es distinto de cero. El tensor asociado de Ricci [ver la Ec. (10.41)], tiene los
elementos de matriz

R̄νλ = R̄µνλ
µ

= − 3

2~u 6
(δνλ~u

2 − ~uν~uλ), (13.231)

de donde la curvatura escalar es

R̄ = gνλR̄νλ = − 9

2~u4
. (13.232)

En general, a una métrica diagonal de la forma

gµν(q) = Ω2(q)δµν (13.233)

se le llama conformalmente plana, ya que puede ser obtenida de un espacio plano
con métrica unitaria gµν = δµν mediante una transformación conforme a la Weyl

gµν(q) → Ω2(q)gµν(q). (13.234)

Bajo tal transformación, el śımbolo de Christoffel cambia de la siguiente forma:

Γ̄µν
λ → Γ̄ λ

µν + Ω,µδν
λ + Ω,νδµ

λ − gµνg
λκΩ,κ, (13.235)

los sub́ındices separados por una coma indican diferenciación, i.e., Ω,µ ≡ ∂µΩ.
En D dimensiones, el tensor de Ricci se transforma de acuerdo a la regla

R̄µν → Ω−2R̄µν − (D − 2)(Ω−3Ω;µν − 2Ω−4Ω,µΩ,ν)

−gµνgλκ
[

(D − 3)Ω−4Ω,λΩ,κ + Ω−3Ω;λκ

]

= Ω−2R̄µν + (D − 2)Ω−1(Ω−1);µν − gµν(D − 2)−1Ω−D(ΩD−2);λκg
λκ. (13.236)

Un sub́ındice separado por un punto y coma significa la derivada covariante en
términos de la conección de Riemann, i.e.,

Ω;µν = DνΩ,µ = Ωµν − Γ̄µν
λΩ,λ. (13.237)
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La curvatura escalar tiene la forma

R̄ → R̄Ω = Ω−2
[

R̄− 2(D − 1)Ω−1Ω;µνg
µν− (D − 1)(D − 4)Ω−2Ω,µΩ,νg

µν
]

.(13.238)

La métrica gµν = 4~u2δµν en la descripción del espacio ~u del átomo de hidrógeno
es conformalmente plana, de tal forma que, usando Ω = 2|~u|, de las relaciones
anteriores podemos hallar todas la cantidades geométricas a partir de la métrica
trivial inicial gµν = δµν , donde R̄µν = 0, es decir tendremos

Ω,µ = 2
uµ

|~u| , Ω,µν =
2

|~u|3 (δ
µν~u2 − uµuν). (13.239)

De los términos del lado derecho de las Ecs. (13.236) y (13.238) obtenemos

R̄µν = −3(D − 2)
1

4~u 6
(δµν~u

2 − ~uµ~uν),

R̄ = −3(D − 1)(D − 2)
1

4~u4
. (13.240)

Para el caso D = 4, estas expresiones concuerdan con las Ecs. (13.231) y (13.232).
Para D = 2, las expresiones se anulan.

En el sistema de Coulomb, la métrica conformalmente plana dada en la
Ec. (13.234) se obtiene de la transformación noholonómica de la Ec. (13.106), donde
las tretradas base están dadas por la Ec. (13.137) y las inversas están dadas por la
Ec. (13.138), las cuales dan origen al tensor de torsión de la Ec. (13.142). En la
notación de la Ec. (13.234), el tensor de torsión tiene la contracción

Sµ(q) ≡ Sµνλ(q) =
1

2Ω2(q)
∂µΩ

2(q). (13.241)

Nótese que aunque Sµ(q) es el gradiente de un campo escalar, el tensor de torsión
(13.142) no es llamado gradiente de torsión, el cual está definido, en forma general,
por

Sµν
λ(q) =

1

2

[

δµ
λ∂νs(q)− δν

λ∂µs(q)
]

. (13.242)

Para un gradiente de torsión, Sµ(q) también es un gradiente: Sµ(q) = ∂µσ(q) donde
σ(q) = (D− 1)s(q)/2. Por supuesto, este no es el único tensor para el cual Sµ(q) es
un gradiente.

Nótese que bajo una transformación conforme a la Weyl, un campo escalar sin
masa φ(q) se transforma como

φ(q) → Ω1−D/2(q)φ(q). (13.243)

El operador diferencial de Laplace-Beltrami ∆ = D̄2 aplicado a φ(q) lo transforma
en Ω1−D/2(q)∆Ωφ(q) donde

∆Ω = Ω−2
[

∆− 1

2
(D − 2)Ω−1Ω;µνg

µν − 1

4
(D − 2)(D − 4)Ω−2Ω,µΩ,νg

µν
]

. (13.244)
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Una comparación con la Ec. (13.240) muestra que existe una combinación entre
∆ = D̄2 y la curvatura escalar de Riemann R̄, que será llamada Laplaciano cova-

riante de Weyl . Esta combinación es

∆− 1

4

D − 2

D − 1
R̄. (13.245)

Cuando se aplica a un campo escalar, se transforma como

(

∆− 1

4

D − 2

D − 1
R̄
)

φ(q)−−−→ Ω−1−D/2
(

∆− 1

4

D − 2

D − 1
R̄
)

φ(q). (13.246)

Aśı, podemos definir el campo escalar sin masa en una forma conformalmente in-
variante requiriendo la cancelación de la Ec. (13.246), tal como la condición que
se impone a una ecuación de onda. Esta propiedad de simetŕıa ha hecho que la
combinación dada en la Ec. (13.245) sea la forma preferida del operador Lapaciano
en espacios curvos [14].

13.10 Degeneración del Grupo de Runge-Lenz-Pauli

Una simetŕıa del problema de Kleper fue utilizada por Pauli para hallar el espectro
del problema de Coulomb, usando para ello manipulaciones puramente algebraicas.
Tenemos el operador vectorial M̂, construido apartir del operador Hamiltoniano Ĥ
de la Ec. (13.1), el operador del momentum p, el operador del momentum angular

L̂ ≡ x× p̂ y el operador p̂E ≡
√

−2MĤ , el cual es llamado vector de Runge-Lenz-

Pauli :

M̂ =
M

p̂E

[

1

2M
(p̂× L̂− L̂× p̂)− e2

r

r

]

, (13.247)

el cual conmuta con Ĥ , y es por tanto una cantidad conservativa. Juntos, los vectores
M̂ y L̂ forman el álgebra de las rotaciones O(4) en el espacio cuatro–dimensional

[L̂i, L̂j ] = iǫijkL̂k, [L̂i, M̂j ] = iǫijkM̂k, [M̂i, M̂j ] = iǫijkM̂k. (13.248)

El vector M̂ es ortogonal a L̂,

M̂ · L̂ = L̂ · M̂ = 0, (13.249)

y cumple la relación

L̂2 + M̂2 + h̄2 = −e4 M
2Ĥ

= e4
M2

p̂2E
. (13.250)

Las combinaciones

Ĵ(1,2) ≡ 1

2
(L̂± M̂) (13.251)
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generan el álgebra conmutativa de Lie de las rotaciones tri–dimensionales O(3),

de tal forma que el cuadrado de las cantidades
(

Ĵ(1,2)
)2

tienen los valores propios

j(1,2)(j(1,2)+1). La condición (13.249) implica que j(1) = j(2) = j. Aśı, la Ec. (13.250)
será

L̂2 + M̂2 + h̄2= 4(L̂± M̂)2 + h̄2 = [4j(j+1)+1]h̄2 = e4
M2

p̂2E
= −h̄2α2Mc2

2Ĥ
.(13.252)

De esto se sigue que los valores propios del operador p̂E son (2j + 1)αMc, y que
Ĥ tendrá los valores propios Ej = −Mc2α2/(2j + 1)2. De esta forma identificamos
los números cuánticos principales como n = 2j + 1 = 0, 1, 2, . . . . Para cada n, los
números cuánticos magnéticos m1 y m2 de los operadores Ĵ(1) y Ĵ(2), aceptarán los
valores desde −j hasta j, de tal forma que cada nivel tendrá una degeneración de
(2j + 1)2 = n2.

Las funciones de onda del átomo de hidrógeno, con número cuántico principal
n, se obtienen del producto de los estados propios de Ĵ(1) y Ĵ(2):

|nm1m2〉 = |jm1〉(1) ⊗ |jm2〉(2). (13.253)

En f́ısica atómica se utiliza la combinación de estos estados, los cuales diagonalizan
el momentum angular orbital L̂ = Ĵ(1) + Ĵ(2). La combinación se puede hacer
con ayuda de los coeficientes de Clebsch-Gordan (j,m1; j,m2|l, m) [18], los cuales
acoplan el esṕın j con el esṕın j, donde l = 0, 1, . . . 2j:

|n lm〉 =
∑

m1,m2=−j,...,j

|jm1〉(1) ⊗ |jm2〉(2) (j,m1; j,m2|l, m). (13.254)

13.11 Solución en el Espacio del Momentum

La integral de trayectoria de una part́ıcula puntual en un potencial de Coulomb
también se puede resolver en el espacio del momentum.

13.11.1 Integral de Trayectoria Pseudotemporal

Al igual que para el tratamiento en el espacio de las coordenadas de la Sección 13.1,
calcularemos los elementos de matriz de la amplitud de desplazamiento pseudotem-
poral asociada con el operador resolvente R̂ ≡ i/(E − Ĥ). Como se hizo en la
Ec. (12.19), reescribimos el operador en la forma

R̂ =
i

f̂(E − Ĥ)
f̂ (13.255)

donde f es una función arbitraria del espacio de los momenta. Reescribiendo la
integral de trayectoria dada en la Ec. (12.31) en la representación del espacio del
momentum de la Ec. (2.34), tenemos que evaluar la integral de trayectoria canónica
para la amplitud de desplazamiento pseudotemporal donde M = 1:
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〈pb|ÛE(S)|pa〉 =
∫

D3x(s)
∫ D3p(s)

2πh̄

× exp

{

i
∫ S

0
ds

[

−p′ · x− f

(

p2

2
− E

)

+ f
α

r

]}

fa. (13.256)

De esto hallamos la amplitud de enerǵıa fija mediante la integral [comparar con la
Ec. (13.4)]

(pb|pa)
f
E =

∫ ∞

0
dS 〈pb|ÛE(S)|pa〉. (13.257)

El supeŕındice f del lado izquierdo nos recuerda la presencia de f en el lado derecho,
aunque la amplitud no dependa de f . Esta libertad de elección puede verse como
una invarianza de norma [17] de la Ec. (13.257) bajo la transformación f → f ′.
Tal invarianza nos permite someter la Ec. (13.257) a una integral de trayectoria
adicional sobre f , siempre que la funcional que fija la norma Φ[f ] nos asegure la
contribución de sólo una “norma” espećıfica. Aśı, calcularemos la amplitud (13.257)
como la integral de trayectoria

(pb|pa)E =
∫

Df Φ[f ] (pb|pa)
f
E . (13.258)

La única condición sobre Φ[f ] es que debe estar normalizada a la unidad:
∫ Df Φ[f ] = 1. La elección que nos lleva a la integral de trayectoria deseada es

Φ[f ] =
∏

s

1

r
exp







− i

2r2

[

f − r2
(

p2

2
− E

)]2






. (13.259)

Con esta elección, la acción total de la integral de trayectoria de la Ec. (13.258) será

A[p,x, f ] =
∫ S

0
ds



−p′ · x− r2

2

(

p2

2
− E

)2

− 1

2r2
f 2 +

f

r
α



 . (13.260)

En la Ec. (13.258), las integrales de trayectoria sobre f y x son Gaussianas, las
cuales pueden hallarse inmediatamente, de donde obtenemos la nueva acción

A[p] =
1

2

∫ S

0
ds

[

4p′2

(p2 + p2E)
2 + α2

]

, (13.261)

y donde hemos usado pE ≡
√
−2E, suponiendo que E es negativa. El régimen

positivo puede obtenerse después, mediante una continuación anaĺıtica.
Ahora vayamos a un sistema coordenado más simétrico en el espacio del momen-

tum, proyectando los tres vectores p estereográficamente sobre los vectores unitarios
cuatro–dimensionales ~π ≡ (�, π4):

� ≡ 2pEp

p2 + p2E
, π4 ≡

p2 − p2E
p2 + p2E

. (13.262)
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Con esto, la Ec. (13.261) tendrá la forma

A[~π] =
1

2

∫ S

0
ds

(

1

p2E
~π′2 + α2

)

. (13.263)

El vector ~π describe una part́ıcula puntual con pseudomasa µ = 1/p2E , que se mueve
sobre una esfera unitaria cuatro–dimensional. La amplitud de evolución pseudotem-
poral de este sistema es

(~πbS|~πa0) =
∫ D~π

(2π)3/2p3E
eiA[~π]. (13.264)

Veamos ahora como cambia la norma. Cuando se integran las fluctuaciones espa-
ciales para obtener la Ec. (13.261) a partir de la Ec. (13.260), la norma canónica
en cada partición temporal [d3pn/(2π)

3]d3xn será [d3pn/(2π)
3][(2π)1/2/(p2

n + p2E)]
3.

De la proyección estereográfica (13.262) vemos que esta expresión es igual a
d~πn/(2π)

3/2p3E , donde d~πn representa el producto de las integrales sobre el ángulo
sólido de la superficie de la esfera unitaria en cuatro dimensiones. La integral

∫

d~π
es la superficie total 2π2. De manera alternativa, podemos reescribir esta integral
como en la Ec. (1.560),

∫

d~πn =
∫

d4πnδ(|~πn| − 1) = 2
∫

d4πnδ(~π
2
n − 1), o utilizar una

forma angular expĺıcita del tipo dado en las Ecs. (8.120) o (8.124).
La expresión (13.264) se obtuvo mediante manipulaciones puramente formales

sobre el eje pseudotemporal continuo, por lo que la partición pseudotemporal necesi-
tará correcciones similares a las usadas en la Sección 13.5. Para el movimiento sobre
una superficie esférica las correcciones tienen que evaluarse mediante los métodos
del Caṕıtulo 10. En ese caṕıtulo vimos que para hallar la correcta partición de la
integral de trayectoria en un espacio curvo la partición temporal de la norma de
la trayectoria de integración está dada por el producto de las integrales invariantes
∫

dqn
√

g(qn), en cada sección temporal, multiplicada por una contribución de la

acción efectiva exp(iAǫ
eff(qn)) = exp(iǫR̄(qn)/6µ), donde R̄ es la curvatura escalar.

Para una esfera de radio r en D dimensiones, R̄ = (D − 1)(D − 2)/r2, lo cual para
D = 4 implica que exp(iAǫ

eff) = exp(iǫ/µ) = exp(iǫ p2E). Aśı, cuando transformamos
la partición temporal de la norma de la integral de trayectoria (13.256) a la par-
tición temporal de la norma sobre la esfera de la Ec. (13.264), por definición, el factor
eiS p2

E estará contenido en la norma de la integral de trayectoria de la Ec. (13.264)
[comparar con las Ecs. (10.153) y (10.154)]. Esto tiene que compensarse con un
prefactor e−iS p2

E . Un cálculo cuidadoso de las correcciones a la partición temporal
dan un factor adicional eiS p2

E
/2. Luego, la versión correcta de la Ec. (13.264) será

(~πbS|~πa0) = e−iS p2
E
/2
∫ D~π

(2π)3/2p3E
eiA[~π], (13.265)

donde la norma de la integral estará definida como en las Ecs. (10.153) y (10.154).
La integral de trayectoria para el movimiento cerca de la superficie de una esfera

en cuatro dimensiones se resolvió en la Subsección 8.7. Las enerǵıas fueron obtenidas
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en la Sección 8.9. En términos de las matrices de rotación, la representación espectral
se obtuvo expĺıcitamente en la Ec. (8.162). Ahora usaremos los armónicos ultra-
esféricos Ylm1m2

(~π), definidos en la Ec. (8.125). De estas funciones construiremos,
mediante combinaciones apropiadas, las funciones del átomo de hidrógeno, las cuales
serán denotadas como Yn,l,m(~π), donde n, l,m son los números cuánticos del átomo
de hidrógeno cuyos valores son bien conocidos (n = 1, 2, 3, . . . , l = 0, . . . , n−1, m =
−l, . . . , l). En forma expĺıcita, estas combinaciones pueden hallarse con ayuda de
los coeficientes de Clebsch-Gordan (j,m1; j,m2|l, m) [18], los cuales acoplan el esṕın
j con el esṕın j, donde l = 0, 1, . . . 2j, y donde j está relacionado con el número
cuántico principal en la forma n = 2j + 1 [comparar con la Ec. (13.254)]:

Ynlm(~π) =
∑

m1,m2=−j,...,j

Y2j,m1,m2
(~π) (j,m1; j,m2|l, m) . (13.266)

Las relaciones de ortonormalidad y completes son

∫

d~π Y ∗
n′l′m′(~π)Ynlm(~π) = δnn′δll′δmm′ ,

∑

n,l,m

Ynlm(~π
′)Ynlm(~π) = δ(4)(~π′ − ~π), (13.267)

donde la función δ cumple con la relación
∫

d~π δ(4)(~π′−~π) = 1. Cuando restringimos
la suma sólo a los valores de l y m, obtenemos el análogo cuatro–dimensional de los
polinomios de Legendre:

∑

l,m

Ynlm(~π
′)Ynlm(~π) =

n2

2π2
Pn(cosϑ), Pn(cosϑ) =

sin nϑ

n sinϑ
, (13.268)

donde ϑ es el ángulo entre los cuatro–vectores ~πb y ~πa:

cos ϑ = ~πb~πa =
(p2

b − p2E)(p
2
a − p2E) + 4p2Epb · pa

(p2
b + p2E)(p

2
a + p2E)

. (13.269)

Utilizando la corrección a las enerǵıas halladas en la Sección 10.4 y adaptando
al caso presente la solución de la integral de trayectoria para una part́ıcula sobre la
superficie de una esfera dado en las Ecs. (8.162), obtendremos que la representación
espectral de la integral de trayectoria dada en la Ec. (13.265) será

(~πbS|~πa0) = (2π)3/2p3E

∞
∑

n=1

n2

2π2
Pn(cosϑ) exp

{

[

−i(p2En2 − α2)
] S

2

}

. (13.270)

En la integral de trayectoria de la Ec. (13.265), la exponencial contiene los valores
propios del cuadrado del operador del momentum angular L̂2/2µ, los cuales en D
dimensiones serán l(l +D − 2)/2µ, l = 0, 1, 2, . . . . Para una part́ıcula sobre una
esfera en cuatro dimensiones, e identificando l = 2j = n− 1, los valores propios de
L̂2 son n2 − 1, de donde encontramos la exponencial e−i[p2

E
(n2−1)−α2]S/2, junto con el

prefactor exponencial de la Ec. (13.265) esto nos permite obtener el exponencial de
la Ec. (13.270).
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Sustituyendo la representación espectral (13.270) en la Ec. (13.257), obtenemos
inmediatamente la integral sobre S y tendremos también la amplitud para la pseu-
doenerǵıa de orden cero

(~πb|~πa)0 = (2π)3/2p3E

∞
∑

n=1

n2

2π2
Pn(cosϑ)

2i

2En2 + α2
. (13.271)

Los polos de esta expresión se corresponden con las eneǵıas del espectro del átomo
de hidrógeno:

En = − α2

2n2
, n = 1, 2, 3, . . . . (13.272)

En el Apéndice 13B se dan otros detalles sobre las funciones de onda.
La solución en el espacio del momentum fue hallada primeramente por Schwinger

[19, 20, 21].

13.11.2 Otra Forma para la Acción

Consideremos la siguiente generalización de la acción (13.261), la cual contiene una
función arbitraria h y depende de p y s:

A[p] =
1

2

∫ S

0
ds

[

1

h

4p′2

(p2 + p2E)
2 + α2h

]

. (13.273)

Esta acción es invariante bajo la reparametrización s → s′, śı hacemos la transfor-
mación simultánea h→ hds/ds′. La integral de trayectoria que se obtiene usando la
acción (13.261) puede verse como una integral de trayectoria con una acción, dada
por la Ec. (13.273), invariante de norma y una integral de trayectoria adicional
∫

df Φ[f ], la cual tiene un funcional arbitrario Φ[h] que fija la norma. El parámetro
s puede identificarse con el tiempo real t. Hallando el extremum respecto de h, la
acción se reduce a la forma

A[p] = 2α
∫ τb

τa
dτ

√

√

√

√

ṗ2

(p2 + p2E)
2 . (13.274)

Esta forma es la reparametrización completamente invariante de la acción en un
espacio curvo con métrica gµν = δµν/ (p2 + p2E)

2
. De hecho, esta acción coincide con

la eikonal clásica en el espacio del momentum:

S(pb,pa;E) = −
∫ pb

pa

dτ ṗ · x. (13.275)

La eikonal (13.275), y aśı la acción (13.274), determina las órbitas clásicas mediante
el primer principio extremo de la mecánica teórica hallado en 1744 por Maupertius
(ver la pág. 398 y la Ref. [22]).
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Apéndice 13A Grupos Dinámicos de los Estados

de Coulomb

El subespacio de las funciones de onda del oscilador ψs(uµ/
√
n), en la forma estándar dada por

la Ec. (13.189), los cuales no dependen de x4 (i.e., de γ), se obtiene aplicando un número igual
de operadores de creación a† y b† al estado base de la ecuación de onda de la Ec. (13.195). Estos
operadores son igual a los productos escalares entre los estados localizados bra 〈z, z∗| y los estados
ket |na

1 , n
a
2 , n

b
1, n

b
2〉 de la Ec. (13.196).

Los estados ket forman una representación irreducible del grupo dinámico O(4,2), el grupo
ortogonal del espacio plano seis-dimensional cuya métrica gAB tiene cuatro entradas positivas y
dos negativas (1, 1, 1, 1,−1,−1).

Los 15 generadores L̂AB ≡ −L̂BA, A,B = 1, . . . 6, de este grupo se construyen de los espinores

â ≡
(

â1
â2

)

, b̂ ≡
(

b̂1
b̂2

)

, (13A.1)

y sus adjuntos Hermı́ticos, utilizando las matrices σ de Pauli y c ≡ iσ2, en la siguiente forma
(debido a los sub́ındices de Lij , definos σi ≡ σi):

L̂ij = 1

2

(

â†σkâ+ b̂†σk b̂
)

i, j, k = 1, 2, 3 ćıclico,

L̂i4 = 1

2

(

â†σiâ− b̂†σib̂
)

,

L̂i5 = 1

2

(

â†σicb̂
† − âcσib̂

)

,

L̂i6 = i
2

(

â†σicb̂
† + âcσib̂

)

,

L̂45 = 1

2i

(

â†cb̂† − âcb̂
)

,

L̂46 = 1

2

(

â†cb̂† + âcb̂
)

,

L̂56 = 1

2

(

â†â+ b̂†b̂+ 2
)

. (13A.2)

Los valores propios de L̂56 con respecto a los estados con número igual de los cuantos a y b son

1

2

(

na
1 + na

2 + nb
1 + nb

2 + 2
)

= n, (13A.3)

donde n es el número cuántico principal [ver la Ec. (13.198)]. Las reglas de conmutación entre
estos operadores son

[L̂AB, L̂AC ] = igAAL̂BC . (13A.4)

Puede corroborarse que las siguientes combinaciones de los operadores de posición y del momentum
en un espacio Euclideano tri–dimensional son elementos del álgebra de Lie de O(4,2):

r = L̂56 − L̂46,

xi = L̂i5 − L̂i4,

−i(x∂x + 1) = L̂45,

−ir∂xi = L̂i6. (13A.5)

La última ecuación se sigue de la fómula de transformación [recordemos la Ec. (13.138)]

∂xi =
1

2~u2
eiµ∂µ (13A.6)
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junto con

u1 = 1

2
(z1 + z∗1), u2 = 1

2i (z1 − z∗1),

u3 = 1

2
(z2 + z∗2), u4 = 1

2i
(z2 − z∗2), (13A.7)

y

∂1 = (∂z1 + ∂z∗

1
), ∂2 = i(∂z1 − ∂z∗

1
),

∂3 = (∂z2 + ∂z∗

2
), ∂4 = i(∂z2 − ∂z∗

2
). (13A.8)

Aśı

−ir∂xi = − i
2
(z̄σi∂z̄ + ∂zσiz). (13A.9)

En analoǵıa con la Ec. (13A.2), los generadores L̂AB se pueden expresar en términos de las variables
z y z∗, en la forma siguiente:

L̂ij = 1

2
(z̄σk∂z̄ − ∂zσkz),

L̂i4 = − 1

2
(z̄σiz − ∂zσi∂z̄),

L̂i5 = 1

2
(z̄σiz + ∂zσi∂z̄),

L̂i6 = − i
2
(z̄σi∂z̄ + ∂zσiz),

L̂45 = − i
2
(z̄∂z̄ + ∂zz),

L̂46 = − 1

2
(z̄z + ∂z∂z̄),

L̂56 = 1

2
(z̄z − ∂z∂z̄). (13A.10)

Actuando sobre los operadores xi, ∂xi , tendremos

L̂ij = −i(xi∂xj − xj∂xi),

L̂i4 = 1

2

(

−xi∂2x − xi + 2∂xix∂x
)

,

L̂i5 = 1

2

(

−xi∂2x + xi + 2∂xix∂x
)

,

L̂i6 = −ir∂xi ,

L̂45 = −i(xi∂xi + 1),

L̂46 = 1

2
(−r∂2x − r),

L̂56 = 1

2
(−r∂2x + r), (13A.11)

donde los operadores puramente espaciales ∂2x y x∂x son iguales a ∂2xµ y xµ∂xµ , debido a la
restricción dada en la Ec. (13.182).

El álgebra de Lie de los operadores diferenciales (13A.11) es isomorfa al álgebra de Lie del
grupo conforme en cuatro dimensiones, la cual es una extensión del grupo inhomogéneo de Lorentz

o grupo de Poincaré, definido por los conmutadores del espacio de Minkowski (µ, ν = 0, 1, 2, 3),
cuya métrica tienen los elementos diagonales (+1,−1,−1,−1),

[Pµ, Pν ] = 0, (13A.12)

[Lµν , Pλ] = −i(gµλPν − gνλPµ), (13A.13)

[Lµν , Lλκ] = −i(gµλLνκ − gνλLµκ − gµκLνλ − gνκLµλ). (13A.14)

La extensión involucra los generadores D de las dilataciones xµ → ρxµ y Kµ de la transformación

conforme especial4

xµ → xµ − cµx2

1 − 2cx+ c2x2
, (13A.15)

4Notemos la diferencia con respecto a la transformación conforme à la Weyl de la Ec. (13.234),
la cual corresponde a dilataciones locales.
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donde se tienen las siguientes reglas adicionales de conmutación

[D,Pµ] = −iPµ, [D,Kµ] = iKµ, [D,Lµν ] = 0, (13A.16)

[Kµ,Kν] = 0, [Kµ, Pν ]=−2i(gµνD+Lµν), [Kµ, Lνλ]= i(gµνKλ − gµλKν). (13A.17)

Las reglas de conmutación se pueden representar por los operadores diferenciales

P̂µ = i∂µ, M̂µν = i(xµ∂ν − xν∂µ), D̂ = ixµ∂µ, (13A.18)

K̂µ = i(2xµx
ν∂ν − x2∂µ). (13A.19)

Donde sus combinaciones

Jµν ≡ Lµν , Jµ5 ≡ 1

2
(Pµ −Kµ), Jµ6 ≡ 1

2
(Pµ +Kµ), J56 ≡ D, (13A.20)

cumplen con las relaciones de conmutación de O(4,2):

[JAB , JCD] = −i(ḡACJBD − ḡBCJAD + ḡBDJAC − ḡBCJAD), (13A.21)

donde la métrica ḡAB tiene los valores diagonales (+1,−1,−1,−1,−1,+1).
Cuando trabajamos con las funciones de onda del oscilador, factorizadas en las cuatro–

coordenadas uµ, la forma más convenientes de los generadores es

L̂12 = i(u1∂2 − u2∂1 − u3∂4 + u4∂3)/2,

L̂13 = i(u1∂3 + u2∂4 − u3∂1 − u4∂2)/2,

L̂14 = −(u1u3 + u2u4) + (∂1∂3 + ∂2∂4)/4,

L̂15 = (u1u3 + u2u4) + (∂1∂3 + ∂2∂4)/4,

L̂16 = −i(u1∂3 + u2∂4 + u3∂1 + u4∂2)/2,

L̂23 = i(u1∂4 − u2∂3 + u3∂2 − u4∂1)/2,

L̂24 = −(u1u4 − u2u3) + (∂1∂4 − ∂2∂3)/4,

L̂25 = (u1u4 + u2u3) + (∂1∂4 − ∂2∂3)/4,

L̂26 = −i(u1∂4 − u2∂3 − u3∂2 + u4∂1)/2,

L̂34 = [(u1)2 + (u2)2 − (u3)2 − (u4)2]/2 + (∂21 + ∂22 − ∂23 − ∂24)/8,

L̂35 = −[(u1)2 + (u2)2 − (u3)2 − (u4)2]/2 + (∂21 + ∂22 − ∂23 − ∂24)/8,

L̂36 = −i(u1∂1 + u2∂2 − u3∂3 − u4∂4)/2,

L̂45 = −i(u1∂1 + u2∂2 + u3∂3 + u4∂4 + 2)/2,

L̂46 = −(uµ)2/2 − ∂2µ/8,

L̂56 = (uµ)2/2 − ∂2µ/8. (13A.22)

Las reglas de conmutación (13A.4), entre estos generadores, permiten que la solución de la
ecuación de Schrödinger sea muy simple. Reescribiendo la Ec. (13.167) como

(

−aH
2
r∇2 − E

EH

r

aH
− 1

)

ψ(x) = 0, (13A.23)

y usando unidades atómicas naturales, podemos expresar r∂2x y r en términos de L̂46, L̂56 mediante
la relación (13A.11). De esto tenemos

[

1

2
(L̂56 + L̂46) − E(L̂56 − L̂46) − 1

]

ψ = 0. (13A.24)

Con ayuda de la fórmula del desarrollo de Lie

eiÂB̂e−iÂ = 1 + i[Â, B̂] +
i2

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . .
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para Â = L̂45 y B̂ = L̂56, y los conmutadores [L̂45, L̂56] = iL45 y [L̂45, L̂46] = iL̂56, podemos
reescribir

[

eiϑL̂45L̂56e
−iϑL̂45 − 1

]

ψ = 0, (13A.25)

donde

ϑ =
1

2
log(−2E). (13A.26)

Si ψn representa a los estados propios de L̂56, con valor propio n, las soluciones de la Ec. (13A.25)
estarán dadas por los estados propios de descenso eiϑL45ψn del generador L̂56, cuyos valores propios
son n = 1, 2, 3, . . . [como se sigue directamente de la representación (13A.2)]. Para estos estados,
el parámetro ϑ tendrá los valores

ϑ = ϑn = − logn, (13A.27)

de donde las enerǵıas son En = −1/2n2.
Dado que la enerǵıa E en la ecuación de Schrödinger (13A.24), está acompañada del factor

L̂46 − L̂56, el producto escalar entre estados de Coulomb es

〈ψ′H
n′ |ψH

n 〉phys ≡ 〈ψ′s
n′ |(L̂56 − L̂46)|ψs

n〉 = δn′n. (13A.28)

En este producto escalar, las funciones de onda de Coulomb

ψH
n (x) =

1√
n
eiϑnD̂ψs

n(uµ) =
1√
n
ψs
n(uµ/

√
n) (13A.29)

son ortonormales.
Sin considerar un factor constante trivial, el producto escalar (13A.28) concuerda con el pro-

ducto escalar (13.169) y con el producto escalar (11.95), deducido para un espacio con torsión en
la Sección 11.4.

Ahora, usando las representaciones (13A.5), es fácil calcular los elementos de matriz del opera-
dor dipolar xi y el operador del momentum angular −i∂xi . Aqúı, sólo se pueden hacer operaciones
en el álgebra de Lie del grupo O(4,2). Esta es la razón por la cual al grupo O(4,2) se le conoce
como el grupo dinámico del sistema de Coulomb [13].

Por completes, reescribamos la relación entre los estados de los elementos de la base del os-
cilador |n1n2m〉 y los estados propios del momentum angular fijo |nlm〉 de la Ec. (13.219), la cual
es análoga a la combinación (13.254)

|nlm〉 =
∑

n1+n2+m=(n−1)/2

× |n1n2m〉〈 1

2
(n− 1), 1

2
(n2 − n1 +m); 1

2
(n− 1), 1

2
(n1 − n2 +m)|l,m〉. (13A.30)

Apéndice 13B Funciones de Onda en el Espacio

Tridimensional del Momentum

Introduzcamos el momentum de Borh pH ≡ h̄/aH = Me2/h̄, donde usamos unidades tal que
pH = 1. Luego, las funciones de onda radiales Fnl(p), cuya normalización es

∫∞

0
dp p2F 2

nlm(p) = 1,
estarán dadas por

Fnl(p) =

√

2

π

√

(n− l − 1)!

(n− l)!
n222(l+1)l!

nlpl

(n2p2 + 1)l+2
C

(l+1)
n−l−1

(

n2p2 − 1

n2p2 + 1

)

, (13B.31)
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donde C
(λ)
n (z) son los polinomios de Gegenbauer definidos en la Ec. (8.102), por ejemplo

C
(λ)
0 (z) = 1, C

(λ)
1 (z) = 2λz, C

(λ)
2 (z) = 2λ(λ+ 1)z2 − λ, . . . . (13B.32)

Las funciones de menor orden son

F10 = 4

√

2

π

1

(p2 + 1)2
, F20 =

32√
π

4p2 − 1

(4p2 + 1)3
, F21 =

128√
3π

p

(4p2 + 1)3
. (13B.33)

En dos dimensiones, las funciones de onda en el espacio del momentum están dadas en la
Ref. [21].
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Acribus, ut ferme talia, initiis, incurioso fine

As is usual in such matters, keen in commencing, negligent at the end

Tacitus (58–120), Annales, Book 6, 17

14

Solución de Otras Integrales de Trayectoria
por el Método de Duru-Kleinert

La combinación de una trayectoria dependiente de la reparametrización temporal y
la transformación compensadora de las coordenadas, utilizada por Duru y Kleinert
para transformar la integral de trayectoria de Coulomb en la integral de trayectoria
del oscilador armónico, se puede generalizar para asociar entre śı varias integrales
de trayectoria. Aśı, se pueden resolver muchas integrales de trayectoria descono-
cidas por medio de su relación con integrales de trayectoria conocidas. En este
Caṕıtulo se explica el método para un ejemplo t́ıpico de integrales de trayectoria
uni-dimensionales, aśı como también para sistemas tri-dimensionales más complica-
dos. El último describe una generalización del sistema de Coulomb, consistente de
dos part́ıculas que poseen cargas tanto eléctricas como magnéticas. Este sistema es
comúnmente conocido como el átomo de dionio (en analoǵıa con el átomo de positro-
nio, i.e., el estado ligado entre un electrón y un positrón). También discutiremos
posibles generalizaciones adicionales del método.

14.1 Sistemas Uni-Dimensionales

En un espacio de una dimensión, la relación general a ser introducida es la siguiente:
Sea Ĥ el operador Hamiltoniano

Ĥ = T̂ + V̂ , (14.1)

donde el término cinético es T̂ = p̂2/2M , y definimos el operador Hamiltoniano
auxiliar

ĤE = Ĥ − E, (14.2)

junto con la amplitud de evolución temporal asociada

〈xb|ÛE(t)|xa〉 ≡ 〈xb|e−itĤE/h̄|xa〉. (14.3)

Una integración de esta amplitud para todo t > 0 dará la amplitud de enerǵıa fija

(xb|xa)E =
∫ ∞

ta
dtb〈xb|ÛE(tb − ta)|xa〉 (14.4)

1028
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[recordemos la Ec. (12.8)]. Esta expresión se puede escribir formalmente como una
integral de trayectoria

(xb|xa)E =
∫ ∞

ta
dtb

∫

Dx(t)eiAE [x]/h̄, (14.5)

donde la acción es

AE[x] =
∫ tb

ta
dt
[

M

2
ẋ2(t)− V (x(t)) + E

]

. (14.6)

Como en el sistema de Coulomb, se puede hallar otra representación en términos de
integrales de trayectoria de la amplitud (14.5) utilizando la representación más ge-
neral del operador resolvente, la Ec. (12.21). Escogiendo dos funciones reguladoras
arbitrarias fl(x), fr(x) cuyo producto es f(x), introducimos el operador Hamiltonia-
no auxiliar modificado

ĤE = fl(x)(Ĥ −E)fr(x). (14.7)

La amplitud de evolución pseudo-temporal asociada

〈xb|ÛE(S)|xa〉 ≡ fr(xb)fl(xa)〈xb|e−iSĤE/h̄|xa〉 (14.8)

dará como resultado, después de integrar para todo S > 0, la misma amplitud de
enerǵıa fija que la Ec. (14.4):

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dS〈xb|ÛE(S)|xa〉 (14.9)

[recordemos la Ec. (12.30)]. Por lo tanto, la amplitud se puede calcular de la integral
de trayectoria

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dS

[

fr(xb)fl(xa)
∫

Dx(s)eiAf

E
[x]/h̄

]

, (14.10)

donde la acción modificada es

Af
E[x] =

∫ S

0
ds

{

M

2f(x(s))
x′2(s)− f(x(s))[V (x(s))− E]

}

. (14.11)

Como se observó en la Ec. (12.37), esta acción se obtiene de la Ec. (14.6) por medio
de una reparametrización de la trayectoria dependiente del tiempo, la cual cumple
con la relación

dt = ds f(x(s)). (14.12)

La introducción de f(x) ha transformado el término cinético en una forma incove-
niente que contiene una masa dependiente de las coordenadas espaciales, M/f(x).
Esta dependencia espacial se elimina por medio de la transformación de coordenadas
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x = h(q). (14.13)

Ya que los diferenciales de las coordenadas están relacionados por

dx = h′(q)dq, (14.14)

requerimos que la función h(q) cumpla la relación

h′2(q) = f(h(q)). (14.15)

Entonces, en términos de las nuevas coordenadas q, la acción (14.11) será

Af,q
E =

∫ S

0
ds
{

M

2
q′2(s)− f(q(s))[V (q(s))−E]

}

, (14.16)

donde hemos usado la notación

f(q) ≡ f(h(q)), V (q) ≡ V (h(q)). (14.17)

En la acción transformada (14.16), el término de enerǵıa cinética tiene la forma
usual.

El hecho importante a probar y explorar a continuación es el siguiente: La ampli-
tud inicial de enerǵıa fija (14.5) se puede asociar con la amplitud de pseudo-enerǵıa
fija cuya acción transformada está dada por la Ec. (14.16), si antes complementamos
la acción con el potencial efectivo

Veff(q) = − h̄2

4M





h′′′

h′
− 3

2

(

h′′

h′

)2


 . (14.18)

La cantidad entre paréntesis cuadrados es la derivada de Schwartz {h, q}, dada en
la Ec. (14.18), encontrada para el coeficiente q2(x) del desarrollo semi-cásico. El
potencial efectivo se origina por el efecto de la partición temporal y será deducido
en la siguiente sección. Aśı, en lugar de utilizar la acción (14.16), la amplitud de
pseudo-enerǵıa fija (qb|qa)E se obtiene usando la acción extendida

ADK
E,E [q] =

∫ S

0
ds
{

M

2
q′2(s)− f(q(s))[V (q(s))−E]− Veff(q(s)) + E

}

, (14.19)

mediante el cálculo de la integral de trayectoria

(qb|qa)E =
∫ ∞

0
dS

∫

Dq(s)eiADK
E,E

[q]. (14.20)

La relación a derivarse y que conduce a la solución de muchas integrales de trayec-
toria no triviales es

(xb|xa)E = [f(xb)f(xa)]
1/4(qb|qa)E=0. (14.21)
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El procedimiento es una generalización obvia de la transformada de Duru-
Kleinert de la integral de trayectoria del sistema de Coulomb dado en la Sección 13.1,
como se indica por medio del supeŕındice DK en la acción transformada. De manera
correspondiente, las acciones AE[x] y ADK

E,E [q], cuyas integrales de trayectoria (14.5)
y (14.20) producen la misma amplitud de enerǵıa fija (xb|xa)E via la relación (14.21),
son llamadas equivalentes–DK .

El prefactor en el lado derecho tiene su origen en las propiedades de normalización
de los estados. Usando dx = dq h′(q) = dq f(h(q))1/2, la relación de completes

∫

dx|x〉〈x| = 1 (14.22)

toma la forma
∫

dq
√

f(q)|h(q)〉〈h(q)| = 1. (14.23)

Ahora, queremos que los estados transformados |q〉 cumplan la relación de completes
∫

dq|q〉〈q| ≡ 1. (14.24)

Esto implica la siguiente relación entre los nuevos estados y los anteriores:

|x〉 = f(q)−1/4|q〉. (14.25)

Aunque a primera vista puede parecer que el factor de normalización de la Ec. (14.21)
debeŕıa tener la potencia opuesta a −1/4, sin embargo, se encuentra que el signo
actual es correcto. La razón está, hablando a grosso modo, en el factor [f(xb)f(xa)]

1/2

por el cual difieren los pseudo-tiempos dt y ds de las integrales (14.4) y (14.20). Esto
da lugar a que la amplitud de enerǵıa fija ya no sea proporcional a las dimensiones
de los estados, en cuyo caso la Ec. (14.21) debeŕıa tener el factor [f(xb)f(xa)]

−1/4.
El factor extra [f(xb)f(xa)]

1/2 que surge de la integración pseudotemporal invierte
el prefactor esperado.

En la práctica, generalmente la situación es como sigue: Si tenemos la solución
de una integral de trayectoria para un sistema con un potencial singular, la partición
temporal de la acción no es la partición clásica de la acción, sino una acción regulari-
zada más complicada, la cual está libre de los problemas del colapso de la trayectoria.
El ejemplo más importante es la integral de trayectoria radial (8.36) que involucra
el logaritmo de una función de Bessel en lugar de una barrera centŕıfuga. Otros
ejemplos son las integrales de trayectoria (8.174) y (8.207) de la part́ıcula cerca
de la superficie de una esfera en D = 3 y D = 4 dimensiones, donde las barreras
angulares se regularizan por medio de funciones de Bessel. En esos ejemplos, la
forma expĺıcita, sin colapso, de la partición temporal de la integral de trayectoria
aśı como su solución, se obtienen de la proyección angular del momentum de una
integral de trayectoria Euclideana sencilla. En el primer paso de la solución, eligiendo
apropiadamente las funciones reguladoras f(x), la introducción de una trayectoria
dependiente de un nuevo tiempo s, mediante la relación dt = ds f(x(s)), elimina
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las singularidades peligrosas. El sistema transformado tiene un potencial regular y
posee una partición temporal de la integral de trayectoria, pero tiene un término
cinético no convencional. En el segundo paso, la transformación de coordenadas lle-
va el término cinético a la forma convencional. La amplitud final de pseudo-enerǵıa
fija (qb|qa)E , evaluada en E = 0, coincide con la amplitud conocida del sistema
inicial, excepto por el factor antes discutido, el cual está inversamente asociado con
la normalización de los estados. Nótese que con la Ec. (14.15), la relación (14.21)
también se puede escribir como

(xb|xa)E = [h′(qb)h
′(qa)]

1/2(qb|qa)E=0. (14.26)

Esta fórmula de transformación se usará para encontrar varias integrales de trayec-
toria. Sin embargo, como se prometió, primero derivaremos el potencial efectivo
(14.18).

14.2 Derivación del Potencial Efectivo

Para derivar el potencial efectivo (14.18), consideremos la partición pseudotemporal
de la integral de trayectoria asociada con el operador regularizado de evolución
pseudo-temporal (14.8):

〈xb|ÛE(S)|xa〉

≈ fr(xb)fl(xa)
√

2πiǫsh̄fl(xb)fr(xa)/M

N
∏

n=1





∫

dxn
√

2πiǫsh̄fn/M



 exp
(

i

h̄
AN

)

, (14.27)

donde

AN =
N+1
∑

n=1

{

M

2ǫs

(∆xn)
2

fl(xn)fr(xn−1)
+ ǫs[E − V (xn)]fl(xn)fr(xn−1)

}

. (14.28)

En la norma hemos usado la abreviatura fn ≡ f(xn) = fl(xn)fr(xn). De aqúı en
adelante se omite el potencial V (x), ya que no es esencial en la discusión. Cambiando
el ı́ndice del producto y los sub́ındices de fn por una unidad, y compensando esto
con un prefactor, la norma de integración en la Ec. (14.27) adquiere la forma de
postpunto

[f(xb)f(xa)]
1/4

√

2πiǫsh̄/M

[

fr(xa)

fr(xb)

]−5/4 [
fl(xa)

fl(xb)

]1/4 N+1
∏

n=2

∫ d∆xn
√

2πiǫsh̄fn/M
, (14.29)

donde las integrales sobre ∆xn = xn − xn−1 se hallan de manera descendente desde
los valores superiores de n hasta los valores menores, cada uno en una posición fija
del postpunto xn.

Veamos ahora la nueva coordenada q la cual, mediante la función de trans-
formación x = h(q), que cumple con la Ec. (14.15), convierte al término cinético
dominante a la forma:

AN
0 =

N+1
∑

n=1

M

2ǫs
(∆qn)

2. (14.30)
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El desarrollo postpunto de ∆xn en cada n será (donde omitimos los sub́ındices)

∆x = x(q)− x(q −∆q) = e1 ∆q − 1

2
e2 (∆q)2 +

1

6
e3 (∆q)3 + . . . , (14.31)

y los los coeficientes del desarrollo, evaluados en el postpunto qn, serán

e1 ≡ h′ = f 1/2, e2 ≡ h′′, e3 ≡ h′′′, . . . (14.32)

El desarrollo (14.31) es el análogo uni-dimensional del desarrollo (11.56), los coe-
ficientes se corresponden con la base tŕıada eiµ de la Ec. (10.12) y sus derivadas
(e1=̂e

i
µ, e2=̂e

i
µ,ν , . . .). Introduzcamos también el análogo de la tŕıada rećıproca ei

µ,
definida en la Ec. (10.12):

ē ≡ 1/e1 = 1/h′ = 1/f 1/2. (14.33)

Con esto, desarrollamos el término cinético de la Ec. (14.28) como

(∆xn)
2

2ǫsfl(xn)fr(xn−1)
=

(∆q)2

2ǫs

{

1− ēe2∆q +
[

1

3
ēe3 +

1

4
(ēe2)

2
]

(∆q)2 + . . .
}

×






1 +
f ′
r

fr
∆q +





(

f ′
r

fr

)2

− 1

2

f ′′
r

fr



 (∆q)2 + . . .







, (14.34)

donde f ′
r ≡ dfr/dq. De la Ec. (14.31) vemos que la transformación de la norma tiene

el Jacobiano

J =
∂∆x

∂∆q
= f 1/2

[

1− ēe2∆q +
1

2
ēe3(∆q)

2 + . . .
]

(14.35)

[siendo este un caso especial de la Ec. (11.59)]. Puesto que el álgebra subsecuente es
tediosa, restringimos las funciones de regularización fl(x) y fr(x) a las expresiones
dadas en la Ec. (13.3), suponiendo que son potencias diferentes de una sóla función
f(x), fl(x) = f(x)1−λ y fr(x) = f(x)λ donde λ es un parámetro arbitrario de la
partición. Entonces, la norma (14.29) se convierte en

f
3λ/2
b f (1−3λ)/2

a
√

2πiǫsh̄/M

N+1
∏

n=2

∫ d∆xn
√

2πiǫsh̄fn/M
, (14.36)

con la notación obvia fb ≡ f(xb), fa ≡ f(xa). Ahora distribuimos el prefactor

f
3λ/2
b f (1−3λ)/2

a igualmente sobre todo el intervalo temporal, escribiendo

f
3λ/2
b f (1−3λ)/2

a = f
1/4
b f 1/4

a

N+1
∏

n=1

(

fn−1

fn

)1/4−3λ/2

. (14.37)

Luego, la integral de trayectoria (14.27) será

〈xb|ÛE(s)|xa〉 ≈
f
1/4
b f 1/4

a
√

2πiǫsh̄/M

N
∏

n=1





∫

d∆qn
√

2πiǫsh̄/M



 (14.38)

× exp

{

i

h̄

[

N+1
∑

n=1

M

2ǫs
(∆qn)

2 + ǫsf(qn)[E − V (qn)] + . . .

]}

[1 + C(qn,∆qn)],
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donde 1+C es un factor de corrección que surge de la transformación de tres pasos

1 + C ≡ (1 + Cnorma)(1 + Cf )(1 + Cact). (14.39)

Omitiendo términos superiores irrelevantes en ∆q, las tres contribuciones en el lado
derecho tienen el siguiente origen:

La transformación de la norma (14.35) da lugar a la corrección de la partición
temporal

Cnorma = −ēe2 ∆q +
1

2
ēe3 (∆q)2 + . . . . (14.40)

El reajuste de los factores f en la Ec. (14.37) da origen a

Cf =

(

1

4
− 3λ

2

) [

−f
′

f
∆q +

1

2

f ′′

f
(∆q)2

]

−1

2

(

3

4
+

3λ

2

)(

1

4
− 3λ

2

)(

f ′

f

)2

(∆q)2 + . . . . (14.41)

La transformación de la partición pseudotemporal del término cinético (14.34) será

Cact =
i

h̄
M

(∆q)2

2ǫs

{

−
(

ēe2 − λ
f ′

f

)

∆q

+





1

3
ēe3 +

1

4
(ēe2)

2 +
1

2



−λf
′′

f
+ λ(λ+ 1)

(

f ′

f

)2


− λēe2
f ′

f



 (∆q)2







− M2

2h̄2
(∆q)4

4ǫ2s

(

ēe2 − λ
f ′

f

)2

(∆q)2 + . . . . (14.42)

Ahora calculamos un núcleo equivalente de acuerdo a la Sección 11.2. Los términos
de corrección se evalúan perturbativamente usando los valores esperados

〈(∆q)2n〉0 =
(

ih̄

M

)n

(2n− 1)!!. (14.43)

Primero encontramos los valores esperados (11.70). Usando solamente los términos
relevantes a orden ǫs, obtenemos

〈C∆q〉0 = ih̄ǫs

[

−ēe2 −
(

1

4
− 3λ

2

)

f ′

f
+

3

2

(

ēe2 − λ
f ′

f

)]

. (14.44)

Los términos en λ se cancelan idénticamente entre śı. El residuo se anula usando la
relación (14.15), la cual en la presente notación será

e21 = f, (14.45)
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lo cual implica que

2e1e2 = f ′, 2ēe2 = f ′/f, (14.46)

de donde obtenemos 〈C∆q〉0 ≡ 0.
Ahora nos enfocamos en el valor esperado 〈C〉0, el cual determina el potencial

efectivo mediante la Ec. (11.47). Diferenciando la segunda ecuación de la relación
(14.46), vemos que

f ′′/f = 2
[

(ēe2)
2 + ēe3

]

. (14.47)

De las Ecs. (14.41) y (14.42), expresando f y f ′′ en términos de las funciones e,
obtenemos

Cf =

(

1

4
− 3λ

2

)

{

−2ēe2 ∆q + [(ēe2)
2 + ēe3] (∆q)

2
}

− 2

(

3

4
+

3λ

2

)(

1

4
− 3λ

2

)

(ēe2)
2(∆q)2 + . . . , (14.48)

Cact = i
M

h̄

(∆q)2

2ǫs

{

− (1− 2λ)ēe2∆q

+
[

1

3
ēe3 +

1

4
(ēe2)

2 − λ(ēe2 + ēe3) + 2λ(λ+ 1)(ēe2)
2 − 2λ(ēe2)

2
]

(∆q)2
}

− M2

2h̄2
(∆q)4

4ǫ2s
(1− 2λ)2(ēe2)

2(∆q)2 + . . . . (14.49)

Después de formar el producto (14.39), el término total de la corrección será

C = ēe2

(

1

2
− λ

)

∆q
[

−iM
h̄ǫs

(∆q)2 − 3
]

+(ēe2)
2
[

9

2

(

λ− 1

6

)(

λ− 1

2

)

(∆q)2 + i
(

4λ2 − 7

2
λ+

7

8

)

M

h̄ǫs
(∆q)4

− 1

2

(

λ− 1

2

)2 M2

h̄2ǫ2s
(∆q)6

]

+ēe3

[

−3

2

(

λ− 1

2

)

(∆q)2 − 1

2

(

λ− 1

3

)

i
M

h̄ǫs
(∆q)4

]

+ . . . . (14.50)

Usando la Ec. (14.43) encontramos que, a orden relevante en ǫs, el valor esperado
es:

〈C〉0 = −ǫsh̄
M

[

1

4
ēe3 −

3

8
(ēe2)

2
]

. (14.51)

El cual equivale al potencial efectivo

Veff = −ih̄
2

M

[

1

4
ēe3 −

3

8
(ēe2)

2
]

. (14.52)
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Sustituyendo las Ecs. (14.32) y (14.33) esto se convierte en la expresión (14.18),
expresión que queŕıamos derivar.

En resumen hemos demostrado que el núcleo, en la Ec. (14.38),

Kǫs(∆q) =
1

√

2πiǫsh̄/M
exp

{

i

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫs
(∆qn)

2 + ǫsEf(qn)
]

}

[1 + C] (14.53)

se puede reemplazar por un núcleo equivalente más sencillo

Kǫs(∆q) =
1

√

2πiǫsh̄/M
exp

{

i

h̄

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫs
(∆qn)

2 + ǫsEf(qn)− ǫsVeff

]

}

, (14.54)

en el cual el factor de corrección 1 + C se recupera mediante el potencial efectivo
Veff de la Ec. (14.18). Este resultado es independiente del parámetro de la partición
λ [1]. El mismo resultado se obtiene, luego de un álgebra extensa, para una par-
tición completamente general de la función reguladora f(x) mediante el producto
fl(x)fr(x).

14.3 Comparación con la Mecánica Cuántica
de Schrödinger

La transformación DK que cambia la acción (14.11) a la acción (14.19) tiene obvia-
mente una correspondencia con la mecánica cuántica de Schrödinger. En analoǵıa
con la introducción de la amplitud de evolución pseudotemporal (14.8), multipli-
camos la ecuación de Schrödinger

[

− h̄2

2M
∂2x −E

]

ψ(x, t) = ih̄∂tψ(x, t) (14.55)

a la izquierda por una función de regulación arbitraria fl(x), y obtenemos
[

− h̄2

2M
fl(x)∂

2
xfr(x)−Ef(x)

]

ψf (x, t) = f(x)ih̄∂tψf (x, t), (14.56)

donde hemos hallado la función de onda transformada ψf (x, t) ≡ fr(x)
−1ψ(x, t).

Después de introducir la transformación de coordenadas (14.14), obtenemos


− h̄

2M
fl(q)

(

1

h′(q)
∂q

)2

fr(q)−Ef(q)



ψf(q, t) = f(q)ih̄∂tψf (x, t), (14.57)

donde hemos usado la notación f(q) ≡ f(h(q)), al igual que en la Ec. (14.17).
Sustituyendo h′2(q) = f(h(q)) = fl(h(q))fr(h(q)) obtenido en la Ec. (14.15), la
ecuación de Schrödinger se convierte en

[

− h̄2

2M
f−1
r (q)

(

∂2q −
h′′

h′
∂q

)

fr(q)− Ef(q)

]

ψf (q, t) = f(q)ih̄∂tψf(q, t). (14.58)
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Ahora, luego de transformar la función ψf (q, t) a la nueva función de onda

φ(q, t) = f 3/4
r (q)f

−1/4
l (q)ψf (q, t),

asociada con la función de onda inicial por ψ(x, t) ≡fr(q)ψf(q, t)= f 1/4(q)φ(q, t), la
ecuación de Schrödinger toma la forma

[

− h̄2

2M
h′(q)−1/2

(

∂2q −
h′′

h′
∂q

)

h′(q)1/2 − Ef(q)

]

φ(q, t)

=
[

− 1

2M
∂2q + Veff − Ef(q)

]

φ(q, t) = f(q)ih̄∂tφ(q, t), (14.59)

donde Veff es el potencial efectivo de la Ec. (14.18).

Usando la transformación especial de coordenadas r = h(q) = eq, obtendremos

Veff = − h̄2

4M





h′′′

h′
− 3

2

(

h′′

h′

)2


 =
h̄2

2M

1

4
, (14.60)

como fue señalado por primera vez por Langer [2], al correguir la aproximación WKB
de las ecuaciones de Schrödinger con barreras centŕıfugas h̄2l(l + 1)/2Mr2. Esta
barrera es muy singular como para ser tratada en una aproximación semi-clásica.
La transformación r = h(q) = eq conduce a un problema de potencial suave en todo
el eje q, en el cual la barrera centŕıfuga se reemplaza por h̄2[l(l+1)+ 1

4
]/2M . Langer

concluyó de esto que, la ecuación radial original de Schrödinger se puede tratar
semi-clásicamente si l(l+1) se reemplaza por l(l+1)+ 1

4
. El término adicional 1

4
se

conoce como la corrección de Langer .

El operador f(q)∂t en el lado derecho de la Ec. (14.59) tiene el papel de ser la
derivada parcial con respecto de pseudotiempo ∂s.

14.4 Aplicaciones

Presentamos ahora algunas soluciones t́ıpicas usando el método DK. Todas las am-
plitudes de enerǵıa constante inicial tendrán una acción genérica de la forma

AE =
∫

dt
[

M

2
ẋ2(t)− V (x) + E

]

, (14.61)

con diferentes potenciales V (x), los cuales usualmente no aceptan una partición
temporal trivial. Las integrales de trayectoria asociadas se conocen a partir de
ciertas proyecciones de las integrales de trayectorias Eucliadianas. Por brevedad, en
lo que sigue omitimos el sub́ındice E (ya que en su lugar usaremos otro sub́ındice que
haga referencia al potencial bajo consideración). La solución sigue el procedimiento
general de dos pasos descrito en la Sección 13.4.
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14.4.1 Oscilador Armónico Radial y Sistema de Morse

Consideremos la acción de un oscilador armónico en D dimensiones con momentum
angular lO y con enerǵıa fija EO:

AO =
∫

dt

[

M

2
ṙ2 − h̄2

µ2
O − 1/4

2Mr2
− M

2
ω2r2 + EO

]

. (14.62)

Aqúı µO es una abreviatura de

µO = DO/2− 1 + lO (14.63)

[recordemos la Ec. (8.138)], DO denota la dimensión, y lO el momentum angular
orbital del sistema. El sub́ındice O indica que estamos tratando con el oscilador
armónico. En la acción, el ĺımite ω → 0 describe a la part́ıcula libre.

Debido a la barrera centŕıfuga la partición temporal de la integral de trayectoria,
la cual involucra funciones de Bessel, asociada a la amplitud de evolución temporal
es muy complicada. De acuerdo a la regla (8.140), la barrera centŕıfuga requiere de
la regularización

ǫ h̄2
µ2
O − 1/4

2Mr2n
−−−→ ih̄ log ĨµO

(

M

ih̄ǫ
rnrn−1

)

. (14.64)

Esto suaviza las pequeñas fluctuaciones en r y evita el colapso de la trayectoria en la
integral de trayectoria Euclidiana, donde µO = 0. Ahora, usando la fórmula (8.14)
podemos hallar la solución de la partición temporal de la integral de trayectoria. Sin
embargo, la amplitud final se puede obtener más fácilmente si usamos la solución del
oscilador armónico en DO coordenadas Cartesianas, proyectando luego el resultado
en un estado de momentum angular fijo lO. El resultado fue obtenido en la Ec. (9.32),
y para rb > ra tiene la forma

(rb|ra)EO,lO=−i 1
ω

1√
rbra

Γ((1 + µ)/2−ν)
Γ(µ+ 1)

Wν,µ/2

(

Mω

h̄
r2b

)

Mν,µ/2

(

Mω

h̄
r2a

)

, (14.65)

donde los parámetros en el lado derecho son

ν = νO ≡ EO

2ωh̄
, µ = µO. (14.66)

Los valores propios de la enerǵıa estarán dados por los polos: ν = n/2 + D/4 =
nr + l/2 +D/4, donde n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Hallaremos una amplitud de evolución pseudotemporal estable, luego de trans-
formar la trayectoria dependiente del tiempo con la función reguladora

f(r) = r2. (14.67)

El Hamiltoniano temporal transformado,

HO = r2
p2

M
+ h̄2

µ2
O − 1/4

2M
+
M

2
ω2r4 − EOr

2, (14.68)
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está libre de las singularidades de la barrera. Aśı, en la partición temporal de la
acción

Af=r2

O =
∫ S

0
ds

(

M

2

r′2

r2
− µ2

O − 1/4

2M
− M

2
ω2r4 + EOr

2

)

(14.69)

asociada con HO, no necesitamos de ninguna función de Bessel.
Nótese que el factor 1/r2 que acompaña al factor r′2 = [dr(s)/ds]2, no da ori-

gen a problemas adicionales. Simplemente disminuye las fluctuaciones para valores
pequeños de r. Sin embargo, es poco deseable la dependencia en r del término
cinético en la evaluación de la partición temporal de la integral de trayectoria. Por
lo tanto usaremos una nueva coordenada x, mediante la trasformación

r = h(x) ≡ ex, (14.70)

donde la función de transformación h(x) está relacionada con la función reguladora
f(x) mediante la Ec. (14.15):

h′2 = e2x = f(r) = r2. (14.71)

El potencial efectivo resultante (14.18), es una constante:

Veff = − h̄
2

M





1

4

h′′′

h′
− 3

8

(

h′′

h′

)2


 =
h̄2

8M
. (14.72)

Con esta constante, la acción radial del oscilador transformado DK se convierte en

ADK
O =

∫ S

0
ds

[

M

2
x′2 − µ2

O

2M
− Mω2

2
e4x + EOe

2x

]

. (14.73)

El potencial efectivo (14.72) cambia el término de la barrera centŕıfuga de la forma
(µ2

O − 1/4)/2M a la forma µ2
O/2M . Hemos omitido la pseudoenerǵıa E , ya que se

ha considerado igual a cero en la relación final DK (14.26). Identificando

A =
M

2
ω2, (14.74)

B = EO, (14.75)

C =
h̄2µ2

O

2M
+ EM, (14.76)

observamos que la acción (14.73) tendrá la forma

AM =
∫ S

0
ds
[

M

2
x′2 − (VM −EM)

]

, (14.77)

donde el potencial de Morse estará dado por la expresión:

VM(x) = Ae4x − Be2x + C. (14.78)



1040 14 Solución de Otras Integrales de Trayectoria por el Método de Duru-Kleinert

Mediante la relación DK (14.26), hallamos que la amplitud de enerǵıa fija

(xb|xa)EM
=
∫ ∞

0
dS

∫

Dx(s)eiAM/h̄, (14.79)

es equivalente a la amplitud radial del oscilador (14.65), la cual tendrá la forma

(rb|ra)EO,l = e(xb+xa)/2(xb|xa)EM
, (14.80)

donde r = ex.
Para hallar las enerǵıas de estado estacionario del potencial de Morse utilizamos

las relaciones (14.74)–(14.76). Para lo cual, de la relación (9.110) podemos reescribir
B en la forma

B = h̄ω(µO + nr + 1/2), nr = 0, 1, 2, 3, . . . , (14.81)

con ayuda la Ec. (14.74), obtenemos

B = h̄
√

2A/M(µO + nr + 1/2). (14.82)

Cuya solución estará dada por µO = B/h̄
√

2A/M − (nr +1/2), que al ser sustituida

en le Ec. (14.76) nos permite obtener

EM = C− B2

4A



1− h̄

B

√

2A

M
(nr + 1/2)





2

, (0 ≤ nr ≤
√

MB2/2Ah̄2−1/2. (14.83)

En el caso de las vibraciones moleculares, es común utilizar la expresión VM =
V0[e

−4x−2e−2x] para el potencial de Morse, en cuyo caso el espectro de enerǵıas será

EM = −V0


1− h̄
√

MV0/2
(nr + 1/2)





2

, (0 ≤ nr ≤
√

MV0/2h̄
2 − 1/2. (14.84)

14.4.2 Sistema Radial de Coulomb y Sistema de Morse

Por argumentos similares se puede mostrar que la integral de trayectoria radial del
sistema de Coulomb es un equivalente DK a la integral de trayectoria del potencial
de Morse. En este caso la acción es

AC =
∫

dt

[

M

2
ṙ2 − h̄2

µ2
C − 1/4

2Mr2
+
e2

r
+ EC

]

, (14.85)

donde

µC = DC/2− 1 + lC. (14.86)

En particular si e2 = 0, la acción corresponde a la de una part́ıcula libre moviendose
en una barrera de potencial centŕıfuga. Como en el ejemplo anterior, la acción
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(14.85) no conduce a una partición temporal de la amplitud del tipo Feynman, sino
que involucra las funciones de Bessel. Nuevamente debemos de eliminar la barrera
de potencial mediante una transformación dependiente del tiempo de la trayectoria,
donde

f(r) = r2 (14.87)

e introducimos el pseudotiempo s, el cual cumple con la relación dt = ds r2(s). De
aqúı obtenemos la trasformacion temporal de la acción

Af=r2

C =
∫ S

0
ds

[

M

2

r′2

r2
− h̄2

µ2
C − 1/4

2M
+ e2r + ECr

2

]

. (14.88)

Para escribir el término cinético en la forma estándar, cambiamos la variable r a la
variable x, con la transformación

r = ex. (14.89)

Con esta transformación obtenemos el mismo potencial efectivo hallado en la
Ec. (14.72),

Veff =
h̄2

2M

1

4
, (14.90)

con lo cual cancelamos el término 1/4, hallado anteriormente en la barrera centŕıfuga
del potencial [2]. Aśı obtenemos la transformada DK de la acción radial de Coulomb

ADK
C =

∫ S

0
ds

[

M

2
x′2 − h̄2

µ2
C

2M
+ e2ex + ECe

2x

]

. (14.91)

Un cambio trivial de variables

x = 2x̄, (14.92)

M = M̄/4,

µC = 2µ̄,

nos permite reescribir la acción en la forma

ADK
C =

∫ S

0
ds

[

M̄

2
x̄′2 − h̄2

µ̄2

2M̄
+ e2e2x̄ + ECe

4x̄

]

, (14.93)

con lo cual tenemos una conección con la acción de Morse (14.77). Reemplazando
x̄ por x vemos que

(rb|ra)EC,lC =
1

2
e(xb+xa)(xb|xa)EM

, (14.94)
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donde r = e2x. El factor 1/2 tiene en cuenta el hecho de que la relación entre estados
normalizados será |x〉 = |x̄〉/2. Ahora, los parámetros son

A = −EC , (14.95)

B = e2, (14.96)

C = h̄2
µ2
C

2M
+ EM. (14.97)

Esto se puede corroborar fácilmente sustituyendo el resultado para EM hallado
previamente en la Ec. (14.84), donde A y B estarán dadas por las Ecs. (14.74) y
(14.75), con lo cual obtenemos

EC = −Me4

h̄2
1

2(µC + nr +
1
2
)2

= −Mc2
α2

2n2
, (14.98)

donde n = nr+ lC+(DC−1)/2, nr = 0, 1, 2, . . . . Para el caso DC = 3, este resultado
concuerda con lo hallado en la Ec. (13.212).

14.4.3 Equivalencia del Sistema Radial de Coulomb

y el Oscilador Radial

Puesto que el oscilador radial y el sistema radial de Coulomb son ambos equivalentes
DK al sistema de Morse, tales sistemas serán equivalentes DK entre śı. La relación
entre los parámetros es

MO = 4MC ,

µO = 2µC,

EO = e2, (14.99)

−MO

2
ω2 = EC ,

rO =
√
rC .

Hemos agregado los sub́ındices O, C, incluso a las masas M , para enfatizar los sis-
temas a los cuales pertenecen. La relación µO = 2µC implica

DO/2− 1 + lO = 2(DC/2− 1 + lC) (14.100)

para todas las dimensiones y momenta angulares de los dos sistemas. Debido a la
relación de la ráız cuadrada rO =

√
rC, el momentum angular orbital cumple con la

expresión

lO = 2lC. (14.101)

En cuanto a las dimensiones, esto implica que

DO = 2DC − 2. (14.102)
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En el caso DC = 2 y 3 hallamos un acuerdo total con el Caṕıtulo 13, donde las
dimensiones de los osciladores equivalentes DK fueron 2 y 4, respectivamente.

Para ver la relación entre las amplitudes, es apropiado mantener la notación tan
cercana como sea posible a la del Caṕıtulo 13 y denotar la coordenada radial del
oscilador con u. Entonces la relación DK para la amplitud de evolución pseudo–
temporal establece que

(rb|ra)EC ,µC
=

1

2

√
ubua(ub|ua)EO,µO

, (14.103)

donde el lado derecho estará dado por la Ec. (14.65) (luego de reemplazar r por u,
MO por 4MC y MOωu

2/h̄ por 2κr).
Note una vez más que el prefactor en el lado derecho tiene una dimensión opuesta

a la que uno esperaŕıa de la relación de completes mecánico-cuántica

∫ ∞

0
dr|r〉〈r| = 1, (14.104)

donde la versión en el espacio u es

∫ ∞

0
du 2u|r〉〈r| =

∫

du|u〉〈u| = 1. (14.105)

Como se comentó en la Sección 14.1, la razón de esto está en la diferencia de di-
mensiones de los pseudotiempos (los cuales difieren por un factor r) sobre los cuales
se integran las amplitudes de evolución cuando hallamos las amplitudes de enerǵıa
fija. El factor adicional 1/4, contenido en la Ec. (14.103), se debe a la relación entre
las masas MO = 4MC.

Revisemos la relación (14.103) para el caso DC = 3. La amplitud de enerǵıa fija
del sistema de Coulomb tiene el siguiente desarrollo en ondas parciales

(xb|xa)EC
=

∞
∑

lC=0

lC
∑

m=−lC

1

rbra
(rb|ra)EC ,lC

YlCm(θb, ϕb)Y
∗

lCm
(θa, ϕa). (14.106)

Por otra parte, la amplitud de enerǵıa fija del oscilador cuatro-dimensional tiene el
desarrollo

(~ub|~ua)EO
=

∞
∑

lO=0

(ub|ua)EO,lO (14.107)

× lO + 1

2π2

lO/2
∑

m1,m2=−lO/2

DlO/2
m1m2

(ϕn, θn, γn)DlO/2 ∗

m1m2
(ϕn−1, θn−1, γn−1).

Ahora, en la Ec. (13.127),

(xb|xa)EC
=
∫ ∞

0
dSeie

2S/h̄ 1

16

∫ 4π

0
dγa(~ubS|~ua0), (14.108)
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observemos que la integral
∫ 4π
0 dγa sobre la suma de las funciones de onda angulares

lO + 1

2π2

lO/2
∑

m1,m2=−lO/2

dlO/2
m1m2

(θb)d
lO/2
m1m2

(θa)e
im1(ϕb−ϕa)+im2(γb−γa) (14.109)

da origen a la suma

8
lO/2
∑

m

YlO/2,m,0(θb, φb)Y
∗

lO/2,m,0(θa, φa), (14.110)

donde hemos usado los armónicos esféricos

YlO/2,m(θ, φ) =

√

lO + 1

4π
eimφd

lO/2
m,0 (θ). (14.111)

En la integración sólo los valores pares de lO son distintos de cero, por lo cual
identificamos lC = lO/2.

Recordando la expresión (9.32) para la amplitud radial del oscilador armónico,
de la Ec. (14.103) encontramos la amplitud radial del sistema de Coulomb para todo
valor de la dimensión DC, donde rb > ra:

(rb|ra)EC ,lC =−i MC

h̄κ

Γ(−ν + lC + (DC − 1)/2)

(2lC +DC − 2)!
Wν,lC+DC/2−1(2κrb)Mν,lC+DC/2−1(2κra),

(14.112)

y donde κ =
√

−2ME/h̄2 y ν =
√

−e4MC/2h̄
2EC, tal como en las Ecs. (13.39) y

(13.40). Para DC = 3 este resultado concuerda con el hallado en la Ec. (13.211).
La amplitud completa DC-dimensional está dada por la suma sobre las ondas

parciales

(xb|xa)EC ,lC =
1

(rbra)
(DC−1)/2

∞
∑

l=0

(rb|ra)EC ,lC

∑

m

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a),

junto con la Ec. (8.126), este resultado se convierte en

(xb|xa)EC ,lC =
1

(rbra)
(DC−1)/2

∞
∑

lC=0

(rb|ra)EC ,lC

2lC +DC − 2

DC − 2

1

SDC

C
(DC/2−1)
lC

(cos∆ϑn).

(14.113)

Es fácil hallar la suma si hacemos uso de una representación integral de la amplitud
radial obtenida por la transformación DK de la amplitud radial del oscilador, es
decir, usamos la representación integral (9.25). Reemplazando el tiempo imaginario
por la nueva variable de integración ̺ = e−2ω(τb−τa), la variable radial r por u y la
masa del osciladorM porMO, para obtener la notación del Caṕıtulo 13, la amplitud
(9.25) se puede reescribir como

(ub|ua)EO,lO=−i MO

h̄

√
ubua

∫ 1

0

d̺

2̺
̺−νe−κ(u2

b
+u2

a)
1+̺

1−̺ IlO+DO/2−1

(

2κubua
2
√
̺

1−̺

)

,(14.114)
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donde

κ ≡ MOω

2h̄
, ν ≡ EO/2h̄ω. (14.115)

Recordando la expresión (9.35), sabemos que los polos de esta amplitud estarán en
ν = n/2 +DO/4 = nr + lO/2+DO/4, donde n = 0, 1, 2, 3, . . . , de tal forma que los
valores propios de la enerǵıa serán

EO n = 2h̄ω
(

n

2
+
DO

4

)

= h̄ω
(

2nr + l +
DO

2

)

. (14.116)

De la relación DK (14.103), obtenemos (rb|ra)lC ,EC
y la sustituimos en la

Ec. (14.113). Ahora, recordando la fórmula

(

1

2
kz
)DC/2−1/2

IDC/2−3/2(kz) = kDC−2
∞
∑

l=0

1

l!

Γ(l +DC − 2)

Γ(DC/2− 1/2)
(2l +DC − 2)

×F (−l, l +DC − 2;DC/2− 1/2; (1 + k2)/2)(−)lI2l+DC−2(z), (14.117)

para ν = D/2− 3/2 y µ = D − 2, la cual se obtiene de la Ec. (13.205). Después de

expresar el lado derecho en términos de los polinomios de Gegenbauer C
D/2−1
l , con

ayuda de la Ec. (8.106), la fórmula para la suma será

1

2

1

(2π)DC/2−1/2

(

z

2

)DC−2

IDC/2−3/2(kz)/(kz)
DC/2−3/2

=
∞
∑

lC=0

2lC +DC − 2

DC − 2

1

SDC

C
(DC/2−1)
lC

((1 + k2)/2)I2lC+DC−2(z). (14.118)

Utilizando

z ≡ 2κubua
2
√
̺

1− ̺
, k ≡ cos(ϑ/2), (14.119)

es fácil hallar la suma sobre las ondas parciales expresada en la Ec. (14.113). Ahora,
de la amplitud de enerǵıa fija del sistema de Coulomb en DC dimensiones, obtenemos
la generalización de las integrales (13.43) y (13.133) en dos y tres dimensiones:

(xb|xa)E = − i
M

h̄

κDC−2

(2π)(DC−1)/2

∫ 1

0

d̺

(1− ̺)2
̺−ν

×
(

2
√
̺

1− ̺

)(DC−3)/2

e−κ 1+̺

1−̺
(rb+ra)IDC/2−3/2 (kz) /(kz)

DC/2−3/2, (14.120)

donde

kz = 2κ
2
√
̺

1− ̺

√

(rbra + xbxa)/2, (14.121)

κ y ν son los parámetros de Coulomb dados en las Ecs. (13.39) y (13.40).
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Cambiando la variable de integración a ζ = (1+̺)/(1−ρ), como en la Ec. (13.49),
la integral en la Ec. (14.120) se transforma a una integral de contorno que circunda
la singularidad, desde ζ = 1 a ∞, en el sentido positivo de las manecillas del reloj.
Luego la amplitud será [3]

(xb|xa)E = −iM
2h̄

κDC−2

(2π)(DC−1)/2

πeiπ(ν−DC/2+3/2)

sin[π(ν −DC/2 + 3/2)]
(14.122)

×
∫

C

dζ

2πi
(ζ − 1)−ν+DC/2−3/2(ζ + 1)ν+DC/2−3/2e−κζ(rb+ra)IDC/2−3/2 (z) /z

DC/2−3/2.

Esta expresión generaliza las representaciones integrales (13.53) y (13.135) para
DC = 2 y DC = 3, respectivamente. Los polos de esta amplitud estarán en los
enteros ν = nr + lC + (DC − 1)/2, que corresponden a las enerǵıas

EC = −Me4

h̄2
1

2n2
, donde n = nr + lC + (DC − 1)/2, nr = 0, 1, 2, . . . ,(14.123)

en total acuerdo con la Ec. (14.98), mientras que para DC = 3 hallamos también el
acuerdo correspondiente con la Ec. (13.212).

Finalmente, notemos que utilizando una relación DK, al nivel de la partición tem-
poral, no hay forma de hallar una trasformación directa para cambiar del problema
radial de Coulomb al problema radial del oscilador, esto debido a lo catastrófico de
la barrera centŕıfuga. Reportes anteriores, los cuales pueden hallarse en la literatura
[4], han intentado encontrar esta relación. Una forma de hacerlo es utilizando un
potencial intermedio de Morse, ver Apéndice 14A.

14.4.4 Barrera Angular cerca de una Esfera y Potencial de
Rosen-Morse

En otra aplicación del método, consideremos la integral de trayectoria de una masa
puntual cerca de la superficie de una esfera en tres dimensiones proyectada en un
estado de momentum angular azimutal fijo m = 0,±1,±2, . . . . La proyección
genera una barrera angular ∝ (m2 − 1/4)/ sin2 θ, la cual es un potencial del tipo
Pöschl-Teller. Con µ =Mr2, la acción para el tiempo real es

APT =
∫

dt

[

µ

2
θ̇2 +

h̄2

8µ
− h̄2

2µ

“m2 − 1/4

sin2 θ

”
+ EPT

]

. (14.124)

Las comillas están definidas en analoǵıa con la barrera centŕıfuga de la Ec. (8.140).
El significado concreto está dado por la expresión propia de la partición temporal
de la Ec. (8.175), cuyo ĺımite para pequeñas particiones temporales está dado por la
Ec. (8.177). Luego de una continuación análitica del parámetro m a números reales
arbitrarios µ, la amplitud resultante está dada por la Ec. (8.187). En lo que sigue, y
para evitar confusiones con el parámetro de masa µ, evitaremos el uso del śımbolo
µ para los valores no enteros de m.
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Es fácil hallar la representación espectral de la amplitud de enerǵıa fija asociada,
se obtiene integrando la Ec. (8.187) sobre −idτb y tiene la forma

(θb|θa)m,EPT
=
√

sin θb sin θa
∞
∑

n=0

ih̄

EPT − h̄2L2/2µ
(14.125)

× 2n+ 2m+ 1

2

(n+ 2m)!

n!
P−m
n+m(cos θb)P

−m
n+m(cos θa),

donde L2 = l(l + 1) y l = n +m [recordemos la Ec. (8.225) para D = 3]. Podemos
hallar la suma sobre n usando la transformación de Sommerfeld-Watson [5]. La suma
se re-expresa como una integral de contorno en el plano complejo n, deformado la
trayectoria de tal manera que obtenemos la contribución sólo de los polos de Regge,

n+m = l = l(EPT ) ≡ −1

2
+

√

1

4
+

2µEPT

h̄2
, (14.126)

para ambos signos de la ráız cuadrada. El resultado para θb > θa es [6]

(θb|θa)m,EPT
=
√

sin θb sin θa
−iµ
h̄

Γ(m− l(EPT ))Γ(l(EPT ) +m+ 1)

× P−m
l(EPT )(−cos θb)P

−m
l(EPT )(cos θa). (14.127)

Aqúı consideraremos a m como un parámetro libre, el cual determina la magnitud
de la interacción del potencial de Pöschl-Teller [7]

VPT (θ) =
h̄2

2µ

m2

sin2 θ
. (14.128)

La función reguladora que elimina la barrera angular es

f(θ) = sin2 θ, (14.129)

usando dt = ds sin2 θ(s), la transformación temporal de la acción tiene la forma

Af=sin2 θ
PT =

∫ S

0
ds

[

µ

2 sin2 θ
θ′2 +

h̄2

8µ
sin2 θ − h̄2

2µ
(m2 − 1/4) + EPT sin2 θ

]

. (14.130)

Ahora escribimos el término cinético en la forma convencional por medio del cambio
de variable

sin θ =
1

cosh x
, cos θ = − tanh x, (14.131)

el cual transforma el intervalo θ ∈ (0, π) en el intervalo x ∈ (−∞,∞). Luego,
tenemos

h′(x) = sin θ =
1

cosh x
. (14.132)
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Hallando las derivadas de orden superior

h′′(x) = −tanh x

cosh x
, h′′′(x) = − 1

cosh x

(

1− 2 tanh2 x
)

, (14.133)

encontramos que el potencial efectivo es

Veff =
h̄2

8µ

(

1 +
1

cosh2 x

)

. (14.134)

Por lo tanto, la acción transformada DK es

ADK
PT =

∫ S

0
ds

[

µ

2
x′2 − h̄2m2

2µ
+ EPT

1

cosh2 x

]

. (14.135)

Esta acción describe el movimiento de una masa puntual en un pozo de potencial
suave conocido como potencial de Rosen-Morse (también llamado potencial modifi-

cado de Pöschl-Teller) [8]. La parametrización estándar es1

VRM(x) = − h̄2

2µ

s(s+ 1)

cosh2 x
. (14.136)

Este resultado corresponde al parámetro l(EPT ) de la Ec. (14.126), usando el valor
s. Para la acción (14.135), la enerǵıa del potencial de Rosen-Morse determina el
parámetro m, de donde tenemos

m = m(ERM) =
√

−2µERM/h̄2. (14.137)

Es obvio que la partición temporal de la amplitud del potencial de Rosen-Morse
no tiene problemas asociados con el colapso de la trayectoria. Aśı, su amplitud
de enerǵıa fija es un equivalente DK a la amplitud del potencial de Pöschl-Teller
(14.127), donde la relación completa será

(θb|θa)m,EPT
=
√

sin θb sin θa(xb|xa)m,ERM
, (14.138)

y donde tanhx = − cos θ, θ ∈ (0, π), x ∈ (−∞,∞). Sustituyendo en este resultado
la Ec. (14.127), la amplitud del sistema de Rosen-Morse será expĺıcitamente

(xb|xa)m(ERM) =
−iµ
h̄

Γ(m(ERM)− s)Γ(s+m(ERM) + 1)

× P−m(ERM)
s (tanh xb)P

−m(ERM)
s (− tanh xa). (14.139)

Los estados ligados se encuentran de los polos de la primera de las funciones Gama,
donde

m(ERM) = s− n, n = 0, 1, 2, . . . , [s], (14.140)

1No hay riesgo de confundir este parámetro con el pseudotiempo s.



14.4 Aplicaciones 1049

y donde [s] denota el mayor de los números enteros ≤ s. De los residuos obtenemos
las funciones de onda normalizadas [6]

ψn(x) =
√

Γ(2s− n+ 1)(s− n)/nP n−s
s (tanh x). (14.141)

Para valores no enteros de s, las funciones de onda no están dadas en términos de
polinomios. Sin embargo, la siguiente identidad entre las funciones hipergeométricas
(1.453)

F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z) (14.142)

nos permite usar la relación:

P n−s
s (tanhx)=

2n−s

Γ(s− n + 1)

1

coshs−n x
F (−n,1 + 2s− n;s− n + 1;(1−tanhx)/2) .

(14.143)

Las funciones de onda continuas se obtienen de la Ec. (14.141), por medio de una
contiuación análitica apropiada de m a −ik. Esto equivale a reemplazar n por s+ik.

14.4.5 Barrera Angular cerca de una Esfera Cuatro-
Dimensional y Potencial General de Rosen-Morse

Extendamos la integral de trayectoria de un masa puntual moviendose cerca de la
superficie de una esfera de D = 3 a D = 4 dimensiones. Proyectando la amplitud en
un estado de momentum angular azimutal fijo m1 y m2, se genera una barrera angu-
lar para el ángulo de Euler θ proporcional a (m2

1 +m2
2 − 1/4− 2m1m2 cos θ)/ sin

2 θ.
Nuevamente, este es un potencial del tipo Pöschl-Teller, aunque de una forma más
general, el cual será denotado por PT ′. Usando µ =Mr2/4, la acción (8.212) es

APT ′ =
∫

dt

[

µ

2
θ̇2 +

h̄2

32µ
− h̄2

2µ

“m2
1 +m2

2 − 2m1m2 cos θ − 1/4

sin2 θ

”
+ EPT ′

]

, (14.144)

donde las comillas indican la necesidad de regularizar la barrera angular mediante
las funciones de Bessel, como se comentó en la Ec. (8.208). La amplitud proyectada
se obtuvo en la Ec. (8.203), y se continuó anaĺıticamente para valores arbitrarios
reales de m1 = µ1, m2 = µ2, donde µ1 ≥ µ2 ≥ 0, en la Ec. (8.213). Como en la
subsección 14.4.4, usaremos también los parámetros m1, m2 aún cuando no tengan
valores enteros.

El potencial más general de Pöschl-Teller

VPT ′(θ) =
h̄2

2µ

[

s1(s1 + 1)

sin2(θ/2)
+
s2(s2 + 1)

cos2(θ/2)

]

, (14.145)

puede transformarse fácilmente en la barrera angular anterior, donde s1(s1 + 1) =
(m1+m2)2

4
− 1

16
, s2(s2 + 1) = (m1−m2)2

4
− 1

16
o s1 = −1

2

(

1−
√

3
4
+ (m1 +m2)2

)

, s2 =

−1
2

(

1−
√

3
4
+ (m1 −m2)2

)

.
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La amplitud de enerǵıa fija se obtiene directamente de la Ec. (8.213) por medio
una integración sobre −idτb. Para m1 ≥ m2, la expresión será

(θb|θa)m1,m2,EPT ′
=
√

sin θb sin θa

×
∞
∑

n=0

ih̄

EPT ′ − h̄2L2/8µ

2n+ 2m1 + 1

2
dn+m1

m1,m2
(θb)d

n+m1

m1,m2
(θa), (14.146)

donde L2 está dado por L2 = (l+1)2−1/4 y l = 2n+2m1 [recordemos la Ec. (8.220)
y la Ec. (8.225)].

Como en la Ec. (14.125), se puede hallar la suma sobre n con ayuda de una
transformación de Sommerfeld-Watson, reescribiendo la suma como una integral de
contorno en el plano complejo n. Luego de deformar el contorno de manera tal que
sólo los polos de Regge contribuyan, tendremos que

2n+ 2m1 = l = l(EPT ′) ≡ −1 + 2

√

1

16
+

2µEPT ′

h̄2
, (14.147)

con ambos signos de la ráız cuadrada, y encontramos la siguiente relación para
θb > θa:

(θb|θa)m1,m2,EPT ′
=
√

sin θb sin θa
−2iµ

h̄
(14.148)

× Γ(m1−l(EPT ′)/2)Γ(l(EPT ′)/2−m1+1)
1

2
d
l(EPT ′ )/2
m1,−m2

(θb − π)dl(EPT ′)/2
m1,m2

(θa),

donde m1, m2 son parámetros reales arbitrarios que caracterizan la intensidad de la
interacción. Los valores propios de las enerǵıas discretas están dados por los polos
de la primera función Gama:

EPT ′ =
h̄2

2µ

[

(m1 + n + 1

2
)2 − 1

16

]

, n = 0, 1, 2, . . . . (14.149)

La función reguladora que elimina la barrera angular es

f(θ) = sin2 θ, (14.150)

y la transformación temporal de la acción será, donde dt = ds sin2 θ(s),

Af=sin2 θ
PT ′ =

∫ S

0
ds

[

µ

2 sin2 θ
θ′2 +

h̄2

32µ
sin2 θ

− h̄2

2µ
(m2

1 +m2
2 − 1/4− 2m1m2 cos θ) + EPT ′ sin2 θ

]

. (14.151)

Ahora escribimos el término cinético en la forma convencional por medio del cambio
de varible

sin θ = ± 1

cosh x
, cos θ = − tanh x. (14.152)
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Como en el caso previo, esto conduce al potencial efectivo

Veff =
h̄2

8µ

(

1 +
1

cosh2 x

)

. (14.153)

Entonces, la acción trasformada DK es

ADK
PT ′ =

∫ S

0
ds

[

µ

2
x′2 − h̄2

2µ
(m2

1 +m2
2 + 2m1m2 tanhx) +

(

EPT ′ − 3h̄2

32µ

)

1

cosh2 x

]

.

(14.154)

Esta acción contiene un pozo de potencial suave cerca del origen conocido como el
de potencial general de Rosen-Morse [8].

VRM′(x) = −
(

EPT ′ − 3h̄2

32µ

)

1

cosh2 x
+
h̄2

2µ
2m1m2 tanhx. (14.155)

Una parametrización estándar para este potencial es2

VRM′(x) =
h̄2

2µ

[

−s(s+ 1)

cosh2 x
+ 2c tanh x

]

, (14.156)

la cual equivale a utilizar la relación

EPT ′ =
h̄2

2µ
[s(s+ 1) + 3/32], m1m2 = c, (14.157)

en la Ec. (14.154). Sustituyendo este resultado en la Ec. (14.147) obtenemos que
l(EPT ′)/2 debe ser igual a s.

La enerǵıa del potencial general de Rosen-Morse estará definida por la acción
hallada en la integral de trayectoria de enerǵıa fija [comparemos con la Ec. (14.77)]

ARM′ =
∫ S

0
ds
[

µ

2
x′2 − (VRM′ − ERM′)

]

. (14.158)

Una comparación con la Ec. (14.154), muestra que las enerǵıas del estado funda-
mental tienen los siguientes valores propios

ERM′ = − h̄2

2µ
(m2

1 +m2
2) = − h̄2

2µ
(m2

1 + c2/m2
1). (14.159)

La solución a esta ecuación será una función de la forma m1(ERM′). De manera
correspondiente, definimos m2(ERM′) ≡ c/m1(ERM′).

Para este potencial es posible hallar una partición temporal de Feynman de la
amplitud y además encontramos que la amplitud de enerǵıa fija estará dada en
términos de la amplitud de la proyección angular (14.148), i.e. la amplitud de una

2Sobre las caracteŕısticas del parámetro s, ver la Nota 1.
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masa puntual cerca de la superficie de una esfera, misma que describe el movimiento
en un potencial general de Pöschl-Teller. La relación es [9]

(θb|θa)m1,m2,EPT ′
=
√

sin θb sin θa(xb|xa)m1,m2,ERM′
, (14.160)

donde tanh x = − cos θ, θ ∈ (0, π), x ∈ (−∞,∞). En forma expĺıcita tendremos

(xb|xa)m1,m2,ERM′
=

−2iµ

h̄
Γ(m1(ERM′)− s)Γ(s−m1(ERM′) + 1) (14.161)

× 1

2
dsm1(ERM′),−m2(ERM′ )(θb(xb)− π)dsm1(ERM′ ),m2(ERM′)(θa(xa)).

Dado que s−m1 ≥ 0, los estados ligados se encuentran de los polos de la primera
función Gama. Definiendo la función dependiente de la enerǵıam1(ERM′) por medio
de la Ec. (14.159), los estados ligados están dados por las soluciones de la ecuación

m1(ERM′) = s− n, n = 0, 1, . . . , [s] . (14.162)

Los residuos de la Ec. (14.161) darán las funciones de onda normalizadas

Ψn(x) =

√

√

√

√

m2
1 −m2

2

m1

Γ(s+ 1−m1)n!

Γ(s+ 1−m2)Γ(s+ 1 +m2)
(14.163)

× [ 1
2
(1 + tanh x)](m1−m2)/2 [ 1

2
(1− tanhx)](m1+m2)/2 P (m1−m2,m1+m2)

n (− tanh x),

expresadas en términos de las funciones hipergeométricas serán

Ψn(x) =

√

√

√

√

m2
1 −m2

2

m1

Γ(s+ 1 +m1)Γ(s+ 1−m2)

n!Γ(1 +m1 −m2)2Γ(s+ 1 +m2)

× [ 1
2
(1 + tanh x)](m1−m2)/2 [ 1

2
(1− tanh x)](m1+m2)/2

× F (2s− n + 1,−n; 1 +m1 −m2; 1

2
(1 + tanh x)) , (14.164)

donde m1 = s−n y m2 = c/m1 [10]. Las funciones de onda continuas se obtienen de
estas funciones hipergeométricas por medio de una apropiada continuación análitica
de m1 a los valores complejos −ik, los cuales satisfacen la relación k2 = (m2

1+c
2/m2

1)
[comparemos con la Ec. (14.159)].

Al sustituir la expresión (14.161) en la Ec. (14.160), debemos asegurarnos de
utilizar la correcta expresión s(EPT ′), obtenida de la solución de la Ec. (14.157).

14.4.6 Potencial de Hulthén y Potencial General
de Rosen-Morse

Para una posterior aplicación del método, consideremos la integral de trayectoria
de una part́ıcula moviendose a lo largo del eje r positivo en el potencial singular de
Hulthén

VH(r) = g
1

er/a − 1
, (14.165)
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donde g y a son los parámetros de enerǵıa y longitud. Note que en el ĺımite a→ ∞,
y para ag = e2 = constante, este potencial contiene al sistema de Coulomb.

La amplitud de enerǵıa fija es regulada por la acción

AH =
∫

dt
[

M

2
ṙ2 − VH(r) + EH

]

. (14.166)

El potencial es singular en r = 0, y para g < 0 la partición temporal de la amplitud
Euclideana no existe debido al colapso de la trayectoria. La función reguladora que
estabiliza las fluctuaciones es

f(r) = 4(1− e−r/a)2. (14.167)

Por lo tanto, la transformación temporal de la acción es

Af
H =

∫

∞

0
ds

[

M

2

r′2

4(1−e−r/a)2
− g 4e−r/a(1− e−r/a)+EH 4(1− e−r/a)2

]

. (14.168)

La transformación de coordenadas que conduce a la enerǵıa cinética convencional,
en términos de la nueva varible x, se encuentra resolviendo la ecuación diferencial

dr

dx
= h′(x), (14.169)

donde

h′ =
√

f = 2(1− e−r/a). (14.170)

La solución es

r

a
= x+ a log[2 cosh(x/a)] = log(e2x/a + 1), (14.171)

de tal manera que tendremos

h′(x) = 2
e2x/a

e2x/a + 1
=

ex/a

cosh(x/a)
. (14.172)

El semi-eje r ∈ (0,∞) se proyecta a todo el eje x.
Para encontrar el potencial efectivo calculamos las derivadas

h′′(x) =
1

a

1

cosh2(x/a)
=

1

a

ex/a

cosh(x/a)
[1− tanh(x/a)],

h′′′(x) = − 2

a2
sinh x

cosh3 x
= − 2

a2
ex/a

cosh(x/a)
[tanh(x/a)− tan2(x/a)], (14.173)

y obtenemos

h′′

h′
=

1

a

e−x/a

cosh(x/a)
=

1

a
[1− tanh(x/a)], (14.174)

h′′′

h′
= − 2

a2
e−x/a sinh(x/a)

cosh2(x/a)
= − 2

a2
tanh(x/a)[1 − tanh(x/a)],
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de tal forma que el potencial efectivo será

Veff =
h̄2

8Ma2

[

2− 2 tanh(x/a)− 4

cosh2(x/a)

]

. (14.175)

Luego de sumar este resultado a la transformación temporal del potencial, se en-
cuentra que la acción transformada DK es

ADK
H =

∫ S

0
ds

{

M

2
x′2 −

(

g + EH − h̄2

2Ma2

)

1

cosh2(x/a)

+

(

2EH +
h̄2

4Ma2

)

tanh(x/a) +

(

2EH − h̄2

4Ma2

)}

. (14.176)

Esta es la acción que regula a la amplitud de enerǵıa fija del potencial general de
Rosen-Morse (14.156)

VRM′(x/a) =
h̄2

2Ma2

[

− s(s+ 1)

cosh2(x/a)
+ c tanh(x/a)

]

. (14.177)

Puesto que este potencial es suave, existe una partición temporal de la integral de
trayectoria de Feynman. La relación entre las amplitudes de enerǵıa fija es

(rb|ra)EH
= e(xb+xa)/2a [cosh(xb/a) cosh(xa/a)]

−1/2 (xb|xa)ERM′
, (14.178)

donde r/a = log(e2x/a +1) ∈ (0,∞), x ∈ (−∞,∞). La amplitud en el lado derecho
se conoce de la sección anterior y está asociada con la amplitud de una masa puntual
moviendose sobre la superficie de una esfera en cuatro dimensiones, proyectada en un
estado de momentum angular azimutal fijo m1 y m2. Para mostrar expĺıcitamente
la relación sólo se necesita de un simple reescalamiento de x/a a x.

Del espectro de enerǵıas dado en la Ec. (14.159), donde utilizamos la expresión
(14.162), del potencial generalizado de Rosen-Morse y la anterior transformación
DK, para el caso g, 0, obtenemos el espectro discreto del potencial de Hulthén [7]:

EHn = g

(

n2
g − n2

2ngn

)2

= − h̄2

2Ma2
1

4n2

(

n2
g − n2

)2
, 1 ≤ n < ng, (14.179)

donde n2
g = −2Mga2/h̄2.

En la literatura se ha intentado una solución a la integral de trayectoria usando
la acción (14.166) y la función reguladora [11]

f = a2(er/a − 1). (14.180)

Esto implica utilizar las nuevas variables

r

a
= −2 log cos(θ/2), (14.181)
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de tal manera que

f = a2 tan2(θ/2) = a2
[

1

cos2(θ/2)
− 1

]

. (14.182)

Nótese que esto no conduce a la solución de la partición temporal de la integral
de trayectoria, ya que el potencial trasformado aún es singular. De hecho, con
h′ = a tan(θ/2), h′′ = a/2 cos2(θ/2), h′′′ = a sin(θ/2)/2 cos3(θ/2), encontraŕıamos
el potencial efectivo

Veff(θ) =
h̄2

8Ma2
1

sin2 θ
(1 + 2 cos θ) =

h̄2

32Ma2

[

3

sin2(θ/2)
− 1

cos2(θ/2)

]

, (14.183)

y una acción transformada

ÃDK
H =

∫ S

0
(ds/a2)

{

Ma4

2
θ′

2 − g + EH

[

1

cos2(θ/2)
− 1

]

+ Veff(θ)

}

, (14.184)

la cual es del tipo general de Pöschl-Teller (14.145). Debido a la presencia del
término 1/ cos2(θ/2), no podemos hallar la partición temporal de la amplitud de
evolución temporal Euclidiana. Sólo partiendo del caso de la part́ıcula cerca de
la superficie de una esfera y utilizando la función reguladora particular de Bessel
dada en la Ec. (8.208), podemos hallar una partición temporal bien definida de la
amplitud cuya acción, en el ĺımite continuo, se parezca a la expresión (14.184). Sin
embargo, seŕıa imposible construir esta función reguladora partiendo de la acción
continua (14.184).

14.4.7 Potencial Extendido de Hulthén
y Potential General de Rosen-Morse

El lector alerta habrá notado que la función reguladora (14.167) elimina en exceso
la singularidad ga/r del potencial de Hulthén (14.165). De hecho, podemos sumar
al potencial el término

∆VH =
g′

(er/a − 1)2
(14.185)

sin perder la estabilidad de la integral de trayectoria. En el ĺımite a→ ∞ y haciendo
ga = −e2 = const y g′a2 = h̄2l(l+1)/2M , el potencial extendido describe al sistema
radial de Coulomb más una barrera centŕıfuga. El potencial (14.185) agrega a la
transformación temporal de la acción (14.168) el término

∆Af
H = −

∫ S

0
ds g′4e−2r/a, (14.186)

con el cual, la acción trasformada DK final será

∆ADK
H = −

∫ S

0
ds g′

[

2− 2 tanh(x/a)− 1

cosh2(x/a)

]

. (14.187)
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Por lo tanto, el potencial extendido de Hulthén es de nuevo un equivalente DK al po-
tencial general de Rosen-Morse, con la misma relación (14.178) entre las amplitudes,
pero con relaciones diferentes para las constantes.

El espectro discreto de enerǵıas del potencial extendido de Hulthén será

EH′ n = − h̄2

2Ma2

[

n(n− 1) + n2
g

2(n− s2)
− n +

1

2

]2

, 1 ≤ n < n̄, (14.188)

donde n2
g′ ≡ 2Mg′a2/h̄2, y s2 ≡ −1

2

(

1−
√

1 + 4n2
g′

)

es solución de s2(s2 + 1) = n2
g′.

Para el caso g′ = 0, obtenemos la expresión (14.179).

14.5 Sistemas D-Dimensionales

Hallemos ahora la transformación dependiente del tiempo de la trayectoria en D
dimensiones. La amplitud de enerǵıa fija está dada por la integral

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dS〈xb|ÛE(S)|xa〉, (14.189)

donde la amplitud de evolución pseudo-temporal es

〈xb|ÛE(S)|xa〉 = fr(xb)fl(xa)〈xb| exp
[

− i

h̄
Sfl(x)(Ĥ − E)fr(x)

]

|xa〉. (14.190)

La partición temporal de la integral de trayectoria será

〈xb|ÛE(S)|xa〉 ≈ (14.191)

fr(xb)fl(xa)
√

2πiǫsh̄fl(xb)fr(xa)/M
D

N
∏

n=1





∫

dxn
√

2πiǫsh̄fn/M



 exp
{

i

h̄
AN

}

,

donde la acción será

AN =
N+1
∑

n=1

{

M

2ǫs

(∆xn)
2

fl(xn)fr(xn−1)
+ ǫs[E − V (xn)]fl(xn)fr(xn−1)

}

, (14.192)

y donde la norma de la integración contiene la abreviatura fn ≡ f(rn) =
fl(xn)fr(xn). La transformación temporal de la norma de la integral de trayectoria
será

fr(xb)fl(xa)
√

2πiǫsh̄fl(xb)fr(xa)/M
D

N
∏

n=1

∫

dDxn
√

2πiǫsh̄fn/M
D . (14.193)

Cambiando el ı́ndice del producto y los sub́ındices de fn en una unidad, y compen-
sando esto con un prefactor, la norma de la integración en la Ec. (14.27) adquire la
forma de postpunto

fr(xb)fl(xa)
√

2πiǫsh̄fl(xb)fr(xa)/M
D

√

√

√

√

f(xb)

f(xa)

D
N+1
∏

n=2

∫

dD∆xn
√

2πiǫsh̄fn/M
D . (14.194)
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Las integrales sobre cada diferencia de las coordenadas, ∆xn = xn −xn−1, se hallan
en las posiciones fijas de los postpuntos xn.

Para simplificar la discusión subsecuente es preferible trabajar solamente con la
regularización de postpunto, en la cual fl(x) = f(x) y fr(x) ≡ 1. Entonces la norma
será simplemente

f(xa)
√

2πiǫsf(xa)h̄/M
D

N+1
∏

n=2

∫

dD∆xn
√

2πiǫsh̄fn/M
D . (14.195)

Ahora introducimos la siguiente transformación de coordenadas en D dimensiones

xi = hi(q). (14.196)

Como en el Caṕıtulo 10, la transformación diferencial se puede escribir en la forma

dxi = ∂µh
i(q) = eiµ(q)dq

µ. (14.197)

La transformación de un sólo sector temporal en la integral de trayectoria se puede
hacer siguiendo la discusión de las Secciones 10.3 y 10.4. De esto encontramos la
siguiente integral de trayectoria

(xb|xa)E≈
f(qa)

√

2πiǫsf(qa)h̄/M
D

∫ ∞

0
dS

N+1
∏

n=2







∫

dD∆qng
1/2(qn)

√

2πiǫsh̄fn/M
D





 eiAtot/h̄, (14.198)

donde la partición temporal de la acción total será

Atot =
N+1
∑

n=1

Aǫ
tot. (14.199)

Cada segmento contiene tres términos

Aǫ
tot = Aǫ +Aǫ

J +Aǫ
pot. (14.200)

En la forma postpunto, los primeros dos términos están dados en las Ecs. (13.163)
y (13.164). Estos términos son iguales a

Aǫ +Aǫ
J =

M

2ǫf
gµν(q)∆q

µ∆qν − i
h̄

2
Γµ

µ
ν∆q

ν − ǫsf
h̄2

8M
(Γµ

µ
ν)

2. (14.201)

El tercer término contiene el efecto de un potencial escalar y de un potencial vectorial
como se derivó en la Ec. (10.183). Después de la transformación DK, obtenemos

Aǫ
pot = Aµ∆q

µ − iǫsf
h̄

2M
(AνΓµ

µν +DµA
µ)− ǫsfV (q). (14.202)
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14.6 Integral de Trayectoria del Átomo de Dionio

Ahora aplicamos la transformación generalizada de Duru-Klinert, en D dimensiones,
a la integral de trayectoria del átomo de dionio en tres dimensiones. Este es un
sistema de dos part́ıculas, ambas con carga eléctrica y magnética (e1, g1) y (e2, g2)
[12]. El Lagrangiano para el movimiento relativo será

L =
M

2
ẋ2 +A(x)ẋ− V (x), (14.203)

donde x es el vector dirigido de la primera a la segunda part́ıcula, M es la masa
reducida, V (x) el potencial de Coulomb

V (x) = −e
2

r
, (14.204)

y A(x) el potencial vectorial

A(x) = h̄q
ẑ× x

r

(

1

r − z
− 1

r + z

)

= h̄q
(xŷ − yx̂)z

r(x2 + y2)
. (14.205)

Las constantes de acoplamiento son q ≡ −(e1g2 − e2g1)/h̄c y e2 ≡ −(e1e2 + g1g2).
El potencial vectorial (14.205) es una generalización de la interacción del monopolo
magnético (8.300) para una carga eléctrica. Si en la Ec. (14.205) escribimos las cons-
tantes de acoplamiento como e2 ≡ −e1e2 − g1g2 permitimos que las dos part́ıculas
tengan una mezcla de carga eléctrica y magnética de ambas part́ıculas, escribimos
entonces el potencial V (x) como

V (x) = −e
2

r
. (14.206)

El átomo de hidrógeno es un caso especial del átomo de dionio, donde e1 = −e2 = e,
q = 0 y l0 = 0. Un electrón alrededor de un monopolo magnético puro tendrá e1 = e,
g2 = g, e2 = g1 = 0.

En el potencial vectorial (14.205), hemos usado la libertad de normaA → A(x)+
∇Λ(x), para forzar la norma transversal ∇A(x) = 0. Además, hemos hecho uso
de la invariancia de norma monopolar extra, la cual nos permite escoger la forma
de la cuerda de Dirac que importa al flujo magnético hacia los monopolos. En la
Ec. (14.205), el campo A(x) tendrá dos cuerdas de igual magnitud, las cuales son las
responsables de importar el campo magnético, una a lo largo de la parte positiva del
eje x3, desde menos infinito hasta el origen, y la otra a lo largo de la parte negativa
del eje x3, desde más infinito al origen. Lo cual representa el promedio del potencial
vectorial de las Ecs. (10A.59) y (10A.60).

Por generalidad, supondremos que el potencial V (x) contiene un término poten-
cial 1/r2 extra:

V (x) = −e
2

r
+

h̄2l20
2Mr2

. (14.207)
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El potencial extra está parametrizado como una barrera centŕıfuga con momentum
angular efectivo h̄l0.

A un nivel formal, i.e., sin preocuparse respecto al colapso de la trayectoria y de
las correcciones de la partición temporal, la amplitud se dedujó en la Ref. [13]. A
continuación reproducimos la deducción y demostramos, además, que la partición
temporal no contiene correcciones.

14.6.1 Solución Formal

Extendemos la acción dada en la Ec. (14.11) mediante una cuarta coordenada muda,
como en el sistema de Coulomb, y la expresamos en términos de las coordenadas ~u,
las cuales dependen de la coordenada radial u =

√
r y los ángulos de Euler θ, ϕ, γ,

tal como en la Ec. (13.102). Entonces la acción será

A=
∫

dt

{

M

2
4u2u̇2+

M

2
u4
[

θ̇2 + ϕ̇2+γ̇2+2

(

γ̇+
h̄q

Mu4

)

ϕ̇ cos θ

]

− e2

u2
− h̄2l20
2Mu4

+E

}

.

(14.208)

Haciendo uso de la reparametrización temporal de Duru-Kleinert dt = ds r(s) y
cambiando la masa a µ = 4M , la acción toma la forma

ADK=
∫ S

0
ds
µ

2

{

u′2 +
u2

4

[

θ′2 + ϕ′2 + γ′2+2

(

γ′+
4h̄q

µu2

)

ϕ′ cos θ

]

− 4h̄2l20
2µu2

+ Eu2
}

.

(14.209)

La cual se puede escribir en la forma canónica

A =
∫ S

0
ds(puu

′ + pθθ + pϕϕ
′ + pγγ

′ −H), (14.210)

donde el Hamiltoniano es

H =
1

2µ

{

p2u +
4

u2

[

p2θ +
1

sin2 θ

(

p2ϕ + (pγ + h̄q)2 − 2(pγ + h̄q)pϕ cos θ
)

]}

+
4

2µu2

[

−2h̄qpγ + h̄2(l20 − q2)
]

. (14.211)

En la integral de trayectoria canónica los momenta son variables mudas de inte-
gración, de tal manera que podemos reemplazar pγ + h̄q por pγ. Entonces la acción
se convierte en

A =
∫ S

0
ds[puu

′ + pθθ + pϕϕ
′ + (pγ − h̄q)γ′ − H̄ ], (14.212)

y el Hamiltoniano será
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H̄ =
1

2µ

{

p2u +
4

u2

[

p2θ +
1

sin2 θ

(

p2ϕ + p2γ − 2pγpϕ cos θ
)

]}

+
4

2µu2

[

−2h̄q(pγ − h̄q) + h̄2(l20 − q2)
]

. (14.213)

Con respecto al caso de Coulomb, este resultado difiere en los tres puntos siguientes:
Primero, el Hamiltoniano tiene una barrera centŕıfuga extra, proporcional al

parámetro de carga 4q:

V (r) =
−8h̄q(pγ − h̄q)

2µu2
. (14.214)

Segundo, hay otra barrera centŕıfuga extra

V (r) =
h̄2l2extra
2µu2

, (14.215)

cuyo número cuántico efectivo para el momentum angular está dado por

l2extra ≡ 4(l20 − q2). (14.216)

Tercero, la acción (14.212) contiene el término adicional

∆A = −h̄q
∫ S

0
dsγ′. (14.217)

Afortunadamente, este es un término puro de superficie

∆A = −h̄q(γb − γa). (14.218)

En el caso q2 = l20, la barrera centŕıfuga angular extra se anula, con lo cual
obtenemos directamente la amplitud de enerǵıa fija (xb|xa)E del sistema. Esta am-
plitud se obtiene mediante una simple modificación de la relación (13.127), la cual
expresa la amplitud de enerǵıa fija del sistema de Coulomb (xb|xa)E en términos de
la amplitud del oscilador armómico cuatro-dimendional (~ubS|~ua0). De la relación
(14.217) encontramos que la modificación consiste en agregar un factor de fase extra
e−iq(γb−γa) en la integral sobre γa, de tal forma que

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dSeie

2S/h̄ 1

16

∫ 4π

0
dγae

−iq(γa−γb)(~ubS|~ua0). (14.219)

La integral sobre γa forza al momentum pγ, en la acción canónica (14.212), a aceptar
sólo el valor h̄q. Esto elimina el término proporcional a pγ − h̄ en la Ec. (14.213).

En el caso general donde l0 6= q, la amplitud será

(xb|xa)E =
∫ ∞

0
dSeie

2S/h̄ 1

16

∫ 4π

0
dγae

−iq(γa−γb)(~ubS|~ua0)lextra , (14.220)
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donde el sub́ındice lextra indica la presencia de una barrera de potencial centŕıfugo
extra en la amplitud del oscilador armónico. Para cualquier dimensión D, esta
amplitud está dada por las Ecs. (8.133) y (8.144). En el caso actual donde D = 4,
tenemos el siguiente desarrollo en términos de ondas parciales [comparar con la
Ec. (8.162)]

(~ubS|~ua0)lextra =
1

(ubua)3/2

∞
∑

lO=0

(ubS|ua0)l̃O
lO + 1

2π2
(14.221)

×
lO/2
∑

m1,m2=−lO/2

dlO/2
m1m2

(θb)d
lO/2
m1m2

(θa)e
im1(ϕb−ϕa)+im2(γb−γa),

donde la amplitud radial es

(ubS|ua0)l̃O =
MO

ih̄

ω
√
ubua

sinωS
ei(MOω/2h̄)(u2

b
+u2

a) cotωSIl̃O+1

(

MOωubua
ih̄ sinωS

)

. (14.222)

La diferencia entre este resultado y el hallado para la amplitud del oscilador armónico
[ver la Ec. (8.142) para D = 4], está en el hecho de que, en las funciones de Bessel,
hemos reemplazado el ı́ndice de la ráız cuadrada del “cambio cuadrático”, dado en
la Ec. (8.146), por el ı́ndice lO + 1:

l̃O + 1 ≡
√

(lO + 1)2 + l2extra =
√

(lO + 1)2 + 4(l20 − q2) = 2
√

(jD + 1/2)2 + l20 − q2.

(14.223)

Ahora, sustituimos el desarrollo (14.221) en la Ec. (14.220), donde reemplazamos
las variables ub, ua por

√
rb,

√
ra. Tal como el caso de Coulomb en las Ecs. (14.110)

y (14.111), hallamos que la integral
∫ 4π
0 dγae

−iq(γb−γa) sobre la suma de las funciones
de onda angulares

lO + 1

2π2

lO/2
∑

m1,m2=−l/2

dlO/2
m1m2

(θb)d
lO/2
m1m2

(θa)e
im1(ϕb−ϕa)+im2(γb−γa) (14.224)

se puede obtener de inmediato, y encontramos

8
lO/2
∑

m

Y lO/2
m,q (θb, ϕb)Y

lO/2
m,q

∗(θa, ϕa), (14.225)

donde Y lO/2
m,q (θ, ϕ) son los armónicos esféricos monopolares (8.278). Estos armónicos

coinciden con las funciones de onda del trompo simétrico rotatorio que posee un esṕın
q a lo largo del eje del cuerpo. F́ısicamente, este esṕın se obtiene de la densidad
de momentum del campo � = (E×B)/4πc, el cual circunda al vector radial x. El
esṕın es proporcional al vector de Poynting , el cual nos dará la densidad de enerǵıa,
S = E×B/4π. Si una part́ıcula cargada magnéticamente se ubica en el origen y otra
part́ıcula cargada eléctricamente orbita alrededor de la primera en x, el momentum
angular total del campo es [14]

J =
∫

d3x′ x′ × �(x′) =
1

4πc

∫

d3x′ x′ ×
[

g x′

|x′|3 × e(x′ − x)

|x′ − x|3
]

=
eg

c
x̂. (14.226)
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La cuantización del momentum angular

eg

c
= n

h̄

2
, n = entero (14.227)

es la famosa condición de cuantización de Dirac [16] [ver también la Ec. (8.304)].
Tenemos ahora la amplitud de enerǵıa fija del átomo de dionio, etiquetada por

el sub́ındice D,

(xb|xa)ED
=

1

rbra

∑

jD

(rb|ra)ED ,jD

jD
∑

m=−jD

Y jD
m,q(θb, ϕb)Y

jD
m,q

∗(θa, ϕa), (14.228)

donde la suma sobre jD = lO/2 será sobre valores enteros y semi-enteros depen-
diendo de los valores de q, y donde la amplitud radial estará dada por la integral
pseudotemporal sobre la amplitud radial del oscilador de masaMO = 4M y frecuen-

cia ω =
√

−E/2MC [recordemos la Ec. (13.123)]:

(rb|ra)ED,jD =
1

2

∫

∞

0
dSeie

2S/h̄MO ω
√
rbra

ih̄ sinωS
Il̃O+1

(

MO ω
√
rbra

ih̄ sinωS

)

× exp
[

iMO ω

2h̄
(rb + ra) cotωS

]

, (14.229)

donde κ =
√

−2MED/h̄
2 y ν =

√

−e4M/2h̄2ED, tal como en las Ecs. (13.39) y
(13.40). Note que el átomo de dionio se puede tratar como un fermión, aún cuando
las part́ıculas que lo forman son ambos bosonos (o ambos fermiones).

Luego de los cambios en las variables e2/h̄ = 2ων y ωS = −iy, hacemos la
integral en S como en la Ec. (9.29), y para rb > ra encontramos la amplitud radial
del átomo de dionio

(rb|ra)ED,jD = −iM
h̄κ

Γ(−ν + j̃D + 1)

(2j̃D + 1)!
Wν, j̃D+1/2(2κrb)Mν, j̃D+1/2(2κra), (14.230)

donde j̃D = l̃O/2 =
√

(jD + 1

2
)2 + l20 − q2 − 1

2
. Para q = 0 y l0 = 0, esto se reduce

apropiadamente a la amplitud DC-dimensional de Coulomb, Ec. (14.112).
Los valores propios de la enerǵıa se obtienen de los polos de la función Gamma,

ν = νnr
≡ j̃D + nr + 1, nr = 1, 2, 3, . . . , (14.231)

de donde hallamos

En = −Mh̄2e4
1

2
[

nr + 1

2
+
√

(jD + 1

2
)2 + l20 − q2

]2 . (14.232)

De los residuos en los polos y la discontinuidad en el corte ED > 0 de la
Ec. (14.230), usando las Ecs. (13.217)–(13.229), obtenemos la función de onda del
estado ligado y las funciones de onda radiales continuas por el mismo método visto
en la Sección 13.8.
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14.6.2 Ausencia de Correcciones de la Partición Temporal

Mostraremos ahora que las manipulaciones formales anteriores no tienen correcciones en un
tratamiento adecuado de la partición temporal [15]. Debido a la presencia de las barreras centŕıfuga
y angular, el colapso de la trayectoria se puede evitar mediante una regularización apropiada de
ambas singularidades. Esta regularización se logra por medio de una transformación dependiente
del tiempo de la trayectoria dt = ds f(x(s)), donde las funciones reguladoras postpunto son

fl(x) = f(x) = r2 sin2 θ, fr(x) ≡ 1. (14.233)

Después de la extensión de la integral de trayectoria mediante una dimensión muda extra x4, la
transformación depediente del tiempo de la partición temporal de la amplitud de enerǵıa fija a ser
estudiada es [ver las Ecs. (14.189)–(14.195)]

(xb|xa)E ≈
∫

dx4
a

1

r2a sin2 θa

∫ ∞

0

dS
1

(2πih̄ǫs/M)2

×
N+1
∏

n=2

[∫

d4∆xn

(2πih̄ǫs/M)2r4n sin4 θn

]

eiA
N/h̄, (14.234)

donde la partición postpunto de la acción es

AN =

N+1
∑

n=1

{

M

2ǫs

(∆xi
n)2

r2n sin2 θn
− ǫsr

2
n sin2 θn [V (xn) − E] +Ai(xn)∆xi − ǫs

h̄

2M
Ai,i(xn)

}

.

(14.235)

Ahora, sobre esta acción realizamos la transformación de coordenadas de dos pasos. Primero
hallamos la transformación no holonómica de Kustaanheimo-Stiefel como en la Sección 13.4, y
expresamos el espacio cuatro-dimensional ~u en términos de r = |x| y los ángulos de Euler θ, ϕ, γ.
Expĺıcitamente,

x1 = r sin θ cosϕ,

x2 = r sin θ sinϕ,

x3 = r cos θ,

dx4 = r cos θdϕ + rdγ. (14.236)

Sólo la última ecuación es no holonómica. Si qµ = 1, 2, 3, 4 denota a las componentes r, β, ϕ, γ, la
matriz de transformación será

eiµ =
∂xi

∂qµ
=









sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ 0
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ 0
cos θ −r sin θ 0 0
0 0 r cos θ r









.

Cuya métrica es

gµν = eiµeiν =









1 0 0 0
0 r2 0 0
0 0 r2 r2 cos θ
0 0 r2 cos θ r2









, (14.237)

mientras que la inversa es

gµν =









1 0 0 0
0 1/r2 0 0
0 0 1/r2 sin2 θ − cos θ/r2 sin2 θ
0 0 − cos θ/r2 sin2 θ 1/r2 sin2 θ









. (14.238)
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La función reguladora f(x) = r2 sin2 θ remueve las singularidades en gµν y aśı en la parte libre del
Hamiltoniano (1/2M)gµνpµpν ; de tal forma que ya no hay peligro de colapso de la trayectoria en
la amplitud Euclidiana.

En un segundo paso utilizamos las nuevas coordenadas

r = eξ, sin θ = 1/ coshβ, cos θ = − tanhβ, (14.239)

como en el tratamiento de las barreras angulares para para D = 3 y D = 4 de la Sección 14.4.
Con qµ = 1, 2, 3, 4 representando a las coordenadas ξ, β, ϕ, γ, respectivamente, la matriz de trans-
formación combinada será

eiµ =











eξ cosh−1 β cosϕ −eξ sinh β
cosh2 β

cosϕ −eξ cosh−1 β sinϕ 0

eξ cosh−1 β sinϕ −eξ sinh β
cosh2 β

sinϕ eξ cosh−1 β cosϕ 0

−eξ tanhβ −eξ cosh−2 β 0 0
0 0 −eξ tanhβ eξ











, (14.240)

donde la métrica es

gµν =









e2ξ 0 0 0

0 e2ξ cosh−2 β 0 0
0 0 e2ξ −e2ξ tanhβ
0 0 −e2ξ tanhβ e2ξ









, (14.241)

y su determinante será

g = e8ξ/ cosh4 β. (14.242)

La métrica inversa es completamente regular:

gµν =









e−2ξ 0 0 0

0 e−2ξ cosh2 β 0 0

0 0 e−2ξ cosh2 β e−2ξ sinhβ coshβ

0 0 e−2ξ sinhβ coshβ e−2ξ cosh2 β









. (14.243)

Ahora calculamos las acciones transformadas (14.201) y (14.202). Las cantidades relevantes que
podŕıan contener las correcciones de la partición temporal son DµA

µ y Γµ
µν . La primera es igual

a ∂iAi, la cual se anulará en la norma transversal bajo consideración. El cálculo de Γµ
µν es algo

más tedioso (ver el Apéndice 14B), pero da un resultado sorprendentemente simple:

Γ µ
µ ν = (−1, 0, 0, 0). (14.244)

Debido a esta simplicidad, es fácil hallar la expresión de la acción transformada. La cual se puede
separar en dos partes,

Aǫ
tot = Aǫ

ξβ + Aǫ
ϕγ , (14.245)

una contiene solamente las coordenadas ξ y β,

Aǫ
ξβ =

M

2ǫs
[(∆ξ)2n cosh2 βn + (∆βn)2] +

ih̄

2
∆ξn (14.246)

− ǫs

[

− e2eξn

cosh2 βn

+
h̄2(l2extra + 1/4)

2M cosh2 βn

− Ee2ξn

cosh2 βn

]

,

y la otra contiene las variables ϕ y γ,

Aǫ
ϕγ =

M cosh2 βn

2ǫs
[(∆ϕn)2 + (∆γn)2 − 2∆γn∆ϕn tanhβn]

+ h̄q tanhβn∆ϕn − ǫs
h̄2q2

2M cosh2 βn

. (14.247)
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Por lo que la amplitud de enerǵıa fija será

(xb|xa)E ≈
∫ ∞

0

dS

∫ 4π

0

dγa
1

2πih̄ǫsr2a/M coshβa

N
∏

n=1

[∫

drndβn

2πih̄ǫs/M cosh2 βn+1

]

× exp

(

i

h̄

N+1
∑

n=1

Aǫ
ξβ

)

(ϕb γb S|ϕa γa 0)[β]. (14.248)

El último factor es una amplitud de evolución pseudo-temporal para los ángulos ϕ, γ, la cual es
aún una funcional de β(t), como se indica por el sub́ındice [β],

(ϕb γb S|ϕa γa 0)[β] ≈
∑

ϕN+1=ϕb+2πlϕ
b

∑

γN+1=γb+4πlγ
b

(14.249)

× 1

2πih̄ǫs/M coshβb

N
∏

n=1

[∫

dϕndγn
2πih̄ǫs/M coshβn

]

exp

(

i

h̄

N+1
∑

n=1

Aǫ
ϕγ

)

.

Para la coordenada fija xb, las sumas sobre lϕb , l
γ
b tienen en cuenta las propiedades ćıclicas de los

ángulos ϕ y γ, cuyo periódo es 2π y 4π, respectivamente, (tal como se vio en los ejemplos de la
Sección 6.1).

Ahora, introduzcamos las variables auxiliares del momentum angular pϕn, p
γ
n y veamos la forma

canónica de la amplitud (14.249):

(ϕbγb S|ϕaγa 0)[β] ≈
N
∏

n=1

[∫

dϕn

]N+1
∏

n=1

[∫

dpϕn
2πh̄

] N
∏

n=1

[∫

dγn

]N+1
∏

n=1

[∫

dpγn
2πh̄

]

× exp

[

i

h̄

N+1
∑

n=1

(

pϕn∆ϕn + pγn∆γn (14.250)

− ǫs
2M

[(pϕn)2 + (pγn + h̄q)2 + 2pϕn(pγn + h̄q) tanhβn] + ǫs
pγnh̄q

M cosh2 βn

)]

.

Los momenta pγn son variables mudas de integración y se pueden reemplazar por pγn − h̄q. Las
integrales sobre dϕn, dγn se hallan en el esquema de zona extendida ϕn, γn∈ (−∞,∞) y forzan a
la igualdad de todos los pγn. Al final, sólo quedan las integrales sobre un solo momentum común
pϕ, pγ y obtenemos

(ϕbγb S|ϕaγa 0)[β] (14.251)

≈ e−iq(γb−γa)
∞
∑

lϕ
b
=−∞

∞
∑

lγ
b
=−∞

∫

dpϕ
2πh̄

∫

dpγ
2πh̄

eipϕ(ϕb+2πlϕ
b
−ϕa)/h̄eipγ(γb+4πlγ

b
−γa)/h̄

× exp

{

− i

h̄

N+1
∑

n=1

[

1

2Mǫs
(p2ϕ + p2γ + 2pϕpγ tanhβn) − ǫs

(pγ − h̄q)h̄q

M cosh2 βn

]

}

.

Ahora, mediante la fórmula de Poisson, podemos hallar las sumas sobre lϕb , l
γ
b las cuales forzan a

los momenta pϕ a aceptar sólo valores enteros, mientras que pγ sólo aceptará valores semi-enteros,
de tal forma que

(ϕbγb S|ϕaγa 0)[β] = e−iq(γb−γa)
∑

m1,m2

1

2π
eim1(ϕb−ϕa)

1

4π
eim2(γb−γa) (14.252)

× exp

{

− i

h̄

N+1
∑

n=1

[

h̄2

2Mǫs
(m2

1 + m2
2 + 2m1m2 tanhβn) − ǫsh̄

2(m2 − q)q

M cosh2 βn

]

}

.
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Con este resultado la expresión para la amplitud de enerǵıa fija (14.248) del átomo de dionio tendrá
la carga magnética sólo en tres lugares: en la barrera centŕıfuga extra del término Aǫ

ξβ , en el factor
de fase remanente de la integral sobre γa y en el último término en la Ec. (14.252). Sin embargo,
este último término se puede omitir, ya que la integral sobre γa forza a los números semi-enteros
a ser iguales a h̄q. La integral sobre γb, en la funcional restante de β(t), será

∫ 4π

0

dγa(ϕbγb S|ϕaγa 0)[β] =
∑

m1

1

2π
eim1(ϕb−ϕa)

× exp

{

− i

h̄

N+1
∑

n=1

[

h̄2

2Mǫs
[m2

1 + q2 + 2m1q tanhβn

]

}

. (14.253)

La expresión de la partición temporal tiene el parámetro q precisamente en los mismos lugares
donde los tiene la expresión formal previa. Esto prueba que la fórmula (14.220), junto con la
Ec. (14.221), queda inalterada por las correcciones de la partición temporal. Con lo cual terminanos
el tratamiento de la integral de trayectoria del átomo de dionio.

Nótese que después de sustituir la Ec. (14.253), la partición temporal de la integral de trayec-
toria (14.248) es una combinación de un sistema general de Rosen-Morse, para la variable β, y un
sistema de Morse, para la variable ξ.

Terminemos esta discusión notando que, como en el sistema de Coulomb, el átomo de dionio
se puede estudiar utilizando sólo la teoŕıa de grupos, para lo cual necesitamos únicamente las
operaciones del grupo dinámico O(4,2). Esto último se explica en el Apéndice 14C.

14.7 Transformación de Duru-Kleinert Dependiente del
Tiempo

Generalizando la transformación anterior a funciones reguladoras dependientes del
tiempo podemos deducir otras relaciones entre las amplitudes de diferentes sis-
temas f́ısicos. En la transformación de la trayectoria dependiente del tiempo
dt = ds fl(x)fr(x), que regulariza las integrales de trayectoria, podemos permitir
que las funciones fl(p,x, t) y fr(p,x, t) dependan de la posición, los momenta y el
tiempo. Tales funciones complican la subsecuente transformación hacia las nuevas
coordenadas q, para las cuales, con respecto al pseudo-tiempo s, el término cinético
de la amplitud (12.47) tiene la forma estándar (M/2)q′2(s). En particular, si fl y
fr dependen del momentum, obtendremos fórmulas complicadas. Esa es la razón de
porque este caso no ha sido investigado a fondo (igual que el caso aún más general,
donde el lado derecho de la transformación dt = ds f contiene términos propor-
cionales a dx). Si restringimos la transformación sólo a una dependencia temporal,
y usamos el caso especial donde las funciones reguladoras son fl = f y fr = 1, o
fl = 1 y fr = f , en una dimensión espacial el resultado es relativamente simple.
Usando lo visto en la Sección 12.3, encontramos la siguiente relación [en lugar de la
Ec. (14.26)] entre la amplitud de evolución temporal del sistema inicial y la amplitud
de enerǵıa fija de los sistemas transformados, para E = 0:

(xbtb|xata) = g(qb, tb)g(qa, ta){qbtb|qata}E=0, (14.254)
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donde {qbtb|qata}E=0 denota la extensión espacio-temporal de la amplitud de pseudo-
enerǵıa fija. La cual se puede hallar de la partición temporal de la expresión hallada
en el lado derecho de la Ec. (12.55),

∫

∞

0
dS{xbtb|ÛE(S)|xata}, (14.255)

transformando las coordenadas x a q, y adapatando la normalización a la relación
de completes de los estados

∫

dx
∫

dt|q t}{q t| = 1. (14.256)

De esto obtenemos la siguiente representación de la integral de trayectoria

{qbtb|qata}E =
∫

∞

0
dS

∫

dEe−iE(tb−ta)/h̄
∫

Dq(s)eiADK
E,E

/h̄, (14.257)

donde la transformación DK de la acción es

ADK
E,E =

∫ S

0
ds
{M

2
q′2(s)− f(q(s), t(s))[V (q(s), t)−E] + E

−Veff(q(s), t(s))−∆Veff(q(s), t(s))
}

. (14.258)

Note que el potencial inicial puede depender expĺıcitamente del tiempo. La función
t(s) está dada por la ecuación diferencial dependiente del tiempo

dt

ds
= f(x, t). (14.259)

La transformación de coordenadas también depende del tiempo,

x = h(q, t), (14.260)

y cumple con la ecuación

h′2(q, t) = f(h(q, t), t), (14.261)

donde h′(q, t) ≡ ∂qh(q, t) [comparar con la Ec. (14.15)]. La función f(q(s), t(s))
usada en la Ec. (14.258) es una abreviación para la función f(h(q, t), t), la cual ha
de ser evaluada en el tiempo t = t(s).

Además del potencial efectivo Veff , determinado por la Ec. (14.18), ahora hay una
contribución potencial adicional que se debe a la dependencia temporal de h(q, t)
[17]:

∆Veff =Mh′2
∫

dq h′ḧ∓ ih̄ḣ′h′. (14.262)

El signo superior debe usarse si la relación entre t y s se calcula de la partición
temporal de la relación de recurrencia de postpunto

tn+1 − tn = ǫsf(qn+1, tn+1). (14.263)
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El signo inferior se cumple cuando se resuelve la relación de prepunto

tn+1 − tn = ǫsf(qn, tn). (14.264)

Note que el primer término de ∆Veff contribuye aún en el ĺımite clásico. Si se
encuentra una función h(q, t) que cumpla con la ecuación de movimiento de Newton

Mḧ = −∂V (h, t)

∂h
, (14.265)

donde V (h) ≡ V (x)|x=h, entonces el primer término elimina el potencial de la acción
(14.258), y el sistema transformado es clásicamente libre. Esto pasa si la nueva coor-
denada q(t) asociada con x, t se identifica con el valor inicial, para algún tiempo t0,
del recorrido de la órbita clásica a través de x, t. Estas coordenadas son claramente
independientes del tiempo y por lo tanto se comportan como las coordenadas de una
part́ıcula libre (ver el ejemplo siguiente).

El factor de normalización g(q, t) se determina de la ecuación diferencial

g′

g
=

1

2

h′′

h′
+ i

M

h̄
h′ḣ. (14.266)

Cuya solución es

g(q, t) = eiΛ(q,t)
√

h′(q, t), (14.267)

donde

Λ(q, t) = ±M
h̄

∫ q

dq h′ḣ. (14.268)

Aśı, adicionalmente al factor de normalización de la Ec. (14.26), la relación DK
dependiente del tiempo (14.254) también contiene un factor de fase.

Como un ejemplo [18], transformemos la amplitud del oscilador armónico a la am-
plitud de una part́ıcula libre. Las órbitas clásicas están dadas por x(t) = x0 cosωt,
por lo que la transformación x(t) = h(q, t) = q cosωt conduce a una coordenada
q(t) que se mueve sin aceleración. Por brevedad, escribimos cosωt como c(t). Ob-
viamente, f(q, t) = c2(t) es una función que depende únicamente del tiempo [19],
integrando la relación diferencial entre el tiempo t y el pseudotiempo s obtendremos

S =
1

ω

sinω(tb − ta)

c(tb)c(ta)
. (14.269)

Podemos resolver esta ecuación para ta(S) dejando tb fijo, o para tb(S) dejando ta fijo.
La solución ta(S) se obtiene de la partición temporal de la relación de recurrencia de
postpunto (14.263), mientras tb(S) surge de la relación de recurrencia de prepunto
(14.264). En los dos casos, la acción DK (14.258) se simplifica a la forma

ADK
E,E =

M

2

(qb − qa)
2

S
± ih̄ log

c(tb)

c(ta)
+ E

{

[tb − ta(S)]

[tb(S)− ta]

}

+ ES. (14.270)
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En el primer caso, la integración de la Ec. (14.257) con respecto a E será

{qbtb|qata}E =
∫ ∞

0
dS δ(tb − ta(S))

c(ta)

c(tb)

e(i/h̄)M(qb−qa)2/2S

√

2πh̄iS/M
, (14.271)

y usando −dta(S)/dS = c2(ta), la integración sobre S resulta ser

{qbtb|qata}E =
1

c(tb)c(ta)

e(i/h̄)M(qb−qa)2/2S

√

2πh̄iS/M
. (14.272)

La misma amplitud se obtiene para el signo inferior de la Ec. (14.270), donde
dtb(S)/dS = c2(tb). Luego de sustituir este resultado, junto con las Ecs. (18.671)
y (14.268), en la Ec. (14.254) [en ese caso la integración será Λ(q, t) =
(M/h̄)q2c(t)ċ(t)/2], obtenemos

(xbtb|xata) = e(i/h̄)M [q2
b
c(tb)ċ(tb)−q2ac(ta)ċ(ta)]/2

1
√

c(tb)c(ta)

e(i/h̄)M(qb−qa)2/2S

√

2πh̄iS/M
. (14.273)

Puesto que qb y qa son iguales a xb/c(tb) y xa/c(ta), respectivamente, y luego de usar
las identidades trigonométricas apropiadas obtenemos la expresión (2.175) para la
amplitud del oscilador armónico.

Es obvio que una combinación de esta transformación con una transformación
de Duru-Kleinert independiente del tiempo permite reducir también la integral de
trayectoria de un sistema de Coulomb al de una part́ıcula libre.

Por ende será interesante encontrar integrales de trayectoria no resueltas, que
se puedan integrar por medio de las transfomaciones generalizadas DK. Algunas
aplicaciones a problemas estad́ısticos pueden hallarse en la Ref. [21].

Apéndice 14A Notas Sobre la Transformación DK de la

Partición Temporal del Problema Radial

de Coulomb

Mostraremos aqúı que, en las integrales multiples de la partición temporal de la formulación,
para poder transformar la amplitud radial del problema de Coulomb al problema del oscilador
armónico, debido a lo catastrófico de la barrera cetŕıfuga, la relación DK tiene que utilizarse dos
veces. Para evitar las integrales divergentes necesitamos un potencial de Morse intermedio. El uso
de la trasformación DK con la función reguladora f(r) = r y un pseudotiempo s, el cual cumple
la relación dt = ds r(s) (mismos que han sido satisfactorios en dos y tres dimensiones), elimina la
singularidad de Coulomb, aunque no debilita lo suficiente la barrera centŕıfuga y tenemos aún la
singularidad catastrófica 1/r.

Veamos cual es el origen del error en la transformación directa. El punto de partida es la
partición pseudo-temporal de la amplitud (13.8),

〈xb|ÛE(s)|xa〉 ≈
rλb r

1−λ
a

√

2πǫsh̄r1−λrλ/M
DC/2

N
∏

n=1

[

∫

dDC∆xn
√

2πǫsh̄rn/M
DC

]

e−AN
E /h̄, (14A.1)
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donde la acción es

AN
E = −(N + 1)ǫse

2 +

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫs

(xn − xn−1)
2

r1−λ
n rλn−1

+ ǫsEr1−λ
n rλn−1

]

. (14A.2)

A diferencia de lo hecho en el Caṕıtulo 13, trabajaremos aqúı con un tiempo imaginario. Para
toda dimensión DC , la amplitud tiene la siguiente composición angular

〈xb|ÛE(s)|xa〉 =
1

(rbra)DC−1/2

∑

〈rb|ÛE(s)|ra〉lYlm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a). (14A.3)

En la amplitud radial, la acción se obtiene de la siguiente separación

AN
E =−(N + 1)ǫse

2+

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫsr
1−λ
n rλn−1

(r2n+r2n−1−2rnrn−1 cosϑn) + ǫsErn

]

, (14A.4)

donde ϑn es el ángulo entre xn y xn−1, también hemos utilizado el reemplazo de Er1−λ
n rλn−1 por

Ern ya que el orden de la diferencia es igual a ǫ2s y, por lo tanto, es despreciable.
Ahora, usaremos lo hallado en la Sección 8.5. Para un único segmento temporal, la contribución

ϑn a la exponencial tiene el siguiente desarrollo

exp

(

M

ǫs
r λ
n r 1−λ

n−1 cosϑn

)

= eh
∞
∑

lC=0

ãlC(h)
∑

m

YlC m(x̂b)Y
∗
lC m(x̂a), (14A.5)

donde

alC(h) =

(

2π

h

)(DC−1)/2

ĨDC/2−1+lC(h), h =
M

h̄ǫs
r λ
n r 1−λ

n−1 (14A.6)

[recordemos las Ecs. (8.130) y (8.101)]. Luego, la parte radial del propagador es

〈rb|ÛE(s)|ra〉lC ≈ r λ
b r 1−λ

a
√

2πh̄ǫsr
1−λ

b r λ
a /M

N+1
∏

n=2

[

∫

d∆rn r
−1/2

n−1
√

2πh̄ǫs/M

]

e−AN
E /h̄, (14A.7)

donde la acción radial es

AN
E =−(N+1)ǫse

2 +

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫs

(rn − rn−1)
2

r 1−λ
n r λ

n−1

− h̄ log ĨDC/2−1+lC

(

M

h̄ǫs
r λ
n r 1−λ

n−1

)

−ǫsErn

]

.

(14A.8)

Ahora, simplificamos el cálculo utilizando un parámetro simétrico de separación, λ = 1/2. Usando
la ráız cuadrada de las coordenadas

un =
√
rn, (14A.9)

hallamos

∆rn = (un + un−1)∆un,

= 2un(1 − ∆un/2un)∆un,

∂∆rn
∂∆un

= 2un(1 − ∆un/un),

r
−1/2

n−1 = u−1
n (1 − ∆un/un)−1, (14A.10)
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con lo cual, la norma de la integración se transforma en

√
ubua

√

2πh̄ǫs/M

N
∏

n=1

∫

d∆un
√

2πh̄ǫs/M
. (14A.11)

Nótese que no hay términos correctivos de orden superior en ∆un. La enerǵıa cinética es

4ū 2
n (∆un)2

2ǫsunun−1
=

4

2ǫs

[

(∆un)2 +
1

4

(∆un)4

u 2
n

+ . . .

]

. (14A.12)

El término (∆un)4 se puede reemplazar de inmediato por su valor esperado y dará lugar al potencial
efectivo

Veff(u 2
n ) = ǫsh̄

2 1

2 · 4M
3

4u 2
n

. (14A.13)

La amplitud radial será simplemente

〈rb|ÛE(s)|ra〉lC ≈
√
ubua

√

2πh̄ǫs/M

N+1
∏

n=2

[

∫ ∞

0

dun 2
√

2πh̄ǫs/M

]

e−AN
E /h̄, (14A.14)

donde

AN
E = −(N + 1)ǫs +

N+1
∑

n=1

[

4M

2

(∆un)2

2ǫs
+ Veff(u 2

n ) − h̄ log ĨDC/2−1+lC

(

M

h̄ǫs
unun−1

)]

.

(14A.15)

Debido a la singularidad 1/u 2
n en el potencial Veff(u 2

n ), no existe la partición temporal de la
integral de trayectoria. Como se discutió en la Sección 8.2, además del término ǫs/u

2
n , debeŕıa

de haber un número infinito de términos de orden creciente del tipo (ǫs/u
2
n )2 , . . . , cuya suma es

necesaria para obtener el umbral correcto de la amplitud para valores pequeños de un. Para hallar
el término cinético usual del oscilador armónico MO(∆un)2/2ǫs, debemos identificar el término
4M con la masa del oscilador MO [llamada µ en la Ec. (13.27); ver también la Ec. (14.99), donde
MC ≡ M ],

MO = 4M. (14A.16)

La barrera centŕıfuga de la Ec. (14A.15) se encuentra en

−h̄ log ĨDC/2−1+lC

(

MO/4

h̄ǫs
unun−1

)

+ ǫsh̄
2 3

8MOu2
n

+ . . . , (14A.17)

y está dada por

ǫs
h̄2

2MO

4

unun−1

[

(

DC

2
− 1 + lC

)2

− 1

4

]

+ ǫsh̄
2 3

8MOu2
n

+ . . . . (14A.18)

Esto se puede reescribir expĺıcitamente como

ǫs
h̄

2MO

1

unun−1

[

(DC − 2 + 2lC)
2 − 1

4

]

, (14A.19)

La expresión entre paréntesis puede identificarse con el parámetro µO del oscilador armónico, el
cual aparece en el sub́ındice de la función de Bessel de la Ec. (8.140). Esto implica que

µO = 2µC , (14A.20)
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en completo acuerdo con la relación (14.100). De hecho, en la partición temporal de la amplitud
radial del oscilador armónico, todos los términos de orden superior del desarrollo (14A.18) deben
contribuir a compactar la barrera centŕıfuga, regulada por las funciones de Bessel,

−h̄ log ĨDC−2+2lC

(

MO

h̄ǫs
unun−1

)

. (14A.21)

Aunque esto es lo que se espera, es muy dif́ıcil verificarlo término por término.
Estas dificultades se pueden evitar usando una función reguladora más estricta, f = r2. Aśı,

en lugar de la amplitud de evolución pseudotemporal (14A.1), tenemos

〈xE |Ûe(s)|xa〉 ≈
r 2
b r 2−2λ

a
√

2πǫsh̄r
2−2λ

b r 2λ
a /M

DC/2

N
∏

n=1

[

∫

dDC∆xn
√

2πǫsh̄r2n/M
DC

]

e−A
f N

E
/h̄, (14A.22)

donde la partición temporal de la acción transformada es

Af N
E = −(N + 1)ǫse

2 +

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫsr
2−2λ

n r 2λ
n−1

(r2n + r2n−1 − 2rnrn−1 cosϑn) − ǫsEr2n

]

.

(14A.23)

Para λ = 1/2, ahora el término cos∆ϑn no contiene las variables radiales rn, rn−1, rn, rn−1, y la
descomposición angular de la amplitud, como en las Ecs. (14A.3)–(14A.8), dará la amplitud radial,
donde la partición temporal de la acción es

AfN
E =−(N+1)ǫse

2 +

N+1
∑

n=1

[

M

2ǫs

(rn−rn−1)
2

rnrn−1
−h̄ log ĨDC/2−1+lC

(

M

h̄ǫs

)

−ǫsEr 2
n

]

. (14A.24)

Puesto que rn y rn−1 no aparecen en la función de Bessel, en las variables de integración rn el
ĺımite para ǫs pequeño es uniforme y el término logaŕıtmico de la enerǵıa se puede reemplazar por

ǫs
h̄

2MC

[

(DC/2 − 1 + lC)
2 − 1/4

]

, (14A.25)

donde, por claridad, hemos agregado los sub́ındices C. Para llevar cabo la integración sobre las
variables rn, usamos las nuevas coordenadas x, donde

r = h(x) = ex. (14A.26)

La norma de la integración es

√
rbra

√

2πh̄ǫs/M
N+1

N+1
∏

n=2

∫

d∆rn
rn−1

. (14A.27)

El desarrollo de 1/rn−1 alrededor del postpunto rn será

1

rn−1
=

1

rn

(

rn
rn−1

)

=
e∆xn

exn
. (14A.28)

Ahora, con ayuda de la relación

∆r = ex − ex−∆x = ex(1 − e−∆x), (14A.29)

(y eliminando los sub́ındices n), hallamos el Jacobiano

∂∆r

∂∆x
= exe−∆x. (14A.30)
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Para las coordenadas x, la norma será simplemente

e(xb+xa)/2

√

2πh̄ǫs/M
N+1

N+1
∏

n=2

∫

d∆xn. (14A.31)

El término cinético en la acción será

AN
E =

N+1
∑

n=1

M

ǫs
(1 − cos∆xn), (14A.32)

y tiene el desarrollo

AN
E =

N+1
∑

n=1

M

2ǫs

[

(∆x)2 − 1

12
(∆xn)4 + . . .

]

. (14A.33)

Los términos de orden superior contribuyen uniformemente a la variable x, con potencias de orden
superior en ǫs, estos términos se pueden tratar en la forma usual. Esta es la razón por la cual
usando la función reguladora f = r2, no tenemos problemas con la transformación de la trayectoria
dependiente del tiempo de la parte radial del sistema de Coulomb y en su relación con el caso del
oscilador radial.

Apéndice 14B Conección Af́ın del Átomo de Dionio

De las matrices de transformación (14.240) [usando qµ = (ξ, β, ϕ, γ), además de la abreviatura
f,ξ ≡ ∂ξf ], calculamos las derivadas

eiµ,ξ = eiµ, (14B.1)

eiµ,β =











−eξ sinh β
cosh2 β

cosφ −eξ 1−sinh2 β
cosh3 β

cosφ eξ sinhβ
cosh2 β

sinφ 0

−eξ sinh β
cosh2 β

sinφ −eξ 1−sinh2 β
cosh3 β

sinφ −eξ sinhβ
cosh2 β

cosφ 0

−eξ cosh−2 β 2eξ sinh β
cosh3 β

0 0

0 0 −eξ cosh−2 β 0











, (14B.2)

eiµ,φ =









−eξ cosh−1 β sinφ eξ sinh β
cosh2 β

sinφ −eξ cosh−1 β cosφ 0

eξ cosh−1 β cosφ −eξ sinh β
cosh2 β

cosφ −eξ cosh−1 β sinφ 0

0 0 0 0
0 0 0 0









, (14B.3)

eiµ,α = 0. (14B.4)

De estas derivadas encontramos que Γµνλ = eiλe
i
ν,µ, por contracción con eiλ:

Γξµν = gµν , (14B.5)

Γβµν =









0 e2ξ cosh−2 β 0 0

−e2ξ cosh−2 −e2ξ sinh β
cosh3 β

0 0

0 0 0 −e2ξ cosh−2 β
0 0 0 0









, (14B.6)

Γφµν =











0 0 e2ξ cosh−2 β 0

0 0 −e2ξ sinh β
cosh3 β

0

−e2ξ cosh−2 e2ξ sinhβ
cosh3 β

0 0

0 0 0 0











, (14B.7)
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Γαµν = 0. (14B.8)

Una contracción con la métrica inversa gµν , dará Γµ
µ
ν = (−1, 0, 0, 0), como se ha dicho en la

Ec. (14.244).

Apéndice 14C Aspectos Algebraicos de los Estados
del Dionio

En el Apéndice 13A hemos mostrado que ciertas combinaciones de los operadores xµ y ∂µ satisfacen
las reglas de conmutación del álgebra de Lie del grupo O(4,2) [ver las Ecs. (13A.11)]. Esto nos
permite resolver todos los problemas dinámicos mediante las operaciones del grupo. En el caso
l0 = q (i.e., lextra = 0), la aproximación teórica del grupo se puede extender para incluir el átomo
de dionio. De hecho, es fácil ver [20] que el álgebra de Lie de O(4,2) queda intacta si los generadores
LAB (A,B = 1, . . . , 6) de la Ec. (13A.11) se extienden a (xi ≡ xi)

L̂ij = − i

2
(xi∂xj − xj∂xi) + q

r

x2
⊥

xk
⊥,

L̂i4 =
1

2

[

−xi∂2
x − xi + 2∂xix∂x + 2iq

r

x2
⊥

(x⊥ ×∇)i − (−)δi3q2
xi

x2
⊥

]

,

L̂i5 =
1

2

[

−xi∂2
x + xi + 2∂xix∂x + 2iq

r

x2
⊥

(x⊥ ×∇)i − (−)δi3q2
xi

x2
⊥

]

,

L̂i6 = −ir∂xi − q

x2
⊥

(x× x⊥)i,

L̂45 = −i(x∂x + 1),

L̂46 =
1

2

[

−r∂2
x − r + 2iq

z

x2
⊥

(x×∇)3 + q2
r

x2
⊥

]

,

L̂56 =
1

2

[

−r∂2
x + r + 2iq

z

x2
⊥

(x×∇)3 + q2
r

x2
⊥

]

. (14C.1)

La representación espacial está ahora caracterizada por los valores propios del operador L̂05 =
−ir∂x4 = −i∂γ = − 1

2 (â†â − b̂†b̂), el cual es igual a q. Para q = 0, las funciones de onda son
generalizaciones de las funciones de onda del sistema de Coulomb.
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dada en
H. Kleinert, Phys. Lett. B 94, 373 (1980) (http://www.physik.fu-berlin.de/~klei-
nert/71).

[20] A.O. Barut, C.K.E. Schneider, y R. Wilson, J. Math. Phys. 20, 2244 (1979).

[21] A. Young and C. DeWitt-Morette, Ann. Phys. (N.Y.) 169, 140 (1984);
H. Kleinert and A. Pelster, Phs. Rev. Lett. 78, 565 (1997);
L.Z.J. Liang, D. Lemmens, J. Tempere, (arxiv:1101.3713);
M. Decamps and A. De Schepper, (2008) (http://ssrn.com/paper=1279363);
M. Decamps and A. De Schepper, Physica A 389, 3179 (2010)
(http://ssrn.com/abstract=1503698).



Thou com’st in such a questionable shape,

That I will speak to thee.

William Shakespeare (1564–1616), Hamlet

15

Integrales de Trayectoria en F́ısica de Poĺımeros

El uso de las integrales de trayectoria no está limitado a la descripción mecánico-
cuántica de part́ıculas puntuales en el espacio-tiempo. Un campo importante de
aplicación está en la f́ısica de poĺımeros, donde las integrales de trayectoria son la
herramienta ideal para el estudio de las fluctuaciones estad́ısticas de objetos f́ısicos
filamentales.

15.1 Poĺımeros y Cadenas Aleatorias Ideales

Un poĺımero es una larga cadena de muchas moléculas idénticas conectadas entre
śı en enlaces que permiten la rotación espacial. Una gran cantidad de poĺımeros
se comportan como una cadena aleatoria idealizada, esto en forma aproximada. La
cadena idealizada se define como una cadena de N eslabones de logitud fija a, donde
todos los ángulos de rotación tienen la misma probabilidad de ser observados (ver
Fig. 15.1). La distribución de probabilidad de la distancia vectorial xb − xa, entre
los eslabones, está dada por

PN (xb − xa) =
N
∏

n=1

[∫

d3∆xn
1

4πa2
δ(|∆xn| − a)

]

δ(3)(xb − xa −
N
∑

n=1

∆xn). (15.1)

La última de las funciones δ asegura que los vectores ∆xn, los elementos de la
cadena, se suman correctamente al vector distancia xb − xa. Las funciones δ en el
producto forzan a que la longitud de los elementos de la cadena permanezcan fijos.
La longitud a es la llamanda longitud de enlace de la cadena aleatoria.

La probabilidad angular de los eslabones es esféricamente simétrica. El factor
1/4πa2 asegura la normalización apropiada de la probabilidad individual de un sólo
eslabón

P1(∆x) =
1

4πa2
δ(|∆x| − a), (15.2)

en la integral
∫

d3xb P1(xb − xa) = 1. (15.3)
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Figure 15.1 Cadena Aleatoria consistente de N eslabones ∆xn, de longitud a,

conectando los puntos extremos xa = x0 y xb = xN .

La misma normalización se cumple para cada N :

∫

d3xb PN(xb − xa) = 1. (15.4)

Si usamos el desarrollo de Fourier de la segunda función δ en la Ec. (15.1)

δ(3)
(

xb − xa −
N
∑

n=1

∆xn

)

=
∫

d3k

(2π)3
eik(xb−xa)−ik

∑N

n=1
∆xn , (15.5)

tendremos que PN(xb − xa) tiene la siguiente representación de Fourier

PN(xb − xa) =
∫ d3k

(2π)3
eik(xb−xa)P̃N(k), (15.6)

donde

P̃N(k) =
N
∏

n=1

[∫

d3∆xn
1

4πa2
δ(|∆xn| − a)e−ik∆xn

]

. (15.7)

Aśı, la transformada de Fourier P̃N (k) se factoriza como un producto de N trans-
formadas de Fourier de la probabilidad de un eslabón:

P̃N(k) =
[

P̃1(k)
]N
. (15.8)

Estas transformadas individuales se calculan fácilmente:

P̃1(k) =
∫

d3∆x
1

4πa2
δ(|∆x| − a)e−ik∆x =

sin ka

ka
. (15.9)
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Entonces, la distribución de probabilidad extremo a extremo está dada por la integral

PN(R) =
∫

d3k

(2π)3
[P̃1(k)]

NeikR

=
1

2π2R

∫ ∞

0
dkk sin kR

[

sin ka

ka

]N

, (15.10)

donde hemos introducido el vector distancia

R ≡ xb − xa. (15.11)

La generalización, de la distribución de probabilidad, de un eslabón a D dimensiones
es

P1(∆x) =
1

SDaD−1
δ(|∆x| − a), (15.12)

donde SD es la superficie de una esfera unitaria enD dimensiones [ver la Eq. (1.558)].
Para calcular la probabilidad

P̃1(k) =
∫

dD∆x
1

SDaD−1
δ(|∆x| − a)e−ik∆x, (15.13)

en lugar de la expresión e−ik∆x = e−ik|∆x| cos∆ϑ usamos el desarrollo dado en la
Ec. (8.130), donde para calcular la integral hemos usado la Ec. (8.101) y Y0,0(x̂) =
1/
√
SD, como se hizo en la Ec. (8.250). Usando la relación entre las funciones

ordinarias de Bessel Jν(z)y las funciones modificadas 1

Iν(e
−iπ/2z) = e−iπ/2Jν(z), (15.14)

obtenemos

P̃1(k) =
Γ(D/2)

(ka/2)D/2−1
JD/2−1(ka). (15.15)

15.2 Momentos de la Distribución de los Extremos

La distribución extremo a extremo de una cadena aleatoria es, por supuesto, inva-
riante bajo rotaciones, de tal manera que la transformada de Fourier de la proba-
bilidad sólo puede tener coeficientes pares en un desarrollo de Taylor:

P̃N(k) = [P̃1(k)]
N =

∞
∑

l=0

PN,2l
(ka)2l

(2l)!
. (15.16)

1I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.406.1.
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Los coeficientes del desarrollo nos dan una medida directa de los momentos pares
de la distribución extremo a extremo. Los cuales están definidos por la relación

〈R2l〉 ≡
∫

dDRR2lPN(R). (15.17)

La relación entre 〈R2l〉 y PN,2l se encuentra del desarrollo de la exponencial en la
transformada inversa de Fourier (15.6):

P̃N(k) =
∫

dDRe−ikRPN(R) =
∞
∑

n=0

∫

dDR
(−ikR)n

n!
PN(R), (15.18)

y observando que en D dimensiones el promedio angular de (kR)n está relacionado
con el promedio de Rn por medio de

〈(kR)n〉 = kn〈Rn〉











0 , n = impar,
(n− 1)!!(D − 2)!!

(D + n− 2)!!
, n = par.

(15.19)

El resultado tri-dimensional 1/(n+1) se sigue inmediatamente del promedio angular
(1/2)

∫ 1
−1 d cos θ cosn θ, siendo igual a 1/(n + 1) para n par. En D dimensiones, el

resultado se deduce más fácilmente suponiendo, por el momento, que los vectores R
tienen una distribución Gaussiana P

(0)
N (R) = (D/2πNa2)3/2e−R2D/2Na2 . Entonces,

los valores esperados de todos los productos de Ri se pueden expresar en términos
del valor esperado del par

〈RiRj〉(0) =
1

D
δij a

2N (15.20)

via la regla de Wick (3.305). El resultado es

〈Ri1Ri2 · · ·Rin〉(0) =
1

Dn/2
δi1i2i3...in a

nNn/2, (15.21)

donde el vector de contracción δi1i2i3...in se obtiene de las Ecs. (8.64) y (13.89), el
cual tiene la definición recursiva

δi1i2i3...in = δi1i2δi3i4...in + δi1i3δi2i4...in + . . . δi1inδi2i3...in−1 . (15.22)

Una contracción completa de ı́ndices dará, para n par, el valor esperado Gaussiano:

〈Rn〉(0) = (D + n− 2)!!

(D − 2)!!Dn/2
anNn/2 =

Γ(D/2 + n/2)

Γ(D/2)

2n/2

Dn/2
anNn/2, (15.23)

por ejemplo

〈

R4
〉(0)

=
(D + 2)

D
a4N2,

〈

R6
〉(0)

=
(D + 2) (D + 4)

D2
a6N3. (15.24)
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Contrayendo la expresión (15.21) con ki1ki2 · · · kin , encontramos

〈(kR)n〉(0) = (n− 1)!!
1

Dn/2
(ka)nNn/2 = kn 〈(R)n〉(0) dn, (15.25)

donde

dn =
(n− 1)!!(D − 2)!!

(D + n− 2)!!
. (15.26)

La relación (15.25) se cumple para cualquier distribución invariante ante rotaciones
de R, en particular para PN (R), con lo cual queda demostrada la Ec. (15.17) para
cadenas aleatorias. Por tanto los coeficientes del desarrollo PN,2l están relacionados
con los momentos 〈R2l〉N por

PN,2l = (−1)ld2l〈R2l〉, (15.27)

y en términos de los momentos el desarrollo (15.16) se convierte en

P̃N(k) =
∞
∑

l=0

(−1)l(k)2l

(2l)!
d2l 〈R2l〉. (15.28)

Calculemos los momentos pares 〈R2l〉 de la distribución del poĺımero PN(R),
expĺıcitamente para D = 3. Desarrollamos el logaritmo de la transformada de
Fourier de P̃N (k) como sigue:

log P̃N(k) = N log P̃1(k) = N log

(

sin ka

ka

)

= N
∞
∑

l=1

22l(−1)lB2l

(2l)!2l
(ka)2l, (15.29)

donde Bl son los números de Bernoulli, B2 = 1/6, B4 = −1/30, . . .. Ahora, notemos
que en la serie de Taylor de una función arbitraria y(x)

y(x) =
∞
∑

n=1

an
n!
xn, (15.30)

y el desarrollo de la función exponencial ey(x)

ey(x) =
∞
∑

n=1

bn
n!
xn, (15.31)

los coeficientes están relacionados por la expresión

bn
n!

=
∑

{mi}

n
∏

i=0

1

mi!

(

ai
i!

)mi

. (15.32)

La suma para las potencias mi = 0, 1, 2, . . . obedece la contracción

n =
n
∑

i=1

i ·mi. (15.33)
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Note que los coeficientes an del desarrollo de y(x) son los cumulantes de los coefi-
cientes bn del desarrollo de ey(x), tal como están definidos en la Sección 3.17. Para
los coeficientes an de la serie (15.29),

an =

{

−N22l(−1)lB2l/2l for n = 2l,
0 for n = 2l + 1,

(15.34)

mediante la relación (15.27), encontramos los momentos

〈R2l〉 = a2l(−1)l(2l + 1)!
∑

{mi}

l
∏

i=1

1

mi!

[

N22i(−1)iB2i

(2i)!2i

]mi

, (15.35)

donde la suma sobre mi = 0, 1, 2, . . . está restriginda por

l =
l
∑

i=1

i ·mi. (15.36)

Para l = 1 y 2 obtenemos los momentos

〈R2〉 = a2N, 〈R4〉 = 5

3
a4N2

(

1− 2

5N

)

. (15.37)

En el ĺımite de N grande, el comportamiento dominante de los momentos es el
mismo que en las Ecs. (15.20) y (15.24). El comportamiento creciente lineal de
〈R2〉 con respecto al número de eslabones N , es caracteŕısco de la cadena aleatoria.
En presencia de interacciones, habrá un comportamiento de potencias diferente,
expresado por la llamada ley de escalamiento

〈R2〉 ∝ a2N2ν . (15.38)

El número ν es llamado el exponente cŕıtico de esta ley de escalamiento. Es intuiti-
vamente obvio que ν debe de ser un número entre ν = 1/2 para un cadena aleatoria
como la de la Ec. (15.37), y ν = 1 para una cadena completamente ŕıgida.

Nótese que el conocer todos los momentos de la distribución extremo a extremo
determina completamente la forma de la distribución por medio del desarrollo

PL(R) =
1

SDRD−1

∞
∑

n=0

〈Rn〉 (−1)n

n!
∂nRδ(R). (15.39)

Esto se puede verificar fácilmente calculando las integrales (15.17), usando la fórmula
integral

∫

dz zn∂nz δ(z) = (−1)nn! . (15.40)
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15.3 Distribución Extremo a Extremo Exacta en Tres
Dimensiones

Consideremos la representación de Fourier (15.10), reescrita como

PN(R) =
i

4π2a2R

∫ ∞

−∞
dη η e−iηR/a

(

sin η

η

)N

, (15.41)

donde usamos las variables de integración adimensionales, η ≡ ka. Desarrollando

sinN η =
1

(2i)N

N
∑

n=0

(−1)n
(

N

n

)

exp [i(N − 2n)η] , (15.42)

encontramos la serie

PN(R) =
1

2N+2iN−1π2a2R

N
∑

n=0

(−1)n
(

N

n

)

IN(N − 2n−R/a), (15.43)

donde IN (x) son las integrales

IN(x) ≡
∫ ∞

−∞
dη

eiηx

ηN−1
. (15.44)

Para N ≥ 2, todas las integrales son singulares. La singularidad se puede evitar
notando que la integral inicial (15.41) es regular en η = 0. Por lo tanto, en el
integrando reemplazamos la expresión (sin η/η)N por [sin(η − iǫ)/(η − iǫ)]N . Esto
regulariza cada término en el desarrollo (15.43) y conduce a integrales bien definidas:

IN(x) =
∫ ∞

−∞
dη

eix(η−iǫ)

(η − iǫ)N−1
. (15.45)

Para x < 0, el contorno de integración se puede cerrar por medio de gran semićırculo
en el semi-plano inferior. Puesto que el semi-plano inferior no contiene singulari-
dades, del teorema del residuo obtenemos que

IN(x) = 0, x < 0. (15.46)

Por otra parte, para x > 0 el desarrollo de la función exponencial en una serie de
potencias de η−iǫ da origen a un polo, y del teorema del residuo tenemos

IN(x) =
2πiN−1

(N − 2)!
xN−2, x > 0. (15.47)

Con lo cual obtenemos la serie finita

PN(R) =
1

2N+1(N − 2)!πa2R

∑

0≤n≤(N−R/a)/2

(−1)n
(

N

n

)

(N − 2n− R/a)N−2. (15.48)
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Figure 15.2 Distribución extremo a extremo PN (R) de la cadena aleatoria con N

eslabones. Las funciones 2πR2
√
NPN (R) se representan en función de R/

√
N a, lo cual

permite que todas las curvas tengan la misma área unitaria. Note que la convergencia

rápida conforme crecen los valores de N . La ĺınea a trazos es la distribución continua

P
(0)
L (R) dada por la Ec. (15.49). Los puntos sobre la abscisa marcan la distancia máxima.

Para varios valores de N , la distribución se muestra en la Fig. 15.2, donde presen-
tamos 2πR2

√
NPN(R) en función de la variable distancia rescalada ρ = R/

√
Na.

Con este reescalamiento dependiente de N , todas las curvas tienen la misma área
unitaria. Nótese que las distribuciones covergen rápidamente hacia la distribución
universal de orden cero

P
(0)
N (R) =

√

3

2πNa2

3

exp

{

− 3R2

2Na2

}

→ P
(0)
L (R) =

√

D

2πaL

D

e−DR
2/2aL. (15.49)

En el ĺımite de valores grandes de N , la longitud L será usada como sub́ındice en
lugar del ı́ndice divergente N . La prueba del ĺımite se obtiene más fácilmente en
el espacio de Fourier. Para N grande con k2a2N finito, la N -ésima potencia de la
cantidad P̃1(k) de la Ec. (15.15) se puede aproximar por la expresión

[P̃1(k)]
N ∼ e−Nk

2a2/2D. (15.50)

Luego, de la transformada de Fourier (15.10) obtenemos el resultado de orden cero
(15.49). En la Fig. 15.2 vemos que este ĺımite para valores grandes de N es uniforme
para ρ = R/

√
Na. La aproximación a este ĺımite se estudia anaĺıticamente en las

siguientes dos secciones.
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15.4 Desarrollo para Distancias-Cortas de un Poĺımero
Largo

Para N finito, las correcciones esperadas se pueden representar en la forma

PN(R) = P
(0)
N (k)

[

1 +
∞
∑

n=1

1

Nn
Cn(R

2/Na2)

]

, (15.51)

donde las funciones Cn(x) son series de potencias de x, e inician en x0.
A continuación derivamos este desarrollo. En tres dimensiones, partimos de la

Ec. (15.29) y separamos el lado derecho en función del término principal k2 y un
residuo

C̃(k) ≡ exp

[

N
∞
∑

l=2

22l(−1)lB2l

(2l)!2l
(k2a2)l

]

. (15.52)

Hallando la exponencial de ambos lados de la Ec. (15.29), la probabilidad se factoriza
como

P̃N (k) = e−Na
2k2/6C̃(k). (15.53)

Ahora, el desarrollo en potencias de a2k2 de la función C̃(k) será

C̃(k) = 1 +
∑

n=1,2,...
l=2n,2n+1,...

C̃n,lN
n(a2k2)l, (15.54)

donde los coeficientes de menor orden son

C̃1,2 = − 1

180
, C̃1,3 = − 1

2835
,

C̃1,4 = − 1

37800
, C̃2,4 =

1

64800
, . . . . (15.55)

Para una dimensión arbitraria D, factorizamos

P̃N(k) = e−Na
2k2/2DC̃(k) (15.56)

y encontramos C̃(k) del desarrollo en potencias de k de la Ec. (15.15). De esto
obtenemos los coeficientes

C̃1,2 = −1/4D2(D + 2),

C̃1,3 = −1/3D3(D + 2)(D + 4),

C̃1,4 = −(5D + 12)/8D4(D + 2)2(D + 4)(D + 6),

C̃2,4 = 1/32D4(D + 2)2. (15.57)

Ahora hallamos la transformada de Fourier de la Ec. (15.56). El término principal
de C̃(k) da la distribución (15.49) de orden cero en D dimensiones,

P
(0)
N (R) =

√

D

2πNa2

D

e−DR
2/2Na2 , (15.58)
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escrita en términos de la variable de distancia reducida ρ = R/Na tendremos,

P
(0)
N (R) =

√

D

2πNa2

D

e−DNρ
2/2. (15.59)

Para incluir las correcciones en C̃(k) usamos el desarrollo (15.54), y enfatizamos la
dependencia en k2a2 escribiendo

C̃(k) = C̄(k2a2),

observemos que en la transformada de Fourier

PN(R) =
∫

d3k

(2π)3
eikRPN(k) =

∫

d3k

(2π)3
eikRe−Nk

2a2/2DC̄(k2a2), (15.60)

la serie se extrae de la integral reemplazando cada potencia (k2a2)p por (−2D∂N)
p.

El resultado tiene la forma

PN(R) = C̄(−2D∂N)
∫ d3k

(2π)3
eikRe−Nk

2a2/2D = C̄(−2D∂N)P
(0)
N (R). (15.61)

Regresando a las coordenadas espaciales, obtenemos el desarrollo

PN(R) =
(

D

2πNa2

)D/2

e−DNρ
2/2C(R). (15.62)

Para D = 3, la función C(R) tiene la representación en serie

C(R) = 1 +
∞
∑

n=1
l=0,...,2n

Cn,lN
−n(Nρ2)l, (15.63)

donde los coeficientes son

C1,l =
(

−3

4
,
3

2
,− 9

20

)

, C2,l =
(

29

160
,−69

40
,
981

400
,−1341

1400
,
81

800

)

. (15.64)

Para todo D, encontramos que los coeficientes serán

C1,l =

(

−D
4
,
D

2
,− D2

4(D + 2)

)

,

C2,l =

(

(3D2 − 2D + 8)D

96(D + 2)
,−(D2 + 2D + 8)D

8(D + 2)
,
(3D2 + 14D + 40)D2

16(D + 2)2
,

− (3D2 + 22D + 56)D3

24(D + 2)2(D + 4)
,

D4

32(D + 2)2

)

. (15.65)
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15.5 Aproximación del Punto de Inflexión a la Distribución

Extremo a Extremo en Tres-Dimensiones

Otra descripción de la distribución ĺımite (15.49) se obtiene mediante la aproxi-
mación del punto de inflexión. Para esto, reescribimos la integral (15.41) en la
forma

∫ ∞

−∞
dη η e−Nf(η), (15.66)

donde

f(η) = i
R

Na
η − log

(

sin η

η

)

. (15.67)

El extremum de f se encuentra en η = η̄, donde η̄ es solución de la ecuación

coth(iη̄)− 1

iη̄
=

R

Na
. (15.68)

La función en el lado izquierdo es conocida como la función de Langevin:

L(x) ≡ coth x− 1

x
. (15.69)

El extremum es puramente imaginario η̄ ≡ −ix̄, donde x̄ estará determinado por la
ecuación

L(x̄) =
R

Na
. (15.70)

El extremum es un mı́mino de f(η) ya que

f ′′(η̄) = L′(x̄) = − 1

sinh2 x̄
+

1

x̄2
> 0. (15.71)

Si en el plano complejo η, cambiamos el contorno de integración en forma vertical
de tal manera que se incluya el punto mı́nimo −ix̄, obtenemos

PN(R) ≈ − 1

4iπ2a2R
e−Nf(η̄)

∫ ∞

−∞
dη (−ix̄+ η) exp

{

−N
2
f ′′(η̄)η2

}

=
η̄

4π2a2R

√

2π

Nf ′′(x̄)
e−Nf(η̄). (15.72)

Expresando este resultado en términos de la distancia reducida ρ ≡ R/Na ∈ [0, 1],
tendremos

PN(R) ≈ 1

(2πNa2)3/2
Li(ρ)2

ρ {1− [Li(ρ)/ sinhLi(ρ)]2}1/2
{

sinhLi(ρ)

Li(ρ) exp[ρLi(ρ)]

}N

. (15.73)
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Aqúı hemos introducido la función inversa de Langevin Li(ρ), ya que esta función
nos permite expresar x̄ en la forma

x̄ = Li(ρ) (15.74)

[invertiendo la Ec. (15.70)]. El resultado(15.73) es válido en todo el intervalo ρ ∈
[0, 1], el cual corresponde a R ∈ [0, Na]; esto ignora correcciones del orden 1/N .
La representación del lado derecho, en términos de una serie de potencias en ρ, nos
permite hallar

PN(R) = N
(

3

2πNa2

)3/2

exp

(

− 3R2

2Na2

)(

1 +
3R2

2N2a2
− 9R4

20N3a4
+ . . .

)

, (15.75)

donde N es una constante de normalización. Cuando truncamos la serie, N se
determina de la condición

∫

d3R PN(R)= 1. Como una prueba consideremos el
ĺımite ρ2 ≪ 1/N y hallemos potencias de ρ que concuerdan con las de la Ec. (15.62),
para D = 3, donde la serie (15.63) dará el factor de corrección.

15.6 Integral de Trayectoria de la Distribución Gaussiana
Continua

En unidades naturales, la distribución ĺımite (15.49) es igual a la amplitud de tiempo
imaginario de una part́ıcula libre:

(xbτb|xaτa) =
1

√

2π(τb − τa)/M
D exp

[

−M
2

(xb − xa)
2

τb − τa

]

. (15.76)

Únicamente tenemos que identificar

xb − xa ≡ R, (15.77)

y reemplazar

τb − τa → Na, (15.78)

M → D/a. (15.79)

Aśı, para R2 ≪ Na2, podemos describir un poĺımero por medio de la integral de
trayectoria

PL(R) =
∫

DDx exp

{

−D

2a

∫ L

0
ds [x′(s)]2

}

=

√

D

2πa
e−DR

2/2La. (15.80)

Aqúı, el número de segmentos temporales es N [contrario a lo hallado en la
Ec. (2.66), donde la partición fue (N + 1)], y la longitud total del poĺımero es
L = Na.
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Calculemos la transformada de Fourier de la distribución (15.80):

P̃L(q) =
∫

dDRe−iq·RPL(R). (15.81)

Después completar las cuadraturas, la integral será

P̃L(q) = e−Laq
2/2D, (15.82)

donde tenemos el desarrollo en serie de potencias

P̃L(q) =
∞
∑

l=0

(−1)l
q2l

l!

(

La

2D

)l

. (15.83)

La comparación con los momentos (15.23) muestra que podemos reescribir este re-
sultado como

P̃L(q) =
∞
∑

l=0

(−1)l
q2l

l!

Γ(D/2)

22lΓ(D/2 + l)

〈

R2l
〉

. (15.84)

Esta es una relación completamente general. Hasta factores númericos triviales,
dados por la Ec. (15.84), los coeficientes del desarrollo de la transformada de Fourier
dan directamente los momentos de una función.

La distribución extremo a extremo determina de manera bastante directa el
factor de estructura de una solución diluida de poĺımeros, la cuál puede observarse
en experimentos de dispersión de luz y de neutrones estáticos:

S(q)=
1

L2

∫ L

0
ds
∫ L

0
ds′

〈

eiq·[x(s)−x(s′)]
〉

. (15.85)

El promedio sobre todos los poĺımeros desde x(0) hasta x(L) se puede escribir
expĺıcitamente como

〈

eiq·[x(s)−x(s
′)]
〉

=
∫

dDx(L)
∫

dD(x(s′)−x(s))
∫

dDx(0) (15.86)

×PL−s′(x(L)−x(s′))e−iq·x(s
′)Ps′−s(x(s

′)−x(s))eiq·x(s)Ps−0(x(s)−x(0)).

Las integrales sobre las posiciones iniciales y finales son unitarias, debido a la
condición de normalización (15.4), de tal manera que nos quedamos con

〈

eiq·[x(s)−x(s
′)]
〉

=
∫

dDRe−iq·RPs′−s(R). (15.87)

Puesto que este resultado depende sólo de L′ ≡ |s′−s| y no de s+s′, en la Ec. (15.85)
descomponemos la integral doble sobre s y s′ como 2

∫ L
0 dL

′(L− L′), y obtenemos

S(q)=
2

L2

∫ L

0
dL′(L− L′)

∫

dDReiq·R(L′)PL′(R), (15.88)
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o, recordando la Ec (15.81),

S(q) =
2

L2

∫ L

0
dL′(L− L′)P̃L′(q). (15.89)

Sustituyendo la Ec. (15.82) obtenemos el factor de estructura de Debye para trayec-
torias aleatorias Gaussianas:

SGauss(q) =
2

x2

(

x− 1 + e−x
)

, x ≡ q2aL

2D
. (15.90)

Para valores pequeños de q, la función tiene la forma 1−x/3+x2/12+ . . ., y decrece
en la forma q−2 para q2 ≫ 2D/aL. Los coeficientes de Taylor están determinados
por los momentos de la distribución extremo a extremo. Sustituyendo la Ec. (15.84)
en la Ec. (15.89) obtenemos:

S(q) =
∞
∑

l=0

(−1)lq2l
Γ(D/2)

22ll!Γ(l +D/2)

2

L2

∫ L

0
dL′(L− L′)

〈

R2l
〉

. (15.91)

A pesar de que para R ≪
√
Na, la distribución (15.80) concuerda con la ver-

dadera distribución del poĺımero (15.1), es importande notar que la naturaleza de las
fluctuaciones en las dos expresiones es muy diferente. En la expresión del poĺımero,
la longitud de cada eslabón ∆xn es fija. Por otra parte, en la partición de la acción
de la integral de trayectoria Ec. (15.80),

AN = a
N
∑

n=1

M

2

(∆xn)
2

a2
, (15.92)

cada pequeña sección fluctua alrededor del cero con el valor promedio cuadrático

〈(∆xn)
2〉0 =

a

M
=
a2

D
. (15.93)

Incluso, si la distancia extremo a extremo del poĺımero es pequeña comparada con
la configuración completamente encogida, las distribuciones son prácticamente las
mismas. Existe una diferencia cualitativa sólo si el poĺımero está completamente
encogido. Mientras que la distribución del poĺımero se anula para R > Na, la
integral de trayectoria (15.80) da un valor no nulo para valores de R arbitrariamente
grandes. Sin embargo, cualitativamente la diferencia es insignificante ya que es
exponencialmente pequeña (ver la Fig. 15.2).

15.7 Poĺımeros Ŕıgidos

La distribución extremo a extremo de poĺımeros reales encontrados en la naturaleza
nunca es igual a la de las cadenas aleatorias. Usualmente, las uniones no permiten
una probabilidad igual para todos los ángulos esféricos. Los ángulos hacia adelante
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son normalmente preferidos y el poĺımero es ŕıgido en distancias cortas. Afortu-
nadamente, si promediamos sobre muchos eslabones, el efecto de la rigidez se vuelve
cada vez menos relevante. Para una cadena aleatoria muy larga con una rigidez
finita, se encuentra la misma dependencia lineal del cuadrado de la longitud de la
distancia entre los extremos L = Na que para cadenas aleatorias ideales, la cual de
acuerdo a la Ec. (15.23) tiene los valores esperados Gaussianos:

〈R2〉 = aL, 〈R2l〉 = (D + 2l − 2)!!

(D − 2)!!Dl
(aL)l. (15.94)

Para una cadena ŕıgida, el valor esperado 〈R2〉 cambiará de aL a aeffL, donde aeff es
la longitud efectiva de ligadura. En el ĺımite de rigidez muy grande, llamado ĺımite

de rodillo, la ley (15.94) se convierte en

〈R2〉 ≡ L2, 〈R2l〉 ≡ L2l, (15.95)

i.e., la longitud de ligadura efectiva aeff se incrementa hasta alcanzar el valor L.
Intuitivamente, esta proposición obvia se puede encontrar fácilmente de la normali-
zación de la distribución, la cual en el ĺımite rigido coincide con la expresión (15.12)
de un-eslabón:

P rod
L (R) =

1

SDRD−1
δ(R− L), (15.96)

de donde obtenemos [recordemos la Ec. (15.17)]

〈Rn〉 =
∫

dDRRnP rod
L (R) =

∫ ∞

0
dRRn δ(R− L) = Ln. (15.97)

Desarrollando P rod
L (R) en una serie de potencias de L, obtenemos

P rod
L (R) =

1

SDRD−1

∞
∑

n=0

Ln 〈Rn〉 (−1)n

n!
∂nRδ(R). (15.98)

Un desarrollo de esta forma se cumple para cualquier ŕıgidez: Los momentos de la
distribución son los coeficientes del desarrollo de Taylor de PL(R) en una serie de
derivadas de las funciones δ(R).

Calculemos también la transformada de Fourier (15.81) de esta distribución.
Recordando la Ec. (15.15), encontramos

P̃ rod
L (q) = P̃ rod(qL) ≡ Γ(D/2)

(qL/2)D/2−1
JD/2−1(qL). (15.99)

Para un PL(R) = PL(R) arbitrario y rotacionalmente simétrico simplemente tene-
mos que sobreponer estas distribuciones para todo R:

P̃L(q) = SD

∫ ∞

0
dRRD−1P̃ rod(qL)PL(R). (15.100)



15.7 Poĺımeros Rı́gidos 1091

Esto se prueba de forma simple descomponiendo y haciendo la transformada de
Fourier de PL(R) =

∫∞
0 dR′ δ(R − R′)P rod

R′ (R)=SD
∫∞
0 dR′R′D−1P rod

R′ (R)PL(R
′), y

hallando la transformada de Fourier (15.81) de P rod
R′ (R). En D = 3 dimensiones,

la Ec. (15.100) tiene la siguiente forma simple:

P̃L(q) = 4π
∫ ∞

0
dRR2 sin qR

qR
PL(R). (15.101)

Sustituyendo la serie de potencias de la función de Bessel2

Jν(z) =
(

z

2

)ν ∞
∑

l=0

(−1)k(z/2)2l

l!Γ(ν + l + 1)
(15.102)

en la Ec. (15.99), y luego sustituimos este resultado lo en la Ec. (15.100), obtenemos

P̃L(q) =
∞
∑

l=0

(−1)l
(

q

2

)2l Γ(D/2)

l!Γ(D/2 + l)
SD

∫ ∞

0
dRRD−1R2lPL(R), (15.103)

de acuerdo con la representación general (15.84). El mismo resultado se ob-
tiene sustituyendo en la Ec. (15.103) el desarrollo (15.98) y usando las integrales
∫∞
0 dRRm∂nRδ(R) = δmn(−1)nn!, las cuales se prueban por medio de n integraciones
por partes.

El factor de estructura de un poĺımero completamente ŕıgido (ĺımite de rodillo) se
obtiene sustituyendo la Ec. (15.99) en la Ec. (15.89). El Srod(q) resultante depende
sólo de qL:

Srod(qL)=
4−2D

q2L2
+

(

2

qL

)D/2

Γ(D/2)JD/2−2(qL)+2F (1/2; 3/2, D/2;−q2L2/4),(15.104)

donde F (a; b, c; z) es la función hipergeométrica (1.453). Para D = 3, la integral
(15.89) se reduce a (2/L2)

∫ L
0 dL

′ (L− L′)(sin qL′)/qL′, como en la ecuación similar
(15.9), y el resultado es simplemente

Srod(z) =
2

z2
[cos z − 1 + z Si(z)] , Si(z) ≡

∫ z

0

dt

t
sin t. (15.105)

Los primeros términos de este resultado son de la forma 1− z2/36+ z4/1800+ . . . .
Para z grande usamos el ĺımite de la integral senoidal 3 Si(z) → π/2 para encontrar
Srod(q) → π/qL.

Para una distribución arbitraria rotacionalmente simétrica PL(R), el factor de es-
tructura se puede expresar, por analoǵıa con la Ec. (15.100), como una superposición
de los ĺımites de rodillo:

SL(q) = SD

∫ ∞

0
dRRD−1Srod(qR)PL(R). (15.106)

Cuando se pasa de poĺımeros largos a poĺımeros cortos, con una rigidez dada,
existe una transición entre los momentos (15.94) y (15.95) y el comportamiento de
la función de estructura. Estudiemos esto en detalle.

2I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.440.
3ibid., ver las fórmulas 8.230 y 8.232.
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15.7.1 Partición de la Integral de Trayectoria

La rigidez del poĺımero mostrado en la Fig. 15.1 se puede parametrizar por medio
de la enerǵıa de flexión

EN
bend =

κ

2a

N
∑

n=1

(un − un−1)
2, (15.107)

donde, un son los vectores unitarios que indican la dirección de los eslabones. Las
direcciones iniciales y finales de los eslabones del poĺımero tienen la distribución

(ubL|ua0) =
1

A

N−1
∏

n=1

[

∫

dun
A

]

exp

[

− κ

2akBT

N
∑

n=1

(un − un−1)
2

]

, (15.108)

donde A es una constante de normalización, la cual cumple con la condición de
que la norma de la integración coincida con la norma de la partición temporal de
la integral de trayectoria cerca de una esfera unitaria dada en la Ec. (8.151). Una
comparación de la enerǵıa de flexión (15.107) con la acción Euclidiana (8.152), nos
permite identificar

Mr2

h̄ǫ
=

κ

akBT
, (15.109)

donde vemos que haciendo el reemplazo N → N − 1 obtenemos

A =
√

2πakBT/κ
D−1

. (15.110)

El resultado de la integración en la Ec. (15.108) se conoce de la Ec. (8.156):

(ubL|ua0) =
∞
∑

l=0

[

Ĩl+D/2−1 (h)
]N ∑

m

Ylm(ub)Y
∗
lm(ua), h ≡ κ

akBT
, (15.111)

donde las funciones modificadas de Bessel Ĩl+D/2−1(z) están definidas en la Ec. (8.11).
La función de partición del poĺımero se obtiene integrando sobre todas las direc-

ciones finales de los eslabones y promediando sobre todas las direcciones iniciales
[1]:

ZN =
∫ dua

SD

N
∏

n=1

[

∫ dun
A

]

exp

[

− κ

2akBT

N
∑

n=1

(un − un−1)
2

]

=
∫

dub

∫

dua
SD

(ubL|ua0). (15.112)

Sustituyendo ahora la representación espectral (15.111) encontramos

ZN =
[

ĨD/2−1

(

κ

akBT

)]N

=

[
√

2πκ

akBT
e−κ/akBT ID/2−1

(

κ

akBT

)

]N

. (15.113)
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Sabiendo esto podemos definir la función de distribución normalizada

PN(ub,ua) =
1

ZN
(ubL|ua0), (15.114)

cuya integral sobre ub, aśı como también sobre ua, es igual a la unidad:
∫

dub PN (ub,ua) =
∫

dua PN(ub,ua) = 1. (15.115)

15.7.2 Relación con el Modelo Clásico de Heisenberg

La función de partición anterior está estrechamente relacionada con la función de
partición del modelo clásico del ferromagnetismo uni-dimensional de Heisenberg, la
cual está definida por

ZHeis
N ≡

∫

dua
SD

N
∏

n=1

[∫

dun

]

exp

[

J

kBT

N
∑

n=1

un · un−1

]

, (15.116)

donde J son las enerǵıas de interacción debidas a las integrales de intercambio de los
electrones en el ferromagneto. Con respecto a la Ec. (15.112), esta expresión difiere
por un factor trivial de normalización, el cual es igual a

ZHeis
N =





√

2πJ

kBT

2−D

ID/2−1

(

J

kBT

)





N

. (15.117)

Si identificamos J ≡ κ/a, podemos usar las funciones de partición de Heisenberg
en el cálculo del poĺımero ŕıgido. Como un ejemplo calculemos la función de cor-
relación entre vectores tangentes vecinos 〈un · un−1〉. Para calcular esta función de
correlación, observemos que la función de partición (15.116) también se puede calcu-
lar en forma exacta mediante una ligera modificación de la magnitud de interacción
J del modelo de Heisenberg, permitiendo que dependa del eslabón n. El resultado
es la generalización correspondiente de la Ec. (15.117):

ZHeis
N (J1, . . . , JN) =

N
∏

n=1





√

2πJn
kBT

2−D

ID/2−1

(

Jn
kBT

)



 . (15.118)

Esta expresión puede usarse como una función generatriz para los valores esperados
〈un · un−1〉, los cuales miden el grado de alineación de los espines vecinos. En efecto,
encontramos directamente

〈un · un−1〉 = (kBT )
dZHeis

N (J1, . . . , JN)

dJn

∣

∣

∣

∣

∣

Jn≡J

=
ID/2(J/kBT )

ID/2−1(J/kBT )
. (15.119)

Este valor esperado da cuenta directamente de la enerǵıa interna por eslabón de
la cadena. De hecho, ya que la enerǵıa libre es FN = −kBT logZHeis

N , obtenemos
[recordemos la Ec. (1.548)]

EN = N 〈un · un−1〉 = N
ID/2(J/kBT )

ID/2−1(J/kBT )
. (15.120)



1094 15 Integrales de Trayectoria en F́ısica de Poĺımeros

Calculemos también el valor esperado del ángulo entre segundos vecinos
〈un+1 · un−1〉. Para esto consideremos el valor esperado

〈(un+1 · un)(un · un−1)〉 = (kBT )
2 d2ZHeis

N (J1, . . . , JN)

dJn+1dJn

∣

∣

∣

∣

∣

Jn≡J

=

[

ID/2(J/kBT )

ID/2−1(J/kBT )

]2

.

(15.121)

Luego, mostremos que el lado izquierdo es igual al valor esperado buscado
〈un+1 · un−1〉. Para esto descomponemos el último vector un+1 en una componente
paralela a un y una componente perpendicular: un+1 = (un+1 · un)un + u⊥

n+1. La

θn+1,n−1

θn+1,n

un−1

un
un+1

θn,n−1

Figure 15.3 Eslabones vecinos para el cálculo de los valores esperados.

descomponsición correspondiente del valor esperado 〈un+1 ·un−1〉 es 〈un+1 ·un−1〉 =
〈(un+1 · un)(un · un−1)〉 +〈u⊥

n+1 · un〉. Ahora, la enerǵıa del factor de Boltzmann
depende sólo de (un+1 ·un) + (un ·un−1) = cos θn+1,n+ cos θn,n−1, aśı que la integral
sobre u⊥

n+1 se calcula sobre la superficie de una esfera de radio sin θn+1,n en D − 1
dimensiones [recordemos la Ec. (8.117)] y el factor de Boltzmann no depende de los
ángulos. Luego, la integral tiene contribuciones por igual tanto de u⊥

n+1 como de
−u⊥

n+1, por lo cual se anula. Esto prueba que

〈un+1 · un−1〉 = 〈un+1 · un〉 〈un · un−1〉 =
[

ID/2(J/kBT )

ID/2−1(J/kBT )

]2

, (15.122)

y aún más, por inducción, tenemos que

〈ul · uk〉 =
[

ID/2(J/kBT )

ID/2−1(J/kBT )

]|l−k|

. (15.123)

Para el poĺımero, esto implica un decrecimiento exponencial

〈ul · uk〉 = e−|l−k|a/ξ, (15.124)

donde ξ es la longitud de persistencia

ξ = −a/ log
[

ID/2(κ/akBT )

ID/2−1(κ/akBT )

]

. (15.125)

Para D = 3, esta longitud es igual a

ξ = − a

log [coth(κ/akBT )− akBT/κ]
. (15.126)
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Conociendo las funciones de correlación es fácil calcular la susceptibilidad
magnética. El momentum magnético total es

M = a
N
∑

n=0

un, (15.127)

de esta forma encontramos el valor esperado total

〈

M2
〉

= a2(N + 1)
1 + e−a/ξ

1− e−a/ξ
− 2a2e−a/ξ

1− e−(N+1)a/ξ

(1− e−a/ξ)2
. (15.128)

Se encuentra que la susceptibilidad es directamente proporcional es este valor espe-
rado. Para más detalle ver la referencia [2].

15.7.3 Distribución Extremo a Extremo

Una modificación de la integral de trayectoria (15.108) da la distribución de la
distancia entre los extremos para un conjunto dado de direcciones iniciales y finales
de los eslabones del poĺımero:

R = xb − xa = a
N
∑

n=1

un (15.129)

para el poĺımero ŕıgido:

PN(ub,ua;R) =
1

ZN

1

A

N−1
∏

n=2

[

∫

dun
A

]

δ(D)(R− a
N
∑

n=1

un)

× exp

[

− κ

2akBT

N−1
∑

n=1

(un+1 − un)
2

]

, (15.130)

cuya integral sobre R nos lleva de nueva cuenta a la distribución PN (ub,ua):

∫

dDRPN (ub,ua;R) = PN(ub,ua). (15.131)

Si en la Ec. (15.130) integramos sobre todas las direcciones finales y promedia-
mos sobre las direcciones iniciales, obtenemos la distribución extremo a extremo
f́ısicamente más accesible

PN(R) =
∫

dub

∫

dua
SD

PN(ub,ua;R). (15.132)

La partición de la integral de trayectoria, tal como está ahora, no da aún la
probabilidad deseada. Son necesarias dos pequeñas correcciones las mismas que, en
la Sección 8.9, llevaron la integral cerca de la superficie de una esfera a la integral
de trayectoria sobre la esfera. Después de incluir estas correcciones, obtenemos una
normalización promedio apropiada de PN (ub,ua;R).
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15.7.4 Momentos de la Distribución Extremo a Extremo

Puesto que en la Ec. (15.130) la función δ(D) contiene los vectores un de longitud
unitaria, el cálculo de la distribución completa no es directo. Sin embargo, los
momentos de la distribución, los cuales están definidos por las integrales

〈R2l〉 =
∫

dDRR2l PN(R), (15.133)

son relativamente fáciles de encontrar a partir de las integrales múltiples

〈R2l〉 =
1

ZN

∫

dDR
1

A

∫

dub
N−1
∏

n=2

[

∫

dun
A

] [

∫

dua
SD

]

δ(D)(R−
N
∑

n=1

aun)

× R2l exp

[

− κ

2akBT

N−1
∑

n=1

(un+1 − un)
2

]

. (15.134)

Haciendo la integral sobre R, obtenemos

〈R2l〉 = 1

ZN

1

A

∫

dub
N−1
∏

n=2

[

∫

dun
A

] [

∫

dua
SD

](

a
N
∑

n=1

un

)2l

× exp

[

− κ

2akBT

N−1
∑

n=1

(un+1 − un)
2

]

. (15.135)

Debido a la propiedad de normalización (15.115), el momento trivial es igual a la
unidad:

〈1〉 =
∫

dDRPN(R) =
∫

dub

∫ dua
SD

PN(ub,ua|L) = 1. (15.136)

15.8 Formulación Continua

Algunas propiedades de los poĺımeros ŕıgidos pueden estudiarse de manera con-
venientemente en el ĺımite continuo de la partición de la integral de trayectoria
(15.108), en la cual la longitud de enlace a tiende a cero y el número de eslabones a
infinito, de tal manera que el producto L = Na permance constante. En este ĺımite,
la enerǵıa de flexión (15.107) será

Ebend =
κ

2

∫ L

0
ds (∂su)

2 , (15.137)

donde

u(s) =
d

ds
x(s), (15.138)

es un vector unitario tangente a la curva espacial a lo largo de la cual se mueve el
poĺımero. El parámetro s es la longitud de arco del elemento de ĺınea, i.e., ds =√
dx2.
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15.8.1 Integral de Trayectoria

Si el ĺımite continuo se halla pura y formalmente sobre el producto de las integrales
(15.108), obtenemos la siguiente integral de trayectoria

(ubL|ua0) =
∫

Du e−(κ/2kBT )
∫ L

0
ds [u′(s)]2, (15.139)

Este resultado coincide con la versión Euclidiana de la integral de trayectoria para
una part́ıcula sobre la superficie de una esfera. Este es el modelo σ no lineal (recordar
la pág. 775).

El resultado de la integral está dado en la Sección 8.9, donde se encuentra que
éste no concuerda del todo con lo que obtendŕıamos a partir del ĺımite continuo de
la solución discreta (15.111) usando la fórmula ĺımite (8.157), la cual es

P (ub,ua|L) =
∞
∑

l=0

exp

(

−LkBT
2κ

L2

)

∑

m

Ylm(ub)Y
∗
lm(ua), (15.140)

donde

L2 = (D/2− 1 + l)2 − 1/4. (15.141)

Para una part́ıcula sobre una esfera, la expresión discreta (15.130) requiere una
corrección, ya que no contiene la partición temporal de la acción y la norma correctas.
De acuerdo a la Sección 8.9, la corrección consiste en reemplazar L2 por los valores
propios del cuadrado del operador de momentum angular en D dimensiones, L̂2,

L2 → L̂2 = l(l +D − 2). (15.142)

Después de esto, de la Ec. (15.136) encontramos que el valor esperado del momento
trivial 〈1〉 es igual a la unidad ya que este momento dará a la distribución (15.140)
la normalización adecuada:

∫

dub P (ub,ua|L) = 1. (15.143)

Esto se sigue de la integral

∫

dub
∑

m

Y ∗
lm(ub)Ylm(ua) = δl0 , (15.144)

la cual se dedujo en la Ec. (8.250). Aśı, usando L̂2 en la Ec. (15.140) en lugar de
L2, ya no se requiere de un factor de normalización extra. Además, la suma sobre
Ylm(u2)Y

∗
lm(u1) se puede reescribir en términos de los polinomios de Gegenbauer

usando el teorema de adición (8.126), con esto obtenemos

P (ub,ua|L) =
∞
∑

l=0

exp

(

−LkBT
2κ

L̂2

)

1

SD

2l +D − 2

D − 2
C

(D/2−1)
l (u2u1). (15.145)
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15.8.2 Funciones de Correlación y Momentos

Ahora estamos listos para evaluar los valores esperados de R2l. En la aproximación
del continuo escribimos

R2l =

[

∫ L

0
dsu(s)

]2l

. (15.146)

El valor esperado del momento de menor orden 〈R2〉 está dado por la doble integral
sobre la función de correlación 〈u(s2)u(s1)〉:

〈R2〉 =
∫ L

0
ds2

∫ L

0
ds1〈u(s2)u(s1)〉 = 2

∫ L

0
ds2

∫ s2

0
ds1〈u(s2)u(s1)〉. (15.147)

La función de correlación se calcula a partir de la integral de trayectoria mediante
la ley de composición dada en la Ec. (3.301), de donde obtenemos

〈u(s2)u(s1)〉 =
∫

dub

∫

dua
SD

∫

du2

∫

du1

× P (ub,u2|L− s2) u2 P (u2,u1|s2 − s1) u1 P (u1,ua|s1).(15.148)

Las integrales sobre ua y ub eliminan las distribuciones inicial y final mediante la
integral de normalización (15.143), por lo cual tenemos

〈u(s2)u(s1)〉 =
∫

du2

∫ du1

SD
u2u1P (u2,u1|s2 − s1). (15.149)

Debido a la clara invarianza rotacional, la integral normalizada sobre u1 se puede
omitir. Sustituyendo la representación espectral (15.145) y usando los valores pro-
pios (15.142), obtenemos

〈u(s2)u(s1)〉 =
∫

du2 u2u1P (u2,u1|s2 − s1)

=
∑

l

e−(s2−s1)kBT L̂
2/2κ

[

∫

du2 u2u1
1

SD

2l +D − 2

D − 2
C

(D/2−1)
l (u2u1)

]

. (15.150)

Ahora, para calcular la integral entre paréntesis usamos la relación de recursión de
las funciones de Gegenbauer, Ec. (15.152)4,

zC
(ν)
l (z) =

1

2(ν + l)

[

(2ν + l − 1)C
(ν)
l−1(z) + (l + 1)Cν

l+1(z)
]

. (15.151)

De la integral sobre u2 encontramos que el único término diferente de cero es l = 1.
Esto a su vez, involucra la integral

∫

du2 C
(D/2−1)
0 (cos θ) = SD. (15.152)

4I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la fórmula 8.933.1.
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Para l = 1, el factor D/(D − 2) en la Ec. (15.150) se cancela con el primer factor
l = 1 de la fórmula de recurrencia (15.151), con lo cual obtenemos la función de
correlación

〈u(s2)u(s1)〉 = exp

[

−(s2 − s1)
kBT

2κ
(D − 1)

]

, (15.153)

donde el término D− 1 en la exponencial corresponde al valor propio de L̂2 = l(l+
D−2) para el caso donde l = 1. Encontramos también que la función de correlación
(15.153) concuerda con el resultado de la partición (15.124), si identificamos la
versión continua de la longitud de persistencia (15.126) con la expresión

ξ ≡ 2κ/kBT (D − 1). (15.154)

De hecho, del ĺımite a → 0 de la Ec. (15.125) y utilizando el comportamiento
asintótico (8.12) encontramos la relación (15.154).

Después de hacer la doble integral en la expresión (15.147) llegamos al resultado
deseado para el primer momento:

〈R2〉 = 2
{

ξL− ξ2
[

1− e−L/ξ
]}

. (15.155)

El cual es válido para toda D. El resultado se puede comparar con el valor esperado
del cuadrado del momentum magnético de la cadena de Heisenberg hallado en la
Ec. (15.128), mismo que se reduce a este resultado en el ĺımite a → 0, cuando
consideramos fijo el producto L = (N + 1)a.

Para valores pequeños de L/ξ, en términos de una rigidez grande, el segundo
momento (15.155) tiene la representación en series

〈R2〉 = L2



1− 1

3

L

ξ
+

1

12

(

L

ξ

)2

− 1

60

(

L

ξ

)3

+ . . .



 , (15.156)

siendo el primer término caracteŕıstico de una cadena completamente ŕıgida [ver la
Ec. (15.95)]. Por otra parte, para valores grandes de L/ξ, encontramos la siguiente
serie en términos de ŕıgidez pequeña

〈R2〉 ≈ 2ξL

(

1− ξ

L

)

+ . . . , (15.157)

donde los puntos suspensivos indican términos pequeños. El primer término con-
cuerda con la relación (15.94) para una cadena aleatoria con longitud efectiva de
enlace

aeff = 2ξ =
4

D − 1

κ

kBT
. (15.158)

El cálculo de valores esperados de orden superior 〈R2l〉 tiende a ser rápidamente
muy complicado. Sea por ejemplo, el momento 〈R4〉, el cual está dado por una
integral cuádruple sobre la función de correlación de cuatro puntos

〈R4〉 = 8
∫ L

0
ds4

∫ s4

0
ds3

∫ s3

0
ds2

∫ s2

0
ds1 δi4i3i2i1〈ui4(s4)ui3(s3)ui2(s2)ui1(s1)〉, (15.159)
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donde tenemos el tensor simétrico de contracción dado en la Ec. (15.22):

δi4i3i2i1 ≡ (δi4i3δi2i1 + δi4i2δi3i1 + δi4i1δi3i2) . (15.160)

El factor 8 y la simetrización de los ı́ndices surgen cuando se escribimos la integral

R4 =
∫ L

0
ds4

∫ L

0
ds3

∫ L

0
ds2

∫ L

0
ds1 (u(s4)u(s3))(u(s2)u(s1)) (15.161)

en la forma s-ordenada de la Ec. (15.159). Esta forma se necesita para la evalua-
ción s-ordenada de las integrales u que se obtienen por una extensión directa del
procedimiento previo para 〈R2〉. Escribimos la extensión de la expresión (15.148)
y llevamos a cabo las integrales sobre ua y ub, lo que elimina las distribuciones
inicial y final mediante la integral de normalización (15.143), quedando el producto
de δi4i3i2i1 por una integral [la extensión de la Ec. (15.149)]:

〈ui4(s4)ui3(s3)ui2(s2)ui1(s1)〉 =
∫

du4

∫

du3

∫

du2

∫

du1

SD
(15.162)

× ui4ui3ui2ui1P (u4,u3|s4 − s3)P (u3,u2|s3 − s2)P (u2,u1|s2 − s1) .

La integral normalizada sobre u1 se puede omitir nuevamente. Sin embargo, aún aśı
la expresión es complicada. Luego de un cálculo algo tedioso obtenemos

〈R4〉 = 4(D + 2)

D
L2ξ2 − 8Lξ3

(

D2 + 6D − 1

D2
− D − 7

D + 1
e−L/ξ

)

(15.163)

+ 4ξ4
[

D3 + 23D2 − 7D + 1

D3
− 2

(D + 5)2

(D + 1)2
e−L/ξ +

(D − 1)5

D3(D + 1)2
e−2DL/(D−1)ξ

]

.

Para valores pequeños de L/ξ , encontramos la siguiente serie en términos de una
rigidez grande

〈R4〉 = L4



1− 2

3

L

ξ
+

25D − 17

90(D − 1)

(

L

ξ

)2

− 4
7D2 − 8D + 3

315(D − 1)2

(

L

ξ

)3

+ . . .



 ,(15.164)

donde el término dominante es igual al valor hallado en la expresión (15.95), para
una cadena completamente ŕıgida.

En el ĺımite opuesto, para valores grandes de L/ξ, la serie en términos de la
rigidez pequeña es

〈R4〉 = 4
D + 2

D
L2ξ2



1− 2
D2 + 6D − 1

D(D + 2)

ξ

L
+
D3 + 23D2 − 7D + 1

D2(D + 2)

(

ξ

L

)2


+ . . . ,

(15.165)

donde los puntos suspensivos representan términos pequeños. Los términos domi-
nantes concuerdan de nuevo con el valor esperado 〈R4〉 de la Ec. (15.94) para una
cadena cuya distribución está dada por la Ec. (15.49), donde la longitud efectiva
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de eslaón aeff = 2ξ será la dada en la Ec. (15.158). Los términos restantes son
correcciones obtenidas de la rigidez de la cadena.

Podemos hallar un factor de corrección para la distribución Gaussiana con la
misma normalización unitaria y que asegure que el momento 〈R2〉 tenga la repre-
sentación en serie dada en la Ec. (15.157), para valores pequeños de ξ, al mismo
tiempo que 〈R2〉 sea igual a la expresión (15.156) hasta términos correctivos de
primer orden en ξ/L. Este factor tendrá la forma

PL(R) =

√

D

4πLξ

D

e−DR
2/4Lξ

{

1−2D−1

4

ξ

L
+
3D−1

4

R2

L2
−D(4D−1)

16(D+2)

R4

ξL3

}

. (15.166)

En tres dimensiones, este resultado fue hallado por primera vez por Daniels [3]. El
momento 〈R4〉 se puede acoplar fácilmente agregando dentro de los corchetes los
siguientes términos

1−7D+23D2+D3

D + 1

[

D + 2

8D

ξ2

L2

(

1 +
R2

ξL

)

+
1

32

R4

L4

]

. (15.167)

Sin embargo, para ξ > 1/10L estos términos no mejoran el ajuste de datos de Monte
Carlo, ya que la serie diverge necesariamente.

En términos de pequeña rigidez, a partir de la aproximación (15.166), junto con
el término adicional (15.167), podemos calcular el desarrollo de todos los momentos
pares e impares como sigue:

〈Rn〉 = 2nΓ(D/2 + n/2)

Dn/2Γ(D/2)
Lnξn



1 + A1
ξ

L
+ A2

(

ξ

L

)2

+ . . .



 , (15.168)

donde

A1 = n
n− 2− 2d2 − 4d (n− 1)

4d (2 + d)
, A2 = n(n− 2)

1− 7d+ 23d2 + d3

8d2 (1 + d)
. (15.169)

15.9 La Ecuación de Schrödinger y la Solución Recursiva

para los Momentos de la Distribución Extremo

a Extremo

La manera más efectiva de calcular los momentos de la distribución extremo a ex-
tremo es construyendo una ecuación de Schrödinger que cumpla con la Ec. (15.112)
y resolviendola recursivamente con métodos similares a los desarrollados en la
Sección 3.19 y en el Apéndice 3C.

15.9.1 Construcción de la Ecuación de Schrödinger

En el ĺımite continuo, la Ec. (15.112) se puede escribir como una integral de trayec-
toria [comparar con la Ec. (15.139)]

PL(R)∝
∫

dub

∫

dua

∫

DD−1u δ(D)

(

R−
∫ L

0
dsu(s)

)

e−(κ̄/2)
∫ L

0
ds [u′(s)]2, (15.170)
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donde, por brevedad, hemos introducido la rigidez reducida

κ̄ =
κ

kBT
= (D − 1)

ξ

2
. (15.171)

Usando la representación de Fourier de la función δ, esto se convierte en

PL(R) ∝
∫ i∞

−i∞

dDλ

2πi
eκ̄�·R/2

∫

dub

∫

dua(ubL|ua 0)�, (15.172)

donde el término

(ub L|ua 0)� ≡
∫ u(L)=ub

u(0)=ua

DD−1u e−(κ̄/2)
∫ L

0
ds{[u′(s)]2+�·u(s)} (15.173)

describe una part́ıcula puntual de masa M = κ̄ moviendose sobre una esfera uni-
taria. Contrario a lo dicho en la discusión de la Sección 8.7 existe ahora un campo
externo adicional � que nos impide encontrar una solución exacta. Sin embargo,
todos los momentos pares 〈Ri1Ri2 · · ·Ri2l〉 de la distribución extremo a extremo
(15.172) se pueden obtener de la coeficientes del desarrollo en potencias de λi de
la integral sobre

∫

dub
∫

dua de la expresión (15.173). La presencia de estas in-
tegrales direccionales nos permite suponer que el campo eléctrico externo � está
dirigido en la dirección z, o en la dirección D-ésima en en el caso de D-dimensiones.
Luego, tenemos � = λẑ, y los momentos

〈

R2l
〉

son proporcionales a las derivadas

(2/κ̄)2l∂2lλ
∫

dub
∫

dua(ubL|ua 0)�. Los factores de proporcionalidad se han calculado
en la Ec. (15.84). Es innecesario conocer estos factores ya que siempre podemos
usar el ĺımite del rodillo (15.95), para normalizar los momentos.

Para encontrar estas derivadas, hacemos un desarrollo perturbativo de la integral
de trayectoria (15.173) alrededor de caso soluble λ = 0.

En unidades naturales donde κ̄ = 1, la integral de trayectoria (15.173) es solución
obvia de la ecuación de Schrödinger de tiempo imaginario

(

−1

2
∆u +

1

2
� · u+

d

dτ

)

(u τ |ua 0)� = 0, (15.174)

donde ∆u es el Laplaciano sobre la esfera unitaria. En la distribución de probabilidad
(15.211) sólo aparece la expresión integrada

ψ(z, τ ;λ) ≡
∫

dua(u τ |ua 0)�, (15.175)

la cual es una función de z = cos θ solamente, donde θ es el ángulo entre u y el
campo eléctrico �. Para ψ(z, τ ;λ), la ecuación de Schrödinger será

Ĥ ψ(z, τ ;λ) = − d

dτ
ψ(z, τ ;λ), (15.176)



15.9 La Ecuación de Schrödinger y la Solución Recursiva para los Momentos 1103

donde el operador Hamiltoniano es simplemente

Ĥ ≡ Ĥ0 + λ ĤI = −1

2
∆ + λ z

= −1

2

[

(1− z2)
d2

dz2
− (D − 1)z

d

dz

]

+
1

2
λ z . (15.177)

Ahora los momentos buscados (15.135) se pueden obtener de los coeficientes del
desarrollo en términos de la serie de potencias de λ2l/(2l)! de la integral sobre z de
la expresión (15.175), para el tiempo imaginario τ = L:

f(L;λ) ≡
∫ 1

−1
dz ψ(z, L;λ). (15.178)

15.9.2 Solución Recursiva de la Ecuación Schrödinger.

La función f(L;λ) tiene la representación espectral

f(L;λ) =
∞
∑

l=0

∫ 1
−1 dz ϕ

(l)†(z) exp
(

−E(l)L
)

∫ 1
−1 dza ϕ

(l)(za)
∫ 1
−1 dz ϕ

(l)†(z) ϕ(l)(z)
, (15.179)

donde ϕ(l)(z) son las soluciones de la ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo Ĥϕ(l)(z) = E(l)ϕ(l)(z). Usando teoŕıa de perturbación en este problema,
empezamos con los estados propios del Hamiltoniano no perturbado Ĥ0 = −∆/2,

los cuales están dados por los polinomios de Gegenbauer C
D/2−1
l (z), cuyos valores

propios son E
(l)
0 = l(l+D−2)/2. Siguiendo el método explicado en la Sección 3.19 y

en el Apéndice 3C, tendremos un esquema recursivo para el desarrollo perturbativo
de los valores propios y las funciones propias [4]. El punto de partida es el desarrollo
de los valores propios de enerǵıa y las funciones de onda en potencias de la constante
de acoplamiento λ:

E(l) =
∞
∑

j=0

ǫ
(l)
j λj, |ϕ(l)〉 =

∞
∑

l′,i=0

γ
(l)
l′,i λ

i αl′ |l′〉 . (15.180)

Las funciones de onda ϕ(l)(z) son los productos escalares 〈z|ϕ(l)(λ)〉. Hemos incluido
las constantes extras de normalización αl′ por conveniencia, las cuales serán ajus-
tadas en breve. Los vectores de estado no perturbados |l〉 están normalizados a la
unidad, pero los vectores de estado |ϕ(l)〉 del sistema interactuante serán normaliza-
dos de una forma tal que 〈ϕ(l)|l〉 = 1 se cumpla para todos los ordenes, implicando
que

γ
(l)
l,i = δi,0 γ

(l)
k,0 = δl,k . (15.181)

Sustituyendo el desarrollo anterior en la ecuación de Schrödinger, proyectando el re-
sultado sobre los vectores base 〈k|αk, y extrayendo los coeficientes de λj , obtenemos
la ecuación

γ
(l)
k,iǫ

(k)
0 +

∞
∑

j=0

αj
αk
Vk,j γ

(l)
j,i−1 =

i
∑

j=0

ǫ
(l)
j γ

(l)
k,i−j , (15.182)
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donde Vk,j = λ〈k|z|j〉 son los elementos de matriz de la interacción entre los estados
no perturbados. Para i = 0, la Ec. (15.182) se cumple idénticamente. Para i > 0,
esto conduce a las siguientes relaciones de recurrencia, una para k = l:

ǫ
(l)
i =

∑

n=±1

γ
(l)
l+n,i−1W

(l)
n , (15.183)

y otra para k 6= l:

γ
(l)
k,i =

i−1
∑

j=1

ǫ
(l)
j γ

(l)
k,i−j −

∑

n=±1

γ
(l)
k+n,i−1W

(l)
n

ǫ
(k)
0 − ǫ

(l)
0

, (15.184)

donde sólo n = −1 y n = 1 contribuyen a la suma sobre n ya que

W (l)
n ≡ αl+n

αl
〈l| z |l + n〉 = 0, for n 6= ±1. (15.185)

La anulación de W (l)
n para n 6= ±1 se debe a la forma diagonal de la matriz de

la interacción z en la base no perturbada |n〉. Es esta propiedad la que permite
que las sumas en las Ecs. (15.183) y (15.184) sean finitas y conduce a relaciones de

recurrencia con un número finito de términos para todo ǫ
(l)
i y γ

(l)
k,i. Para calcular

W (l)
n , es conveniente expresar 〈l| z |l + n〉 como elementos de matriz entre estados no

perturbados y no normalizados |n} en la forma

〈l| z |l + n〉 = {l|z|l + n}
√

{l|l}{l + n|l + n}
, (15.186)

donde los valores esperados están definidos por las integrales

{k|F (z)|l}≡
∫ 1

−1
C
D/2−1
k (z)F (z)C

D/2−1
l (z)(1− z2)(D−3)/2 dz, (15.187)

de las cuales encontramos5

{l|l} =
24−D Γ(l +D − 2) π

l! (2l +D − 2) Γ(D/2− 1)2
. (15.188)

Desarrollando el numerador de la Ec. (15.186) con la ayuda de la relación de recur-
rencia (15.151) de los polinomios de Gegenbauer escritos en la forma

(l + 1)|l + 1} = (2l +D − 2) z |l} − (l +D − 3)|l − 1}, (15.189)

encontramos que los únicos elementos de matriz no nulos son

{l + 1|z|l} =
l + 1

2l +D − 2
{l + 1|l + 1}, (15.190)

{l − 1|z|l} =
l +D − 3

2l +D − 2
{l − 1|l − 1} . (15.191)

5I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 7.313.1 y 7.313.2.
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Sustituyendo estos elementos junto con la expresión (15.188) en la Ec. (15.186),
obtenemos

〈l|z|l − 1〉 =
√

√

√

√

l(l +D − 3)

(2l +D − 2)(2l +D − 4)
, (15.192)

de igual forma hallamos un resultado equivalente para 〈l|z|l+ 1〉. Ahora ajustamos
las constantes de nomalización αl′ de tal forma que

W
(l)
1 =

αl+1

αl
〈l| z |l + 1〉 = 1 (15.193)

para todo l, lo cual determina los cocientes

αl
αl+1

= 〈l| z |l + 1〉 =
√

√

√

√

(l + 1) (l +D − 2)

(2l +D) (2l +D − 2)
. (15.194)

Además, usando el valor α1 = 1, obtenemos

αl =





l
∏

j=1

(2l +D − 2)(2l +D − 4)

l(l +D − 3)





1/2

. (15.195)

Con esto, de la Ec. (15.185) encontramos el restante valor no nuloW (l)
n para n = −1:

W
(l)
−1 =

l(l +D − 3)

(2l +D − 2)(2l +D − 4)
. (15.196)

Ahora estamos listos para resolver las relaciones de recurrencia (15.183) y (15.184)

para γ
(l)
k,i y ǫ

(l)
i orden por orden en i. Para el caso inicial i = 0, los valores de γ

(l)
k,i

están dados por la Ec. (15.181). Los coeficientes ǫ
(l)
i son iguales a las enerǵıas no

perturbadas ǫ
(l)
0 = E

(l)
0 = l(l+D−2)/2. Para cada i = 1, 2, 3, . . . , en el lado derecho

de las Ecs. (15.183) y (15.184) existe sólo un número finito de γ
(l)
k,j y ǫ

(l)
j no nulos

para j < i lo cual nos permite calcular los γ
(l)
k,i y ǫ

(l)
i de los miembros izquierdos.

De esta manera es fácil hallar los desarrollos perturbativos para las enerǵıas y las
funciones de onda a orden superior.

Sustituyendo los desarrollos (15.180) resultantes en la Ec. (15.179), encontramos
que sólo las partes totalmente simétricas en ϕ(l)(z) en el numerador son diferentes
de cero, i.e., encontramos que

ϕ(l)
symm(z) = 〈z|ϕ(l)

symm〉 =
∞
∑

i=0

γ
(l)
0,i λ

i 〈z|0〉 . (15.197)

Expĺıcitamente, los denominadores de la Ec. (15.179) serán
∑

l′,i |γ(l)l′,i αl′|2 λ2i, donde
la suma sobre i está limitada por potencias de λ2 hasta donde queremos extender
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la serie perturbativa; de la misma forma l′ está restringido a sólo un número finito
de términos, debido a la estructura diagonal de γ

(l)
l′,i.

De los coeficientes del desarrollo en serie en potencias en λ de la Ec. (15.179)
obtenemos todos los momentos buscados de las distribuciones extremo a extremo,
en particular el segundo (15.155) y cuarto momento (15.164). Momentos pares de
orden mayor se encuentran fácilmente con ayuda del programa Mathematica, el cual
se encuentra disponible en formatos para PC [5]. Las expresiones son bastante
largas para ser transcritas aqúı. Sin embargo, podemos desarrollar los momentos
pares 〈Rn〉 en potencias de L/ξ para encontrar, en general, la representación en
términos de una rigidez grande, válida para todo n par e impar :

〈Rn〉
Ln

= 1− n

6

L

ξ
+
n (−13− n+ 5D (1 + n))

360 (D − 1)

L2

ξ2
− a3

L3

ξ3
+ a4

L4

ξ4
+. . . , (15.198)

donde

a3 = n
444−63n+15n2+7D2 (4+15n+5n2)+2D (−124−141n+7n2)

45360(D − 1)2
,

a4 =
n

5443200(d− 1)3

(

D0 +D1d+D2d
2 +D3d

3
)

, (15.199)

y donde además

D0=3
(

−5610+2921n−822n2+67n3
)

, D1 = 8490+12103n−3426n2+461n3,

D2=45
(

−2−187n−46n2+7n3
)

, D4 = 35
(

−6+31n+30n2+5n3
)

. (15.200)

Los momentos impares de orden inferior, hasta orden l4, son

〈R 〉
L

= 1 − l

6
+

5D−7

180(D−1)
l2 − 33 − 43D + 14D2

3780(D − 1)2
l3 − 861 − 1469D + 855D2 − 175D3

453600 (D − 1)3
l4 . . . ,

〈

R3
〉

L3
= 1 − l

2
+

5D−4

30 (D−1)
l2 − 195−484D+329D2

7560 (−1 + d)2
l3 − 609−2201D+2955D2−1435D3

151200 (D−1)3
l4 . . . .

15.9.3 De los Momentos a la Distribución Extremo a Extremo
para D=3

Ahora usamos el cálculo recursivo de los momentos para calcular la propia dis-
tribución extremo a extremo. Esta distribución se puede parametrizar por medio de
una función anaĺıtica de r = R/L [4]:

PL(R) ∝ rk(1− rβ)m, (15.201)

cuyos momentos pueden calcularse exactamente:

〈

r2l
〉

=

Γ

(

3 + k + 2 l

β

)

Γ

(

3 + k

β
+ m + 1

)

Γ
(

3+k
β

)

Γ

(

3 + k + 2 l

β
+ m + 1

) . (15.202)
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Ahora, usamos los tres parámetros k, β y m para ajustar los tres momentos más
importantes de esta distribución a sus valores exactos, ignorando los otros. Si las
distancias se distribuyeran uniformente sobre el intervalo r ∈ [0, 1], los momentos

seŕıan 〈r2l〉unif = 1/(2l + 2). Comparando nuestros momentos exactos
〈

r2l
〉

(ξ) con

los de la distribución uniforme encontramos que 〈r2l〉(ξ)/〈r2l〉unif tiene un máximo
para n cercano a nmax(ξ) ≡ 4ξ/L. Identificamos los momentos más importantes
como aquellos con n = nmax(ξ) y n = nmax(ξ) ± 1. Si nmax(ξ) ≤ 1, escogemos los
momentos pares más bajos 〈r2〉, 〈r4〉 y 〈r6〉. En particular, hemos ajustado 〈r2〉, 〈r4〉
y 〈r6〉 para longitudes pequeñas de persistencia ξ < L/2. Para ξ = L/2, empezamos
con 〈r4〉, para ξ = L con 〈r8〉 y para ξ = 2L con 〈r16〉, incluyendo siempre los dos
siguientes momentos de orden par más alto. Después estos ajustes, cuyos resultados
se muestran en la Fig. 15.4, obtenemos las distribuciones mostradas en la Fig.15.6
para varias longitudes de persistencia ξ. Estas distribuciones están en excelente
acuerdo con datos Monte Carlo (śımbolos) y mejor que los resultados de un cálculo
perturbativo a un lazo de la Ref. [6], los cuales son buenos sólo para poĺımeros
muy ŕıgidos. El programa, en código Mathematica, para hallar estos ajustes está
disponible en la dirección electrónica dada arriba.
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Figure 15.4 Parámetros k, β y m para un mejor ajuste de la distribución extremo a

extremo (15.201).

Para longitudes de persistencia pequeñas ξ/L = 1/400, 1/100, 1/30, las cur-
vas se pueden aproximar bastante bien por distribuciones Gaussianas de cadenas
aleatorias sobre una red con constante de red aeff = 2ξ, i.e., PL(R) → e−3R2/4Lξ [re-
codemos la Ec. (15.75)]. Esto nos asegura que los momentos más bajos 〈R2〉 = aeffL
están ajustados apropiadamente. De hecho, fácilmente podemos revisar que nuestro
programa de ajuste dará para los parámetros k, β,m el comportamiento ξ → 0:
k → −ξ, β → 2 + 2ξ, m→ 3/4ξ, en la distribución extremo a extremo (15.201), de
tal forma que la Ec. (15.201) tiende al comportamiento Gaussiano correcto.

En el ĺımite opuesto de ξ grande, encontramos que k → 10ξ − 7/2, β → 40ξ +
5, m→ 10, lo cual no tiene un enfoque anaĺıtico obvio al comportamiento del ĺımite
exacto PL(R) → (1 − r)−5/2e−1/4ξ(1−r), a pesar de que la distribución en ξ = 2 está
extremadamente bien ajustada númericamente.
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Las funciones de distribución se pueden insertar en la Ec. (15.89) para calcular
los factores de estructura mostrados en la Fig. 15.5. Estas funciones se interpolan
suavemente entre el ĺımite de Debye (15.90) y el ĺımite ŕıgido (15.105).

5 10 15 20 25 30

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S(q)

ξ/L = 2

��✠ ξ/L = 1

��✠ ξ/L = 1/2

��✠ ξ/L = 1/5, . . . , 1/400
��✠

q
√
ξ

Figure 15.5 Funciones de estructura para varias longitudes de persistencia (de abajo

hacia arriba) ξ/L = 1/400, 1/100, 1/30, 1/10, 1/5, 1/2, 1, 2, obtenidas a partir de la dis-

tribución extremo a extremo de la Fig. 15.6. En esta gráfica, las curvas para valores

pequeños de ξ casi coinciden. Las curvas de rigidez muy grande decrecen como 1/q, las

suaves como 1/q2 [ver las Ecs. (15.105) y (15.90)].

15.9.4 Aproximación de Rigidez-Grande a la Distribución

Extremo a Extremo

La distribución completa extremo a extremo (15.132) no se puede calcular en forma
exacta. Sin embargo, es bastate fácil encontrar una aproximación satisfactoria para
una rigidez grande [6].

Partimos de la expresión (15.170) para la distribución extremo a extremo PL(R).
En la Ec. (3.233) hemos mostrado que, hasta una constante trivial, es posible encon-
trar una integral de trayectoria armónica que incluya las integrales sobre los puntos
extremos si sumamos sobre todas las trayectorias y utilizamos las condiciones de
frontera de Neumann. Estas condiciones de frontera se cumplen si desarrollamos los
campos u(s) en una serie de Fourier de la forma (2.452):

u(s) = u0 + �(s) = u0 +
∞
∑

n=1

un cos νns, νn = nπ/L. (15.203)

Parametrizemos ahora los vectores unitarios D−dimensionales u en términos de las
primeras D − 1 coordenadas dimensionales uµ ≡ qµ, donde µ = 1, . . . , D − 1. La
D-ésima componente está dada por la serie de potencias

σ ≡
√

1− q2 ≈ 1− q2/2− (q2)2/8 + . . . . (15.204)

Luego aproximamos armónicamente la acción como sigue:

A = A(0) +Aint =
κ̄

2

∫ L

0
ds [u′(s)]2 +

1

2
δ(0) log(1− q2)

≈ κ̄

2

∫ L

0
ds [q′(s)]2 − 1

2
δ(0)

∫ L

0
ds q2. (15.205)
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El último término se obtiene de la norma invariante de integración dD−1q/
√
1− q2

[recordemos las Ecs. (10.636) y (10.641)].
Suponiendo, como antes, que R está dirigido en la dirección z, o en la D-ésima

dirección, factorizamos

δ(D)

(

R−
∫ L

0
dsu(s)

)

= δ

(

R− L+
∫ L

0
ds
{

1

2
q2(s) +

1

8
[q2(s)]2 + . . .

}

)

× δ(D−1)

(

∫ L

0
ds q(s)

)

, (15.206)

donde R ≡ |R|. La segunda función δ en el lado derecho exige que

q̄ = L−1
∫ L

0
ds qµ(s) = 0 , µ = 1, . . . , d− 1 , (15.207)

y con ello tenemos la cancelación de la parte de frecuencia cero qµ0 en las primeras
D − 1 componentes de la descomposición de Fourier (15.203).

Se mostró en las Ecs. (10.632) y (10.642) que la última función δ tiene un efecto
distorsionante sobre la norma de la integral de trayectoria, el cual se debe de com-
pensar con una acción tipo Faddeev-Popov

AFP
e =

D − 1

2L

∫ L

0
ds q2, (15.208)

donde el número de dimensiones D, del espacio qµ (10.642), se ha reemplazado por
el presente número D − 1.

En el ĺımite de rigidez grande tenemos que utilizar sólo el primer término
armónico en la acción (15.205), de tal manera que la integral de trayectoria (15.170)
será

PL(R) ∝
∫

NBC
D ′D−1q δ

(

R− L+
∫ L

0
ds

1

2
q2(s)

)

e−(κ̄/2)
∫ L

0
ds [q′(s)]2 . (15.209)

El sub́ındice de la integral hace mención al hecho de que estamos utilizando condi-
ciones de frontera de Neumann. La prima en la norma de la integral de trayectoria
indica la ausencia de componentes con frecuencia cero de qµ(s) en la descomposición
de Fourier, debido a la condición (15.207). En la Ec. (15.209), si representamos la
función δ restante por una integral de Fourier, obtenemos

PL(R) ∝ κ̄
∫ i∞

−i∞

dω2

2πi
eκ̄ω

2(L−R)
∫

NBC
D ′D−1q exp

[

− κ̄
2

∫ L

0
ds
(

q′2 + ω2q2
)

]

. (15.210)

De la Ec. (2.456), y para condiciones de frontera de Neumann, conocemos el valor de
la integral sobre todas las trayectorias. En la trayectoria promedio cero, el resultado
es

∫

NBC
D ′D−1q exp

[

− κ̄
2

∫ L

0
ds
(

q′2 + ω2q2
)

]

∝
(

ωL

sinhωL

)(D−1)/2

, (15.211)
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de tal forma que

PL(R) ∝ κ̄
∫ i∞

−i∞

dω2

2πi
eκ̄ω

2(L−R)
(

ωL

sinhωL

)(D−1)/2

. (15.212)

En D = 3 y utilizando la representación (2.455) para el producto ωL/ sinhωL,
tenemos que la integral se puede hacer fácilmente, i.e., reescrimos la expresión en la
forma

PL(R) ∝ κ̄
∫ i∞

−i∞

dω2

2πi
eκ̄ω

2(L−R)
∞
∏

n=1

(

1 +
ω2

ν2n

)−1

. (15.213)

Si cambiamos el contorno de integración a la izquierda tendremos polos en ω2 = −ν2k ,
cuyos residuos son

∞
∑

k=1

ν2k

∞
∏

n(6=k)=1

(

1− k2

n2

)−1

. (15.214)

El producto se puede evaluar utilizando el procedimiento de ĺımite pequeño para ǫ:






∞
∏

n=1

[

1− (k + ǫ)2

n2

]−1






[

1− (k + ǫ)2

k2

]

→ (k + ǫ)π

sin(k + ǫ)π

−2ǫ

k
→ −2ǫπ

sin(k + ǫ)π

→ − 2ǫπ

cos kπ sin ǫπ
→ 2(−1)k+1. (15.215)

Con lo cual obtenemos [6]

PL(R) ∝
∞
∑

k=1

2(−1)k+1κ̄ ν2k e
−κ̄ν2k(L−R). (15.216)

Ahora, si introducimos la distancia reducida de los extremos r ≡ R/L y la flexibilidad
del poĺımero l ≡ L/ξ, entonces podemos hacer el reemplazo κ̄ ν2k (L− R) → k2π2(1−
r)/l de tal forma que la Ec. (15.216) se convierte en

PL(R) = NL(R) = N
∞
∑

k=1

(−1)k+1k2π2e−k
2π2(1−r)/l, (15.217)

donde N es un factor de normalización elegido con fin de cumplir con la condición
∫

d3RPL(R) = 4πL3
∫ ∞

0
dr r2 PL(R) = 1. (15.218)

La suma se debe de evaluar númericamente y conduce a las distribuciones mostradas
en la Fig. 15.6.

El método anterior no es adecuado si D 6= 3, ya que la estructura (15.213) para
polos simples ya no se cumple. Para una D general, usamos el desarrollo

(

ωL

sinhωL

)(D−1)/2

= (ωL)(D−1)/2
∞
∑

k=0

(−1)k
(

−(D − 1)/2

k

)

e−(2k+(D−1)/2)ωL, (15.219)
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ξ/L= 4πr2PL(R)

Figure 15.6 Distribuciones normalizadas extremo a extremo para el poĺımero ŕıgido

de acuerdo a la fórmula anaĺıtica (15.201), la gráfica se presenta para las longitudes

de persistencia ξ/L = 1/400, 1/100, 1/30, 1/10, 1/5, 1/2, 1, 2 (curvas gruesas). Las dis-

tribuciones se comparan con cálculos Monte Carlo (śımbolos) y con la aproximación de

rigidez grande (15.217) (curva delagada) de la Ref. [6], la cual presenta buen ajuste para

ξ/L = 2 y 1, y tiene pequeños errores si ξ/L < 1. Para valores tan pequeños como

ξ/L = 1/400, 1/100, 1/30, las curvas teóricas se aproximan bastante bien por una cadena

aleatoria de distribuciones Gaussianas en una red cuya constante de red aeff = 2ξ está dada

por la Ec. (15.158), lo cual nos asegura que los momentos de menor orden 〈R2〉 = aeffL

están ajustados apropiadamente. La aproximación de Daniels (15.166) se ajusta bien a

las curvas teóricas aún para valores del orden ξ/L ≈ 1/10.

y de (15.212) obtenemos:

PL(R) ∝
∞
∑

k=0

(−1)k
(

−(D − 1)/2

k

)

Ik(R/L), (15.220)

donde tenemos las integrales

Ik(r) ≡
∫ i∞

−i∞

dω̄

2πi
ω̄(D+1)/2e−[2k+(D−1)/2]ω̄+(D−1)ω̄2(1−r)/2l , (15.221)

y donde ω̄ es la variable adimensional ωL. Las integrales se evaluán con la ayuda
de la fórmula 6

∫ i∞

−i∞

dx

2πi
xνeβx

2/2−qx =
1√

2πβ(ν+1)/2
e−q

2/4βDν

(

q/
√

β
)

, (15.222)

6I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 3.462.3 y 3.462.4.
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donde Dν(z) son las funciones parabólicas ciĺındricas, las cuales para ν entero son
proporcionales a los polinomios de Hermite:7

Dn(z) =
1√
2
n e

−z2/4Hn(z/
√
2). (15.223)

Aśı encontramos

Ik(r)=
1√
2π

[

l

(D−1)(1−r)

](D+3)/4

e−
[2k+(D−1)/2]2

4(D−1)(1−r)/lD(D+1)/2





2k+(D−1)/2
√

(D−1)(1−r)/l



 ,

(15.224)
que en el caso para para D = 3 se convierte en

Ik(r)=
1

2
√
2π

1
√

2(1−r)/l
3 e

−
(2k+1)2

4(1−r)/lH2





2k+1

2
√

(1−r)/l



 . (15.225)

Si la suma (15.220) se halla numéricamente para D = 3, y la integral sobre PL(R)
se normaliza para satisfacer la condición (15.218), las curvas resultantes quedan
justo sobre las mostradas en la Fig. 15.6, las cuales fueron calculadas a partir de la
relación (15.217). Contrario a la expresión (15.217), que converge rápidamente para
r pequeño, la suma (15.220) converge rápidamente para valores de r cercanos a la
unidad.

Comparemos los momentos de menor orden de la distribución anterior con los
momentos exactos de las Ecs. (15.156) y (15.164). En el desarrollo para rigidez
grande, hacemos ω̄ ≡ ωL y luego desarrollamos la expresión

f(ω̄2)≡
√

ω̄

sinh ω̄

D−1

(15.226)

en una serie de potencias de la forma

f(ω̄2)=1−D − 1

22 ·3 ω̄2+
(D−1)(5D−1)

25 ·32 ·5 ω̄4− (D−1)(15+14D+35D2)

27 ·34 ·5·7 ω̄6+. . . .(15.227)

En la integral (15.212), cada potencia de ω̄2 se puede reemplazar por un operador
diferencial

ω̄2 → ˆ̄ω
2 ≡ −L

κ̄

d

dr
= − 2l

D − 1

d

dr
. (15.228)

Entonces, el desarrollo de f(ˆ̄ω
2
) se puede extraer de la integral, la cual será igual a

una función δ, de manera tal que para PL(R) obtenemos la forma f
(

ˆ̄ω
2
)

δ(r − 1),
la cual es una serie de derivadas de funciones δ de r − 1 empezando con

PL(R) ∝
[

1+
l

6

d

dr
+

(−1+5D) l2

360 (D−1)

d2

dr2
+

(15+14D+35D2) l3

45360 (D−1)2
d3

dr3
+ . . .

]

δ(r − 1).

(15.229)

7ibid., ver la fórmula 9.253.
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A partir de esto encontramos fácilmente los momentos

〈Rm〉 =
∫

dDRRm PL(R) ∝
∫ ∞

0
dr rD−1 rmPL(R). (15.230)

Introduzcamos valores esperados auxiliares con respecto a las integrales sim-
ples 〈f(r)〉1 ∝ ∫

dr f(r)PL, en lugar de las integrales de volumen en el espacio
D−dimensional. Los momentos no normalizados 〈rm〉 están dados por 〈rD−1+m〉1.
En los valores esperados unidimensionales, los momentos de z = r − 1 son

〈(r − 1)n〉1 ∝
∫ ∞

0
dr (r − 1)nPL(R). (15.231)

Los momentos 〈rm〉 〈[1+(r−1)]m〉 = 〈[1+(r−1)]D−1+m〉1 se obtienen desarrollando
el binomio en potencias de r−1 y usando las integrales

∫

dz zmδ(n)(z) = (−1)mm! δmn
para encotrar, hasta la tercera potencia en L/ξ = l,

〈

R0
〉

=N
[

1 − D−1

6
l +

(5D−1)(D−2)

360
l2 − (35D3+14D+15)(D−2)(D−3)

45360(D− 1)
l3
]

,

〈

R2
〉

=NL2

[

1 − D + 1

6
l +

(5D−1)D(D+1)

360(D− 1)
l2 − (35D2+14D+ 15)D(D+1)

45360(D− 1)
l3
]

,

〈

R4
〉

=NL4

[

1 − D + 3

6
l +

(5D−1)(D+2)(D+3)

360(D− 1)
l2

− (35D2+14D+15)(D+1)(D+2)(D+3)

45360(D− 1)2
l3
]

.

El momento de orden cero determina el factor de normalización N de tal manera
que se cumple que 〈R0〉 = 1. Dividiendo por este factor los otros momentos tenemos

〈

R2
〉

= L2

[

1− 1

3
l +

13D−9

180(D−1)
l2− 8

945
l3+ . . .

]

, (15.232)

〈

R4
〉

= L4

[

1− 2

3
l +

23D−11

90(D−1)
l2− 123D2−98D+39

1890(D−1)2
l3+ . . .

]

. (15.233)

Esto concuerda, a orden l, con el desarrollo exacto (15.156) y (15.164) [o con la
fórmula general (15.198)]. Para D = 3, estos desarrollos son

〈

R2
〉

= L2
[

1− 1

3
l +

1

12
l2 − 8

945
l3 + . . .

]

, (15.234)

〈

R4
〉

= L4
[

1− 2

3
l +

29

90
l2 − 71

630
l3 + . . .

]

. (15.235)

Sorprendentemente, y más alla de lo esperado, encontramos que este resultado con-
cuerda en más de un término con los desarrollos exactos (15.156) y (15.164). Este
resultado se entenderá luego de deducir la Ec. (15.295).
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15.9.5 Correciones de Lazos de Orden Superior

Calculamos ahora las correcciones perturbativas en el ĺımite de rigidez grande. Para esto reem-
plazamos la integral de trayectoria armónica (15.210) por la expresión completa

P (r;L)=S−1
D

∫

NBC

D ′D−1q(s)δ

(

r − L−1

∫ L

0

ds
√

1 − q2(s)

)

e−Atot[q]−Acor[qb,qa], (15.236)

donde

Atot[q]=
1

2ε

∫ L

0

ds [ gµν(q) q̇µ(s)q̇ν(s)−εδ(s, s) log g(q(s))] + AFP− εL
R

8
. (15.237)

Por conveniencia, introducimos el parámetro ε = kBT/κ = 1/κ̄, el inverso de la rigidez reducida,
relacionada con la flexibilidad l ≡ L/ξ por medio de l = εL(d − 1)/2. También hemos agregado
el término de corrección εLR/8, de donde obtenemos la normalización unitaria de la función de
partición

Z = SD

∫ ∞

0

dr rD−1 P (r;L) = 1. (15.238)

La acción de Faddeev-Popov, cuya aproximación armónica se usó en la Ec. (15.208), será

AFP[q] = −(D − 1) log

(

L−1

∫ L

0

ds
√

1 − q2(s)

)

, (15.239)

Para llevar a cabo cálculos de orden superior, hemos agregado una acción extra que corrige
la omisión de las fluctuaciones de las velocidades en los puntos extremos cuando se reestrigen
las trayectorias a condiciones de frontera de Neumanna, cuyas velocidades son cero en los puntos
finales. En los puntos extremos la acción extra tiene la forma [7]

Acor[qb, qa] = − log J [qb, qa] = −[q2(0) + q2(L)]/4. (15.240)

Aśı, representamos la función de partición (15.238) por la integral de trayectoria con condi-
ciones de frontera de Neumann

Z =

∫

NBC

D ′D−1q(s) exp
{

−Atot[q] −Acor[qb, qa] −AFP[q]
}

. (15.241)

Para los momentos de la distribución se puede construir una integral de trayectoria similar.
En términos de las coordenadas (15.207) escribimos el cuadrado de la distancia R2 como

R2 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ u(s) · u(s′) =

(

∫ L

0

ds
√

1 − q2(s)

)2

= R2 , (15.242)

y encontramos inmediatamente la representación para todos los momentos, pares e impares [com-
paremos con la Ec. (15.147)]

〈 (R2)n 〉 =

〈[

∫ L

0

∫ L

0

ds ds′ u(s) · u(s′)

]n〉

(15.243)

en la forma

〈Rn 〉 =

∫

NBC

D ′D−1q(s) exp
{

−Atot[q] −Acor[qb, qa] −AFP
n [q]

}

. (15.244)
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Este resultado difiere de la Ec. (15.241) por el uso de la acción de Faddeev-Popov para estos
momentos, la cual es

AFP
n [q] = −(n + D − 1) log

(

L−1

∫ L

0

ds
√

1 − q2(s)

)

, (15.245)

en lugar de la Ec. (15.239).
No es necesario dividir la integral de trayectoria (15.244) por Z, ya que Z está normalizada

a la unidad, como será verificado orden por orden en un desarrollo perturbativo. La función de
Green del operador d2/ds2, con estas condiciones de frontera, tiene la forma

∆′
N(s, s′) =

L

3
− | s− s′ |

2
− (s + s′)

2
+

(s2 + s′2)

2L
. (15.246)

El promedio temporal cero (15.207), tiene la propiedad

∫ L

0

ds∆′
N(s, s′) = 0 . (15.247)

Por brevedad, en lo que sigue escribiremos simplemente ∆(s, s′) en lugar de ∆′
N(s, s′).

Función de Partición y Momentos Hasta Cuatro Lazos

Estamos ahora preparados para hacer el cálculo perturbativo de la función de partición y todos
los momentos pares en potencias de la rigidez inversa ε hasta orden ε2 ∝ l2. Esto requiere evaluar
diagramas de Feynman hasta cuatro lazos. Las integrales asociadas contendrán el producto de
distribuciones, las cuales serán calculadas con la ayuda de las fórmulas vistas en el Caṕıtulo 10.

Para un tratamiento sistemático del parámetro del desarrollo ε, reescalamos las coordenadas
qµ → εqµ, y reescribimos la integral de trayectoria (15.244) como

〈Rn 〉 =

∫

NBC

D ′D−1q(s) exp {−Atot,n[q; ε].} , (15.248)

donde la acción total es

Atot,n[q; ε] =

∫ L

0

ds

[

1

2

(

q̇2 + ε
(qq̇)2

1 − εq2

)

+
1

2
δ(0) log(1 − εq2)

]

− σn log

[

1

L

∫ L

0

ds
√

1 − εq2

]

− ε

4

[

q2(0) + q2(L)
]

− εL
R

8
. (15.249)

La constante σn es una abreviatura para

σn ≡ n + (d− 1). (15.250)

Para n = 0, la integral de trayectoria (15.248) debe ser igual a la función de partición normalizada
Z = 1.

Para el desarrollo perturbativo, hacemos la separación

Atot,n[q; ε] = A(0)[q] + Aint
n [q; ε], (15.251)

donde la acción libre será

A(0)[q] =
1

2

∫ L

0

ds q̇2(s), (15.252)

y el desarrollo de la interacción en términos de una rigidez grande será

Aint
n [q; ε] = εAint1

n [q] + ε2Aint2
n [q] + . . . . (15.253)
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La parte libre de la integral de trayectoria (15.248) está normalizada a la unidad:

Z(0) ≡
∫

NBC

D ′D−1q(s) e−A(0)[q] =

∫

NBC

D ′D−1q(s) e
−(1/2)

∫

L

0
ds q̇2(s)

= 1. (15.254)

El primer término del desarrollo de la interacción (15.253) es

Aint1
n [q] =

1

2

∫ L

0

ds
{

[q(s)q̇(s)]2 − ρn(s) q2(s)
}

− L
R

8
, (15.255)

donde

ρn(s) ≡ δn + [δ(s) + δ(s− L)] /2, δn ≡ δ(0) − σn/L. (15.256)

El segundo término en la expresión para ρn(s) representa los términos de los extremos en la acción
(15.249) y es importante para cancelar las singularidades en el desarrollo.

El siguiente término del desarrollo de la Ec. (15.253) será

Aint2
n [q] =

1

2

∫ L

0

ds

{

[q(s)q̇(s)]2 − 1

2

[

δ(0) − σn

2L

]

q2(s)

}

q2(s)

+
σn

8L2

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ q2(s)q2(s′). (15.257)

El desarrollo perturbativo de la función de partición en potencias de ε consta de los valores
esperados de la interacción y sus potencias, los cuales serán calculadas con la función libre de
partición (15.254). Para una funcional arbitrario de q(s), estos valores esperados serán denotados
por

〈F [q] 〉0 ≡
∫

NBC

D ′D−1q(s)F [q] e
−(1/2)

∫

L

0
ds q̇2(s)

. (15.258)

Con esta notación, el desarrollo perturbativo de la integral de trayectoria (15.248) será

〈Rn 〉/Ln = 1 − 〈Aint
n [q; ε]〉0 +

1

2
〈Aint

n [q; ε]2〉0 − . . .

= 1 − ε 〈Aint1
n [q]〉0 + ε2

(

−〈Aint2
n [q]〉0 +

1

2
〈Aint1

n [q]2〉0
)

− . . . . (15.259)

Para la evaluación de los valores esperados debemos de hacer todas las contracciones posibles de
Wick con el propagador básico

〈 qµ(s)qν(s′) 〉0 = δµν∆(s, s′) , (15.260)

donde ∆(s, s′) es la función de Green (15.246), de la acción no perturbada (15.252). Las integrales
de los lazos relevantes Ii y Hi, se calculan usando las reglas de regularización dimensional del
Caṕıtulo 10. Estas reglas están listadas en el Apéndice 15A y el Apéndice 15B.

Ahora presentamos el resultado para varios términos en el desarrollo (15.259):

〈Aint1
n [q]〉0 =

(D−1)

2

[

σn

L
I1 + DI2 −

1

2
∆(0, 0) − 1

2
∆(L,L)

]

− L
R

8
= L

(D−1)n

12
,

〈Aint2
n [q]〉0 =

(D2−1)

4

[(

δ(0) +
σn

2L

)

I3+2(D+2)I4

]

+
(D−1)σn

8L2

[

(D−1)I21 + 2I5
]

= L3 (D2 − 1)

120
δ(0) + L2 (D−1)

1440

[

(25D2+36D+23) + n(11D+5)
]

,

1

2
〈Aint1

n [q]2〉0 =
L2

2

{

(D−1)L

12

[(

δ(0) +
D

2L

)

−
(

δn +
2

L

)]

− R

8

}2
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+
(D−1)

4
[Hn

1 − 2(Hn
2 + Hn

3 −H5) + H6 − 4D(Hn
4 −H7 −H10)

+ H11 + 2D2(H8 + H9)
]

+
(D−1)

4
[DH12 + 2(D + 2)H13 + DH14]

=
L2

2

[

(D−1)n

12

]2

+ L3 (D−1)

120
δ(0)

+ L2 (D−1)

1440

[

(25D2 − 22D + 25) + 4(n + 4D − 2)
]

+ L3 (D−1)D

120
δ(0) + L2 (D−1)

720
(29D− 1) . (15.261)

Sustituyendo estos resultados en la Ec. (15.259), encontramos todos momentos par e impar hasta
orden ε2 ∝ l2

〈Rn 〉/Ln = 1 − εL
(D−1)n

12
+ ε2L2

[

(D−1)2n2

288
+

(D−1)(4n+ 5D − 13)n

1440

]

−O(ε3)

= 1 − n

6
l +

[

n2

72
+

(4n + 5D − 13)n

360(D−1)

]

l2 −O(l3). (15.262)

Para n = 0 obtenemos de forma apropiada la función de partición normalizada Z = 1. Para todo
n este resultado reproduce el desarrollo de rigidez grande (15.198), hasta orden l4.

Función de Correlación Hasta Cuatro Lazos

Como una prueba importante de lo correcto de nuestra teoŕıa de perturbación, calculemos la función
de correlación hasta cuatro lazos y verfiquemos que de esta función de correlación obtenemos la
expresión (15.153), la cual en las actuales unidades tiene la forma

G(s, s′) = e−|s−s′|/ξ = e−|s−s′|l/L. (15.263)

El punto de partida es la representación en términos de la integral de trayectoria, junto con las
condiciones de frontera de Neumann, de la función de correlación de dos-puntos

G(s, s′) = 〈u(s) · u(s′)〉 =

∫

NBC

D ′D−1q(s) f(s, s′) exp
{

−A(0)
tot[q; ε]

}

, (15.264)

donde usamos la acción de la Ec. (15.249) para el caso n = 0. La función f(s, s′) ≡ f(q(s), q(s′)),
en el integrando, es una abreviación para el producto escalar u(s) ·u(s′) expresado en términos de
las coordenadas independientes qµ(s):

f(q(s), q(s′)) ≡ u(s) · u(s′) =
√

1 − q2(s)
√

1 − q2(s′) + q(s) q(s′). (15.265)

Reescalando las cordenadas q → √
ε q, y desarrollando en potencias de ε obtenemos:

f(q(s), q(s′)) = 1 + εf1(q(s), q(s
′)) + ε2f2(q(s), q(s

′)) + . . . , (15.266)

donde

f1(q(s), q(s
′)) = q(s) q(s′) − 1

2
q2(s) − 1

2
q2(s′), (15.267)

f2(q(s), q(s
′)) =

1

4
q2(s) q2(s′) − 1

8
[q2(s)]2 − 1

8
[q2(s′)]2. (15.268)

Atribuimos el integrando f(q(s), q(s′)) a una interacción Af [q; ε] definida por

f(q(s), q(s′)) ≡ e−Af [q;ε], (15.269)
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la cual tiene el siguiente desarrollo en términos de ε

Af [q; ε] = − log f(q(s), q(s′))

= −εf1(q(s), q(s
′))+ε2

[

−f2(q(s), q(s
′))+

1

2
f2
1 (s, s′)

]

−. . . , (15.270)

la cual, con n = 0, se ha de sumar a la interacción (15.253). Aśı obtenemos el desarrollo perturba-
tivo de la integral de trayectoria (15.264)

G(s, s′) = 1−
〈

(Aint
0 [q; ε] + Af [q; ε])

〉

0
+

1

2

〈

(Aint
0 [q; ε] + Af [q; ε])2

〉

0
− . . . . (15.271)

Sustituyendo los términos de la interacción (15.253) y (15.271), obtenemos

G(s, s′) = 1+ε〈f1(q(s), q(s′))〉0+ε2
[

〈f2(q(s), q(s′))〉0−〈f1(q(s), q(s′))Aint1
0 [q]〉0

]

+. . . ,

(15.272)

y los valores esperados se pueden calcular usando el propagador (15.260) junto con la función de
Green (15.246).

Al hacer este cálculo observamos que debido a la invarianza translacional en el pseudo-tiempo,
s → s+ s0, la función de Green ∆(s, s′)+C es tan buena como una función de Green que satisface
condiciones de frontera de Neumann, tal como ∆(s, s′). Demostraremos esto expĺıcitamente fijando
C = L(a−1)/3 con una constante arbitraria a, y calculando los valores esperados en la Ec. (15.272)
usando la función modificada de Green. Los detalles están dados en el Apéndice 15C [ver la
Ec. (15C.1)], donde hemos listado varias expresiones e integrales que aparecen en las contracciones
de Wick del desarrollo de la Ec. (15.272). Usando estos resultados encontramos los términos
independientes en a hasta segundo orden en ε:

〈f1(q(s), q(s′))〉0 = − (D − 1)

2
|s− s′ |, (15.273)

〈f2(q(s), q(s′))〉0 − 〈f1(q(s), q(s′))Aint1
0 [q]〉0

= (D − 1)

[

1

2
D1 −

1

8
(D + 1)D2

2 −K1 −DK2 −
(D − 1)

L
K3 +

1

2
K4 +

1

2
K5

]

=
1

8
(D − 1)2(s− s′)2. (15.274)

Esto nos lleva al desarrollo correcto para el caso de rigidez grande de la función de correlación
exacta de dos-puntos (15.263):

G(s, s′) = 1−ε
D−1

2
|s−s′ | + ε2

(D−1)2

8
(s−s′)2+. . .=1− |s−s′ |

ξ
+

(s−s′)2

2ξ2
− . . . . (15.275)

Distribución Radial hasta Cuatro Lazos

Ahora nos enfocaremos en la cantidad más importante que caracteriza a un poĺımero, la función
de distribución radial. Eliminamos la función δ en la Ec. (15.236), que limita la distancia de los
extremos, considerando la transformada de Fourier

P (k;L) =

∫

dr eik(r−1) P (r;L) . (15.276)

Esta transformada se calcula de la integral de trayectoria utilizando condiciones de frontera de
Neumann

P (k;L) =

∫

NBC

D ′D−1q(s) exp
{

−Atot
k [q; ε]

}

, (15.277)
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donde, usando las mismas coordenadas reescaladas de la Ec. (15.249), la acción Atot
k [q; ε] tiene

forma

Atot
k [q; ε] =

∫ L

0

ds

{

1

2

[

q̇2 + ε
(qq̇)2

1 − εq2

]

+
1

2
δ(0) log(1 − εq2) − ik

L

(

√

1 − εq2 − 1
)

}

− 1

4
ε
[

q2(0) + q2(L)
]

− εL
R

8
≡ A0[q] + Aint

k [q; ε]. (15.278)

Tal como en la Ec. (15.253), desarrollamos la interacción en potencias de la constante de
acoplamiento ε. El primer término coincide con la Ec. (15.255), excepto que σn se reemplaza por

ρk(s) = δk + [δ(s) + δ(s− L)] /2, δk = δ(0) − ik/L, (15.279)

aśı que

Aint1
k [q] =

∫ L

0

ds
1

2

{

[q(s)q̇(s)]2 − ρk(s) q
2(s)

}

− L
R

8
. (15.280)

El segundo término del desarrollo Aint2
k [q] es más simple que el dado anteriormente en la

Ec. (15.257), ya que no contiene el último término no local:

Aint2
k [q] =

∫ L

0

ds
1

2

{

[q(s)q̇(s)]2 − 1

2

(

δ(0) − ik

2L

)

q2(s)

}

q2(s). (15.281)

Con excepción de eso, el desarrollo perturbativo (15.277) tiene la misma forma general que el de
la Ec. (15.259):

P (k;L) = 1 − ε 〈Aint1
k [q]〉0 + ε2

(

−〈Aint2
k [q]〉0 +

1

2
〈Aint1

k [q]2〉0
)

− . . . . (15.282)

Los valores esperados se pueden expresar en términos de las mismas integrales listadas en el
Apéndice 15A y en el Apéndice 15B como sigue:

〈Aint1
, k [q]〉0 =

(D − 1)

2

[

ik

L
I1 + DI2 −

1

2
∆(0, 0) − 1

2
∆(L,L)

]

− L
R

8

= −L
(D − 1) [(D − 1) − ik]

12
, (15.283)

〈Aint2
, k [q]〉0 =

(D2 − 1)

4

[(

δ(0) +
ik

2L

)

I3 + 2(D + 2)I4

]

= L3 (D2 − 1)

120
δ(0) + L2 (D2 − 1) [7(D + 2) + 3ik]

720
, (15.284)

1

2
〈Aint1

, k [q]2〉0 =
L2

2

{

(D − 1)L

12

[(

δ(0) +
D

2L

)

−
(

δk +
2

L

)]

− R

8

}2

+
(D − 1)

4

[

Hk
1 − 2(Hk

2 + Hk
3 −H5) + H6 − 4D(Hk

4 −H7 −H10)

+ H11 + 2D2(H8 + H9)
]

+
(D − 1)

4
[DH12 + 2(D + 2)H13 + DH14]

= L2 (D − 1)2 [(D − 1) − ik]2

2 · 122

+ L3 (D − 1)

120
δ(0) + L2 (D − 1)

1440

[

(13D2 − 6D + 21) + 4ik(2D + ik)
]

+ L3 (D − 1)D

120
δ(0) + L2 (D − 1)

720
(29D− 1) . (15.285)
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De esta forma encontramos el desarrollo para el caso de rigidez grande hasta orden ε2:

P (k;L) = 1 + εL
(D − 1)

12
[(D − 1) − ik] + ε2L2 (D − 1)

1440
(15.286)

×
[

(ik)2(5D−1)−2ik(5D2−11D+8)+(D−1)(5D2−11D+14)
]

+O(ε3).

Este resultado también puede reescribirse como

P (k;L)=P1 lazo(k;L)

{

1+
(D−1)

6
l+

[

(D−3)

180(D−1)
ik+

(5D2−11D+14)

360

]

l2+O(l3)

}

,

(15.287)

donde el prefactor P1 lazo(k;L) tiene la representación

P1 lazo(k;L) = 1 − εL
(D − 1)

22 · 3 (ik) + ε2L2 (D − 1)(5D − 1)

25 · 32 · 5 (ik)2 − . . . . (15.288)

Haciendo la identificación ω̄2 = ikεL, tenemos el desarrollo del determinante funcional de un-lazo

hallado en la Ec. (15.227). Mediante una transformación de Fourier de la Ec. (15.286), obtenemos
la función de distribución radial

P (r; l) = δ(r−1) +
l

6
[δ′(r−1) + (d− 1) δ(r−1)] +

l2

360(d− 1)
[(5d− 1) δ′′(r−1)

+ 2(5d2−11d+8) δ′(r−1) + (d−1)(5d2−11d+14)δ(r−1)
]

+ O(l3). (15.289)

Como una comprobación rápida, podemos calcular de este desarrollo una vez más los momentos
pares e impares

〈Rn 〉 = Ln

∫

dr rn+(D−1) P (r; l), (15.290)

y encontrar que estos concuerdan con lo hallado en la Ec. (15.262).
Usando la representación de orden superior de los momentos de la Ec. (15.198) podemos

extender fácilmente la distribución (15.289) a ordenes arbitrariamente superiores en l. Manteniendo
sólo los términos de orden l4, encontramos que la función de distribución extremo a extremo a un-
lazo (15.212) tiene el factor de corrección:

P (r; l) ∝
∫ ∞

−∞

dω̂2

2π
e−iω̂2(r−1)(D−1)/2l

( ω̄

sinh ω̄

)(D−1)/2

e−V (l,ω̂2), (15.291)

donde

V (l, ω̂2) ≡ V0(l) + V̄ (l, ω̂2) = V0(l) + V1(l)
ω̂2

l
+ V2(l)

ω̂4

l2
+ V3(l)

ω̂6

l3
+ . . . . (15.292)

El primer término

V0(l) = −d− 1

6
l +

d− 9

360
l2 +

(d− 1)
(

32 − 13 d + 5 d2
)

6480
l3

− 34 − 272 d+ 259 d2 − 110 d3 + 25 d4

259200
l4 + . . . (15.293)

contribuye sólo a la normalización de P (r; l), y puede omitirse en la Ec. (15.291). El resto tiene
los coeficientes del desarrollo

V1(l) = −d− 3

360
l2 +

(−5 + 9 d)

7560 (−1 + d)
l3 +

(

−455 + 431 d+ 91 d2 + 5 d3
)

907200 (d− 1)
2 l4 + . . . ,

V2(l) = − (5 − 3 d) l3

7560
−
(

−31 + 42 d + 25 d2
)

l4

907200 (d− 1)
+ . . . , (15.294)

V3(l) = − (d− 1) l4

18900
+ . . . .
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En el caso de tres dimensiones, f́ısicamente el más interesante, la primera corrección surge a orden
l3. Esto explica el notable acuerdo de los momentos hallado en las Ecs. (15.234) y (15.235) hasta
orden l2.

Los términos correctivos V̄ (l, ω̂2) pueden incluirse perturbativamente en la suma sobre k en la
Ec. (15.220) notando que el valor esperado de potencias de ω̂2/l dentro de la integral ω̂ (15.221) es

〈

ω̂2/l
〉

= a2k ≡ 2k + (D − 1)/2

(D − 1)(1 − r)
,
〈

ω̂2/l
〉2

= 3a4k,
〈

ω̂2/l
〉3

= 15a6k, (15.295)

de esta manera obtenemos un factor e−fk extra

fk = V1(l)a
2
k +

[

3V2(l)−V 2
1 (l)

]

a4k +

[

15V3(l)−12V1(l)V2(l)+
4

3
V 3
1 (l)

]

a6k + . . . , (15.296)

donde hasta orden l4, tenemos:

3V2(l)−V 2
1 (l) =

3D − 5

2520
l3 +

156− 231D− 26D2 − 7D3

907200 (D − 1)
l4 + . . . ,

15V3(l)−12V1(l)V2(l)+
4

3
V 3
1 (l) = −D − 1

1260
l4 + . . . . (15.297)

15.10 Efectos del Volumen-Excluido

Una modificación importante de estas propiedades se obtiene por las interacciones
entre los elementos de la cadena. Si dos de estos elementos se acercan entre śı, las
fuerzas moleculares evitan que ocupen el mismo lugar. Este es el llamado efecto del

volumen-excluido. Para dimensiones menores a cuatro, este efecto da lugar a una
ley de escalamiento, como una función de L, para el valor esperado 〈R2〉:

〈R2〉 ∝ L2ν , (15.298)

como se comentó en la Ec. (15.38). El exponente cŕıtico ν es un número entre
ν = 1/2, el valor para la cadena aleatoria, y ν = 1, el valor para la cadena ŕıgida.

Para deducir este comportamiento consideremos el poĺımero en la aproximación
de la integral de trayectoria (15.80) a una cadena aleatoria, la cual se derivó para
el caso para R2/La ≪ 1 y la cual es muy precisa siempre que podamos hallar una
partición de la distribución de probabilidad. Aśı, partimos de la expresión de la
partición temporal

PN(R) =
1

√

2πa/M
D

N−1
∏

n=1







∫

dDxn
√

2πa/M
D





 exp
(

−AN/h̄
)

, (15.299)

donde la acción será

AN = a
N
∑

n=1

M

2

(∆xn)
2

a2
, (15.300)

y usamos el parámetro de masa de la Ec. (15.79). En lo que sigue usaremos unidades
naturales en las cuales las enerǵıas están medidas en unidades de kBT , y escribimos
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todas las expresiones en el ĺımite del continuo. La probabilidad (15.299) se escribe
entonces como

PL(R) =
∫

DDx e−AL[x], (15.301)

donde se ha usando la etiqueta L = Na en lugar que N . De la discusión en la sección
precedente sabemos que a pesar de que esta integral de trayectoria representa una
cadena aleatoria ideal, también podemos considerar una rigidez finita interpretando
el número a como un parámetro de longitud efectiva aeff dado por la Ec. (15.158). El
tiempo Euclidiano total en la integral de trayectoria τb − τa = h̄/kBT , corresponde
a la longitud total del poĺımero L.

Ahora, suponemos que las moléculas del poĺımero se repelen entre śı con un
potencial de dos cuerpos V (x,x′). Entonces la acción en la integral de trayectoria
(15.301) tiene que complementarse por la interacción

Aint =
1

2

∫ L

0
dτ
∫ L

0
dτ ′ V (x(τ),x(τ ′)). (15.302)

Note que la interacción es de una naturaleza puramente espacial y no depende de
los parámetros τ , τ ′, i.e., no importa saber que par de moléculas en la cadena se
acercan entre śı.

Los efectos de una interacción de este tipo se calculan de manera más elegante
haciendo uso de la transformación de Hubbard-Stratonovich. Generalizando el pro-
cedimiento de la Subsección 7.15.1, introducimos una variable auxiliar para la fluc-
tuación del campo ϕ(x) en cada punto del espacio x y reemplazamos Aint por

Aϕ
int =

∫ L

0
dτ ϕ(x(τ))− 1

2

∫

dDxdDx′ ϕ(x)V −1(x,x′)ϕ(x′). (15.303)

Aqúı V −1(x,x′) representa la inversa de V (x,x′) bajo una multiplicación funcional,
definida por la ecuación integral

∫

dDx′ V −1(x,x′)V (x′,x′′) = δ(D)(x− x′′). (15.304)

Para ver la equivalencia de la acción (15.303) con la acción (15.302), reescribimos
(15.303) como

Aϕ
int =

∫

dDx ρ(x)ϕ(x)− 1

2

∫

dDxdDx′ ϕ(x)V −1(x,x′)ϕ(x′), (15.305)

donde ρ(x) es la densidad de part́ıculas

ρ(x) ≡
∫ L

0
dτ δ(D)(x− x(τ)). (15.306)

Luego, completando la cuadratura tenemos

Aϕ
int = −1

2

∫

dDxdDx′
[

ϕ′(x)V −1(x,x′)ϕ′(x′)− ρ(x)V (x,x′)ρ(x′)
]

, (15.307)
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donde hallamos el campo modificado

ϕ′(x) ≡ ϕ(x)−
∫

dDx′ V (x,x′)ρ(x′). (15.308)

Ahora hacemos la integral funcional
∫

Dϕ(x) e−Aϕ
int (15.309)

integrando ϕ(x) para cada punto x desde −i∞ hasta +i∞ a lo largo del eje de campo

imaginario. El resultado es un determinante funcional constante [det V −1(x,x′)]
−1/2

.
Este determinante se puede ignorar ya que en última instancia debemos normalizar
la distribución extremo a extremo a la unidad. Sustituyendo la Ec.(15.306) en el
segundo término de la Ec. (15.307), obtenemos la interacción original (15.302).

Aśı, podemos estudiar el problema del volumen-excluido por medio de la integral
de trayectoria equivalente

PL(R) ∝
∫

DDx(τ)
∫

Dϕ(x) e−A, (15.310)

donde la acción A está dada por la suma

A = AL[x, ẋ, ϕ] +A[ϕ], (15.311)

de las acciones de ĺınea y del campo

AL[x, ϕ] ≡
∫ L

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + ϕ(x(τ))

]

, (15.312)

A[ϕ] ≡ −1

2

∫

dDxdDx′ ϕ(x)V −1(x,x′)ϕ(x′), (15.313)

respectivamente. La integral de trayectoria (15.310) tiene la siguiente interpretación
f́ısica. La acción de ĺınea (15.312) describe la órbita de una part́ıcula en un potencial
aleatorio dependiente de la posición ϕ(x). La integral de trayectoria sobre x(τ)
será la distribución extremo a extremo del poĺımero en este potencial. La integral
de trayectoria sobre todos los potenciales ϕ(x) con peso e−A[ϕ] da cuenta de la
nube repulsiva de los elementos de la cadena fluctuante. Para que sea convergente,
todas las integraciones sobre ϕ(x) en (15.310) tienen que hallarse a lo largo del eje
imaginario del campo.

Para evaluar las integrales de trayectoria (15.310) es útil separar las integraciones
sobre x(τ) y ϕ(x) y escribir las distribuciones extremo a extremo como un promedio
sobre las fluctuaciones ϕ

PL(R) ∝
∫

Dϕ(x) e−A[ϕ]P ϕ
L (R, 0), (15.314)

donde

P ϕ
L (R, 0) =

∫

DDx(τ) e−AL[x,ϕ] (15.315)
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es la distribución extremo a extremo de una cadena aleatoria moviendose en un
potencial externo fijo, ϕ(x). La presencia de este potencial destruye la invarianza
translacional de P ϕ

L . Esta es la razón por la cual hemos enfatizado los puntos inicial
y final, 0 y R. En la distribución final PL(R), Ec. (15.314), la invarianza se restaura
mediante la integración sobre todo ϕ(x).

Es posible expresar la distribución P ϕ
L (R, 0) en términos de la solución de

una ecuación asociada de Schrödinger. Usando la acción (15.312), la ecuación de
Schrödinger es

[

∂

∂L
− 1

2M
∂R

2 + ϕ(R)

]

P ϕ
L (R, 0) = δ(D)(R− 0)δ(L). (15.316)

Si ψϕE(R) representa las soluciones independientes del tiempo del operador Hamil-
toniano

Ĥϕ = − 1

2M
∂R

2 + ϕ(R), (15.317)

la probabilidad P ϕ
L (R) tiene una representación espectral de la forma

P ϕ
L (R, 0) =

∫

dEe−ELψϕE(R)ψϕ ∗
E (0), L > 0. (15.318)

De aqúı en adelante, supondremos que la interacción es regulada por el potencial
repulsivo más simple posible, proporcional a una función δ:

V (x,x′) = vaDδ(D)(x− x′). (15.319)

Luego, la funcional inversa es

V −1(x,x′) = v−1a−Dδ(D)(x− x′), (15.320)

y la acción en ϕ (15.312) se reduce a

A[ϕ] = −v
−1a−D

2

∫

dDxϕ2(x). (15.321)

Las integrales de trayectoria (15.314), (15.315) se pueden resolver en forma aproxi-
mada utilizando los métodos semiclásicos del Caṕıtulo 4, tanto para la integral sobre
x(τ) como para la integral sobre ϕ(x). Estas integrales están reguladas por los ex-
trema de la acción y se evaluán mediante la aproximación del punto de inflexión.
En la integral sobre ϕ(x), el punto de inflexión está dado por la ecuación

v−1a−Dϕ(x) =
δ

δϕ(x)
logP ϕ

L (R, 0). (15.322)

Esta es la aproximación semiclásica a la ecuación exacta

v−1a−D〈ϕ(x)〉 = 〈ρ(x)〉 ≡
〈

∫ L

0
dτ δ(D)(x− x(τ))

〉

x

, (15.323)
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donde 〈. . .〉x es el promedio sobre todas las ĺıneas de fluctuación calculado con la
ayuda de la distribución de probabilidad (15.315).

La ecuación exacta (15.323) se sigue de la diferenciación funcional de la integral
de trayectoria de P ϕ

L con respecto a ϕ(x):

δ

δϕ(x)
P ϕ
L (R) =

∫

Dϕ δ

δϕ(x)

∫

DDx e−AL[x,ϕ]−A[ϕ] = 0. (15.324)

Anclando un extremo del poĺımero en el origen y llevando a cabo la integral de
trayectoria desde ah́ı hasta x(τ), y posteriormente sobre R, el lado derecho de la
relación (15.323) se puede expresar como una integral de convolusión sobre dos
distribuciones:

〈

∫ L

0
dτ δ(D)(x− x(τ))

〉

x

=
∫ L

0
dL′ P ϕ

L′(x)P
ϕ
L−L′(R− x). (15.325)

Usando la Ec. (15.323), este resultado se convierte en

v−1a−D〈ϕ(x)〉x =
∫ L

0
dL′ P ϕ

L′(x)P
ϕ
L−L′(R− x), (15.326)

que es igual a la expresión hallada en la Ec. (15.323).
De acuerdo a la Ec. (15.322), el extremal ϕ(x) depende realmente de dos varia-

bles, x y R. Esto torna dif́ıcil la solución, aún en el ĺımite semi-clásico. La solución
será simple sólo para el caso R = 0, i.e., para un poĺımero cerrado. En este caso sólo
se conserva la variable x y, por simetŕıa rotacional, ϕ(x) sólo puede depender de r =
|x|. Por otra parte, paraR 6= 0, la simetŕıa rotacional se distorsiona a una geometŕıa
elipsoidal, en la cual es dif́ıcil hallar una solución cerrada al problema. Como una
aproximación, podemos usar un ansatz con simetŕıa rotacional ϕ(x) ≈ ϕ(r), lo
mismo para R 6= 0, y calcular la distribución de probabilidad PL(R) mediante la
aproximación semi-clásica, Ec. (15.310), hallando las dos integrales de trayectoria.

El punto de inflexión en la integral de trayectoria sobre ϕ(x) dará la fórmula
[comparar con la Ec. (15.314)]

PL(R) ∼ P ϕ
L (R, 0) =

∫

DDx exp

{

−
∫ L

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + ϕ(r(τ))

]

}

. (15.327)

Por lo tanto, es de esperarse que para valores moderados deR el error sea lo suficien-
temente pequeño como para justificar esta aproximación. De cualquier forma, los
resultados análiticos proveen de un punto de partida para mejores aproximaciones.

Ignorando la distorsión elipsoidal, es fácil calcular la integral de trayectoria sobre
x(τ) para P ϕ

L (R, 0), en la aproximaciń del punto de inflexión. Para un ϕ(r) arbi-
trario dado, debemos encontrar las órbitas clásicas. La ecuación de Euler-Lagrange
tiene la primera integral de movimiento

M

2
ẋ2 − ϕ(r) = E = const. (15.328)
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Para L fijo, tenemos que encontrar las soluciones clásicas para todas las enerǵıas
E y todos los momenta agulares l. La integral de trayectoria se reduce a una
integral ordinaria doble, sobre E y l, la cual a su vez es evaluada en la aproximación
del punto de inflexión. En un potencial con simetŕıa rotacional ϕ(r), el punto de
inflexión principal tiene el momentum angular l = 0, correspondiente a un poĺımero
con distribución simétrica. Luego, la Ec. (15.328) se convierte en una ecuación
diferencial puramente radial

dτ =
dr

√

2[E + ϕ(r)]/M
. (15.329)

Para un poĺımero que va desde el origen a R, tenemos

L =
∫ R

0

dr
√

2[E + ϕ(r)]/M
. (15.330)

Con esto determinamos la enerǵıa E como una función de L. La cual es una funcional
del aún campo desconocido ϕ(r):

E = EL[ϕ]. (15.331)

La acción clásica para tales órbitas se puede expresar en la forma

Acl[x, ϕ] =
∫ L

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + ϕ(r(τ))

]

= −
∫ L

0
dτ
[

M

2
ẋ2 − ϕ(r(τ))

]

+
∫ L

0
dτM ẋ2

= −EL+
∫ R

0
dr
√

2M [E + ϕ(r)]. (15.332)

En esta expresión, podemos considerar a E como un parámetro variacional inde-
pendiente. La relación (15.330) entre E,L,R, ϕ(r), por medio de la cual E se fija,
reemerge cuando hallamos el extremal de la expresión clásica Acl[x, ϕ]:

∂

∂E
Acl[x, ẋ, ϕ] = 0. (15.333)

La aproximación clásica de la acción completa A[x, ϕ] +A[ϕ], será entonces

Acl = −EL+
∫ r

0
dr′
√

2M [E + ϕ(r′)]− 1

2
v−1a−D

∫

dDxϕ2(r). (15.334)

Ahora, esta acción se extremiza independientemente con respecto a ϕ(r), E. El
extremum para ϕ(r) está obviamente dado por la ecuación

ϕ(r′) =

{

0

MvaDS−1
D r′ 1−D/

√

2M [E + ϕ(r′)]
para

r′ > r,
r′ < r,

(15.335)
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la cual se resuelve fácilmente. La reescribimos como

E + ϕ(r) = ξ3ϕ−2(r), (15.336)

con la abreviatura

ξ3 = αr−2δ, (15.337)

donde

δ ≡ D − 1 > 0 (15.338)

y

α ≡ M

2
v2a2DS−2

D . (15.339)

Para valores grandes de ξ ≫ 1/E, i.e., valores pequeños de r ≪ α2/δE−6/δ, desarro-
llamos la soución como sigue

ϕ(r) = ξ − E

3
+
E2

9
+ . . . . (15.340)

Este desarrollo se reinserta en la acción clásica (15.334), convirtiendola en una serie
de potencias en E. Una posterior extremización en E dará E = E(L, r). El ex-
tremum de la acción dará una función de distribución aproximada de un monómero
en un poĺımero cerrado (que pasa a través del origen):

PL(R) ∝ e−Acl(L,R). (15.341)

Para ver como ocurre esto, consideremos primero el ĺımite no interactuante,
donde v = 0. Entonces, la solución de la Ec. (15.335) es ϕ(r) ≡ 0, y la acción clásica
(15.334) se convierte en

Acl = −EL+
√
2MER. (15.342)

La extremización con respecto a E dará

E =
M

2

R2

L2
, (15.343)

de donde a su vez obtenemos la acción extrema

Acl =
M

2

R2

L
. (15.344)

Por lo tanto, la distribución aproximada es

PN(R) ∝ e−Acl = e−MR2/2L. (15.345)
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Ahora, el caso interactuante se trata de la misma forma. Usando la Ec. (15.336), la
acción clásica (15.334) se puede escribir como

Acl = −EL+

√

M

2

∫ R

0
dr′

[

√

ϕ+ E − 1

2
ξ3/2

1

ϕ+ E

]

. (15.346)

Representando esta acción en una serie de potencias de E [después de haber susti-
tuido la Ec. (15.340) por ϕ], y donde usamos ǫ(r) ≡ E/ξ = Eα−1/3r2δ/3, obtenemos

Acl = −EL+

√

M

2
α1/6

∫ R

0
dr′r′−δ/3

[

3

2
+ ǫ(r′)− 1

6
ǫ2(r′) + . . .

]

. (15.347)

Siempre que δ < 3, i.e., para

D < 4, (15.348)

la integral existe y tiene el desarrollo

Acl = −EL+ a0(R) + a1(R)E − 1

2
a2(R)E

2 + . . . , (15.349)

cuyos coeficientes son

a0(R) = −M
2

√

9

2
R1−δ/3α1/6 1

δ − 3
,

a1(R) = 3

√

M

2
R1+δ/3α−1/6 1

δ + 3
,

a2(R) =
1

3

√

M

2
R1+δα−1/2 1

δ + 1
. (15.350)

Extremizando Acl con respecto a E, nos permite hallar la acción

Acl = a0(R) +
1

2a2(R)
[L− a1(R)]

2 + . . . . (15.351)

Por lo tanto, la aproximación a la función de distribución extremo a extremo será

PL(R) ≈ N exp

{

−a0(R)−
1

2a2(R)
[L− a1(R)]

2

}

, (15.352)

donde N es un factor de normalización apropiado. La distribución tiene un máximo
alrededor de

L = 3

√

M

2
R1+δ/3α−1/6 1

δ + 3
. (15.353)
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Esto muestra la consecuencia más importante del efecto del volumen-excluido: el
valor promedio de R2 crece como

〈R2〉 ≈ α1/(D+2)





D + 2

3

√

2

M
L





6/(D+2)

. (15.354)

Aśı hemos encontrado una ley de escalamiento de la forma (15.298), con exponente
cŕıtico

ν =
3

D + 2
. (15.355)

La repulsión entre los elementos de la cadena permite que la cadena del volumen
excluido sea más favorable en comparación con la cadena aleatoria [sin embargo,
menos favorable que la cadena completamente ŕıgida, la cual se obtiene siempre
mediante la solución (15.354) para D = 1].

La restricción D < 4 de la Ec. (15.348) es muy importante. El valor

Duc = 4 (15.356)

es llamada la dimensión cŕıtica superior . Por encima de ésta, el conjunto de todas las
intersecciones posibles de una cadena aleatoria tiene norma cero y cualquier repulsión
de rango corto es irrelevante. De hecho, se puede mostrar que para D > Duc el
poĺımero se comporta como una cadena aleatoria sin ningún efecto de volumen-
excluido, que cumple la relación 〈R2〉 ∝ L.

15.11 Argumento de Flory

Siempre que esperamos una ley de escalamiento de la forma

〈R2〉 ∝ L2ν , (15.357)

el exponente cŕıtico (15.355) se puede deducir a partir de un argumento dimensional
muy simple debido a Flory. Consideremos la acción

A =
∫ L

0
dτ

M

2
ẋ2 − vaD

2

∫ L

0
dτ
∫ L

0
dτ ′ δ(D)(x(τ)− x(τ ′)), (15.358)

donde M = D/a, y reemplacemos los dos términos por su contenido dimensional, L
para la variable τ y R para cada componente x. Entonces,

A ∼ M

2
L
R2

L2
− vaD

2

L2

RD
. (15.359)

Extremizando esta expresión con respecto a R para un L fijo, obtenemos

R

L
∼ R−D−1L2, (15.360)

lo cual implica que

R2 ∼ L6/(D+2), (15.361)

de donde hallamos el exponente cŕıtico (15.355).
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15.12 Teoŕıa de Campos en Poĺımeros

Existe una enfoque alternativo para encontrar la ley de potencias producida por
los efectos del volumen-excluido en poĺımeros, el cual es superior a lo estudiado
previamente. Este enfoque está basado en la relación entre la fluctuaciones del
poĺımero y las fluctuaciones del campo en cierto ĺımite articial y no f́ısico. Este ĺımite
permite el uso de métodos anaĺıticos aproximados, desarrollados recientemente en
la teoŕıa cuántica de campos. De acuerdo al Caṕıtulo 7, la mecánica estad́ıstica de
un ensemble de muchas part́ıculas se puede describir con un solo campo fluctuante.
Cada part́ıcula en tal ensemble se mueve a través del espacio-tiempo a largo de
una órbita fluctuante de la misma forma que lo hace una cadena aleatoria en la
aproximación (15.80) del poĺımero en la Sección 15.6. Aśı, inmediatamente, podemos
concluir que los ensembles de poĺımeros también se pueden describir por medio de
un solo campo fluctuante. La pregunta que surge ahora es, ¿qué hay con respecto
a sólo un poĺımero? ¿Es posible obtener información sobre un solo poĺımero del
ensemble, en la descripción de la teoŕıa de los campos? La respuesta es positiva.
Empezamos con el resultado de la última sección. La distribución extremo a extremo
del poĺımero en el problema del volumen excluido se reescribe como una integral
sobre el campo fluctuante ϕ(x):

PL(xb,xa) =
∫

Dϕ e−A[ϕ]P ϕ
L (xb,xa), (15.362)

donde la acción para el campo auxiliar ϕ(x) [ver la Ec. (15.312)] es

A[ϕ] = −1

2

∫

dDxdDx′ϕ(x)V −1(x,x′)ϕ(x′), (15.363)

y la distribución es [ver la Ec. (15.315)]

P ϕ
L (xb,xa) =

∫

Dx exp
{

−
∫ L

0
dτ
[

M

2
ẋ2 + ϕ(x(τ))

]

}

, (15.364)

la cual satisface la ecuación de Schrödinger [ver la Ec. (15.316)]
[

∂

∂L
− 1

2M
∇

2 + ϕ(x)

]

P ϕ
L (x,x

′) = δ(3)(x− x′)δ(L). (15.365)

Ya que PL y P ϕ
L se anulan para L < 0, es conveniente utilizar las transformadas de

Laplace

Pm2(x,x′) =
1

2M

∫ ∞

0
dLe−Lm

2/2MPL(x,x
′), (15.366)

P ϕ
m2(x,x

′) =
1

2M

∫ ∞

0
dLe−Lm

2/2MP ϕ
L (x,x

′). (15.367)

La última cumple con la ecuación independiente de L

[−∇
2 +m2 + 2Mϕ(x)]P ϕ

m2(x,x
′) = δ(3)(x− x′). (15.368)
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Por supuesto, la cantidad m2/2M es justamente la variable de enerǵıa negativa −E
de la Ec. (15.332):

−E ≡ m2

2M
. (15.369)

La distribución P ϕ
m2(x,x′) describe la probabilidad de un poĺımero de cualquier

longitud desde x′ hasta x, con el factor tipo Boltzmann e−Lm
2/2M controlando la

distribución de las longitudes. Aśı m2/2M tiene el papel del potencial qúımico.
Ahora, observemos que como solución a la Ec. (15.368) podemos considerar la

función de correlación de un campo complejo auxiliar fluctuante ψ(x):

P ϕ
m2(x,x

′) = Gϕ
0 (x,x

′) = 〈ψ∗(x)ψ(x′)〉ϕ
≡

∫ Dψ∗(x)Dψ(x) ψ∗(x)ψ(x′) exp {−A[ψ∗, ψ, ϕ]}
∫ Dψ∗(x)Dψ(x) exp {−A[ψ∗, ψ, ϕ]} , (15.370)

donde la acción del campo es

A[ψ∗, ψ, ϕ]=
∫

dDx
{

∇ψ∗(x)∇ψ(x) +m2ψ∗(x)ψ(x) + 2Mϕ(x)ψ∗(x)ψ(x)
}

.(15.371)

La segunda parte de la Ec. (15.370) define los valores esperados 〈. . .〉ψ. De
esta forma, expresamos la transformada de Laplace de la distribución Pm2(xb,xa),
Ec. (15.366), en una forma pura de teoŕıa de campo

Pm2(x,x′) =
∫

Dϕ exp {−A[ϕ]} 〈ψ∗(x)ψ(x′)〉ϕ

=
∫

Dϕ exp
{

1

2

∫

dDydDy′ϕ(y)V −1(y,y′)ϕ(y′)
}

×
∫ Dψ∗Dψ ψ∗(x)ψ(x′) exp {−A[ψ∗, ψ, ϕ]}

∫ Dψ∗
∫ Dψ exp {−A[ψ∗, ψ, ϕ]} . (15.372)

Esta expresión involucra sólo un campo fluctuante, el cual contiene toda la infor-
mación sobre las fluctuaciones de la trayectoria. Por supuesto, el campo ψ(x) es el
análogo al campo de segunda cuantización del Caṕıtulo 7.

Consideremos ahora la distribución de probabilidad de un sólo monómero en una
cadena cerrada del poĺımero. Sustituyendo la función de densidad del poĺımero

ρ(R) ≡
∫ L

0
dτδ(D)(R− x(τ)) (15.373)

en la integral de trayectoria original de un poĺımero cerrado

PL(R) =
∫ L

0
dτ

∫

DDx
∫

Dϕ exp {−AL −A[ϕ]} δ(D)(R− x(τ)), (15.374)

la función δ separa la integral de trayectoria en dos partes

PL(R) =
∫

Dϕ exp {−A[ϕ]}
∫ L

0
dτP ϕ

L−τ (0,R)P ϕ
τ (R, 0). (15.375)
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Utilizando la transformada de Laplace, la integral de convolución se factoriza dando

Pm2(R) =
∫

Dϕ(x) exp {−A[ϕ]}P ϕ
m2(0,R)P ϕ

m2(R, 0). (15.376)

Con la ayuda de la expresión de teoŕıa de campos para Pm2(R), dada en la
Ec. (15.370), el producto de las funciones de correlación se puede reescribir como

P ϕ
m2(0,R)P ϕ

m2(0,R) = 〈ψ∗(R)ψ(0)〉ϕ〈ψ∗(0)ψ(R)〉ϕ. (15.377)

Ahora observamos que el campo ψ aparece de forma cuadrática sólo en la acción
A[ψ∗, ψ, ϕ]. Por lo tanto, en la Ec. (15.377), el producto de las funciones de
correlación puede verse como un término en el desarrollo de Wick (recodemos la
Sección 3.10) de la función de correlación de cuatro campos

〈ψ∗(R)ψ(R)ψ∗(0)ψ(0)〉ϕ. (15.378)

Esto debe ser igual a la suma del par de contracciones

〈ψ∗(R)ψ(R)〉ϕ〈ψ∗(0)ψ(0)〉ϕ + 〈ψ∗(R)ψ(0)〉ϕ〈ψ∗(0)ψ(R)〉ϕ. (15.379)

No hay contribuciones que contengan los valores esperados de los dos campos ψ o ψ∗,
las cuales, en general, podŕıan aparecer en este desarrollo. Esto permite que el lado
derecho de la Ec. (15.377) sea expresado como una diferencia entre la Ec. (15.378)
y el primer término de la Ec. (15.379):

P ϕ
m2(0,R)P ϕ

m2(0,R) = 〈ψ∗(R)ψ(R)ψ∗(0)ψ(0)〉ϕ − 〈ψ∗(R)ψ(R)〉ϕ〈ψ∗(0)ψ(0)〉ϕ.
(15.380)

El lado derecho contiene sólo funciones de correlación de un campo colectivo, el
campo de densidad [8]

ρ(R) = ψ∗(R)ψ(R), (15.381)

en términos del cual escribimos

P ϕ
m2(0,R)P ϕ

m2(0,R) = 〈ρ(R)ρ(0)〉ϕ − 〈ρ(R)〉ϕ〈ρ(0)〉ϕ. (15.382)

Ahora, el lado derecho es la función de correlación conectada de la densidad del
campo ρ(R):

〈ρ(R)ρ(0)〉ϕ,c ≡ 〈ρ(R)ρ(0)〉ϕ − 〈ρ(R)〉ϕ〈ρ(0)〉ϕ. (15.383)

En la Sección 3.10 mostramos como generar todas las funciones de correlación
conectadas: la acción A[ψ, ψ∗, ϕ] se extiende por un término fuente en la densidad
de campo ρ(x)

Afuente[ψ
∗, ψ,K] = −

∫

dDxK(x)ρ(x) =
∫

dDxK(x)ψ∗(x)ψ(x)), (15.384)
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y se considera la función de partición

Z[K,ϕ] ≡
∫

DψDψ∗ exp {−A [ψ∗, ψ, ϕ]−Afuente[ψ
∗, ψ,K]} . (15.385)

Esta es la funcional generatriz de todas las funciones de correlación de la densidad
de campo ρ(R) = ψ∗(R)ψ(R) para un ϕ(x) fijo. Estas funciones de correlación se
obtienen a partir de las derivadas funcionales

〈ρ(x1) · · · ρ(xn)〉ϕ = Z[K,ϕ]−1 δ

δK(x1)
· · · δ

δK(xn)
Z[K,ϕ]

∣

∣

∣

K=0
.

(15.386)

Recordando la Ec. (3.559), las funciones de correlación conectadas de ρ(x) se ob-
tienen en forma similar del logaritmo de Z[K,ϕ]:

〈ρ(x1) · · ·ρ(xn)〉ϕ,c =
δ

δK(x1)
· · · δ

δK(xn)
logZ[K,ϕ]

∣

∣

∣

K=0
.

(15.387)

Para n = 2, la conexión se puede ver directamente haciendo las diferenciales de
acuerdo a la regla de cadena:

〈ρ(R)ρ(0)〉ϕ,c =
δ

δK(R)

δ

δK(0)
logZ[K,ϕ]

∣

∣

∣

K=0

=
δ

δK(R)
Z−1[K,ϕ]

δ

δK(0)
Z[K,ϕ]

∣

∣

∣

K=0

= 〈ρ(R)ρ(0)〉ϕ − 〈ρ(R)〉ϕ〈ρ(0)〉ϕ. (15.388)

Esto concuerda con la Ec. (15.383). Por lo tanto, podemos reescribir el producto de
las transformadas de Laplace de las distribuciones (15.382), para un ϕ(x) fijo, como

P ϕ
m2(0,R)P ϕ

m2(0,R) =
δ

δK(R)

δ

δK(0)
logZ[K,ϕ]

∣

∣

∣

K=0
. (15.389)

La tansformada de Laplace de la distribución del monómero (15.376) se obtiene
promediando sobre ϕ(x), i.e., por medio de la integral de trayectoria

Pm2(R) =
δ

δK(R)

δ

δK(0)

∫

Dϕ(x) exp {−A[ϕ]} logZ[K,ϕ]
∣

∣

∣

K=0
. (15.390)

Si no fuera por el logaritmo enfrente de Z, esto seŕıa un cálculo estándar de las
funciones de correlación para los campos cambinados ψ, ϕ, cuya acción es

Atot[ψ
∗, ψ, ϕ] = A[ψ∗, ψ, ϕ] +A[ϕ]

=
∫

dDx
(

∇ψ∗
∇ψ +m2ψ∗ψ + 2Mϕψ∗ψ

)

− 1

2

∫

dDxdDx′ϕ(x)V −1(x,x′)ϕ(x′). (15.391)
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Para tomar en cuenta el logaritmo introducimos un artificio matemático simple
llamado el truco de réplica [9]. Consideremos el logZ[K,ϕ] en las Ecs. (15.388)–
(15.390) como el ĺımite

logZ = lim
n→0

1

n
(Zn − 1) , (15.392)

y observemos que la n-enésima potencia de la funcional generatriz, Zn, se puede ver
como si apareciera de una teoŕıa de campos en la cual cada campo ψ ocurriera n-
veces, i.e., con n réplicas idénticas. Aśı agregamos una etiqueta de simetŕıa interna
extra α = 1, . . . , n a los campos ψ(x) y calculamos formalmente a Zn como

Zn[K,ϕ] =
∫

Dψ∗
αDψα exp {−A[ψ∗

α, ψα, ϕ]−A[ϕ]−Afuente[ψ
∗
α, ψα, K]} ,

(15.393)

donde la acción del campo de réplica es

A[ψα, ψ
∗
α, ϕ] =

∫

dDx
(

∇ψ∗
α∇ψα +m2ψ∗

αψα + 2Mϕψ∗
αψα

)

, (15.394)

y el término fuente es

Afuente[ψ
∗
α, ψα, K] = −

∫

dDxψ∗
α(x)ψα(x)K(x). (15.395)

Hay una suma impĺıcita sobre los ı́ndices repetidos α. Por construcción, la acción
es simétrica en el grupo U(n). El grupo de todas las transformaciones unitarias de
los campos de réplica ψα.

En la función de partición (15.393) ahora es fácil integrar las fluctuaciones-ϕ(x).
Esto dará

Zn[K,ϕ] =
∫

Dψ∗
αDψα exp {−An[ψ∗

α, ψα]−Afuente[ψ
∗
α, ψα, K]} , (15.396)

donde la acción es

An[ψ∗
α, ψα] =

∫

dDx
(

∇ψ∗
α∇ψα +m2ψ∗

αψα
)

+
1

2
(2M)2

∫

dDxdDx′ψα
∗(x)ψα(x)V (x,x′)ψβ

∗(x′)ψβ(x
′). (15.397)

Esta acción describe una teoŕıa de campos de auto–interacción con una simetŕıa
U(n) adicional.

En el caso especial del potencial local repulsivo V (x,x′) de la Ec. (15.319), el
segundo término se convierte simplemente en

Aint[ψ
∗
α, ψα] =

1

2
(2M)2vaD

∫

dDx [ψα
∗(x)ψα(x)]

2 . (15.398)
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Usando esta acción podemos encontrar logZ[K,ϕ], mediante la Ec. (15.392), de la
integral funcional

logZ[K,ϕ] ≡ lim
n→0

1

n

(∫

Dψ∗
αDψα exp {−An[ψ∗

α, ψα]−Asource[ψ
∗
α, ψα, K]} − 1

)

.

(15.399)
Esta es la funcional generatriz de la transformada de Laplace de la distribución
(15.390), la cual queŕıamos calcular.

Un poĺımero puede orientarse a lo largo de la misma ĺınea en las dos direcciones.
En la descripción anterior, con campos complejos de réplica, se supuso que las dos
orientaciones se podŕıan distinguir. Si estas orientaciones son indistinguibles, los
campos de los poĺımeros Ψα(x) se deben de considerar como reales.

Tal descripción de teoŕıa de campos de un poĺımero fluctuante tiene una im-
portante ventaja sobre la formulación inicial de integrales de trayectoria basada en
la analoǵıa con la órbita de una part́ıcula. Esto nos permite establecer contacto
con la, bien desarrollada, teoŕıa de fenómenos cŕıticos en teoŕıa de campos. Para
el caso donde L es grande, la distribución de poĺımeros largos está determinada, en
las Ecs. (15.330)–(15.349), por el régimen de E pequeña, misma que corresponde al
ĺımite de m2 pequeño de este sistema [ver la Ec. (15.369)]. Este es precisamente el
régimen estudiado en la aproximación, de la teoŕıa cuántica de campos, al fenómeno
del sistema de muchos cuerpos [10, 11]. Se puede demostrar que para un D mayor
que la dimensión cŕıtica superior, Duc = 4, el comportamiento para m2 → 0 de
todas las funciones de Green coincide con el comportamiento de campo libre. Para
D = Duc, este comportamiento se puede deducir de los argumentos de invarianza
de escalamiento de la acción, usando argumentos simples de conteo dimensional.
Las fluctuaciones causan sólo correcciones logaŕıtmicas a la invarianza de las leyes
de potencias de escalamiento. Uno de los principales logros en la teoŕıa cuántica
de campos en los años recientes fue el descubrimiento de que las potencias de es-
calamiento para D < Duc se pueden calcular mediante un desarrollo de todas las
cantidades en potencias de

ǫ = Duc −D, (15.400)

el llamado desarrollo ǫ. El desarrollo ǫ para el exponente cŕıtico ν, que rige la
relación entre R2 y la longitud de un poĺımero L, 〈R2〉 ∝ L2ν , se puede deducir a
partir de una teoŕıa φ4 real con n réplicas en la siguiente forma [12]:

ν−1 = 2 + (n+2)ǫ
n+8

{

−1 − ǫ
2(n+8)2 (13n + 44)

+ ǫ2

8(n+8)4 [3n3 − 452n2 − 2672n − 5312

+ ζ(3)(n + 8) · 96(5n + 22)]

+ ǫ3

32(n+8)6 [3n5 + 398n4 − 12900n3 − 81552n2 − 219968n − 357120

+ ζ(3)(n + 8) · 16(3n4 − 194n3 + 148n2 + 9472n + 19488)

+ ζ(4)(n + 8)3 · 288(5n + 22)

− ζ(5)(n + 8)2 · 1280(2n2 + 55n + 186)]



1136 15 Integrales de Trayectoria en F́ısica de Poĺımeros

+ ǫ4

128(n+8)8 [3n7 − 1198n6 − 27484n5 − 1055344n4

−5242112n3 − 5256704n2 + 6999040n − 626688

− ζ(3)(n + 8) · 16(13n6 − 310n5 + 19004n4 + 102400n3

− 381536n2 − 2792576n − 4240640)

− ζ2(3)(n + 8)2 · 1024(2n4 + 18n3 + 981n2 + 6994n + 11688)

+ ζ(4)(n + 8)3 · 48(3n4 − 194n3 + 148n2 + 9472n + 19488)

+ ζ(5)(n + 8)2 · 256(155n4 + 3026n3 + 989n2 − 66018n − 130608)

− ζ(6)(n + 8)4 · 6400(2n2 + 55n + 186)

+ ζ(7)(n + 8)3 · 56448(14n2 + 189n + 526)]
}

, (15.401)

donde ζ(x) es la función zeta de Riemann (2.521). Como se mostró anteriormente,
las propiedades de un sólo poĺımero deben de emerger en el ĺımite n → 0. En este
ĺımite, ν−1 tiene la siguiente representación en potencias de ǫ

ν−1 = 2− ǫ

4
− 11

128
ǫ2 + 0.114 425 ǫ3 − 0.287 512 ǫ4 + 0.956 133 ǫ5. (15.402)

Esto puede compararse con el resultado mucho más simple de la última sección

ν−1 =
D + 2

3
= 2− ǫ

3
. (15.403)

Una comparación término a término carece de significado ya que el desarrollo de la
teoŕıa de campo ǫ tiene un grave problema: para valores grandes de n, los coeficientes
de ǫn crecen como n!, de tal manera que la serie ¡no converge a ningun ĺımite útil!
Afortunadamente, los signos son alternantes y la serie puede truncarse apropiada-
mente [13]. Una aproximación simple usada en el desarollo ǫ consiste en re-expresar
la serie (15.402) como un cociente de dos polinomios de aproximadamente el mismo
grado

ν−1|rat =
2.+ 1.023 606 ǫ− 0.225 661 ǫ2

1.+ 0.636 803 ǫ− 0.011 746 ǫ2 + 0.002 677 ǫ3
, (15.404)

llamada aproximación de Padé. Los coeficientes de Taylor hasta orden ǫ5 de esta
serie coinciden con los de la serie inicial (15.402). Se puede mostrar que esta apro-
ximación convergeŕıa, a orden creciente en ǫ, a la función exacta representada por
la serie divergente. En la Fig. 15.7 graficamos las tres funciones (15.403), (15.402)
y (15.404), la última proporciona el valor más confiable para la aproximación

ν−1 ≈ 0.585. (15.405)

Nótese que la curva sencilla de Flory es muy cercana a la curva de Padé, cuyo cálculo
requiere una gran cantidad de trabajo.

Existe una relación general de escalamiento entre el exponente ν y otro exponente
que aparece en el número total de configuraciones del poĺımero de longitud L, la
cual se comporta como

S = Lα−2. (15.406)
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Figure 15.7 Comparación del exponente cŕıtico ν en la aproximación de Flory (ĺınea a

trazos), el resultado del desarrollo divergente ǫ, obtenida de la teoŕıa cuántica de campo

(ĺınea punteada), y la truncación de Padé (ĺınea sólida). El valor de la última curva tiene

la mejor aproximación ν ≈ 0.585 para ǫ = 1.

La relación es

α = 2−Dν. (15.407)

Estudios computacionales de enumeración directa de cadenas aleatorias sugieren el
número

α ∼ 1

4
, (15.408)

con el cual hallamos el valor ν = 7/12 ≈ 0.583, muy cercano al valor encontrado en
la Ec. (15.405).

Por otro lado, la estimación de Flory para el exponente α tiene la forma

α =
4−D

D + 2
. (15.409)

En tres dimensiones obtenemos α = 1/5, no muy lejos del valor hallado en la
Ec. (15.408).

Las discrepancias aparecen de las imprecisiones en ambos tratamientos. En el
primer tratamiento, estas discrepancias se deben al uso de la aproximación del punto
de inflexión y del hecho de que la función δ no evita completamente el cruce de las
ĺıneas, como lo requiere la auto-evasión real del poĺımero. Por otra parte, el desarro-
llo ǫ de la teoŕıa de campo, que en principio puede dar resultados arbitrariamente
precisos, tiene el problema de diverger para todo ǫ. Se necesitan los procedimientos
de truncación y el orden de la aproximación debe ser muy grande (≈ ǫ5) para obtener
resultados confiables.
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15.13 Campos de Fermi para Ĺıneas Auto-Evadidas

Existe otra forma de forzar la propiedad de auto-evasión de ĺıneas aleatorias [14].
Esta aproximación esta basada en la observación de que para un poĺımero, en la
teoŕıa de campo con n campos complejos fluctuantes Ψα y una auto-interacción
con simetŕıa U(n) de cuarto orden, como en la acción (15.397), la incorporación
simétrica de un conjunto de m campos anti-conmutantes de Grassmann elimina el
efecto de m campos de Bose. Para campos libres esta observación es trivial ya que
el determinante funcional de los campos de Fermi y de Bose son inversos entre śı.
En la presencia de una auto-interacción de cuarto orden, donde la acción réplica
tiene la forma (15.397), siempre podemos regresar, por medio de la transformación
de Hubbard-Stratonovich, a la acción que involucra el campo auxiliar ϕ(x) en el
exponente de la Ec. (15.393). Este exponente es puramente cuadrático en la acción
réplica, y cada integral de trayectoria sobre un campo de Fermi cancela un determi-
nante funcional que viene del campo de Bose.

Este efecto bosón-destructivo de los fermiones nos permite estudiar teoŕıas con
un número negativo de réplicas. Simplemente tenemos que usar más campos de
Fermi que de Bose. Más aun, podemos concluir que una teoŕıa con n = −2 tiene
necesariamente exponentes cŕıticos triviales. De los argumentos anteriores esto es
equivalente a una sóla teoŕıa de campos complejos de Fermi con auto-interacción
de cuarto orden. Sin embargo, para campos anti-conmutantes de Grassmann, tal
interacción se anula:

(θ†θ)2 = [(θ1 − iθ2)(θ1 + iθ2)]
2 = [2iθ1θ2]

2 = 0. (15.410)

Mirando atrás, al desarrollo ǫ del exponente cŕıtico ν de la Ec. (15.401), podemos
verificar que a orden ǫ5 todas las potencias en ǫ se anulan y ν tiene el valor de
campo-medio 1/2.

Apéndice 15A Integrales Básicas

∆(0, 0) = ∆(L,L) = L/3, (15A.1)

I1 =

∫ L

0

ds∆(s, s) = L2/6, (15A.2)

I2 =

∫ L

0

ds ∆̇ 2(s, s) = L/12, (15A.3)

I3 =

∫ L

0

ds∆2(s, s) = L3/30, (15A.4)

I4 =

∫ L

0

ds∆(s, s) ∆̇ 2(s, s) = 7L2/360, (15A.5)

I5 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆2(s, s′) = L4/90, (15A.6)

∆(0, L) = ∆(L, 0) = −L/6, (15A.7)

I6 =

∫ L

0

ds
[

∆2(s, 0) + ∆2(s, L)
]

= 2L3/45, (15A.8)
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I7 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆(s, s) ∆̇ 2(s, s′) = L3/45, (15A.9)

I8 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆̇ (s, s)∆(s, s′) ∆̇ (s, s′) = L3/180, (15A.10)

I9 =

∫ L

0

ds∆(s, s)
[

∆̇ 2(s, 0) + ∆̇ 2(s, L)
]

= 11L2/90, (15A.11)

I10 =

∫ L

0

ds ∆̇ (s, s) [∆(s, 0) ∆̇ (s, 0) + ∆(s, L) ∆̇ (s, L)] = 17L2/360, (15A.12)

∆̇ (0, 0) = − ∆̇ (L,L) = −1/2, (15A.13)

I11 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆(s, s) ∆̇ (s, s′) ∆̇ (s′, s′) = L3/360, (15A.14)

I12 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆(s, s′) ∆̇ 2(s, s′) = L3/90. (15A.15)

Apéndice 15B Integrales de Lazo

Enlistamos aqúı las integrales de Feynman evaluadas con reglas de regularización dimensional
siempre que sea necesario. Dependiendo de si ocurren en el cálculo de los momentos a partir de
los valores esperados (15.261)–(15.261), de los valores esperados (15.283)–(15.285) encontramos las
integrales dependientes de ρn(s) ≡ δn + [δ(s) + δ(s− L)] /2 donde δn = δ(0) − σn/L o ρk(s) =
δk + [δ(s) + δ(s− L)] /2 y donde δk = δ(0) − ik/L:

H
n(k)
1 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ρn(k)(s)ρn(k)(s
′)∆2(s, s′),

= δ2n(k) I5 + δn(k) I6 +
1

2

[

∆2(0, 0) + ∆2(0, L)
]

, (15B.1)

H
n(k)
2 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ρn(k)(s
′)∆(s, s) ∆̇ 2(s, s′) = δn(k) I7 +

I9
2
, (15B.2)

H
n(k)
3 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ρn(k)(s
′) ∆̇ d(s, s)∆2(s, s′) =

[

δn(k) I5 +
I6
2

]

δ(0), (15B.3)

H
n(k)
4 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ρn(k)(s
′) ∆̇ (s, s) ∆̇ (s, s′)∆(s, s′) = δn(k) I8 +

I10
2

. (15B.4)

Cuando calculamos 〈Rn 〉, necesitamos introducir δn = δ(0) − σn/L, obteniendo aśı

Hn
1 =

L4

90
δ2(0)+

L3

45
(3−D−n) δ(0)+

L2

360

[

(45−24D+4D2)−4n(6−2D−n)
]

, (15B.5)

Hn
2 =

L3

45
δ(0) +

L2

180
(15−4D−4n), (15B.6)

Hn
3 =

L4

90
δ2(0)+

L3

90
(3−D−n)δ(0), (15B.7)

Hn
4 =

L3

180
δ(0)+

L2

720
(21−4D−4n) , (15B.8)

donde los valores para n = 0 corresponden a la función de partición Z = 〈R0 〉. La substitución
δk = δ(0) − ik/L, requerida para el cálculo de P (k;L), dará

Hk
1 =

L4

90
δ2(0) +

L3

45
[2 + (−ik)] δ(0) +

L2

90
(−ik) [4 + (−ik)] +

5L2

72
, (15B.9)
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Hk
2 =

L3

45
δ(0) +

L2

180
[11 + 4(−ik)] , (15B.10)

Hk
3 =

L4

90
δ2(0) +

L3

90
[2 + (−ik)] δ(0), (15B.11)

Hk
4 =

L3

180
δ(0) +

L2

720
[17 + 4(−ik)] . (15B.12)

Las otras integrales de lazos serán

H5 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′∆(s, s) ∆̇ 2(s, s′) ∆̇ d(s′, s′) = δ(0)I7 =
L3

45
δ(0), (15B.13)

H6 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆̇ d(s, s)∆2(s, s′) ∆̇ d(s′, s′) = δ2(0)I5 =
L4

90
δ2(0), (15B.14)

H7 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆̇ (s, s) ∆̇ (s, s′)∆(s, s′) ∆̇ d(s′, s′) = δ(0)I8 =
L3

180
δ(0), (15B.15)

H8 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆̇ (s, s) ∆̇ (s, s′) ∆̇ (s, s′) ∆̇ (s′, s′) = − L2

720
, (15B.16)

H9 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆̇ (s, s)∆(s, s′) ∆̇ d(s, s′) ∆̇ (s′, s′) =
I10
2

− I8
L

−H8 =
7L2

360
, (15B.17)

H10 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′∆(s, s) ∆̇ (s, s′) ∆̇ d(s, s′) ∆̇ (s′, s′) =
I9
4

− I7
2L

=
7L2

360
, (15B.18)

H11 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′∆(s, s) ∆̇ d2(s, s′)∆(s′, s′) = δ(0)I3 + (
I1
L

)2 − 2(I3 − I11)

L
− 2I4,

+ 2
[

∆2(L,L) ∆̇ (L,L)− ∆2(0, 0) ∆̇ (0, 0)
]

− 2H10 =
L3

30
δ(0) +

L2

9
, (15B.19)

H12 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′ ∆̇ 2(s, s′) ∆̇ 2(s, s′) =
L2

90
, (15B.20)

H13 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′∆(s, s′) ∆̇ (s, s′) ∆̇ (s, s′) ∆̇ d(s′, s) =
I4
2

− I12
2L

− H12

2
= − L2

720
, (15B.21)

H14 =

∫ L

0

ds

∫ L

0

ds′∆2(s, s′) ∆̇ d2(s, s′) = δ(0)I3 −
2(I3 − I12)

L
− 2I4 +

I5
L2

,

+ 2
[

∆2(L,L) ∆̇ (L,L)− ∆2(0, 0) ∆̇ (0, 0)
]

− 2H13 =
L3

30
δ(0) +

11L2

72
. (15B.22)

Apéndice 15C Integrales que Involucran Funciones

Modificadas de Green

Para demostrar la invarianza translacional de los resultados mostrados en la parte principal del
texto, usamos las funciones de Green ligeramente modificadas

∆(s, s′) =
L

3
a− | s− s′ |

2
− (s + s′)

2
+

(s2 + s′2)

2L
, (15C.1)

las cuales contienen una constante arbitraria a. La siguiente combinación permite hallar el propa-
gador estándar de Feynman para el intervalo infinito [comparar con la Ec. (3.249)]

∆F(s, s′) = ∆F(s−s′) = ∆(s, s′)− 1

2
∆(s, s)− 1

2
∆(s′, s′) = −1

2
(s−s′). (15C.2)
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Otras relaciones útiles que cumplen completamente con las funciones de Green (15C.1) son,
donde suponemos que s ≥ s′,

D1(s, s
′) = ∆2(s, s′)−∆(s, s)∆(s′, s′) = (s−s′)

[

s(L−s)

L
+

(s−s′)(s+s′)2

4L2
−La

3

]

,

(15C.3)

D2(s, s
′) = ∆(s, s)−∆(s′, s′) =

(s−s′)(s+s′−L)

L
. (15C.4)

Las siguientes integrales son necesarias:

J1(s, s
′) =

∫ L

0

dt∆(t, t) ∆̇ (t, s) ∆̇ (t, s′) =
(s4+s′4)

4L2
− (2s3+s′3)

3L
,

+
((a+3)s2+as′2)

6
− sa

3
L+

(20a−9)

180
L2, (15C.5)

J2(s, s
′) =

∫ L

0

dt ∆̇ (t, t)∆(t, s) ∆̇ (t, s′) =
(−2s4+6s2s′2+3s′4)

24L2
,

+
(3s3−3s2s′−6ss′2−s′3)

12L
− (5s2−12ss′−4as′2)

24
− s′a

6
L+

(20a−3)

720
L2,

(15C.6)

J3(s, s
′) =

∫ L

0

dt∆(t, s)∆(t, s′) =−(s4+6s2s′2+s′4)

60L
+

(s2+3s′2)s

6
,

− (s2+s′2)

6
L+

(5a2−10a+6)

45
L3. (15C.7)

Estas integrales forman los bloques de otras relaciones:

〈f2(q(s), q(s′))〉 =
(d−1)

2

[

D1(s, s
′)− (d+1)

4
D2

2(s, s
′)

]

=−(d−1)(s−s′)

4

×
[

2La

3
+

(d−3)s−(d+1)s′

2
− (d−1)s2−(d+1)s′2

L
+
d(s−s′)(s+s′)2

2L2

]

, (15C.8)

y

K1(s, s
′) = J1(s, s

′)− 1

2
J1(s, s)−

1

2
J1(s

′, s′),

= − (s−s′)

[

La

6
− (s+s′)

4
+

(s2+ss′+s′2)

6L

]

, (15C.9)

K2(s, s
′) = J2(s, s

′)+J2(s
′, s)−J2(s, s)−J2(s

′, s′),

= − (s−s′)2
[

1

4
− (5s+7s′)

12L
+

(s+s′)2

4L2

]

, (15C.10)

K3(s, s
′) = J3(s, s

′)− 1

2
J3(s, s)−

1

2
J3(s

′, s′) =−(s−s′)2
[

(s+2s′)

6
− (s+s′)2

8L

]

, (15C.11)

K4(s, s
′) = ∆(0, s)∆(0, s′)− 1

2
∆2(0, s)− 1

2
∆2(0, s′) =− (s−s′)2(s+s′−2L)2

8L2
, (15C.12)

K5(s, s
′) = ∆(L, s)∆(L, s′)− 1

2
∆2(L, s)− 1

2
∆2(L, s′) =− (s2−s′2)2

8L2
. (15C.13)
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Shall never tremble

William Shakespeare (1564–1616), Macbeth

16

Poĺımeros y Órbitas de Part́ıculas
en Espacios Múltiplemente Conectados

En el caṕıtulo anterior el potencial binario de interacción entre los elementos de un
poĺımero se aproximó mediante una función δ. En términos mecánico–cuánticos
se encuentra que este potencial no es completamente impenetrable. Es decir,
un poĺımero con esta interacción tiene una probabilidad finita de presentar auto-
interacciones. Lo anterior es sólo una aproximación burda a la situación real, en
donde el potencial atómico es del tipo de núcleo duro y las auto-interacciones son
extremadamente poco comunes. En el ensemble gran-canónico, es frecuente que
un poĺımero esté enredado con otros poĺımeros y con él mismo, el poĺımero podrá
desenredarse sólo si tiene extremos abiertos. Para lograr esto se requieren de fluc-
tuaciones macroscópicas en la forma de procesos tipo gusano. Comparadas con las
fluctuaciones locales, las fluctuaciones macroscópicas necesitan mucho tiempo. En
poĺımeros cerrados, desenrendarse es sólo posible si se rompen las ligaduras. Para
lograr esto se requieren enerǵıas de activación elevadas. Para estudiar el fenómeno
de enredado en su forma más pura, como en la Sección 15.10, es últil idealizar el
potencial de interacción altamente repulsivo mediante una restricción topológica del
tipo discutido en el Caṕıtulo 6.

El fenómeno de enredado tiene también un papel importante en mecánica
cuántica, donde las órbitas fluctuantes de las part́ıculas pueden enredarse con tubos
de flujo magnético o con las órbitas de otras part́ıculas. De hecho, como se mostrará
en este caṕıtulo, las propiedades estad́ısticas de las part́ıculas de Fermi y Bose se
pueden ver como un fenómeno de enredado.

16.1 Modelo Sencillo para Poĺımeros Enredados

Consideremos el modelo más sencillo de un sistema con restricciones topológicas
que produzcan fenómenos de enredado: un poĺımero alargado fijo orientado sobre
del eje z y un segundo poĺımero fluctuante. Se permiten enredados arbitrarios
con el poĺımero recto. Por simplicidad, descartamos el posible auto-enredado del
poĺımero fluctuante. Estudiemos la distribución extremo a extremo del segundo

1144
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poĺımero fluctuante. En primera instancia despreciamos la tercera dimensión, la cual
se puede incluir trivialmente en un segundo paso, imaginando que el movimiento
está confinado completamente al plano xy. Si el poĺımero a lo largo del eje z es
infinitesimalmente delgado, entonces la distribución extremo a extremo total del
poĺımero fluctuante en el plano es independiente de la presencia del poĺımero central.
En la aproximación de cadena aleatoria, la distribución para un valor no muy grande
de R será

PN(xb − xa) =

√

2

2πLa

2

e−(xb−xa)2/2La, (16.1)

donde x es un vector localizado en el plano.
En la presencia del poĺımero central, surge un nuevo problema interesante:

¿Cómo descomponer la distribución extremo a extremo con respecto al número de
veces que el poĺımero fluctuante se envuelve alrededor del poĺımero central? Para
definir este número, escogemos una ĺınea de referencia arbitraria desde el origen
hasta el infinito, digamos el eje x. Para cada trayectoria desde xa hasta xb, contabi-
lizamos cuantas veces el poĺımero cruza esta ĺınea, introduciendo un signo negativo
cuando tengamos que la dirección de cruce sea en la dirección opuesta. De esta
manera, cada trayectoria recibe como etiqueta un número entero n, el cual depende
de la posición de la ĺınea de referencia.

Existe una propiedad que es independiente de la elección de la ĺınea de referencia
para la pareja de trayectorias con extremos fijos. La diferencia de las trayectorias es
cerrada. El número de veces n en que una trayectoria cerrada encierra al origen es
un invariante topológico, llamado el número de enredado . Encontremos la descom-
posición de la distribución de probabilidad de un poĺımero cerrado, PN(xb − xa),
con respecto a n:

PN(xb − xa) =
∞
∑

n=−∞

P n
N (xb,xa). (16.2)

La restricción topológica destruye, en el lado izquierdo, la invarianza translacional
de la distribución total, de tal manera que, en el lado derecho, las diferentes dis-
tribuciones para cada n fijo dependen en forma independiente de xb y de xa.

En una integral de trayectoria es fácil rastrear el número de cruces n. La dife-
rencia angular entre los puntos inicial y final xb y xa está dada por la integral

ϕb − ϕa =
∫ tb

ta
dt ϕ̇(t) =

∫ tb

ta
dt
x1ẋ2 − x2ẋ1
x21 + x22

=
∫ xb

xa

x× dx

x2
. (16.3)

Dadas dos trayectorias C1 y C2 que conectan a xa y xb, la integral difiere en un
múltiplo entero de 2π. Por lo tanto, el número de enredado está dado por la integral
de contorno sobre la trayectoria cerrada C, la diferencia de las trayectorias:

n =
1

2π

∮

C

x× dx

x2
. (16.4)
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Para separar la distribución extremo a extremo (16.2) con respecto al número de
enredado, recordemos la descomposición angular de la amplitud de evolución para
tiempos imaginarios de la part́ıcula libre en dos dimensiones, Ecs. (8.9) y (8.17),

PL(xb − xa) =
∑

m

1√
rbra

(rbτb|raτa)m
1

2π
eim(ϕb−ϕa), (16.5)

donde la amplitud radial es

(rbτb|raτa)m = 2

√
rbra
La

e−(r2
b
+r2a)/LaIm

(

2
rbra
La

)

. (16.6)

Hemos insertado los parámetros de los poĺımeros siguiendo las reglas de la
Sección 15.6, reemplazando M/2h̄(τb − τa) por 1/La, y usando la etiqueta L = Na
en PL en lugar de N , como en la Ec. (15.301).

Ahora recordemos que, de acuerdo a la Sección 6.1, una integral de trayectoria
angular consta del producto de integrales

N
∏

n=1

∫ π

−π

dϕn
2π

, (16.7)

cuyos momenta conjugados son valores enteros, el producto anterior se puede con-
vertir en el producto de integrales ordinarias

N
∏

n=1

∫ ∞

−∞

dϕn
2π

, (16.8)

cuyos momenta conjugados son continuos. Por la conservación de momentum, esta
expresión es independiente de la partición temporal n, el momentum común está
apropiadamente restringido a su valor entero mediante la suma final sobre el número
entero n que aparece en la fórmula de Poisson [ver la Ec. (6.9)]

∑

n

eik(ϕb+2πn−ϕa) =
∞
∑

m=−∞

δ(k −m)eim(ϕb−ϕa). (16.9)

Obviamente, el número n en el lado izquierdo es precisamente el número de enredado
por medio del cual queremos clasificar la distribución extremo a extremo. La proba-
bilidad restringida deseada P n

L (xb,xa) para un número n de enredado dado se ob-
tiene, por tanto, convirtiendo en la Ec. (16.5) la suma sobre m en una integral sobre
µ y una suma sobre n como se hizo en la Ec. (1.205), omitiendo por ahora la suma
sobre n, el resultado es:

P n
L (xb,xa) =

2

La

∫ ∞

−∞
dµe−(r2

b
+r2a)/LaI|µ|

(

2
rbra
La

)

1

2π
eiµ(ϕb−ϕa+2πn). (16.10)

De aqúı encontramos la probabilidad deseada para el poĺımero cerrado que pasa a
través del punto x con varios números de enredado n alrededor del poĺımero central:

P n
L (x,x) =

2

La

∫ ∞

−∞
dµe−2r2/LaI|µ|

(

2
r2

La

)

1

2π
ei2πµn. (16.11)
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Calculemos ahora la función de partición de un poĺımero cerrado con un número
n de enredado dado. Para que la función de partición sea finita, cambiamos el
sistema agregando un potencial de oscilador armónico centrado en el origen.1 Si ω
se mide en unidades de 1/longitud, la probabilidad anterior se convierte en

P n
L (x,x) =

2

a

ω

sinhωL

∫ ∞

−∞
dµe−2(r2/a)ω cothωLI|µ|

(

2

a

r2ω

sinhωL

)

1

2π
ei2πµn. (16.12)

Esta expresión se puede integrar sobre todo el espacio usando la fórmula (2.475). El
resultado es

P n
L ≡

∫

d2xP n
L (x,x) =

1

2 sinhωL

∫ ∞

−∞
dµe−|µ|ωLe2πiµn. (16.13)

Para revisar esta fórmula, sumamos ambos lados sobre todo n. Entonces la integral
sobre µ se reduce, mediante la fórmula de Poisson, a una suma sobre los números
enteros µ = m = 0,±1,±2, . . . , y encontramos

PL ≡
∫

d2xPL(x,x) =
∞
∑

n=−∞

P n
L

=
1

2 sinhωL

(

2

1− e−ωL
− 1

)

=
1

[2 sinh(ωL/2)]2
. (16.14)

Como habŕıa de esperarse, esta es la función de partición de un oscilador armónico
bidimensional.

Para encontrar la contribución de varios números de enredado, hallamos la inte-
gral sobre µ y obtenemos

P n
L =

ωL

sinhωL

1

4π2n2 + ω2L2
. (16.15)

El factor de la derecha se reconoce como el término que se obtiene del desarrollo

1

2ωL
coth(ωL/2) =

∞
∑

n=−∞

1

4π2n2 + (ωL)2

=
1

L2

∞
∑

n=−∞

1

ω2
n + ω2

. (16.16)

Las cantidades ωn ≡ 2πn/L son los anólogos, en el poĺımero, a las frecuencias de
Matsubara. Aśı podemos escribir

P n
L = PL · αn, (16.17)

1Alternativamente, podemos agregar un campo magnético con una frecuencia de Landau ω =
−eB/Mc, como se hace en la Ec. (16.33). La amplitud tendrá entonces la frecuencia ω/2 en lugar
de ω, y un factor extra emωL/2.
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donde αn es la probabilidad relativa de encontrar el número de enredado n (y donde
tenemos la normalización Σnαn = 1),

αn =
1

ω2
n + ω2

[

∞
∑

n=−∞

1

ω2
n + ω2

]−1

=
1

L2

1

ω2
n + ω2

[

1

2ωL
coth

ωL

2

]−1

. (16.18)

16.2 Órbitas Enlazadas de Part́ıculas Fluctuantes:
el Efecto Aharonov-Bohm

El enredado de un poĺımero fluctuante alrededor de un poĺımero central recto tiene
una interesante contraparte mecánico-cuántica conocida como el efecto Aharonov-
Bohm. Considérese una part́ıcula libre no relativista cargada moviendose en un
espacio que contiene un tubo infinitesimalmente delgado con flujo magnético finito
orientado a lo largo de la dirección z:

B3 =
g

2π
ǫ3jk∂j∂kϕ = g δ(2)(x⊥), (16.19)

donde x⊥ es el vector transversal, x⊥ ≡ (x1, x2). Estudiemos la integral de trayec-
toria asociada. La interacción magnética está dada por [recordemos la Ec. (2.635)]

Amag =
e

c

∫ tb

ta
dt ẋ ·A, (16.20)

donde e es la carga y A el potencial vectorial. El flujo tubular (16.19) se obtiene de
las componentes en el plano xy.

Ai =
g

2π
∂iϕ, (i = 1, 2), (16.21)

donde ϕ es el ángulo azimutal alrededor del tubo:

ϕ(x) ≡ arctan(x2/x1). (16.22)

Nótese que las derivadas de ϕ en la Ec. (16.19) conmutan en todo el espacio, excepto
en el origen, donde del teorema de Stokes tenemos

∫

d2x (∂1∂2 − ∂2∂1)ϕ =
∮

dϕ = 2π. (16.23)

El flujo magnético total a través del tubo está definido por la integral

Φ =
∫

d2xB3. (16.24)

Sustituyendo la Ec. (16.19) vemos que el flujo total es igual a g:

Φ = g. (16.25)
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Con el potencial vectorial (16.21), la interacción (16.20) toma la forma

Amag = −h̄µ0

∫ tb

ta
dt ϕ̇, (16.26)

donde µ0 es el número adimensional

µ0 ≡ − eg

2πh̄c
. (16.27)

El signo negativo se introduce por convención.
Puesto que las órbitas de las part́ıculas exiten para todo tiempo, sus ĺıneas

universo en el espacio-tiempo se pueden considerar como cerradas en el infinito,
y la integral

n =
1

2π

∫ tb

ta
dt ϕ̇ (16.28)

es el invariante topológico (16.4), la cual tiene valores enteros para el número
de enredado n. La interacción magnética (16.26) es, por lo tanto, un invariante
topológico cuyo valor es

Amag = −h̄µ0 2πn. (16.29)

Después de sumar este resultado a la acción de la part́ıcula libre, en la descom-
posición radial (8.9) de la integral de trayectoria mecánico-cuántica, reescribimos la
suma sobre los números cuánticos azimutales m mediante la fórmula de suma de
Poisson (16.10), y obtenemos

(xbτb|xaτa) =
∫ ∞

−∞
dµ

1√
rbra

(rbτb|raτa)µ (16.30)

×
∞
∑

n=−∞

1

2π
ei(µ−µ0)(ϕb+2πn−ϕa).

Puesto que el número de enredado n es dif́ıcil de medir, busquemos consecuencias
observables que sean independientes de n. La suma sobre todo n forza a que µ sea
igual a un múltiplo entero arbitrario de µ0, m = 0,±1,±2, . . . . El resultado es

(xbτb|xaτa) =
∞
∑

m=−∞

1√
rbra

(rbτb|raτa)m+µ0

1

2π
eim(ϕb−ϕa), (16.31)

donde la amplitud radial es

(rbτb|raτa)m+µ0 =
√
rbra

M

h̄

1

(τb − τa)
exp

{

−M
2h̄

r2b + r2a
τb − τa

}

I|m+µ0|

(

M

h̄

rbra
τb − τa

)

.(16.32)

Por generalidad, permitimos la presencia de un campo magnético homogéneo B cuya
frecuencia de Landau es ω = −eB/Mc. Se ha definido el signo menos en analoǵıa
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con el parámetro µ0 de la Ec. (16.27). Usando la amplitud radial (9.105), vemos
que la Ec. (16.32) puede generalizarse como

(rbτb|raτa)m+µ0 =
√
rbra

Mω

2h̄η

η

sinh η
exp

[

−M
2h̄

ω

2
coth η(r2b + r2a)

]

× I|m+µ0|

(

Mωrbra
2h̄ sinh η

)

e(m+µ0)η, (16.33)

donde η ≡ ω(τb − τa)/2.
Ahora podemos hacer la siguiente observación interesante: si µ0 es un número

entero, i.e., si

eg

2πh̄c
= entero, (16.34)

la función de distribución mecánico-cuántica (x tb|x ta) de la part́ıcula dada en la
Ec. (16.31) es independiente del flujo magnético tubular orientado a lo largo del
eje z. La condición implica que el flujo magnético es un múltiplo entero del flujo
magnético fundamental

Φ0 ≡ g0 ≡
2πh̄c

e
=
hc

e
. (16.35)

Identificamos a este tubo infinitesimalmente delgado como una cuerda de Dirac.
Tales cuerdas indetectables se usaron en la las Secciones 8.12, en el Apéndice 10A.3
y en la Sección 14.6 para traer el flujo magnético de un monopolo magnético desde in-
finito hasta un cierto punto donde emergen radialmente las ĺıneas de flujo magnético.
En el Apéndice 10A.3 hemos forzado que la cuerda sea matemáticamente invisi-
ble, imponiendo la invarianza de norma monopolar. La presente discusión muestra
expĺıcitamente que, para toda part́ıcula cargada, la cuantización del flujo permite
que las cuerdas de Dirac sean en efecto indetectables. Esta observación inspiró a
Dirac en su especulación sobre la existencia de los monopolos magnéticos.

En la f́ısica de bajas temperaturas, la cuantización del flujo magnético se observa
en los superconductores del tipo II. Los superconductores son diamagnetos perfectos
que expelen los campos magnéticos. Los superconductores tipo II tienen la propiedad
de que por encima de cierto campo externo cŕıtico llamado Hc1, la expulsión del
campo magnético no es perfecta y aparecen tubos magnéticos cuántizados de flujo
Φ0 (fase de Shubnikov). Al incrementar el campo, existen más y más de estos
flujos tubulares. Los tubos magnéticos se aglomeran tanto que pueden formar un
conglomerado periódico. En un corte a través del plano xy, el conglomerado se ve
como el flujo de una red plana hexagonal [4]. Si el tubo de flujo magnético central
de la Ec. (16.19) tiene un flujo que no es un múltiplo entero de Φ0, la amplitud
de part́ıculas que pasan por el tubo muestra un patrón de interferencia interesante.
Inicialmente este efecto fue una sorpresa, ya que el espacio está libre de campos
magnéticos. Para calcular este patrón de interferencia consideremos la amplitud de
enerǵıa fija de una part́ıcula libre en dos dimensiones dada por la Ec. (9.12), la cual
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separamos en ondas parciales mediante el teorema de adición (9.14) de las funciones
de Bessel, como se hizo en la Ec. (9.15):

(xb|xa)E = −2iM

h̄

∞
∑

m=−∞

Im(κr<)Km(κr>)
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (16.36)

Comparando este resultado con la Ec. (16.30) y repitiendo los argumentos que con-
ducen a las Ecs. (16.31) y (16.32), podemos escribir inmediatamente la amplitud de
enerǵıa fija en presencia del flujo Φ0:

(xb|xa)E = −2iM

h̄

∞
∑

m=−∞

I|m+µ0|(κr<)K|m+µ0|(κr>)
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (16.37)

Ahora es fácil obtener las funciones de onda. En el plano complejo E, el lado
derecho tiene una discontinuidad sobre el eje real positivo. Rehaciendo lo hecho en
las Ecs. (9.15)–(9.22), derivamos la discontinuidad
∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
disc(xb|xa)E =

∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0
dkkJ|m+µ0|(krb)J|m+µ0|(kra)

1

2π
eim(ϕb−ϕb). (16.38)

La norma de la integral
∫

(dE/2πh̄)(2πM/h̄) se ha reemplazado por
∫∞
0 dkk, de

acuerdo a la Ec. (9.23).
En ausencia de un flujo tubular, la amplitud (16.38) se reduce a la de una

part́ıcula libre, la cual se puede separar como
∫ ∞

−∞

dE

2πh̄
disc(xb|xa)E =

∫

d2k

(2π)2
eik(xb−xa) =

1

2π

∫ ∞

0
dkkJ0(k|xb − xa|)

=
∞
∑

m=−∞

∫ ∞

0
dkkJm(krb)Jm(kra)

1

2π
eim(ϕb−ϕa). (16.39)

Si hay un flujo tubular presente, un haz incidente de part́ıculas cargadas se
desviará de su trayectoria aún cuando el espacio alrededor del eje z no contenga
ningún campo magnético. Calculemos de amplitud de dispersión y la sección eficaz
resultante, utilizaremos para ello la amplitud de enerǵıa fija (16.37). Recordemos
los resultados de la teoŕıa de dispersión mecánico-cuántica debida a Lippmann y
Schwinger. En esa teoŕıa se estudia el efecto de la interacción sobre el estado inci-
dente de la part́ıcula libre ϕk, cuyo vector de onda es k. El resultado es el estado
dispersado ψk, obtenido a partir de la ecuación integral de Lippmann-Schwinger

ψk = ϕk +
1

E − Ĥ0 + iη
V̂ ψk

= ϕk −
i

h̄
R̂(E) V̂ ϕk, (16.40)

donde E es la enerǵıa de la part́ıcula incidente, V̂ el potencial y R̂(E) el operador
resolvente dado en la Ec. (1.319). Los estados dispersados ψk son soluciones de la
ecuación de Schrödinger

Ĥψk = (Ĥ0 + V̂ )ψk = Eψk. (16.41)
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En el espacio x, la ecuación de Lippmann-Schwinger es

ψk(x) = ϕk(x)−
i

h̄

∫

dDx′ (x|x′)EV (x′)ϕk(x
′). (16.42)

El primer término describe las part́ıculas incidentes, el segundo las part́ıculas dis-
persadas. Para hallar la amplitud de dispersión, sólo importa el comportamiento del
segundo término en el ĺımite de valores grandes de x. Generalmente normalizamos
la función ϕk(x) a la exponencial eikx y factorizamos el comportamiento asintótico
del segundo término como el producto de una onda esférica saliente multiplicada
por la amplitud de dispersión. En tres dimensiones, lejos del centro de dispersión,
el comportamiento asintótico es

ψk(x)
|x|→∞

−−−→ eikx +
ei|k||x|

|x| f(θ, ϕ) + . . . , (16.43)

donde θ y ϕ son los ángulos de dispersión del haz saliente y f es la amplitud de
dispersión. El cuadrado de esta amplitud será la sección diferencial transversal

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2. (16.44)

En dos dimensiones, la separación correspondiente es

ψk(x)
|x|→∞

−−−→ eikx +
ei|k||x|
√

|x|
f(ϕ) + . . . . (16.45)

La amplitud de dispersión f(ϕ), que depende únicamente del ángulo azimutal ϕ =
arctan(x2/x1), permite hallar la sección diferencial transversal

dσ

dϕ
= |f(ϕ)|2. (16.46)

Para calcular f(ϕ), observamos que la solución más general Ψ(x) de la ecuación
de Schrödinger (16.41) se obtiene formando la integral de convolución de la discon-
tinuidad del resolvente con una función de onda arbitraria φ(x):

ψ(x) =
∫

dDx′ disc(x|x′)E φ(x′). (16.47)

Usando la Ec. (16.38), esto puede reescribirse como una combinación ĺıneal de las
funciones de onda J|m+µ0|(kr)

ψ(x) =
∞
∑

m=−∞

amJ|m+µ0|(kr)e
imϕ, (16.48)

la cual es solución de la ecuación de Schrödinger (16.41). Los coeficientes am se eligen
de tal forma que se cumplan las condiciones de frontera de la dispersión en infinito.
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Supongamos que las part́ıculas incidentes tienen el vector de onda k = (−k, 0). En
la región incidente x → ∞, las part́ıculas se describen por la función de onda

lim
x→∞

ψ(x) = e−ikxe−iµ0ϕ. (16.49)

El factor de fase extra es necesario para obtener el vector de onda correcto, ya que
en presencia de la norma

eAi = −h̄cµ0∂iϕ, (16.50)

el momentum f́ısico p = h̄k no estará dado por el operador diferencial usual −ih̄∇,
sino que por el operador del momentum invariante de norma

P̂ = −ih̄∇− e

c
A = −ih̄(∇+ iµ0∇ϕ). (16.51)

La corriente de part́ıculas incidentes, invariante de norma, correspondiente es

j(x) = −i h̄
2M

ψ†
↔

∇ ψ(x)− e

Mc
A(x)ψ†ψ(x). (16.52)

Demostraremos a continuación que la elección correcta para los coeficientes am es

am = (−i)|m+µ0|, (16.53)

de donde la amplitud de dispersión será

f(ϕ) =
1√
2π
e−iπ/4 sin πµ0

e−iϕ/2

cos(ϕ/2)
, (16.54)

y por tanto, la sección transversal será

dσ

dϕ
=

1

2π
sin2 πµ0

1

cos2(ϕ/2)
. (16.55)

Esta sección transversal tiene un pico cerca de la dirección frontal ϕ ≈ π. Para µ0=
entero, no hay dispersión y el flujo tubular es una cuerda invisible de Dirac.

Para deducir las Ecs. (16.53) y (16.54) podemos suponer que µ0 ∈ (0, 1). De
otra forma, podŕıamos simplemente cambiar en la Ec. (16.37) la suma sobre m por
algún entero ∆m, y esto daŕıa lugar a un factor global ei∆m(ϕb−ϕa) en disc(xb|xa)E .
Con esto tendŕıamos el factor ei∆mϕ en ψ(x). Para µ0 ∈ (0, 1), separamos la función
de onda (16.48) en tres partes:

ψk = ψ(1) + ψ(2) + ψ(3). (16.56)

La primera parte contiene los términos con m positivo,

ψ(1) =
∞
∑

m=1

(−i)m+µ0Jm+µ0e
imϕ, (16.57)
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la segunda parte contiene los términos con m negativo,

ψ(2) =
−1
∑

m=−∞

(−i)m+µ0J|m+µ0|e
imϕ

=
∞
∑

m=1

(−i)m−µ0Jm−µ0e
−imϕ, (16.58)

y la tercera parte contiene sólo el término m = 0,

ψ(3) = (−i)|µ0|J|µ0|. (16.59)

Obviamente, ψ(2) se puede obtener de ψ(1) mediante la identidad

ψ(2)(r, ϕ, µ0) = ψ(1)(r,−ϕ,−µ0). (16.60)

Aśı, la función de onda (16.56) requiere sólo del cálculo de ψ(1).
Como primer paso observemos que la suma (16.57) tiene la representación inte-

gral

ψ(1) =
1

2
(−i)µ0e−iρ cosϕ I(ρ), (16.61)

siendo I(ρ) la integral

I(ρ) ≡
∫ ρ

0
dρ′eiρ

′ cosϕ
(

J1+µ0 − iJµ0e
iϕ
)

. (16.62)

Hemos escrito kr ≡ ρ de tal manera que kx ≡ ρ cosϕ. Para probar la representación
integral, diferenciamos la Ec. (16.61) y encontramos la ecuación diferencial

∂ρψ
(1) = −i cosϕ ψ(1) +

1

2
(−i)µ0

(

J1+µ0 − iJµ0e
iϕ
)

, (16.63)

donde todas las funciones dependen sólo de kr ≡ ρ. Precisamente la misma ecuación
se cumple para la suma (16.57):

∂ρψ
(1) =

∞
∑

m=1

(−i)m+µ0∂ρJm+µ0e
imϕ

=
∞
∑

m=1

(−i)m+µ0
1

2
(Jm+µ0−1 − Jm+µ0+1) e

imϕ (16.64)

= − i

2

∞
∑

m=1

(−i)m+µ0Jm+µ0e
imϕ

(

eiϕ + e−iϕ
)

+
1

2
(−i)µ0

(

J1+µ0 − iJµ0e
ie
)

.

Aśı, las dos expresiones para ψ(1), Ecs. (16.57) y (16.61), difieren a lo más en una
constante de integración. Sin embargo, la constante debe de ser cero ya que ambas
expresiones se anulan en ρ = 0. Esto demuestra la representación integral (16.61).

Para deducir la amplitud de dispersión para un flujo magnético tubular tenemos
que encontrar el comportamiento asintótico de la función de onda. Esto se logra
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separando a ψ(1)
∞ en dos términos, una contribución de ψ(1)

∞ donde la integral I se
lleva hasta infinito, donotada por I∞, y una parte complementaria ∆ψ(1), la cual se
anula en el ĺımite r → ∞. La integral I∞ se puede calcular anaĺıticamente usando
la fórmula

∫ ∞

0
dρeiβρJα(kρ) =

1

(k2 − β2)1/2
eiα arcsin(β/k), 0 < β < k, α > −2. (16.65)

De donde obtenemos

I∞ ≡
∫ ∞

0
dρ′eiρ

′ cosϕ
(

J1+µ0 − iJµ0e
iϕ
)

=
1

| sinϕ|
[

eiµ0(π/2−|ϕ|) − ieiϕei(1+µ0)(π/2−|ϕ|)
]

=
i

| sinϕ|e
iµ0(π/2−|ϕ|)

(

e−i|ϕ| − eiϕ
)

=

{

0, ϕ < 0,
e−iµ0ϕ2iµ0 , ϕ > 0,

(16.66)

y donde ϕ ∈ (−π, π). Por lo tanto, tenemos

ψ(1)
∞ =

{

0, ϕ < 0,
e−ikxe−iµ0ϕ, ϕ > 0.

(16.67)

Usando la Ec. (16.60), encontramos

ψ(2)
∞ =

{

e−ikxe−iµ0ϕ, ϕ < 0,
0, ϕ > 0.

(16.68)

La suma ψ(1)
∞ + ψ(2)

∞ representa la función de onda incidente (16.49). Por lo que la
onda dispersada debe estar representada por la onda restante

ψsc = ∆ψ(1) +∆ψ(2) + ψ(3). (16.69)

En la amplitud de dispersión, sólo el comportamiento 1/
√
r de los tres términos es

el relevante. Para encontrar a este comportamiento en ∆ψ(1), usamos la Ec. (16.61)
y escribimos el complemento de la integral (16.62) como

∆I(ρ) ≡ I(ρ)− I∞ =
∫ ∞

ρ
dρ′eiρ

′ cosϕ
(

J1+µ0 − ieiϕJµ0
)

. (16.70)

Para valores grandes de ρ, el desarrollo asintótico

Jα(ρ) ∼
√

2/πρ cos(ρ− α/2− π/4) (16.71)

nos permite escribir

∆I(ρ) =

√

2

π
[A(ρ) +B(ρ)], (16.72)

donde usamos las integrales

A(ρ) =
∫ ∞

ρ

dρ′√
ρ′
eiρ

′ cosϕ cos [ρ′ − (1 + µ0)/2− π/4] ,

B(ρ) = −ieiϕ
∫ ∞

ρ′

dρ′√
ρ′
eiρ

′ cosϕ cos [ρ′ − µ0/2− π/4] . (16.73)
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Si de la exponencial extraemos la función coseno y cambiamos la variable ρ′ en los
dos términos a la forma ρ′ = t2/(1± cosϕ), encontramos

A(ρ) =

[

(−i)1/2+µ0√
1 + cos θ

∫ ∞

√
ρ(1+cosϕ)

dteit
2

+
i3/2+µ0√
1− cos θ

∫ ∞

√
ρ(1−cosϕ)

dte−it
2

]

,

(16.74)
en forma análoga hallaremos una expresión equivalente para B(ρ). El desarrollo
asintótico de la función error

∫ ∞

x
dte±it

2

= ± i

2

exp(±ix2)
x

+ . . . (16.75)

nos permite reescribir

A(ρ) =
1

2



(−i) 1
2
+µ0

eiρ
√

ρ(1 + cosϕ)2
+ i

1
2
+µ0

e−iρ
√

ρ(1− cosϕ)2



 eiρ cosϕ,

B(ρ) = (−i)e
iϕ

2
(16.76)

×


(−i)− 1
2
+µ0

eiρ
√

ρ(1 + cosϕ)2
+ i−

1
2
+µ0

e−iρ
√

ρ(1− cosϕ)2



 eiρ cosϕ.

Luego de sumar los dos términos en la Ec. (16.72) y sustituyendo todo en la
Ec. (16.61), encontramos el siguiente comportamiento asintótico

∆ψ(1) =

√
−i

2
√
2πρ

[

(−1)µ0eiρ
1 + eiϕ

1 + cosϕ
+ ie−iρ

1− eiϕ

1− cosϕ

]

. (16.77)

Ahora, si usamos la expresión hallada en la Ec. (16.60) para ∆ψ(2), obtenemos

∆ψ(1) +∆ψ(2) =

√
−i√
2πρ

[

eiρ
cos(πµ0 − ϕ/2)

cos(ϕ/2)
+ ie−iρ

]

+ e−i(ρ cosϕ+µ0ϕ).

(16.78)

Además, si de la Ec. (16.59) sumamos ψ(3), donde el ĺımite asintótico estará dado
por la expresión (16.71), encontramos que la función de onda total se comporta
como

ψ(x) → e−i(ρ cosϕ+µ0ϕ) + ψsc(x), (16.79)

donde la onda dispersada será

ψsc =
1√
2πiρ

eiρ
sin πµ0

cos(ϕ/2)
e−iϕ/2. (16.80)

Esto corresponde precisamente a la amplitud de dispersión (16.54) y su sección
transversal (16.55).
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Mencionemos que para valores semi-enteros de µ0, la solución de la ecuación de
Schrödinger tiene la representación integral

ψ(x) =

√

i

2
e−i(ϕ/2+ρ cosϕ)

∫

√
ρ(1+cosϕ)

0
dteit

2

. (16.81)

Esta representación se anula sobre la ĺınea ϕ = π, i.e., directamente detrás del flujo
tubular y es claramente uni-valuada.

16.3 El Efecto Aharonov-Bohm y la Estad́ıstica
Fraccionaria

Se hizo notar en la Sección 7.5, y vale la pena mencionarlo una vez más en esta
sección, que la amplitud del movimiento relativo de las órbitas de dos fermiones se
puede obtener de la amplitud del efecto Aharonov-Bohm.

Para mostrarlo en la amplitud de Aharonov-Bohm usamos el valor µ0 = 1 y para
tener en cuenta la identidad de las part́ıculas sumamos sobre los estados finales
ϕb, ϕb + π. El resultado es

(xb|xa)E + (−xb|xa)E = −2iM

h̄

∑

m

I|m+1|(κr<)K|m+1|(κr>)

× 1

2π

[

eim(ϕb−ϕa) + (−)meim(ϕb−ϕa)
]

= −4iM

h̄
e−i(ϕb−ϕa)

∑

m=impar

I|m|(κr<)K|m|(κr>)
1

2π
eim(ϕb−ϕa). (16.82)

La suma sobre los dos estados finales idénticos restringe la solución sólo a las fun-
ciones de onda impares, como en las Ecs. (7.267)–(7.268). Cuando se calculan canti-
dades observables tales como la densidad de part́ıculas o la función de partición, las
cuales involucran sólo la traza de la amplitud, el factor de fase e−i(ϕb−ϕa) no tiene
consecuencias importantes y se puede omitir.

Para µ0 6= 1, la amplitud resultante puede interpretarse como si describiera
part́ıculas en dos dimensiones que obedecen una estad́ıstica fraccionaria inusual.
Esta interpretación ha ganado recientemente una gran popularidad,2 ya que ha
ayudado a entender los datos experimentales del efecto Hall cuántico fraccionario.
El fenómeno se puede explicar por medio de la siguiente idea: la excitación de un gas
de electrones, los cuales obedecen la interacción de Coulomb, en un material cuasi-
bidimensional expuesto a un campo magnético intenso se puede ver, a orden más
bajo, como un gas de cuasi-part́ıculas que no siente el potencial de Coulomb, sino
como un par efectivo de interacción. Cada interacción se comporta como si una parte
del par estuviera acompañada por un tubo delgado de flujo magnético, cuyo valor es
proporcional a µ0. Mientras que las cuasi-part́ıculas del estado base tienen un valor
entero de µ0 y actúan estad́ısticamente como electrones ordinarios, las excitaciones

2Ver las Notas y Referencias al final del Caṕıtulo 7.
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elementales tienen un valor fraccionario de µ0 y obedecen una estad́ıstica fraccionaria
(para más detalles ver la Sección 16.11).

Para estudiar las propiedades termodinámicas fundamentales de un ensemble de
estas part́ıculas, calculamos la función de partición de una part́ıcula moviendose
alrededor de un tubo delgado de flujo magnético orientado en la dirección del eje z.
Por completes, suponemos además la existencia de un campo magnético homogéneo
en la dirección z. Ignorando la tercera dimensión, usamos la amplitud (16.33),
integramos sobre todo el espacio, y encontramos

Z =
∫

d2x(xbτb|xaτa)

=
1

2
eµ0η

∞
∑

m=−∞

emη
∫ ∞

0
dξe−ξ cosh ηI|m+µ0|(ξ), (16.83)

donde

ξ ≡Mωr2/2h̄ sinh η (16.84)

[recordemos que ω = −eB/Mc y η = ω(τb − τa)/2]. Para calcular la función de
partición, representemos la diferencia entre los tiempos Euclidianos τb, τa como τb−
τa = h̄/kβT = h̄β, de forma tal que η = ωh̄β/2.

Para estudiar el caso de dos part́ıculas idénticas necesitamos también la integral
en la cual xb se intercambia por −xb:

Zex =
∫

d2x(−xbτb|xaτa) =
1

2
eµ0η

∞
∑

m=−∞

(−)memη
∫ ∞

0
dξe−ξ cosh ηI|m+µ0|(ξ). (16.85)

Para facilitar la escritura conjunta de una ecuación para ambos desarrollos, denote-
mos a Z y Zex por Z1 y Z1ex , respectivamente. Las integrales se resuelven con ayuda
de la fórmula (2.474), de donde hallamos las sumas

Z1,1ex =
1

2

∞
∑

m=−∞

(±)meη(m+µ0)
1

sinh η
e−η|m+µ0|. (16.86)

Obviamente, para µ0 → µ0 + 2 estas sumas son periódicas. Debido al carácter de
invarianza traslacional, la función de partición Z ≡ Z1 diverge como V =

∫

d2x, i.e.,
como el área total. Para asegurar la convergencia, multiplicamos los elementos de
volumen d2x por un factor exponencial de regularización e−ǫξ. Luego, las integrales
de área se pueden extender a todo el espacio. En términos de la variable ξ, definida
en la Ec. (16.84), la norma en las integrales rotacionalmente simétricas anteriores se
puede escribir como

d2x = l2e(T )
sinh η

η
dξ, (16.87)

donde le(T ) ≡
√

2πh̄2/kBTM es la longitud térmica introducida en la Ec. (2.354).
El papel del área total V =

∫

d2x lo tiene ahora la cantidad finita

V ≡
∫

d2xe−ǫξ =
l2e(T )

ǫ

sinh η

η
. (16.88)
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En las integrales de las Ecs. (16.83) y (16.85) introducimos el factor e−ǫξ definiendo
la variable η′, la cual difiere de η, mediante la expresión

cosh η′ ≡ ǫ+ cosh η, (16.89)

y tiene el desarrollo

eη
′

= cosh η′ +
√

cosh2 η′ − 1

= eη
(

1 +
ǫ

sinh η
− 1

2
e−η

ǫ2

sinh3 η
+ . . .

)

, η > 0, (16.90)

de donde encontramos que las sumas (16.86) para Z1 y Z1ex son casi las mismas que
antes:

Z1,1ex =
1

2

∞
∑

m=−∞

(±)meη(m+µ0)
1

sinh η′
e−η

′|m+µ0|. (16.91)

Separando los valores positivos y negativos de m+µ0, podemos hallar las dos sumas
para µ0 ∈ (0, 1) y µ0 ∈ (−1, 0). En el intervalo combinado µ0 ∈ (−1, 1), encontramos

Z1,1ex =
1

2
eηµ0

1

sinh η′

{

e−η
′µ0

1∓ a
+
eη

′µ0

1∓ b
− eη

′|µ0|

}

, (16.92)

donde

a ≡ eη−η
′

, b ≡ e−η−η
′

.

La función de partición de dos part́ıculas idénticas será

Z =
1

2
(Z1 + Z1ex) =

1

2
eηµ0

1

sinh η′

{

e−η
′µ0

1− a2
+

eη
′µ0

1− b2
− eη

′|µ0|

}

. (16.93)

Esta función es simétrica bajo el intercambio simultáneo de µ0 → −µ0 y η → −η.
Fuera del intervalo µ0 ∈ (−1, 1), la función de partición está definida por medio de
una extensión periódica.

A falta de un flujo magnético tubular delgado podemos utilizar directamente
la amplitud (2.668) para Z1,1ex. Para las actuales variables xb = xa y xb = −xa,
tendremos

(xaτb|xaτa) = l−2
e (T )

η

sinh η
, (−xaτb|xaτa) = l−2

e (T )
η

sinh η
e−2 cosh η ξ. (16.94)

Sus integrales espaciales reguladas son

Z1,0 =
1

2

∫ ∞

0
dξe−ǫξ =

1

2ǫ
,

Z1ex,0 =
1

2

∫ ∞

0
dξe−(ǫ+2cosh η)ξ =

1

2(ǫ+ 2 cosh η)
. (16.95)
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Las funciones de partición substraidas ∆Z1,1ex ≡ Z1,1ex− 1
2Z1,0 tienen un ĺımite finito

para cuando ǫ → 0, y para el caso donde µ0 ∈ (0, 2), ∆Z = Z − 1
2Z1,0 se convierte

en

∆Z = − 1

8 sinh η

[

cothη + 2(µ0 − 1)− 2e2(µ0+1)η 1

sinh 2η
+ 4e2ηµ0

]

. (16.96)

Estos resultados se pueden utilizar para calcular el segundo coeficiente que aparece
en el desarrollo del virial de la ecuación de estado. Para un gas diluido de part́ıculas
que obedece las interacciones magnéticas anteriores, obtenemos

pV

NkBT
= 1 +

∞
∑

r=2

Brn
r−1. (16.97)

Aqúı n es la densidad del número de part́ıculas N/V . En teoŕıa de muchos cuerpos
se muestra que la dependencia entre el coeficiente B2 y la función de partición de
dos cuerpos Z2 tiene la forma:

B2 = V

(

1

2
− Z2

Z2
1

)

, (16.98)

donde Z1 es la función de partición bidimensional de una part́ıcula de masa M . En
presencia de un campo magnético homogéneo, Z1 será igual a la función Z1,0 hallada
en la Ec. (16.95). Sin el factor de regularización la integral espacial de la amplitud
de tiempo imaginario, Ec. (16.94), será

Z1 = V
η

l2e(T ) sinh η
. (16.99)

Separando el centro de masa del movimiento relativo, encontramos que Z2 = 2Z1Zrel

y obtenemos

B2 =
V

Z1
(Z1/2− 2Zrel) =

l2e(T ) sinh η

2η
(Z1 − 4Zrel). (16.100)

La diferencia en el lado derecho converge para V → ∞. Este resultado se puede
evaluar usando cualquier regulador para el área de integración, en particular el
regulador exponencial de la Ec. (16.88).

La función de partión para el movimiento relativo de las dos part́ıculas idénticas
se obtiene de Z reemplando M por la masa reducida, i.e., M → M/2. Esto dará el
factor 1/2 via l−2

e (T ). Por tanto Z1/2− 2Zrel será igual a −∆Z y de la Ec. (16.100)
obtenemos [5]

B2=
l2e(T )

4η

[

cothη +2(µ0 − 1)−2e2(µ0+1)η 1

sinh(2η)
+4e2ηµ0

]

. (16.101)

El comportamiento de B2 como función de µ0 se muestra en la Fig. 16.1. En ausencia
de campo magnético, este coeficiente se reduce a

B2 =
l2e(T )

4

[

1− 2(1− |µ0|2)2
]

, µ0 ∈ (−1, 1). (16.102)
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Figure 16.1 Segundo coeficiente del virial B2 en función del flujo µ0 para varios cam-

pos magnéticos externos parametrizados por η = −(eB/2Mc)h̄β. Para una mejor com-

paración, cada curva se ha normalizado a la unidad para el caso donde µ0 = 0.

A medida que µ0 crece desde cero hasta infinto, B2 oscila con peŕıodo 2 entre
B2 = −l2e(T )/4, para valores pares de µ0, y B2 = l2e(T )/4, para los valores im-
pares. Estos son los segundos coeficientes del virial de bosones y fermiones libres.
Por supuesto, estos coeficientes se pueden obtener de manera más simple y directa de
las combinación simétrica y antisimétrica de la Ec. (16.95), Z0 = (1/2)(Z1,0±Z1ex,0).
Restando Z1,0 obtenemos ±Z1ex,0/2 el cual, para η = 0, se reduce a ±1/8. Tomando
en cuenta el factor 2 en la masa reducida, obtenemos B2 = ∓l2e (T )/4.

La expresión (16.102) se puede interpretar como el coeficiente del virial de
part́ıculas que no son ni fermiones ni bosones, i.e., part́ıculas que obedecen las leyes
de la estad́ıstica fraccionaria. Estas part́ıculas son los aniones introducidos en la
Sección 7.5. Desafortunadamente no existen, al presente, datos experimentales con
lo cuales se puedan comparar los coeficientes del virial de las expresiones teóricas
(16.102) [o (16.101)].

Mencionemos aqúı algunos comentarios sobre antiguas, y ya descartadas, especu-
laciones de que el fenómeno de la superconductividad de alta temperatura pudiese ser
explicado utilizando la estad́ıstica fraccionaria de las excitaciones elementales. De
hecho, el cambio de estad́ıstica se puede deducir de la interacción electromagnética
entre los electrones en una capa cuasi-bidimensional de un material que se mueve
en un campo magnético intenso. También, es posible construir un modelo aniónico
de superconductividad bidimensional, en el cual los efectos topológicos conducen
a un apantallamiento Meissner de los campos magnéticos (ver la Sección 16.13).
Sin embargo, un estudio cuidadoso muestra que, a pesar de todo, la existencia de
corrientes eléctricas en el modelo dan origen a disipación.

Se debe de enfatizar que la igualdad entre las interacciones electromagnéticas y
la estad́ıstica, usada en los cálculos anteriores, está restringida a sistemas de dos
part́ıculas y no se puede extender a un número arbitrariamente grande como en el
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Figure 16.2 Nudo de trébol izquierdo en un poĺımero.

tratamiento de la Sección 7.5. Aún cuando es posible distribuir equitativamente
el flujo magnético entre los contituyentes de un sistema de muchas part́ıculas, pro-
duciendo el comportamiento deseado bajo el intercambio de part́ıculas, una dis-
tribución igualitaria de las cargas creaŕıa un potencial de Coulomb adicional in-
deseado y el carácter puramente topológico de la interacción se destruiŕıa. Este
problema no se presenta para part́ıculas cargadas tales como los electrones. Por lo
tanto, es necesaria una descripción teórica mejor y universal que sea aplicable a los
aniones. Esta descripción será presentada en la Sección 16.7.

16.4 Auto-Enredado de Poĺımeros

Una consecuencia interesante de las propiedades del volumen-excluido de los
poĺımeros es la posibilidad de auto-enredado de un poĺımero cerrado. Ya que está
prohibido que sus elementos de ĺınea se crucen entre śı, las fluctuaciones son in-
capaces de explorar todas las configuraciones posibles. Por ejemplo, un poĺımero
inicialmente circular nunca se podrá transformar en un nudo de trébol , como el
mostrado en la Fig. 16.2, sin romper algún enlace molecular. En el proceso de for-
mación qúımica de un gran número de poĺımeros surgen muchas configuraciones. El
poder encontrar las distribuciones de las distintas clases topológicas independientes
es un problema muy interesante. Hasta hace poco, la falta de un método teórico
apropiado haćıa que el trabajo anaĺıtico fuese algo casi imposible, restringiendolo
sólo a una cuestión de clasificación. Sólo los métodos Monte Carlo hab́ıan dado ideas
cuantitativas. Sin embargo, desde 1989 se han desarrollado nuevos e interesantes
métodos en la teoŕıa cuántica de campos que prometen progresos significativos en el
futuro cercano. Revisaremos aqúı estos métodos e indicaremos cómo deducir algunos
resultados anaĺıticos. Primero, introducimos los conceptos topolólogicos relevantes.

En general, un poĺımero cerrado forma un nudo. Un poĺımero circular repre-
senta un nudo trivial. Si dos nudos se pueden deformar el uno en el otro sin romper
ninguna ĺınea, entonces los nudos son equivalentes . Tales deformaciones se llaman
isotópicas . Un primer paso hacia la clasificación de los nudos consiste en separar las
clases equivalentes en reducibles e irreducibles, definiendolos como nudo principal
o simple, o como nudo no principal o compuesto, respectivamente. Un nudo com-
puesto se caracteriza por la existencia de un plano que es intersectado dos veces
(después de realizar alguna deformación isótopica) (ver la Fig. 16.3). Cerrando los
extremos abiertos en cada lado del plano se obtienen dos nuevos nudos. Los nudos
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Figure 16.3 Nudo no principal (compuesto). La ĺınea a trazos separa el nudo en dos

piezas. Después de que los dos extremos se cierran, las piezas forman dos nudos principales.

Figure 16.4 Ilustración de la ley de multiplicación a1a2 ≈ a3 en el grupo de nudos. Los

lazos a1 y a2 son equivalentes, a1 ≈ a2, mientras que a4 ≈ a−1
1 .

aśı resultantes se podrán o no reducir aún más, en la misma forma, hasta llegar
a nudos simples. Una forma importante para distingir las diferentes clases equiva-
lentes de nudos simples y compuestos es el uso del grupo nodal , el cual definimos a
continuación. En el espacio múltiplemente conectado creado por algún nudo, selec-
cionemos un punto arbitrario P (ver la Fig. 16.4). Luego, consideremos todos los
posibles lazos cerrados que empiezan de P y terminan de nuevo en P . Se dice que
dos lazos son equivalentes , si se pueden deformar el uno en el otro sin cruzar las
ĺıneas del nudo en consideración. Sin embargo, se permite que los lazos tengan un
número arbitrario de auto-intersecciones. La clase de nudos equivalentes forman un
grupo. La multiplicación en el grupo se define como el proceso de pasar en forma
sucesiva, a través de dos lazos cualesquiera pertenecientes a dos clases equivalentes.
Las clase cuyos lazos se pueden contraer en el punto P se define como el elemento
unidad e. Cambiar la orientación de los lazos en una clase corresponde a invertir el
elemento asociado del grupo.

De esta forma, la clasificación de los nudos se puede relacionar con la clasificación
de todos los grupos de nudos posibles. Consideremos el nudo trivial, el ćırculo.
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Figure 16.5 Nudos compuestos no equivalentes que poseen grupos isomórficos. El nudo

superior es el nudo de la abuela y el de abajo es el nudo cuadrado. Estos nudos son

esteroisómeros caracterizados por el mismo polinomio de Alexander (t2 − t + 1)2, pero

con diferentes polinomios de HOMFLY [ver la Ec. (16.126)].

Obviamente, los lazos cerrados a través de P caen dentro de las clases etiquetadas por
un número entero n. El grupo asociado es el grupo de los enteros. Rećıprocamente,
no hay nudos no-triviales asociados con este grupo.

A pesar de que a primera vista este ejemplo trivial pudiera sugerir una corres-
pondencia uno-a-uno entre los nodos simples y sus grupos, se encuentra que no
existe tal correspondencia. Se conocen muchos ejemplos donde nudos no equivalentes
tienen grupos isomórficos. En particular, todos los nudos con imagen especular,
que generalmente no son equivalentes a los originales (tal como el trébol derecho e
izquierdo), tienen el mismo grupo. Aśı, el grupo de nudos presentan necesariamente
una clasificación incompleta de los nudos. En la Fig. 16.5 se muestra un ejemplo.

Afortunadamente, las degeneraciones son bastante raras. Sólo una pequeña
fracción de nudos no equivalentes no se pueden distinguir por sus grupos.

La forma más fácil de representar un nudo en tres dimensiones es dibujar su
proyección en el plano. La proyección muestra el número de cruces , y el dibujo
debe distinguir la ĺınea superior de la inferior. Entonces, el nudo se deforma
isotópicamente hasta obtener la proyección que tiene el mı́nimo número de cruces.
En la proyección, todas las deformaciones isotópicas se pueden descomponer en una
sucesión de tres tipos elementales, los movimientos de Reidemeister , mostrados en
la Fig. 16.6.

En la Fig. 16.7 se muestra la imagen de todos los nudos simples para n = 8.
El número de nudos no equivalentes, simples y compuestos, para un número n de
cruces está listado en la Tabla 16.1.

Las imagenes proyectadas se pueden usar para construir una cantidad algebraica
importante que caracteriza al grupo, el llamado polinomio de Alexander descubierto
en 1928. Esto reduce la clasificación del grupo de nudos a la de los polinomios. Este
tipo de trabajo es t́ıpico del campo de la topoloǵıa algebraica.

Explicaremos la construcción para el nudo de trébol. Asignando una dirección
al poĺımero y seleccionado un punto de partida arbitrario, seguimos en esa dirección
hasta que llegamos al primer cruce inferior. Este punto se denota por 1. Ahora
continuamos al siguiente cruce inferior, denotado por 2, y aśı sucesivamente hasta
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Figure 16.6 Movimientos de Reidemeister de un nudo proyectado, los cuales no cambian

la clase isotópica. Esto define los movimientos de la isotoṕıa ambiental . Para cintas, sólo

el segundo y tercer movimiento están permitidos, definiendo con ello la isotoṕıa regular .

El primer movimiento está prohibido ya que cambia el retorcido [para una definición, ver

la Ec. (16.110)].

Table 16.1 Número de nudos simples y compuestos proyectados en el plano con n cruces

mı́nimos.

n simple knots compound knots
0 1 0
1 0 0
2 0 0
3 1 0
4 1 0
5 2 0
6 3 1
7 7 1
8 21 3
9 49 5
10 166 10
11 548 37
12 – 154
13 – 484
14 – 1115

n (ver la Fig. 16.8). La sección del poĺımero entre dos cruces sucesivos i e i + 1
la llamamos xi+1. Para cada cruce inferior de xi a xi+1, observamos si el cruce
superior va de derecha a izquierda (tipo r) o de izquierda a derecha (tipo l) (ver
la Tabla 16.2). Ahora definimos una matriz Aij . Cada paso inferior con etiqueta i
define la fila Aij , j = 1, 2, 3, . . . de acuerdo a las siguientes reglas: sea xk la sección
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Figure 16.7 Nudos simples con un mı́nimo de 8 cruces. El número de cruces debajo de

cada imagen lleva un sub́ındice enumerando la clase de equivalencia.
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Figure 16.8 Etiquetado de los pasos inferiores para la construcción de los polinomios

de Alexander t2 − t+ 1 del trébol izquierdo.

Table 16.2 Tablas de paso inferior (inferior) y direcciones (dir) r o l de ĺıneas superiores

(superior), para el nudo de trébol 31 y el nudo 41 de la Fig. 16.7.

31 :

inferior superior dir
x1 x3 r
x2 x1 r
x3 x2 r

41 :

inferior superior dir
x1 x4 r
x2 x1 l
x3 x2 r
x4 x3 l

superior. Si xk coincide con xi o xi+1 el paso inferior es llamado trivial . En este
caso, la fila i-ésima de la matriz Aij tiene los elementos

Aii = −1, Ai,i+1 = 1. (16.103)

El resto de los elementos de la fila de Aij se anulan. Si el paso inferior no es trivial,
los elementos no nulos son

Aii = 1, Aii+1 = −t, Aik = t− 1, tipo r (de derecha a izquierda), (16.104)

Aii = −t, Aii+1 = 1, Aik = t− 1, tipo l (de izquierda a derecha). (16.105)

De esta manera, encontramos la matriz del nudo de trébol:

Aij =







1 −t t− 1
t− 1 1 −t
−t t− 1 1





 . (16.106)

Como otro ejemplo, el nudo 41 de la Fig. 16.7 tiene la matriz

Aij =











1 −t 0 t− 1
t− 1 −t 1 0
0 t− 1 1 −t
1 0 t− 1 −t











. (16.107)
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Table 16.3 Polinomios de Alexander, Jones, y HOMFLY para los nudos más simples

que contienen hasta 8 cruces. Los números determinan los coeficientes, por ejemplo, el

nudo 71 tiene asociado el polinomio de Alexander A(t) = 1− t+ t2 − t3 + t4 − t5 + t6 y el

nudo 88 tiene asociado el polinomio de Jones J(t) = t−3(1 − t + 2t2 − t3 + t4). Para los

polinomios de HOMFLY H(t, α), ver la explicación en p. 1176.

A(t) J(t) H(t,α)

41 1−31 (−2)−1 (1[−1]1)([−1])

51 1−11−11 (0)1101 ([0]03−2)([0]041)([0]01)

52 2−32 (0)101 ([0]11−1)([0]11)

61 2−52 (−2)−10−1 (1[0]−11)([−1]−1)

62 1−33−31 (−1)−11−1 ([2]−21)(1[−3]1)([0]1)

63 1−35−31 (−3)1−11 (−1[3]−1)(−1[3]−1)(1) s

71 1−11−11−11 (0)1111101 ([0]004−3)([0]0010−4)([0]006−1)([0]001)

72 3−53 (0)10101 ([0]10−11)([0]111)

73 2−33−32 (0)110201 (−22−10[0])(−1330[0])(1100[0])

74 4−74 (0)10201 (−1020[0])(121[0])

75 2−45−42 (0)1102−11 ([0]020−1)([0]032−1)([0]011)

76 1−57−51 (−1)−12−11 ([1]−12−1)([1]−22)([0]−1)

77 1−59−52 (−3)1−21−1 (1−2[2])(−2[2]−1)([1])

81 3−73 (−2)−10−10−1 (1−10[0]1)(−1−1[−1])

82 1−33−33−31 (1)1−11−1 (1−33[0])(3−74[0])(1−51[0])(−10[0])

83 4−94 (−4)−10−20−1 (10[−1]01)(−1[−2]−1) s

84 2−55−52 (−3)−10−21−1 (2[−2]01)(1[−3]−21)([−1]−1)

85 1−34−55−31 (1)1−21−1 (2−54[0])(3−84[0])(1−51[0])(−10[0])

86 2−67−62 (−1)−11−21−1 (1−1−1[2])(1−2−2[1])(−1−1[0])

87 1−35−55−31 (−2)1−12−11 ([−1]4−2)([−3]8−3)([−1]5−1)([0]1)

88 2−69−62 (−3)1−12−11 (−1[2]1−1)(−1[2]2−1)([1]1)

89 1−35−75−31 (−4)−11−21−1 (2[−3]2)(3[−8]3)(1[−5]1)([−1]) s

810 1−36−76−31 (−2)1−13−11 ([−2]6−3)([−3]9−3)([−1]5−1)([0]1)

811 2−79−72 (−1)−12−21−1 (1−21[1])(1−2−1[1])(−1−1[0])

812 1−7(13)−71 (−4)−11−31−1 (1−1[1]−11)(−2[1]−2)([1]) s

813 2−7(11)−72 (−3)1−22−11 ([0]2−1)(−1[1]2−1)([1]1)

814 2−8(11)−82 (−1)−12−22−1 ([1])(1−1−1[1])(1−1[0])

815 3−8(11)−83 (0)1103−22−1 (1−4310[0])(−3520[0])(210[0])

816 1−48−98−41 (−2)1−23−21 ([0]2−1)([−2]5−2)([−1]4−1)([0]1)

817 1−48−(11)8−41 (−4)−12−32−1 (1[−1]1)(2[−5]2)(1[−4]1)([−1]) s

818 1−5(10)−(13)(10)−51 (−4)−13−33−1 (−1[3]−1)(1[−1]1)(1[−3]1)([−1]) s

819 1−1010−11 (0)11111 (1−5500[0])(−5(10)00[0])(−1600[0])(100[0])

820 1−23−21 (−1)101 ([−1]4−2)([−1]4−1)([0]1)

821 1−45−41 (0)1−11−1 (1−33[0])(1−32[0])(−10[0])
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Figure 16.9 Nudos excepcionales con el mismo polinomio de Alexander de un nudo

trivial [|A(t)| ≡ 1], encontrados por Kinoshita y Terasaka (a), Conway (b) y Seifert (c).

Habiendo construido la matriz Aij , cuya dimensión es n×n, escogemos un subde-
terminante (menor) arbitrario de orden n−1. Este subdeterminante es un polinomio
en t con coeficientes enteros. El polinomio se divide conveniente por una potencia
de t, de tal manera que inicie en una constante. El resultado es el polinomio de
Alexander A(t). El polinomio es independiente de la elección del subdeterminante.

Para el trébol izquierdo, de la matriz (16.106) obtenemos

A(t) = t2 − t+ 1. (16.108)

Para el nudo 41, de la matriz (16.107) encontramos

A(t) = t2 − 3t+ 1. (16.109)

Los polinomios de Alexander para los nudos simples de la Fig. 16.7 se muestran en
la Tabla 16.3. Nótese que el reemplazo t → 1/t deja a los polinomios de Alexander
invariantes (luego de renormalizarlos de nuevo por medio de alguna potencia de t
para que empiecen en una constante).

El polinomio de Alexander de un nudo compuesto se factoriza en los nudos sim-
ples que lo componen. Si dos nudos son la imagen especular uno del otro, entonces
tendrán el mismo grupo y el mismo polinomio de Alexander. Debido a la propiedad
de factorización, dos nudos compuestos cuyas partes simples difieran por una re-
flección especular (estereo–isómeros ; ver la Fig. 16.5) tienen el mismo polinomio.
Aśı los polinomios de Alexander no pueden proporcionar un clasificación completa
de los nudos no equivalentes. Esto es cierto aún después de eliminar todas las
posibles degeneraciones. En la Fig. 16.9 se muestra el ejemplo más simple de nudos
con polinomio de Alexander A(t) ≡ ±1, correspondiente al nudo trivial. Con 11
cruces, estos son los únicos ejemplos. Dado que el número total de nudos simples
para n = 11 es 795, las excepciones son en verdad muy pocas.
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Los años recientes han sido testigos del desarrollo de procedimientos sencillos
para la construcción de polinomios más eficientes para la clasificación de nudos y
eslabones con varios nudos, los polinomios de Jones, los polinomios HOMFLY 3 y
sus generalizaciones. Los primeros dependen de una variable, y los segundos de dos
variables, una de las cuales aparece también con potencias inversas, i.e., para esta
variable los polinomios son del tipo de Laurent. Otros polinomios encontrados en
la literatura, tales como los polinomios Conway , los polinomios X-, o los corchetes
de Kauffman, son casos especiales de los polinomios HOMFLY. Además, existen
diferentes tipos de polinomios de Kauffman y polinomios BLM/Ho F (a, z) y Q(x),
respectivamente, los cuales son capaces de distinguir algunos nudos con polinomios
de HOMFLY accidentalmente degenerados. Estos casos no serán discutidos aqúı,
para una definición ver el Apéndice 16B.

Los polinomios X(a) están trivialmente relacionados con los polinomios de Jones
J(t), a los cuales se reducen después del cambio de variable a = t1/4. Además, los
polinomios X también están relacionados con los polinomios de Kauffman K(a), en
este caso obedecen la expresión

X(a) = (−a)−3wK(a). (16.110)

Donde w es el número de cotorsión, también llamado el número de giro, número Tait ,
o retorcido [6]. Este número se define al asignar al lazo o al eslabón una orientación
y atribuyendole a cada cruce los números 1 o −1, de acuerdo a la siguiente regla.
Cada vez que el lazo o eslabón presenta un cruce, si el cruce inferior está orientado
de derecha a izquierda entonces le asignamos el número 1, en caso contrario le
asignamos el número −1. La suma de estos números es la cotorsión w. Por ejemplo,
en el nudo de trébol de la Fig. 16.2, cada cruce tendrá asignado un −1 de tal manera
que w = −3.

Los polinomios de Kauffman pueden hallarse mediante una construcción sencilla.
Decimos que un conjunto de n lazos triviales tiene el polinomio de Laurent

Kn(a) = −(a2 + a−2)n−1. (16.111)

Cada nudo o eslabón se puede reducir a estos lazos cambiando de manera recursiva
los cruces a las dos nuevas configuraciones mostradas gráficamente en la Fig. 16.10.

La primera configuración está asociada con un factor a, la segunda con un factor
a−1. La configuración del factor a se identifica fácilmente aproximandose por el cruce
inferior de la curva y siguiendo con un giro derecho. Las dos nuevas configuraciones
se procesan de la misma manera, continuando aśı sucesivamente hasta llegar a lazos
triviales. Aplicando estas reglas al nudo de trébol, obtenemos un nudo y un eslabón
conocido como el eslabón de Hopf . Su descomposición se muestra en la Fig. 16.11.
Los polinomios de Kauffman asociados se listan en la Tabla 16.4. El polinomio del
nudo de trébol es

K(a) = a7 − a3 − a−5. (16.112)

3La palabra “HOMFLY” se forma por las iniciales de los autores (Hoste, Ocneanu, Millet,
Freyd, Lickorish, Yetter), los art́ıculos apropiados están citados en las Notas y Referencias.
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L+ L0 L∞

= a + a−1

Figure 16.10 Regla para eliminar cruces en la generación de los polinomios de Kauffman.

Figure 16.11 Descomposición de Kauffman del nudo de trébol. La configuración 3 es

el eslabón de Hopf. El cálculo de los polinomios asociados se muestra en la Tabla 16.4.

Puesto que w = −3, y usando el factor (−a)−3w = −a9, obtenemos el polinomio X

X(a) = −a16 + a12 + a4. (16.113)

El cual corresponde al polinomio de Jones J(t) = t + t3 − t4.
Para los polinomios de Jones, tenemos una construcción directa y simple. De

acuerdo a J.H. Conway, cualquier nudo se puede relacionar a nudos o eslabones más
simples llevando a cabo las operaciones de desenredo mostradas en la Fig. 16.12
para todo cruce proyectado en el plano. Un cruce L+ se puede transformar ya sea

Figure 16.12 Operaciones de desenredo entre nudos complicados y nudos sencillos.
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Table 16.4 Polinomios de Kauffman en la descomposición del nudo de trébol.

eslabón polinomio regla
15 −a2 − a−2 Eq. 16.111
14 1 Eq. 16.111
13 1 Eq. 16.111
12 −a2 − a−2 Eq. 16.111
11 1 Eq. 16.111
10 −a2 − a−2 Eq. 16.111
9 −a2 − a−2 Eq. 16.111
8 −a4 − 2− a−4 Eq. 16.111
7 −a−3 a〈14〉+ a−1〈15〉, Fig. 16.10
6 −a3 a〈12〉+ a−1〈13〉, Fig. 16.10
5 −a3 a〈10〉+ a−1〈11〉, Fig. 16.10
4 a5 + a a〈8〉+ a−1〈9〉, Fig. 16.10
3 −a4 − a−4 a〈6〉+ a−1〈7〉, Fig. 16.10
2 a6 a〈4〉+ a−1〈5〉, Fig. 16.10
1 a7 − a3 − a−5 a〈2〉+ a−1〈3〉, Fig. 16.10

Figure 16.13 Operaciones de desenredo para calcular los polinomios de Jones de dos

espiras no anudadas.

en L− y L+, o se puede transformar en L− y L0. Para nudos relacionados en esta
forma definimos la relación de recurrencia de los polinomios de Jones J(t) mediante
la relación de desenredo

1

t
JL+(t)− tJL−(t) =

(√
t− 1√

t

)

JL0(t). (16.114)

La espira circular se define como aquella que tiene el polinomio trivial J(t) ≡ 1.
Aplicando las operaciones de desenredo a las dos espiras separadas no anudadas de
la Fig. 16.13, hallamos el polinomio de Jones

J2(t) = −(
√
t+ 1/

√
t). (16.115)

Aplicando este procedimiento a n espiras, hallamos

Jn(t) = [−(
√
t+ 1/

√
t)]n−1, (16.116)
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de acuerdo con la Ec. (16.111). Para los nudos más simples, los polinomios de Jones
se listan en la Tabla 16.3. Para el caso hasta con nueve cruces, los polinomios de
Jones pueden distinguir nudos con simetŕıa de reflexión.

Conway descubrió la primera relación de desenredo en 1970. Cuando intentaba
desarrollar un programa de cómputo para calcular los polinomios de Alexander,
encontró que los polinomios de Alexander cumplen con la convención de módulo de
mormalización, la relación de desenredo

AL+(t)− AL−(t) = (
√
t− 1/

√
t)AL0(t), (16.117)

la cual eventualmente reduce los polinomios de todos los nudos al polinomio trivial
A1(t) = 1. La relación de desenredo simplifica el procedimiento de tal forma que
Conway fue capaz de trabajar anaĺıticamente todos los polinomios conocidos en ese
momento. Debido a la simplicidad del procedimiento, los polinomios de Alexander
son llamados polinomios de Alexander-Conway .

Calculemos ahora los polinomios de Jones del nudo de trébol 31 de la Fig. 16.7.
Primero usamos la operación de desenredo mostrada en la Fig. 16.14. La espira L−

Figure 16.14 Operación de desenredo para calcular los polinomios de Jones del nudo

de trébol.

está desanudada y tiene un polinomio unitario. De esta forma obtenemos la relación
polinomial

Jtrébol(t)JL+(t) = t2 · 1 + t(
√
t− 1/

√
t)JL0(t). (16.118)

La configuración L0 se conoce como el eslabón de Hopf . Este eslabón necesita de
una reducción más4, la cual puede hallarse mediante la operación mostrada en la
Fig. 16.15, con lo cual hallamos la relación

1

t
JL 0

+

(t) = tJ2(t) + (
√
t− 1/

√
t)J1(t). (16.119)

4El polinomio de Kauffman del eslabón de Hopf es KL0
(a) = −a4−a−4. Junto con la cotorsión

w = −2, esto nos lleva al polinomio X(a) = −a10−a2 y el polinomio de Jones JL0
(t) = −

√
t(1+t2)

tal como en la Ec. (16.120).
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Figure 16.15 Operación de desenredo para calcular el polinomio de Jones del eslabón

de Hopf.

Usando la Ec. (16.111), encontramos

JL0(t) = −
√
t(1 + t2). (16.120)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (16.118) obtenemos el polinomio de Jones del
nudo de trébol

Jtrébol = t+ t3 − t4. (16.121)

Este resultado difiere del hallado arriba para el trébol de mano izquierda por la
sustitución t→ t−1.

Los polinomios de HOMFLY HL(t, α) se obtienen mediante una ligera generali-
zación de las relaciones de desenredo (16.114) de los polinomios de Jones: el factor
(
√
t−1/

√
t) del lado derecho se reemplaza por un paramétro arbitrario α, de donde

obtenemos la relación de desenredo

1

t
HL+(t, α)− tHL−(t, α) = αHL0(t, α). (16.122)

El nudo trivial se define como aquel que tiene el polinomio trivial H1(t, α) = 1. Para
dos espiras independientes, la relación es

H2(t, α) = (t−1 − t)α−1. (16.123)

Bajo una reflexión especular del nudo, los polinomios de HOMFLY H(t, α) se trans-
forman en H(−t−1, α). Notése que H2(t, α) tiene simetŕıa de reflexión [trivialmente
H1(t, α) también tiene esta simetŕıa].5 En general, los polinomios de HOMFLY dan
información confiable sobre una posible simetŕıa de reflexión. Sin embargo, hay al-
gunas excepciones, i.e., parejas de nudos relacionados mediante alguna simetŕıa de
reflexión que poseen el mismo polinomio de HOMFLY.6

5Para los polinomios de Kauffman F (a, x), definidos en el Apéndice 16B, la reflexión especular
implica que F (a, x) → F (a−1, x).

6La primera degeneración de este tipo aparece para el eslabón de 3 espiras con 8 cruces.
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Algunos ejemplos de los polinomios de HOMFLY son

Htrébol(der)(t, α) = −t4 + 2t2 + t2α2,

Htrébol(izq)(t, α) = −t−4 + 2t−2 + t−2α2,

HHopf(der)(t, α) = (t− t3)α−1 + tα,

Hnudo 41(t, α) = t−2 − 1 + t2 − α2. (16.124)

Con la sustitución α = t1/2− t−1/2 obtenemos los polinomios de Jones, mientras que
usando t→ 1, α→ t1/2 − t−1/2 y con las potencias apropiadas de t como factores de
normalización, regresamos a los polinomios de Alexander-Conway.

En la Tabla 16.3, se listan los polinomios de HOMFLY para nudos con hasta 8
cruces. Para nudos sin simetŕıa de reflexión, sólo se presenta un caso. El polinomio
reflejado se obtiene usando la sustitución t → −t−1. El significado de los valores
mostrados se entenderá mejor con un ejemplo: El nudo 71 tiene la entrada ([0]004−
3)([0]00(10)−4)([0]006−1)([0]001), la cual representa al polinomio H(t, α) = (4t6−
3t8)+(10t6−4t8)α2+(6t6− t8)α4+ t6α6. El corchete marca la posición y coeficiente
de la potencia de orden cero para t2; los números a la derecha e izquierda de este
término especifican los coeficientes de las potencias mayores y menores adyacentes
de t2, respectivamente. Los números con más de un digito están entre paréntesis.
El polinomio del nudo reflejado se obtiene reflejando los números entre paréntesis
sobre el corchete asociado. Los nudos marcados con una s tienen simetŕıa especular.

Los polinomios de Alexander-Conway son casos especiales de los polinomios de
HOMFLY. Una comparación con las relaciones de desenredo (16.117) muestra que
los primeros se obtienen de los segundos usando t = 1 y reemplazando α por t1/2 −
t−1/2:

AL(t) = HL(1, t
1/2 − t−1/2). (16.125)

Los nudos reducibles de la abuela y el cuadrado de la Fig. 16.5, se distingen por
sus polinomios de Jones y de HOMFLY; los últimos son

Habuela(t, α) = (2t2 − t4 + t2α2)2,

Hcuadrado(t, α) = (2t2 − t4 + t2α2)(2t−2 − t−4 + t2α2); (16.126)

mientras que los polinomios de Jones se obtienen de la sustitución α = t1/2 − t−1/2.
Hasta ahora no exite un esquema algebraico de clasificación completo. Por ejem-

plo, los polinomios de Jones para los nudos con 10 y 13 cruces, mostrados en la
Fig. 16.16, son los mismos.7 Para mayores detalles ver la literatura matemática
citada al final del caṕıtulo.

Aśı, con la clasificación incompleta de los nudos, ha sido imposible hasta ahora
calcular la distribución de probabilidad de las distintas clases equivalentes de nudos.
Las computadoras modernas nos permiten enumerar las diferentes configuraciones

7Los polinomios de HOMFLY tienen su primera degeneración para nudos principales con 9
cruces. Se ha corroborado que hasta 13 cruces (aglutinando 12965 nudos) ningún polinomio de un
nudo no trivial está degenerado accidentalmente con el polinomio trivial del ćırculo.
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Figure 16.16 Nudos con 10 y 13 cruces que no se pueden distingir por los polinomios

de Jones.

Figure 16.17 Fracción fN de poĺımeros cerrados desanudados de logitud fija L = Na.

topológicas para poĺımeros no demasiado largos y simular su distribución usando
métodos Monte Carlo. En la Fig. 16.17 se muestra el resultado de una simulación
debida a Michels and Wiegel, donde se mide la fracción fN de poĺımeros desanudados
con N eslabones. El ajuste se ha hecho usando una curva que obedece la ley

fN = CµNNα, (16.127)

donde los parámetros son C ≈ 1.026, µ ≈ 0.99640, α ≈ 0.0088. Aśı, fN decae como
una potencia en N de acuerdo a la relación µN , donde µ < 1. El exponente α es
extremadamente pequeño. Una simulación más reciente presentada por S. Windwer
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tiene en cuenta el hecho de que los elementos de ĺınea se auto-evitan. Con esto, los
parámetros obtenidos con8

C ≈ 1.2325, µ ≈ 0.9949, α ≈ 0. (16.128)

Para un poĺımero encerrado en una esfera de radio R, la distribución tiene la
expresión

fN(R) = e−A(N
β l/R)γ , (16.129)

donde l es la longitud del eslabón. Los “exponentes cŕıticos” son β ≈ 0.76 y γ ≈ 3.

16.5 El Invariante de Gauss de Dos Curvas

Para el cálculo anaĺıtico de las propiedades topológicas de los nudos, se necesita de
un funcional que modele la forma del poĺımero con ayuda del cual se puedan distingir
las diferentes clases de nudos. Inicialmente un buen candidato fue la versión de un
rizo de la integral de contorno para una pareja de curvas cerradas C y C ′ introducida
por Gauss hace un par de siglos:

G(C,C ′) =
1

4π

∮

C

∮

C′
[dx× dx′] · x− x′

|x− x′|3 . (16.130)

Gauss demostró que esta integral es un invariante topológico. De hecho, con ayuda
de la función δ dada en la Ec. (10A.8) podemos reescribir la Ec. (16.130) como

∮

C
dx
∮

C′

dx′ × (x− x′)

|x− x′|3 = −
∫

d3x Æ(x;C) ·
[

∫

d3x′ Æ(x′;C ′)× R′

R′3

]

. (16.131)

Donde indentificamos a la segunda integral como el gradiente del campo multivalua-
do Ω(x;C ′), definido por las Ecs. (10A.18), el cual es el ángulo sólido para la curva
C ′ vista desde el punto x, de tal forma que tenemos

G(C,C ′) = − 1

4π

∫

d3x Æ(x;C) ·∇Ω(x;C ′). (16.132)

Sustituyendo ahora la Ec. (10A.27), donde S ′ es una superficie arbitraria encerrada
por el contorno L′, y usando el hecho de que

∫

d3x Æ(x;C) ·∇Ω(x;S ′) = −
∫

d3x∇ · Æ(x;C)Ω(x;S ′) = 0, (16.133)

de la Ec. (10A.9) y del hecho de que Ω(x;S) = 0 es univaluada, obtenemos

G(C,C ′) = −
∫

d3x Æ(x;C) · Æ(x;S ′). (16.134)

8Recientemente se ha obtenido una primera determinación teórica de estos parámetros usando
una transformación a un modelo de cuatro estados de Potts. Un representación de este modelo sin
usar integrales de trayectoria está fuera del alcance de este libro. Ver los art́ıculos de A. Kholodenko
citados al final del caṕıtulo.
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Esta es una integral puramente topológica. Si la reescribimos como

G(C,C ′) = −
∮

C
dxi δi(x;S

′), (16.135)

vemos que G(C,C ′) representa el número de enlace de C y C ′. Este número se
define como la cantidad de veces que una de las curvas, por ejemplo C ′, cruza la
superficie S encerrada por la otra curva.

Una representación alternativa de la integral de Gauss (16.130) es

G(C,C ′) = − 1

4π

∮

C′
dΩ′(x′;C) = − 1

4π

∮

C
dΩ(x, C ′), (16.136)

donde Ω′(x′;S) es el ángulo sólido de la curva C vista desde el punto x′.
Los valores de la integral de Gauss para distintas parejas de curvas enlazadas,

hasta 8 cruces, están listados en la tercera columna de la Tabla 16.5. Todas las
parejas de curvas inter-enlazadas etiquetadas como 21, 71, 72, 87, por ejemplo, tienen
la integral de Gauss G(C,C ′) = ±1.

Terminemos esta sección con otra interpretación de la integral de Gauss. De
acuerdo a la Sección 10A.1, el ángulo sólido Ω es igual al potencial magnético de
una corriente 4π circulando por la curva C ′. Su gradiente es el campo magnético

Bi = ∂iΩ. (16.137)

Con esto escribimos

G(C,C ′) = −
∮

C
dxiBi = −

∮

C′
dx′iB

′
i. (16.138)

De acuerdo a esta expresión, G(C,C ′) será el trabajo total necesario para mover
una unidad de carga magnética alrededor de la órbita cerrada C en la presencia del
campo magnético originado por la corriente de la carga eléctrica unitaria circulando
sobre la curva C ′.

Desafortunadamente, para un poĺımero cerrado no existe la integral topológica
invariante. Al ser posible identificar a las curvas C y C ′, la integral de Gauss
deja de ser un invariante topológico. Sin embargo, se le puede usar para clasificar
cintas auto-enredadas. Estas cintas poseen dos bordes separados, identificados como
C y C ′. Las citas tienen un papel importante en biof́ısica. Las móleculas del
ADN, los portadores de la información genética de la estructura de los organimos
vivos, pueden ser consideradas como cintas. Estas móleculas constan de dos cadenas
de móleculas conectadas por enlaces débiles de hidrógeno. Las cadenas se pueden
romper térmicamente, o mediante la descomposición enzimática de las cintas, en
dos cadenas simples.

16.6 Estados Ligados de Poĺımeros y Cintas

Dos o más poĺımeros pueden alinearse en forma paralela para formar un estado li-
gado. El ejemplo más famoso es la mólecula del ADN. Esta mólecula es un estado
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ligado de dos cadenas largas de móleculas que pueden contener desde unos miles de
eslabones hasta varios millones. La distancia d entre las dos cadenas es del orden
de los 20 rA. En equilibrio, las dos cadenas están enrolladas en forma de una doble
hélice, separados por casi 20rA por vuelta (i.e., alrededor de 10 monómeros, ver la
Fig. 16.18). La mólecula de ADN puede ser idealizada como una cinta infinitesimal-
mente delgada. La cinta tiene siempre dos lados ya que los bordes de la cinta están
hechas de diferentes grupos de fosfatos, cuya estructura qúımica hace que el enlace
sea único. Las estructuras con un sólo lado, formadas por una tira de Möbius están
prohibidas.

Las móleculas circulares de ADN tienen propiedades topológicas interesantes.
En la doble hélice, un borde pasa a través del otro un número entero de veces. Este
es el número de ligadura Lk de la doble hélice. Siendo un invariante topólogico, este
número no cambia si los dos bordes cerrados se separan y se distorcionan en una
forma arbitraria.

Si el número total de vueltas Nw en la hélice del ADN es diferente del número de
ligadura Lk, entonces la hélice circular estará bajo estrés mecánico. La hélice puede

Figure 16.18 Corte y vista idealizada de una mólecula circular de ADN. El número

de eslabón Lk (el cual se define como el número de veces que una cadena pasa por una

superficie arbitraria formada por otro eslabón) es Lk ≈ 9.

Figure 16.19 Mólecula de ADN super-enrollada. Esta es su forma natural cuando se le

extrae cuidadosamente de una celula. El super-enrollado es negativo.
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Figure 16.20 Ligaduras simples de dos poĺımeros hasta con 8 cruces.
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relajarse formando una cadena super-enrollada (ver la Fig. 16.19). El número de
vueltas en exceso

τ = Lk −Nw, (16.139)

dará una medida de la densidad del super-enrollamiento, la cual se define por la
razón

σ ≡ τ

Nw
. (16.140)

En una mólecula normal de ADN, la densidad de super-enrollamiento generalmente
estará en el rango −σ ∼ 0.03 − −0.1. El signo negativo implica que las vueltas
naturales de la doble hélice disminuye ligeramente debido al super-enrollamiento.
Parece ser que el signo menos es esencial en los principales procesos biológicos,
los procesos llamados réplica. La réplica se puede variar mediante una enzima,
la llamada ADN girasa. Una célula tiene un gran arsenal de enzimas que pueden
romper una de las cadenas de la hélice y desenredar el número de ligadura Lk en
una o más unidades, cambiando con ello la topoloǵıa. Tales enzimas son llamadas
topoisomerasas del tipo I. Las hay también del tipo II, las cuales rompen ambas
cadenas y pueden armar o desarmar los nudos de la doble hélice del ADN como un
todo.

La importancia biof́ısica del super-enrollamiento está en el hecho de que el estrés
contenido en tal configuración puede relajarse rompiendo algunas ligaduras entre
las dos cadenas. De hecho, el número θ = −σ de enlaces rotos lleva a la relajación
completa. Durante la división celular, todas la ligaduras se rompen. Notése que este
proceso seŕıa energéticamente poco favorable si la densidad de super-enrollamiento
fuera positivo.

Tal como para los nudos, no se conocen invariantes topológicos para ligaduras
de dos (o más) poĺımeros cerrados. Históricamente, los polinomios generalizados de
Alexander se usaron como una clasificación aproximada de las ligaduras. Estos
polinomios dependen de dos variables. Para su construcción, usamos uno de los dos
poĺımeros y etiquetamos todos los cruces inferiores de la misma forma que se hizo
con los nudos. Lo mismo para el otro poĺımero. Por cada cruce inferior, escribimos
una fila de la matriz Aij de Alexander con las dos variables s y t. El polinomio
de Alexander A(s, t) estará dado por un sub-determinante (n − 1) × (n − 1) de la
matriz Aij de dimensión n× n. Las ligaduras con hasta 8 cruces se muestran en la
Fig. 16.20. Los polinomios de Alexander asociados con estas ligaduras se listan en la
Tabla 16.5. Notése que el reemplazo s→ 1/s, t→ 1/t, o ambos, dejan al polinomio
de Alexander invariante (debido a la renormalización a un entero de los coeficientes
de orden menor). Para poĺımeros no encadenados tenemos A(s, t) = 0.

No hay necesidad de una revisión mayor ya que se pueden construir los polinomios
de Jones y HOMFLY, los cuales son lo más reciente y poderosos, para eslabones
arbitrarios sin necesidad de prescripciones adicionales. En la cuarta columna de la
Tabla 16.5 se da una lista de los polinomios de HOMFLY. En muchos casos, un
cambio de orientación de la última espira da origen a un eslabón no equivalente.
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Table 16.5 Polinomios de Alexander A(s, t) y coeficientes de los polinomios de HOMFLY

H(t, α) para eslabones simples de dos curvas cerradas con un mı́nimo de hasta 8 cruces,

los cuales se han etiquetado de acuerdo a la Fig. 16.20. El valor de |A(1, 1)| es igual al

valor absoluto de la integral de Gauss |G(C,C ′)| para las dos curvas. Los elementos de la

última columna se explican en el texto.

A(s,t) |A| H(t,α)

21 1 1 {−1}(∗1−1)(∗1)

41 s+t 2 {−1}(∗01−1)(∗11)
{−1}(∗01−1)(∗03−1)(∗01)

51 (s−1)(t−1) 0 {−1}(1∗−1)(−12∗−1)(1∗)

61 s2+t2+st 3 {−1}(∗001−1)(∗006−3)(∗005−1)(∗001)
{−1}(∗001−1)(∗111)

62 st(s+t)−st+s+t 3 {−1}(∗001−1)(∗022−1)(∗011)

63 2st−(s+t)+2 2 {−1}(∗01−1)(∗021−1)(∗011)
{−1}(1−10∗)(−21∗−1)(1∗)

71 s2t2−st(s+t)+st−(s+t)+1 1 {−1}(1−1∗)(−24−3∗)(10∗)
{−1}(∗1−1)(−11∗2−1)(1∗1)

72 st(s+t)−t2−s2−3st+s+t 1 {−1}(∗1−1)(1∗0−11)(∗−1−1)
{−1}(∗1−1)(−2∗5−2)(−1∗4−1)(∗1)

73 2(s−t)(t−1) 0 {−1}(1∗−1)(1∗−1−1)(∗−1−1)

74 (s−1)(t−1)(s2+1) 0 {−1}(−13−2∗)(−25−3∗)(−14−1∗)(10∗)

75 2s3t−t2−s+2 2 {−1}(∗002−3)(∗014−3)(∗012)
{−1}(−1∗3−2)(−2∗6−2)(−1∗4−1)(∗1)

76 (s+1)2(s−1)(t−1) 0 {−1}(1∗−1)(1−2∗1)(1−3∗1)(−1∗)

77 s3+t 2 {−1}(−1∗3−2)(−1∗4−1)(∗1)
{−1}(∗002−31)(∗006−4)(∗005−1)(∗001)

78 (s−t)(t−1) 0 {−1}(−13−2∗)(−13−2∗)(10∗)

81 (s+t)(s2+t2) 4 {−1}(∗0001−1)(∗00010−6)(∗00015−5)(∗0007−1)(∗0001)
{−1}(∗0001−1)(∗1111)

82 st(s+t−1)(st+1)+s+t 4 {−1}(∗0001−1)(∗0034−3)(∗0044−1)(∗0011)
{−1}(∗0001−1)(∗0212−1)(∗0111)

83 2s2t2−st(s+t)+3st−(s+t)+2 3 {−1}(∗001−1)((∗0041−2)(∗0043−1)(∗0011)
{−1}(1−100∗)(−200∗−1)(11∗)

84 s2t2(s+t)−2s2t2+2st(s+t)−2st+s+t 4 {−1}(∗0001−1)(∗0131−1)(∗0121)
{−1}(∗0001−1)(∗0042−2)(∗0043−1)(∗0011)

85 s2t2−2st(s+t)+3st−2(s+t)+1 3 {−1}(∗001−1)(∗0130−1)(∗0121)
{−1}(1−100∗)(1−42−2∗)(−23−1∗)(10∗)

86 2st−3(s+t)+2 2 {−1}(∗01−1)(∗0201−1)(∗0111)
{−1}(1−10∗)(−20∗1−1)(1∗1)

87 s2t2−2st(s+t)+s2+3st+t2−2(s+t)+1 1 {−1}(1−1∗)(1−4∗3−1)(−2∗3−1)(∗1)
{−1}(∗1−1)(∗2−33−1)(∗1−32)(∗0−1)

88 s2t2−2st(s+t)+s2+st+t2−2(s+t)+1 3 {−1}(∗1−1)(−1∗4−31)(−1∗3−2)(∗1)
{−1}(∗1−22−1)(1∗1−33)(∗−1−2)

89 s3+2s2t−4s2−4st+s+2t 2 {−1}(∗1−22−1)(1∗1−33)(∗−1−2)
{−1}(∗1−22−1)(∗2−34−1)(∗1−32)(∗0−1)

810 (s2−1)(t−1) 0 {−1}(1−2∗2−1)(1−4∗4−1)(1−3∗2)(−1∗)

811 s3t−2s2(s+t)+2s(s+t)−2(s+t)+1 2 {−1}(∗002−31)(∗005−2−1)(∗0042−1)(∗0011)
{−1}(2−3∗1)(1−5∗3−1)(−2∗3−1)(∗1)

812 (s2−1)(t−1) 0 {−1}(−13−2∗)(−14−4∗1)(2−3∗1)(−1∗)

813 (s2+1)(s−1)(t−1) 0 {−1}(1∗−1)(∗1−21)(−1∗2−2)(∗1)

814 s3t−4s2t+4s2+4st−4s+1 2 {−1}(∗002−31)(∗005−2−1)(∗0131)
{−1}(−1∗3−2)(1−3∗5−1)(−2∗3−1)(∗1)

815 (s−1)(t−1) 0 {−1}(1−2∗2−1)(−2∗3−1)(∗1)

816 s3−2s(s+1)+1 2 {−1}(∗1−22−1)(∗2−22)(∗0−1)
{−1}(∗1−22−1)(∗3−43)(∗1−41)(∗0−1)
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La tabla muestra dos posibilidades para cada caso. Para el nudo 72, el elemento
superior {−1}(1 ∗ −1)(1 ∗ 0 − 11)(∗ − 1 − 1) indica que el polinomio es H(t, α) =
α−1(t−1−t)+α(t−1−t2+t3)+α3(−t−t3). Los corchetes indican la potencia inferior
de α y el asterico muestra la posición de la potencia cero de t. Los coeficientes de
t, t3, . . . están colocados a la derecha de estas variables, mientras que los coeficientes
correspondientes a . . . , t−3, t−1 están a la izquierda.

Para el caso especial de una cinta circular, tal como una mólecula de ADN, la in-
tegral de Gauss sobre los dos bordes, siendo un invariante topológico, indica también
una clasificación de la cinta como un todo. Como se muestra en la Ec. (16.135), la
integral de Gauss dará precisamente el número de ligadura Lk.

Resulta ilustrativo calcular G(C,C ′) para una cinta en el ĺımite de una distancia
d muy pequeña entre bordes. Esto ayudará a entender porque la integral de Gauss
G(C,C ′), donde tanto C como C ′ van sobre la misma espira, no es un invariante
topológico. Empecemos con la integral de Gauss para los dos bordes C,C ′ de la
cinta

G(C,C ′) =
1

4π

∮

C

∮

C′
[dx× dx′] · x− x′

|x− x′|3 (16.141)

y cambiemos los dos contornos de integración C,C ′ hacia el eje de la cinta, el cual
será denotado por C̄. Sea ǫ la distancia entre los dos bordes y sea n(τ) el vector
unitario ortogonal al eje, dirigido desde C hacia C ′. Con esto tenemos

G(C,C ′) =
1

4π

∮

C̄
dτ
∮

C̄
dτ ′ [ẋ(τ)× (ẋ(τ ′) + ǫṅ(τ ′))] · x(τ)− x(τ ′)− ǫn(τ ′)

|x(τ)− x(τ ′)− ǫn(τ ′)|3 .

(16.142)

En el ĺımite ǫ → 0, G(C,C ′) no será igual a G(C̄, C̄) [el cual debeŕıa ser el mismo
que G(C,C) o G(C ′, C ′)]. Un cuidadoso estudio del proceso del ĺımite, desarrollado
abajo, muestra que hay un residuo Tw,

Lk = G(C̄, C̄) + Tw. (16.143)

El residuo se conoce como el retorcido de la cinta, y se define como

Tw ≡ 1

2π

∮

C̄
dτ ẋ(τ) · [n(τ)× ṅ(τ)]/|ẋ(τ)|. (16.144)

Por otro lado, la integral es también válida para una curva sola si n(τ) es el vector
normal principal de la curva. En este caso, Tw dará lugar a la conocida torsión
integrada total de la curva. El primer término en la Ec. (16.143), la integral de
Gauss para una curva cerrada C̄, se conoce como el número de retorcido de la curva

Wr ≡ G(C̄, C̄) =
1

4π

∮

C̄
dτ
∮

C̄
dτ ′ [ẋ(τ)× ẋ(τ ′)] · x(τ)− x(τ ′)

|x(τ)− x(τ ′)|3 . (16.145)

Generalmente, la relación (16.143) se escribe en la forma

Lk = Wr + Tw. (16.146)
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Unicamente la suma Wr + Tw es un invariante topológico, Tw contiene información
sobre la estructura de la cinta en la curva cerrada C̄. Esta fórmula fue hallada en
1959 por Calagareau y generalizada por White en 1969.

De lo que hemos visto en la Ec. (16.136), el número de retorcido puede escribirse
como una integral

Wr = − 1

4π

∮

C̄
dΩ(x), (16.147)

donde Ω(x) es el ángulo sólido bajo el cual se ve el eje de la cinta desde otro punto
del eje. Cuando se reescribe en la forma dada por la Ec. (16.138), encontramos la
interpretación magnética comentada con esa ecuación.

Esta interpretación es relevante para entender las propiedades de espacio–tiempo
del atómo de dionio, el cual se puede ver como una cinta universo cuyas caras
describen una carga eléctrica y una carga magnética. En la Sección 14.6 hemos
comentado que para un parámetro de carga semi–entero q, el átomo de dionio, que
consta de dos bosones, se comporta como un fermión. Por esta razón, se puede
usar una integral de trayectoria sobre las fluctuaciones de una cinta para describir
la mecánica–cuántica de un fermión en el espacio-tiempo de tres dimensiones [7].

Deduciremos ahora la relación (16.146). Para ello separamos la integral (16.142)
sobre τ en dos partes, una parte singular dentro de una pequeña vecindad del punto
τ ′, i.e.,

τ ∈ (τ ′ − δ, τ ′ + δ) (16.148)

y otra parte donde la integral es regular. En la parte regular, podemos suponer que
la distancia ǫ entre las curvas C y C ′ es cero, de donde obtenemos la integral de
Gauss G(C̄, C̄), i.e., el número de retorcidoWr. Para la parte singular, aproximamos
x(τ) en la vecindad (16.148) por una ĺınea recta

x(τ) ≈ x(τ ′) + ẋ(τ ′)(τ − τ ′),

ẋ(τ) ≈ ẋ(τ ′). (16.149)

Con lo cual la integral en τ es fácil de hallar. Para el caso donde ǫ ≪ δ ≪ 1,
obtenemos

Tw = − 1

4π

∮

C′
dτ ′ [n(τ ′)× ẋ(τ ′)] · ṅ(τ ′)ǫ2

∫ τ ′+δ

τ ′−δ
dτ

1
√

|ẋ(τ ′)|2(τ − τ ′)2 + ǫ2

=
1

2π

∮

C′
dτ ′ [ẋ(τ ′)× n(τ ′)] · ṅ(τ ′)/|ẋ(τ ′)|. (16.150)

Es importante enfatizar que, contrario a la integral de Gauss para las curvas C,C ′, el
valor de la integral de Gauss para C̄ no es un entero sino que un número continuo.
Este número depende de la forma de la cinta y cambia continuamente a medida
que deformamos isotópicamente la cinta. Sin embargo, si una sección de la cinta
pasa a través de otra, el número de retorcido cambia en 2 unidades. La definición
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Figure 16.21 Ilustración de la relación de Calagareau-White (16.146). El número de

vueltas alrededor del cilindro es Lk = 2, mientras que Tw = Lk − p/
√

p2 +R2, donde p es

la inclinación de la hélice y R el radio del cilindro.

muestra que Wr se anula si el eje de la cinta tiene un centro o plano de simetŕıa.
Un ejemplo de una cinta circular cerrada con valor entero de Lk y número arbitrario
de retorcido Wr puede verse de la construcción de Brook-Fuller y Crick. Una cinta
cerrada se enrolla alrededor de la superficie plana de un cilindro, regresandola luego
a lo largo del eje del cilindro (ver la Fig. 16.21). Mientras que los bordes de la cinta
se perforan entre śı un número entero de veces tal que Lk = 2, el eje de la cinta tiene
una integral de Gauss Wr no entera que depende de la razón entre la inclinación de
la hélice y el radio del cilindro, Wr = 2− p/

√
p2 +R2 .

16.7 Teoŕıa de Chern-Simons del Enredado

La integral de Gauss tiene una forma muy similar a la ley, hallada en 1820, de Biot-
Savart de la magnetostática. Esta ley es una fórmula de acción a distancia para la
enerǵıa de interacción entre dos corrientes eléctricas I, I ′ circulando sobre las curvas
C y C ′:

E = −II
′

c2

∮

C

∮

C′
dx · dx′ 1

|x− x′| , (16.151)

donde c es la velocidad de la luz. La explicación de la Ec. (16.151) mediante la
enerǵıa local del campo que aparece del vector potencial A(x), fue un avance
conceptual decisivo de la teoŕıa de Maxwell. En vista de la importancia de la integral
de Gauss para la clasificación topológica del enredado, será de utilidad deducir una
teoŕıa de campo local que ayude a interpretar a la integral de Gauss como una acción
topológica a distancia. Supongamos que los contornos C y C ′ portan una corriente
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estacionaria de alguna pseudo–carga, la cual en principio está normalizada a la
unidad. Estas corrientes eléctricas están acopladas al vector potencial A(x), el cual
no está relacionado con el magnetismo y será llamado vector potencial estad́ıstico-
magnético:

Ae,curr = −i
∮

C
dxA(x)− i

∮

C′
dxA(x). (16.152)

La acción es del tipo Euclideano, tal como se indica por el sub́ındice e (recordemos
la relación entre esta acción y la acción ordinaria A = iAe). Construyamos ahora
una acción de campo para A(x), de tal forma que las ecuaciones de campo describan
la interacción entre las dos corrientes eléctricas, la cual es precisamente de la forma
dada por la integral de Gauss. La acción del campo será

Ae,CS =
i

2

∫

d3xA · (∇×A) (16.153)

y se le conoce como la acción de Chern-Simons . Esta acción, al igual que la acción
magnética ordinaria Euclideana, muestra una dependencia cuadrática como función
del vector potencial A(x), y de la misma forma es invariante ante transformaciones
de norma locales

A(x) → A(x) +∇Λ(x), (16.154)

lo cual es obvio cuando transformamos el segundo vector potencial en la forma dada
por la Ec. (16.153). La transformación de norma del primer potencial vectorial no
cambia luego de una integración parcial. Igualmente, luego de una integración por
partes, el acoplamiento de los contornos C y C ′ en la Ec. (16.152) es un invariante
de norma, dado que los contornos son cerrados, entonces se cumple la relación

∇ ·
∮

dx = 0. (16.155)

Sin embargo, contrario al caso de la enerǵıa del campo magnético, la acción
(16.153) es puramente imaginaria. El factor i es importante en las aplicaciones donde
la acción de Chern-Simons dará origen a factores de fase de la forma ei2θG(C,C′).

Extremando la acción combinada, obtenemos la ecuación de campo

∇×A(x) =
(∮

C
+
∮

C′

)

dx. (16.156)

Cuya solución es

Ai(x) =
(∮

C
+
∮

C′

)

Gij(x,x
′)dx′j , (16.157)

donde Gij(x,x
′) es una función de Green apropiada, que es solución de la ecuación

de campo inhomogénea (16.157), y donde hemos usado una función δ como fuente
en lugar de la corriente. Sin embargo, no tenemos una solución única debido a la
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invarianza de norma del lado izquierdo. Dada una solución Gij(x,x
′), toda trans-

formación de norma de la función de Green

Gij(x,x
′) → Gij(x,x

′) +∇iΛj(x,x
′) +∇jΛi(x,x

′)

tendrá el mismo rotacional ∇×A. Sólo la parte transversal del potencial vectorial
(16.157) tiene significado f́ısico, y la función de Green debe cumplir la relación

ǫijk∇jGkl(x,x
′) = δ

(3)
ij (x− x′)T , (16.158)

donde

δ
(3)
ij (x− x′)T =

(

δij −
∇i∇j

∇
2

)

δ(3)(x− x′) (16.159)

es la función δ transversal. El vector potencial se obtiene de la Ec. (16.157) usando
la norma transversal

∇ ·A(x) = 0. (16.160)

Para el espacio bi-dimensional transversal es fácil hallar la solución de la ecuación
diferencial (16.158). La transformada de Fourier de la Ec. (16.158) será

iǫijkpjGkl(p) = δil −
pjpl
p2

, (16.161)

cuya solución es

Gij(p) = iǫikjpk
1

p2
. (16.162)

La norma transversal (16.160) puede introducirse formalmente en la acción agre-
gando en la acción (16.153) un término que fije la norma

AGF =
1

2α
(∇ ·A)2, (16.163)

donde α es un parámetro intermedio de norma, el cual será igualado a cero al final.
Luego, la ecuación de campo (16.158) será

(

ǫijk∇j +
i

α
∇i∇k

)

Gkl(x,x
′) = δikδ

(3)(x− x′), (16.164)

la cual, en el espacio del momentum tendrá la forma
(

iǫijkpj −
i

α
pipk

)

Gkl(p) = δik. (16.165)

Esta ecuación tendrá como solución única la expresión

Gik(p) =

(

iǫijkpj + iα
pipk
p2

)

1

p2
, (16.166)
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cuyo ĺımite α→ 0 será la Ec. (16.162).
Regresando ahora a la configuración de las coordenadas, la función de Green será

Gij(x,x
′) =

∫ d3p

(2π)3
eip(x−x′) iǫikjpk

p2
=

1

4π
ǫikj∇k

1

|x− x′| =
1

4π
ǫijk

(x− x′)k
|x− x′|3 . (16.167)

Sustituyendo este resultado en la acción Ae,curr + Ae,CS obtenemos la interacción
entre las corrientes eléctricas9

Ae,int = −i
∮

C

∮

C′
dxidx

′
jGij(x,x

′). (16.168)

Salvo el factor −i, este resultado es precisamente la integral de Gauss G(C,C ′) de
las curvas C, C ′. Además, obtenemos la auto–interacción de las curvas

Ae,int = − i

2

(∮

C

∮

C
+
∮

C′

∮

C′

)

dxidx
′
jGij(x,x

′), (16.169)

la cual es igual a −(i/2)[G(C,C)+G(C ′, C ′)]. Debido a su naturaleza no topológica,
discutida anteriormente, esta interacción no tiene valores cuantizados y debe ser
omitida.

Las auto–interacciones no cuantizadas pueden omitirse considerando sistemas
cuyas órbitas obedecen un conjunto apropiado de restricciones. Por ejemplo, pueden
contener sólo ĺıneas que no se enredan entre ellas y estar orientadas en una dirección
preferencial de −∞ a ∞. En dos dimensiones, los ensembles de part́ıculas no rela-
tivistas tienen este tipo de ĺıneas universo en el espacio–tiempo tri–dimensional. Por
lo tanto, estas ĺıneas son los campos ideales de la teoŕıa de Chern-Simons, como será
mostrado en detalle a continuación.

Otra forma de evitar las auto–interacciones no cuantizadas, es el uso de un
proceso de ĺımite apropiado. Si las ĺıneas C y C ′ coinciden, la integral Gaussiana
G(C,C ′) para C = C ′ puede extenderse sobre un gran número N de ĺıneas paralelas
Ci (i = 1, . . . , N), cada una de las cuales tiene una carga topológica 1/N . La suma
(1/N2)

∑

ij G(Ci, Cj) contiene N veces la misma auto–interacción y N(N − 1) veces
el mismo número entero de ligadura Lk de pares de ĺıneas. En el ĺımite N → ∞,
sólo permanece el número Lk. El resultado coincide con la integral de Gauss para
las dos ĺıneas de referencia C1 y CN de la cinta. Por lo tanto, el número LK puede
ser llamado el número de ligadura del sistema. Es claro que este número depende
de la elección de los sistemas de referencia. Hay un sistema preferente donde Lk se
anula. Esto cancela la auto–interacción en forma trivial.

Aunque el proceso del ĺımite convierte a la auto–interacción en topológica, la
arbitrariedad de la elección del sistema de referencia destruye la información sobre
la clase de los nudos. Esta información se puede rescatar mediante una generalización
de la acción topológica anterior, con lo cual obtenemos la versión no–Abeliana de
la teoŕıa de Chern-Simons. Esta teoŕıa tiene la misma arbitrariedad en la elección
del sistema de referencia. Sin embargo, es posible eliminar la libertad de la elección

9Comparece este resultado con lo hallado en la Ec. (3.247).
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del sistema de referencia eligiendo el mismo sistema del caso Abeliano y calculando
sólo los cocientes de cantidades observables. Al final, esto nos permitirá distinguir
las diferentes clases de nudos.

16.8 Enredado de Parejas de Poĺımeros

Para una pareja de poĺımeros, los problemas anteriores del auto–enredado se pueden evitar me-
diante una ligera modificación de la teoŕıa de Chern-Simons. Esto nos permitirá estudiar sólo
el enredado de la pareja. En particular, podremos calcular el segundo momento topológico del
enredado, el cual se define como el valor esperado 〈m2〉 del cuadrado del número de ligadura m
[8]. El auto–enredado de poĺımeros individuales será ignorado.

El resultado será aplicable en forma aproximada a un poĺımero en un ensemble de muchos
otros poĺımeros, donde el ensemble puede ser considerado como un poĺımero efectivo muy largo.

Consideremos dos poĺımeros definidos sobre los contormos C1 y C2 los cuales estad́ısticamente
pueden estar encadenados el uno con el otro un número arbitrario de veces m = 0, 1, 2, . . . . En
la Fig. 16.22 se muestra el caso para m = 2. El número de ligadura (16.130) de estos poĺımeros

Figure 16.22 Poĺımeros cerrados sobre los contornos C1, C2 respectivamente.

se puede calcular con ayuda de una ligera modificación de la acción de Chern-Simons (16.153) y
los acoplamientos (16.152). Para lo cual en la acción introducimos simplemente dos potenciales
vectoriales y la acción Euclideana

Ae = Ae,CS12 + Ae,curr, (16.170)

donde

Ae,CS12 = i

∫

d3xA1 · (∇ ×A2) (16.171)

y obtenemos

Ae,curr = −i
∮

C1

dxA1(x) − i

∮

C2

dxA2(x). (16.172)

Si, al igual que en la Ec. (16.160), utilizamos la norma transversal de los campos, obtendremos las
funciones de correlación de la norma de los campos

Dµν
ab (x,x′) ≡ 〈Aµ

a(x)Aν
b (x′)〉, a, b = 1, 2 (16.173)

donde

Dij
11(x,x

′) = 0, Dij
22(x,x

′) = 0, (16.174)

Dij
12(x,x

′) = Dij
21(x,x

′) =

∫

d3p

(2π)3
eip(x−x′) iǫikjk

k

p2
=

1

4π
ǫikj∇k

1

|x− x′|

=
1

4π
ǫijκ

(x − x′)k

|x− x′|3 . (16.175)
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La norma transversal se obtiene sumando a la acción (16.171) un término que fije la norma

AGF =
1

2α
[(∇ ·A1)

2 + (∇ ·A2)
2], (16.176)

y hallando luego el ĺımite α → 0. Extremando la acción extendida obtenemos de la Ec. (16.130) el
número de ligadura Gaussiano −iG(C1, C2). El cálculo es completamente análogo al que se hizo
en la Ec. (16.168).

La función de partición de los dos poĺımeros y los campos de norma estará dada por la integral
de trayectoria

Z =

∫

C1

Dx1

∫

C2

Dx2

∫

DA1DA2e
−Ae−AGF . (16.177)

Realizando la integral funcional sobre los campos de norma y del extremum obtenemos

Z = const ×
∫

C1

Dx1

∫

C2

Dx2 e
iG(C1,C2), (16.178)

donde la constante es el factor de fluctuación trivial de los potenciales vectoriales. De la integral
Gaussiana G(C1, C2) obtenemos los valores m = 0,±1,±2, . . . de los números de ligadura.

Para analizar la distribución de los números de ligadura, en el sistema de dos poĺımeros,
debemos poder fijar un cierto número de ligadura. Esto se hace reemplazando en la integral de
trayectoria (16.178) el factor de fase eim por la fase eimλ, y calculando Z(κ). Luego, la integral
∫

dκe−imλZ(λ) seleccionará un número espećıfico de enlace m. En la función de partición (16.178),
el factor de fase eimλ se obtiene agregando a cualquiera de las corrientes de acoplamiento de la
interacción (16.172), por ejemplo a la corriente sobre C2, el factor λ, con lo cual la Ec. (16.172)
tendrá la forma

Ae,curr,λ = −i
∮

C1

dxA1(x) − iλ

∮

C2

dxA2(x). (16.179)

La función de partición dependiente de λ será

Z(λ) =

∫

C1

Dx1

∫

C2

Dx2

∫

DA1DA2e
−Ae,CS12−Ae,curr,λ−AGF

= const ×
∫

C1

Dx1

∫

C2

Dx2 e
imλ. (16.180)

Finalmente, deseamos hallar la distribución de probabilidad del número de eslabones m como
función de las longitudes C1 y C2. La solución del problema de dos poĺımeros puede considerarse
como una aproximación a un problema de mayor interés f́ısico, en el cual un poĺımero está ligado
a un número arbitrario N de poĺımeros, los cuales se reemplazan por un poĺımero “efectivo” [9].
Desafortunadamente, la distribución total m es dif́ıcil de calcular. Con un poco de esfuerzo sólo
se puede calcular el segundo momento topológico. Esta cantidad está dada por 〈m2〉, el valor
esperado del cuadrado del número de eslabones m.

Sea PL1,L2
(x1,x2;m) la probabilidad configuracional de hallar el poĺımero C1, de longitud L1

y cuyos puntos extremos coinciden en x1, y el poĺımero C2, de longitud L2 con extremos fijos
coincidiendo en x2, enredados con un número de ligadura Gaussiano m. El segundo momento
〈m2〉 estará dado por la razón de integrales

〈m2〉 =

∫

d3x1d
3x2

∫ +∞
−∞ dm m2PL1,L2

(x1,x2;m)
∫

d3x1d3x2
∫ +∞
−∞ dmPL1,L2

(x1,x2;m)
, (16.181)

respecto a cualquiera de las dos probabilidades. Las integrales en d3x1d
3x2 cubren las posiciones

de todos los puntos extremos. El denominador resulta ser la función de partición del sistema:

Z ≡
∫

d3x1d
3x2

∫ +∞

−∞
dmPL1,L2

(x1,x2;m). (16.182)
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De la invarianza traslacional del sistema, las probabilidades dependen sólo de la diferencia
entre las coordenadas de los puntos extremos:

PL1,L2
(x1,x2;m) = PL1,L2

(x1 − x2;m). (16.183)

Aśı, luego de un cambio de variable, las integrales espaciales dobles de la expresión (16.181) se
pueden reescribir como

∫

d3x1d
3x2PL1,L2

(x1,x2;m) = V

∫

d3xPL1,L2
(x;m), (16.184)

donde V representa el volumen total del sistema.

16.8.1 La Probabilidad en la Teoŕıa de Campo de Poĺımeros

El cálculo de la integral de trayectoria sobre todas las configuraciones de ĺınea se puede hallar en
forma conveniente utilizando la teoŕıa de campo de los poĺımeros desarrollada en la Sección 15.12.
Esta teoŕıa nos permite reescribir la función de partición (16.180) como una integral funcional sobre
ψα1

1 (x1) y ψα2

2 (x2), para las replicas n1 y n2 (α1 = 1, . . . , n1, α2 = 1, . . . , n2). Al final hallaremos
el ĺımite n1, n2 → 0, para asegurar que los campos describen sólo un poĺımero a la vez, tal como se
explicó en la Sección 15.12. En estos campos definimos una probabilidad auxiliar P~z(~x1, ~x2;λ) de
encontrar el poĺımero C1 con extremos abiertos en x1,x

′
1 y el poĺımero C2 con extremos abiertos

en x2,x
′
2. Los vectores dobles ~x1 ≡ (x1,x

′
1) y ~x2 ≡ (x2,x

′
2) contienen los extremos inicial y final

de los dos poĺımeros C1 y C2. La probabilidad auxiliar P~z(~x1, ~x2;λ) está dada por la integral
funcional

P~z(~x1, ~x2;λ) = lim
n1,n2→0

∫

D(campos)ψαi

1 (x1)ψ
∗α1

1 (x′
1)ψ

α2

2 (x2)ψ
∗α2

2 (x′
2)e

−A, (16.185)

donde D(campos) representa la norma de la integración funcional, y A es la acción total (16.180)
que controla las fluctuaciones. El valor esperado se calcula para toda pareja (α1, α2) de las etiquetas
réplica, i.e., las etiquetas réplica no están sujetas a la convención de suma de ı́ndices repetidos de
Einstein. La acción A contiene los términos cinéticos de los campos, la interacción de cuarto orden
en los campos, la cual tiene en cuenta el hecho de que dos monómeros del poĺımero no pueden
ocupar el mismo punto, este es el llamado efecto del volumen excluido, y un campo de Chern–
Simons que describe el número de eslabones m. Ignorando inicialmente el efecto del volumen
excluido y enfocándonos solamente en el problema de la ligadura, la acción será

A = ACS12 + Ae,curr + Apol + AGF, (16.186)

donde la acción de campo del poĺımero es

Apol =

2
∑

i=1

∫

d3x
[

|D̄iψi|2 +m2
i |Ψi|2

]

. (16.187)

Donde el acoplamiento con los campos del poĺımero estará dado por las derivadas covariantes

Di = ∇ + iγiA
i, (16.188)

y donde las constantes de acoplamiento γ1,2 serán

γ1 = 1, γ2 = λ. (16.189)

El cuadrado de la masa del campo de los poĺımeros estará dado por

m2
i = 2Mzi. (16.190)
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dondeM = 3/a, y a es la longitud de los eslabones del poĺımero [recordemos la Ec. (15.79)], además
zi es el potencial qúımico de los poĺımeros, el cual tendrá unidades de temperatura. Los potenciales
qúımicos son las variables conjugadas de los parámetros de longitud L1 y L2, respectivamente. Los
śımbolos Ψi reunen la réplica de los campos de los dos poĺımeros

Ψi =
(

ψ1
i , . . . , ψ

ni

i

)

, (16.191)

y su cuadrado absoluto contiene la suma sobre la réplica

|DiΨ̄i|2 =

ni
∑

αi=1

|Diψαi

i |2, |Ψi|2 =

ni
∑

αi=1

|ψαi

i |2. (16.192)

Una vez determinados los campos, tendremos una expresión para la norma de la integral funcional
dada en la Ec. (16.185):

D(campos) =

∫

DAi
1DAj

2DΨ1DΨ∗
1DΨ2DΨ∗

2. (16.193)

Por la Ec. (16.180), tendremos que el parámetro λ es el conjugado del número de ligadura m. Por
lo tanto, podemos calcular la probabilidad PL1,L2

(~x1, ~x2;m), para la cual los dos poĺımeros están
abiertos con diferentes puntos extremos, usando la probabilidad auxiliar P~z(~x1, ~x2;λ) mediante la
siguiente integral de Laplace sobre ~z = (z1, z1):

PL1,L2
(~x1, ~x2;m) = lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

∫ ∞

−∞
dke−imλP~z (~x1, ~x2;λ) .

(16.194)

16.8.2 Cálculo de la Función de Partición

Utilicemos la teoŕıa de campo de los poĺımeros para calcular la función de partición (16.182).
Por la Ec. (16.194), hallamos que esta función de partición estará dada por la integral sobre las
probabilidades auxiliares

Z =

∫

d3x1d
3x2 lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

∫ c+∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

∫ ∞

−∞
dm

∫ +∞

−∞
dλe−imλP~z (~x1, ~x2;λ) .

(16.195)

La integral sobre m es trivial y tiene el valor 2πδ(λ), de donde hallamos que λ = 0, de tal forma
que

Z =

∫

d3x1d
3x2 lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2P~z (~x1, ~x2; 0) . (16.196)

Ahora, para calcular P~z (~x1, ~x2; 0), observemos que en la Ec. (16.186) la acción A depende de λ
sólo a través de la acción del poĺımero (16.187), y es cuadrática en λ. Desarrollando A en la forma

A = A0 + λA1 + λ2A2, (16.197)

donde la parte independiente de λ es

A0 ≡ ACS12 + AGF +

∫

d3x

[

|D1Ψ1|2 + |∇Ψ2|2 +
2
∑

i=1

|Ψi|2
]

, (16.198)
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el coeficiente lineal

A1 ≡
∫

d3x j2(x) ·A2(x) (16.199)

contiene una pseudo–corriente de campo del segundo poĺımero

j2(x) = iΨ∗
2(x)∇Ψ2(x), (16.200)

y el coeficiente cuadrático será

A2 ≡ 1

4

∫

d3x A2
2|Ψ2(x)|2. (16.201)

Con estas definiciones y con ayuda de la Ec. (16.198) tendremos:

P~z (~x1, ~x2; 0) =

∫

D(campos)e−A0ψα1

1 (x1)ψ
∗α1

1 (x′
1)ψ

α2

2 (x2)ψ
α2

2 (x′). (16.202)

En la acción (16.198), los campos Ψ2,Ψ
∗
2 claramente son libres, mientras que los campos Ψ1,Ψ

∗
1

aparentemente no lo son debido al acoplamiento con los campos de Chern–Simons en la derivada
covariante D1. Sin embargo, este acoplamiento no tiene consecuencias f́ısicas. De hecho, integrando
Ai

2 en la Ec. (16.202), a partir de ACS12 encontramos la condición para un espacio plano:

∇×A1 = 0. (16.203)

Para un espacio plano cuyas condiciones de frontera se cancelan en infinito, esto implica que
A1 = 0. Como consecuencia, la integral funcional (16.202) se puede factorizar en la siguiente
forma [comparar con la Ec. (15.370)]

P~z (~x1, ~x2; 0) = G0(x1 − x′
1; z1)G0(x2 − x′

2; z2), (16.204)

donde G0(xi − x′
i; zi) son las funciones libres de correlación de campo del poĺımero:

G0(xi − x′
i; zi) = 〈ψαi

i (xi)ψ
∗αi

i (x′
i)〉. (16.205)

En el espacio del momentum, las funciones de correlación son

〈ψ̃αi

i (ki)ψ̃
∗αi

i (k′
i)〉 = δ(3)(ki − k′

i)
1

k2
i +m2

i

, (16.206)

de tal manera que

G0(xi − x′
i; zi) =

∫

d3k

(2π)3
eik·x

1

k2
i +m2

i

, (16.207)

y

G0(xi − x′
i;Li) =

∫ c+i∞

c−i∞

Mdzi
2πi

eziLiG0(xi − x′
i; zi)

=
1

2

(

M

4πLi

)3/2

e−M(xi−x′

i)/2Li . (16.208)

La función de partición (16.196) está dada por la integral

Z = 2π

∫

d3x1d
3x2 lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

G0(x1 − x′
1;L1)G0(x2 − x′

2;L2). (16.209)
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Las integrales en los puntos extremos comunes pueden hallarse fácilmente, de donde obtenemos

Z =
2πM3V 2

(8π)3
(L1L2)

−3/2. (16.210)

Es importante notar que en la Ec. (16.195), los ĺımites de los puntos extremos comunes x′
i → xi

y las transformadas inversas de Laplace no conmutan a menos que se elija un esquema de renor-
malización apropiado, de tal forma que se eliminen las divergencias originadas por la inserción de
los operadores compuestos |ψα(x)|2. Esto puede verse en el caso de un sólo poĺımero. Conmutando
el ĺımite de los puntos extremos comunes con la transformada de Laplace, obtendŕıamos

∫ c+i∞

c−i∞

dz

2π
ezL lim

x′→x
G0(x− x′; z) =

∫ c+i∞

c−i∞

dz

2πi
ezLG0(0, z), (16.211)

donde

G0(0; z) = 〈|ψ(x)|2〉. (16.212)

Sin embargo, este valor esperado diverge linealmente:

〈|ψ(x)|2〉 =

∫

d3k

k2 +m2
→ ∞. (16.213)

16.8.3 Cálculo del Numerador en el Segundo Momento

Veamos ahora el numerador de la Ec. (16.181):

N ≡
∫

d3x1d
3x2

∫ ∞

−∞
dm m2 PL1,L2

(x1,x2;m). (16.214)

Análogo a lo hecho en la Ec. (16.195), construiremos una integral funcional para N en términos
de la probabilidad auxiliar P~z(~x1, ~x2; 0). Primero, observemos que

N =

∫

d3x1d
3r2

∫ ∞

−∞
dm m2 lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

∫ cτ i∞

c−i∞

Mdzi
2πi

Mdz2
2πi

× ez1L1+z2L2

∫ ∞

−∞
dλe−imλP~z(~x1, ~x2;λ). (16.215)

La integración con respecto a m es fácil de hallar, observando que

∫ ∞

−∞
dm m2e−imλP~z(~x1, ~x2;λ) = −

∫ ∞

−∞
dm

(

∂2

∂λ2
e−imλ

)

P~z(~x1, ~x2;λ). (16.216)

Luego de dos integraciones por partes para λ, y una integración para m, obtenemos

N =

∫

d3x1d
3x2 lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

(−1)

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

×
∫ ∞

−∞
dλ δ(λ)

[

∂2

∂λ2
P~z(~x1, ~x2;λ)

]

. (16.217)

Ahora, luego de hallar la integral trivial sobre λ, obtenemos

N=

∫

d3x1d
3x2 lim

x′

1
→x1

x′

2
→x2

(−1)

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

[

∂2

∂λ2
P~z(~x1, ~x2; 0)

]

. (16.218)
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Para calcular los términos entre corchetes usamos de nueva cuenta la Ec. (16.197) y las
Ecs. (16.198)–(16.223), de donde hallamos

N =

∫

d3x1d
3x2 lim

n1→0

n2→0

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

×
∫

D(campos) exp(−A0)|ψα1

1 (x1)|2|ψα2

2 (x2)|2

×
[

(∫

d3xA2 · Ψ∗
2∇Ψ2

)2

+
1

2

∫

d3xA2
2 |Ψ2|2

]

. (16.219)

En esta ecuación hemos incluido el ĺımite común de los puntos extremos en la integral de Laplace
para z1, z2. Esto se verá justificado posteriormente por el hecho de que los diagramas de Feyn-
man potencialmente peligrosos, que contienen operaciones tales como |Ψi|2, se anulan en el ĺımite
n1, n2 → 0.

Para calcular la expresión (16.219), dividimos la acción en una parte libre

A0
0 ≡ ACS +

∫

d3x

[

|D1Ψ1|2 + |∇Ψ2|2 +

2
∑

i=1

2|Ψi|2
]

, (16.220)

y una parte de interacción

A0
1 ≡

∫

d3x j1(x) ·A1(x), (16.221)

donde definimos la “corriente” de campo del primer poĺımero

j1(x) ≡ iΨ∗
1(x)∇Ψ1(x), (16.222)

y

A2
0 ≡ 1

4

∫

d3x A2
1|Ψ1(x)|2. (16.223)

Desarrollando la exponencial

eA0 = eA
0
0+A1

0+A2
0 = eA0

[

1−A1
0+

(A1
0)

2

2
−A2

0+. . .

]

, (16.224)

y conservando sólo términos relevantes, la integral funcional (16.219) puede reescribirse como un
valor esperado puramente Gaussiano

N = κ2
∫

d3x1d
3x2 lim

n1→0

n2→0

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

×
∫

D(campos) exp(−A0
0)|ψα1

1 (x1)|2|ψα2

2 (x2)|2

×
[

(∫

d3xA1 · Ψ∗
1∇Ψ1

)2

+
1

2

∫

d3xA2
1 |Ψ1|2

]

×
[

(∫

d3xA2 · Ψ∗
2∇Ψ2

)2

+
1

2

∫

d3xA2
2 |Ψ2|2

]

. (16.225)

Notése que el tratamiento inicialmente asimétrico de los poĺımeros C1 y C2, en la acción (16.187),
nos ha llevado a una expresión completamente simétrica para el segundo momento.

Sólo los cuatro diagramas mostrados en la Fig. 16.23 contribuyen a la Ec. (16.225). El primer
diagrama diverge debido a la divergencia del contorno formado por las funciones de correlación de
los dos vectores. Este infinito se puede absorber en la cuarta interacción Ψ teniendo en cuenta
el efecto del volumen excluido, lo cual no hemos considerado hasta este momento. Calculemos
ahora los cuatro diagramas por separado.
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+ + +

Figure 16.23 Diagramas que contribuyen a la Ec. (16.225). Las ĺıneas indican las

funciones de correlación de los campos Ψi. Los ćırculos cruzados con etiqueta i representan

la inserción de |Ψi(xi)|2.

16.8.4 Primer Diagrama de la Fig. 16.23

De la Ec. (16.225) tenemos que evaluar la siguiente integral

N1 =
κ2

4
lim
n1→0

n2→0

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

∫

d3x1d
3x2

∫

d3x′1d
3x′2 (16.226)

×
〈

|ψα1

1 (x1)|2|ψα2

2 (x2)|2
(

|Ψ1|2A2
1

)

x′

1

(

|Ψ2|2A2
2

)

x′

2

〉

.

Como se mencionó anteriormente, tenemos una contribución que diverge en el ultravioleta, la
cual debe regularizarse. El sistema tiene una escala microscópica, misma que corresponde a la
dimensión de los monómeros. Sin embargo, esta no es una escala apropiada, y no la usaremos en
nuestro estudio. En el modelo, los poĺımeros se tratan como cadenas aleatorias. Sin embargo, en
el laboratorio los monómeros de un poĺımero normalmente no se mueven libremente, es decir los
poĺımeros tienen una cierta rigidez. Esta rigidez da origen a cierta longitud de persistencia ξ0,
donde el poĺımero es ŕıgido. La longitud crece, ξ > ξ0, debido a los efectos del volumen excluido.
Esta es la escala que será usada como la distancia mı́nima f́ısicamente importante. Podemos
introducir esta distancia suponiendo que el modelo está definido sobre una red cúbica simple cuya
constante de red es ξ. Sin embargo, esto hará que el cálculo anaĺıtico sea demasiado complicado.
Aún aśı, podremos estimar la dependencia de la integral N1, y otras integrales, en el ĺımite de
interés f́ısico donde la longitud de los poĺımeros es mucho mayor que la longitud de persistencia ξ.

Para distancias menores que ξ, una regularización alternativa y más simple consiste en eliminar
todas la integrales que divergen en el continuo ultravioleta.

Luego de tal regularización, el cálculo de N1 es directo. Reemplazando los valores esperados
por las contracciones de Wick correspondientes al primer diagrama de la Fig. 16.23 y hallando las
integrales como se muestra en el Apéndice 16A, obtenemos

N1 =
V

4π

M4

(8π)6
(L1L2)

− 1
2

∫ 1

0

ds [(1 − s)s]
− 3

2

∫

d3xe−Mx2/2s(1−s) (16.227)

×
∫ 1

0

dt [(1 − t)t]
− 3

2

∫

d3ye−My2/2t(1−t)

∫

d3x′′1
1

|x′′
1 |4

.

Las variables x y y se han reescalado con respecto a las variables originales para mostrar el
comportamiento de N1 como función de L1 y L2. Como consecuencia de esto, las redes donde se
definen x y y tendrán los siguientes parámetros de red ξ/

√
L1 y ξ/

√
L2, respectivamente.

En el ĺımite de interés L1, L2 ≫ ξ, donde las constantes de red anteriores son muy pequeñas,
las integrales en x,y se pueden hallar fácilmente. Más aún, la integral para x′′

1 se puede aproximar
como una integral sobre una variable continua l y una distancia de corte en la región ultavioleta:

∫

d3x′′1
1

|x′′
1 |4

∼ 4π2

∫ ∞

ξ

dl

l2
. (16.228)
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Finalmente, luego de estas aproximaciones obtenemos

N1 = V π1/2 M

(4π)3
(L1L2)

−1/2ξ−1. (16.229)

16.8.5 Diagramas Segundo y Tercero de la Fig. 16.23

Ahora tenemos que calcular

N2 = κ2 lim
n1→0

n2→0

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

∫

d3x1d
3x2

∫

d3x′1d
3x′′1d

3x′2

×
〈

|ψα1

1 (x1)|2|ψα2

2 (x2)|2 (A1 ·Ψ∗
1∇Ψ1)x′

1
(A1 ·Ψ∗

1∇Ψ1)x′′

1

(

A2
2 |Ψ2|2

)

x′

2

〉

. (16.230)

La amplitud anterior no diverge en el ultravioleta, de tal forma que no se necesita regularización
alguna. Las contracciones de Wick mostradas en el segundo diagrama de Feynman de la Fig. 16.23
nos llevan a la integral

N2 = −4
√

2V L
−1/2
2 L−1

1

M3

π6

∫ 1

0

dt

∫ t

0

dt′C(t, t′), (16.231)

donde C(t, t′) es una función independiente de L1 y L2:

C(t, t′) = [(1 − t)t′(t− t′)]
−3/2

∫

d3xd3yd3ze−M(y−x)2/2(1−t)

×
(

∇
j
ye

−My2/2t′
)(

∇
i
xe

−Mx2/2(t−t′)
) [δijz · (z + x) − (z + x)i zj]

|z|3|z + x|3 . (16.232)

Tal como en la sección anterior, las variables x,y y z se han reescalado con respecto a las variables
originales para hallar el comportamiento de L1.

Si las longitudes del poĺımero son mucho mayores que la longitud de persistencia, podemos
ignorar el hecho de que los monómeros tienen un tamaño finito, por lo que es posible calcular
anaĺıticamente C(t, t′), con lo cual hallamos

N2 = −V L
−1/2
2 L−1

1

(2π)6
M3/2 4K, (16.233)

donde la constante K es

K ≡ 1

6
B

(

3

2
,
1

2

)

+
1

2
B

(

5

2
,
1

2

)

− B

(

7

2
,
1

2

)

+
1

3
B

(

9

2
,
1

2

)

=
19π

384
≈ 0.154, (16.234)

y B(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a+ b) es la función Beta. Para valores donde L1 → ∞, este diagrama dará
una contribución que, comparada con N1, puede ignorarse.

El tercer diagrama en la Fig. 16.23 dará el mismo resultado obtenido en el segundo diagrama,
excepto que ahora L1 y L2 están intercambiados.

N3 = N2|L1↔L2
. (16.235)

16.8.6 Cuarto Diagrama de la Fig. 16.23

Aqúı tenemos la integral

N4 = −4κ2
1

2
lim
n1→0

n2→0

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz1
2πi

Mdz2
2πi

ez1L1+z2L2

∫

d3x1d
3x2

∫

d3x′1d
3x′2d

3x′′1d
3x′′2

×
〈

|ψα1

1 (x1)|2|ψ2(x
α2

2 )|2(A1 ·Ψ∗
1∇Ψ1)x′

1
(A1 ·Ψ∗

1∇Ψ1)x′′

1

× (A2 ·Ψ∗
2∇Ψ2)x′

2
(A2 · Ψ∗

2∇Ψ2)x′′

2

〉

, (16.236)
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la cual no diverge en el ultravioleta. Luego de un poco de trabajo anaĺıtico encontramos

N4 = − 1

16

M5V

(2π)11
(L1L2)

−1/2

∫ 1

0

ds

∫ s

0

ds′
∫ 1

0

dt

∫ t

0

dt′C(s, s′, t, t′), (16.237)

donde

C(s, s′; t, t′) = [(1 − s)s′(s− s′)]
−3/2

[(1 − t)t′(t− t′)]
−3/2

×
∫

d3p

(2π)3

[

ǫikα
pα

p2
ǫjlβ

pβ

p2
+ ǫilα

pα

p2
ǫjkβ

pβ

p2

]

(16.238)

×
[∫

d3x′d3y′e−i
√
L1p(x′−y′)e−Mx′2/2(1−s)

(

∇
j
y′e

−My′2/2t′
)(

∇
i
x′e−M(x−y)2/2(s−s′)

)]

×
[∫

d3u′d3v′e−i
√
L2p(u′−v′)e−Mv′2/2(1−t)

(

∇
l
u′e−Mu

′2/2t′
)(

∇
k
v′e−M(u′−v

′)2/2(t−t′)
)]

,

y donde x′,y′ son las variables escaladas. Para tener en cuenta lo finito de la longitud de persis-
tencia, definimos estas variables en una red cuyo parámetro de red es ξ/

√
L1. De manera similar

u′,v′ deben considerarse en una red con parámetro de red igual a ξ/
√
L2. Sin hallar las integrales

espaciales d3x′d3y′d3u′d3v′, se puede estimar fácilmente el comportamiento de N4 como función
de la longitud del poĺımero en los ĺımites:

1. L1 ≫ 1;L1 ≫ L2

N4 ∝ L−1
1 (16.239)

2. L2 ≫ 1;L2 ≫ L1

N4 ∝ L−1
2 (16.240)

3. L1, L2 ≫ 1, L2/L1 = α = finito

N4 ∝ L
−3/2
1 . (16.241)

Más aún, si las longitudes de los poĺımeros son considerablemente mayores que la longitud de
persistencia, la función C(s, s′, t, t′) se puede hallar en forma cerrada:

N4 ≈ −128V

π5

M

π3/2
(L1L2)

−1/2

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dt(1 − s)(1 − t)(st)1/2

× [L1t(1 − s) + L2(1 − t)s]
−1/2

. (16.242)

Es fácil checar que esta expresión tiene exactamente el mismo comportamiento anterior.

16.8.7 Segundo Momento Topológico

Reuniendo todas las contribuciones obtenemos el resultado para el segundo momento topológico:

〈m2〉 =
N1 +N2 +N3 +N4

Z
, (16.243)

donde N1, N2, N3, N4 y Z están dadas por las Ecs. (16.210), (16.229), (16.233), (16.235) y
(16.231).

En todas las fórmulas, suponemos que el volumen V del sistema es mucho mayor que el volumen
ocupado por un solo poĺımero, i.e., V ≫ L3

1

Para discutir el significado f́ısico del resultado (16.232), suponemos que C2 es un poĺımero
efectivo largo que representa a todos los poĺımeros en una solución uniforme. Introducimos la
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concentración de poĺımeros l, como la densidad de masa promedio de los poĺımeros por unidad de
volumen:

l =
M

V
, (16.244)

donde M es la masa total de los poĺımeros

M =

Np
∑

i=1

ma
Lk

a
. (16.245)

Aqúı ma es la masa de un solo monómero de longitud a, Lk es la longitud del poĺımero Ck y Np es
el número total de poĺımeros. Aśı Lk/a es el número de monómeros en el poĺımero Ck. El poĺımero
C1 es único como cualquiera de los poĺımeros Ck, por ejemplo Ck̄, y su longitud es L1 = Lk̄. Los
restantes poĺımeros se reemplazan por un poĺımero efectivo largo C2, de longitud L2 = σk 6=k̄Lk.
De las relaciones anteriores tendremos

L2 ≈ aV l

ma
. (16.246)

En esta forma, la longitud de la molécula efectiva C2 se expresa en términos de parámetros
f́ısicos: la concentración de poĺımeros, la longitud del monómero y la masa y volumen del sis-
tema. Sustituyendo la Ec. (16.246) en la Ec. (16.232), donde N1, N2, N3, N4 y Z están dadas
por las Ecs. (16.210), (16.229), (16.233), (16.235) y (16.231), conservando sólo los términos donde
V ≫ 1, hallamos la siguiente aproximación para el segundo momento topológico 〈m2〉

〈m2〉 ≈ N1 +N2

Z
, (16.247)

misma que tendrá la siguiente forma

〈m2〉 =
al

ma

[

ξ−1Li

2π1/2M2
− 2KL

1/2
1

π4M3/2

]

, (16.248)

donde K está definida en la Ec. (16.234).
De esta forma hemos construido una teoŕıa de campo topológica que describe las fluctuaciones

de los poĺımeros C1 y C2, y hemos calculado el segundo momento topológico para el número de
ligadura m entre C1 and C2. El resultado puede usarse como una aproximación para hallar el
segundo momento de un solo poĺımero con respecto a otros poĺımeros en una solución de muchos
poĺımeros.

Un problema interesante que aún necesita de una solución, es el cálculo del efecto del volumen
excluido.

16.9 Teoŕıa de Chern-Simons de la Interacción Estad́ıstica

La teoŕıa de Chern-Simons (16.153) junto con el acoplamiento (16.152) dan origen
a la interacción topológica correspondiente a la integral de Gauss entre la pareja de
curvas C y C ′. Demostraremos ahora que esta interacción topológica es la misma
interacción estad́ıstica introducida en la Ec. (7.279), encontrada nuevamente en la
Ec. (16.26), la cual describe la f́ısica del movimiento de part́ıculas cargadas alrededor
de un tubo de flujo magnético. Esta observación es la que permite que la integral
Gaussiana y aśı la acción de Chern-Simons sean relevantes en la descripción de las
propiedades estad́ısticas de las órbitas de part́ıculas no relativistas. Contrario a
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la generación electromagnética de la estad́ıstica fraccionaria para las órbitas de las
part́ıculas dada en la Sección 16.2, mediante el efecto Aharonov-Bohm, en la teoŕıa
de campo el vector potencial de la estad́ıstica magnética tiene la ventaja de eliminar
la asimetŕıa entre las part́ıculas, donde una de ellas tiene que llevar una carga y
la otra un flujo magnético. Ahora, a un número arbitrario de órbitas de part́ıculas
idénticas se les puede agregar una estad́ıstica fraccionaria, tal como que se hizo con
la interacción topológica (7.279).

Para demostrar la igualdad entre las dos interacciones topológicas en un espacio
de dos dimensiones espaciales y una dimesión temporal, consideremos un electrón en
un plano circundando un “flujo tubular” magnético infinitamente delgado colocado
en el origen (la palabra flujo tubular se coloca entre comillas ya que el “tubo” es
sólo un punto en el espacio de dos dimensiones). En un espacio–tiempo Euclideano,
la ĺınea universo C del electrón rodea al “flujo tubular” C ′ orientado sobre el eje τ .
Para esta geometŕıa, la integral (16.130) sobre C ′ se puede hallar fácilmente usando

la fórmula
∫∞
−∞ dt/

√
t2 + d2

3
= 2. El resultado es

G(C,C ′) =
1

2π

∫

dτ ẋ(τ)∇ϕ(x(τ)) =
1

2π

∫

dτ ϕ̇(x(τ)), (16.249)

donde ϕ(x(τ)) representa el ángulo azimutal del electrón con respecto al “flujo
tubular” al tiempo τ

Salvo un factor 2π, la expresión (16.249) concuerda con la interacción estad́ıstica
de las Ecs. (16.26) y (7.279). En el espacio de dos dimensiones espaciales y una
dimensión temporal, el comportamiento bajo el intercambio de part́ıculas puede
asignarse a una amplitud que se obtiene de la acción Euclideana agregandole una
integral Gaussiana con un prefactor apropiado. El factor de fase eiθ se obtiene por el
intercambio de part́ıculas cuando elegimos la siguiente acción Euclideana a distancia:

Ae,int = i2h̄θG(C,C ′). (16.250)

Esta interacción topológica se genera de la acción de Chern-Simons

Ae,CS =
1

4θh̄i

∫

d3xA · (∇×A). (16.251)

El ángulo de la fase θ está relacionado con el parámetro inicial µ0, de las interacciones
estad́ısticas (16.26) y (7.279), por la expresión

θ = πµ0. (16.252)

Para µ0 = ±1,±3,±5, . . . , las órbitas de la part́ıcula obedecen la estad́ıstica de
Fermi; para µ0 = 0,±2,±4, . . . , obedecen la estad́ıstica de Bose. Valores frac-
cionarios de µ0 dan lugar a una estad́ıstica fraccionaria. Contrario a la generación
magnética de la estad́ıstica fraccionaria, la mecánica de Chern-Simons se aplica a
cualquier número de órbitas de part́ıculas. Sin embargo, por alguno de los métodos
discutidos luego de la Ec. (16.169) debe de asegurarse que la “auto–enerǵıa” Gaus-
siana no de lugar a contribuciones topológicas no deseables.
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Para mantener la analoǵıa con las interacciones magnéticas tanto como sea posi-
ble, la acción de Chern-Simons para un gas de electrones la escribimos en la forma

Ae,CS =
1

4πi

e2

c2h̄µ0

∫

d3xA× (∇×A), (16.253)

mientras que el acoplamiento del vector potencial estad́ıstico–magnético de la órbita
de la part́ıcula tendrá la forma

Ae,curr = −ie
c

∮

C
dxA(x)− i

e

c

∮

C′
dxA(x). (16.254)

Esto se ve como el acoplamiento Eculideano de un potencial vectorial ordinario al
electrón. Para un número arbitrario de órbitas definimos la densidad de corriente
bidimensional Euclideana

j(x) ≡ ec
∑

α

∮

Cα

dxα δ
(3)(x− xα) (16.255)

y escribimos la interacción (16.254) como

Ae,curr = −i 1
c2

∫

d3x j(x)A(x). (16.256)

El rotacional del potencial vectorial

B ≡ ∇×A (16.257)

se conoce como el campo estad́ıstico-magnético. Hallando la variación de la
Ec. (16.253) más la Ec. (16.256) con respecto a A(x), obtenemos la ecuación de
campo

B(x) = µ0
2πh̄c

e2
j(x). (16.258)

Con ayuda del flujo elemental cuantizado Φ0, podemos reescribir el campo como

B(x) = µ0Φ0
1

e
j(x). (16.259)

Para utilizar las fórmulas anteriores, debemos transformarlas del espacio tridi-
mensional Euclideo al espacio–tiempo de Minkowski, donde las curvas Cα son las
órbitas de las part́ıculas en dos dimensiones cuyas coordenadas x⊥ = (x, y) dependen
del tiempo t. En especial, sustituimos coordenadas en la siguiente forma:

(x1, x2) → x⊥ ≡ (x, y),

x3 → ix0 ≡ ict.

Las componentes del campo Euclideo A1,2,3 corresponderán al potencial estad́ıstico-
eléctrico de Minkowsky φ y dos componentes espaciales Ax,y. Los tres campos B1,2,3
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se transforman en los campos estad́ıstico-eléctricos Ey, Ex y el campo estad́ıstico-
magnético Bz:

A3 = iφ = iA0, A1 = Ax, A2 = Ay,

B3 = iBz, B1 = −iEy, B2 = iEx. (16.260)

Salvo un factor i, las corrientes Euclideanas serán la carga bi–dimensional y las
densidades de corriente:

j3 = ij0 = icρ(x⊥), ρ(x) ≡ e
∑

α

δ(2)(x⊥ − x⊥α),

j1 = ijx(x⊥) = e
∑

α

ẋαδ
(2)(x⊥ − x⊥α),

j2 = ijy(x⊥) = e
∑

α

ẏαδ
(2)(x⊥ − x⊥α), (16.261)

donde ρ es la densidad de part́ıculas por unidad de área. El movimiento de una
part́ıcula en un campo externo φ,Ax, Ay obedece a la interacción

Aint =
∫

dtd2x
[

ρφ− 1

c
(jxAx + jxAy)

]

. (16.262)

Inversamente, en un espacio–tiempo de dimensión 2+1 las part́ıculas con estad́ıstica
fraccionaria generan un campo estad́ıstico–electromagnético de Minkowsky que obe-
dece el siguiente conjunto de ecuaciones

Bz = µ0Φ0ρ, Ex = µ0Φ0
1

c
jy, Ey = µ0Φ0

1

c
jx. (16.263)

La normalización electromagnética en la Ec. (16.262) tiene la ventaja de que una
part́ıcula no puede distinguir un campo magnético–estático de un campo magnético
verdadero. Como se verá en la Sección 18.9, esta propiedad constituye la base de la
interpretación simple del efecto Hall cuántico fraccionario.

16.10 Segunda Cuantización de Campos Aniónicos

Luego del desarrollo hecho en el Caṕıtulo 7, debemos esperar que el factor de fase
eiµ0π, que aparece en la integral de trayectoria con del intercambio de los puntos
extremos de las dos órbitas aniónicas, se pueda obtener también en la formulación
de un operador de segunda–cuantización. Para verificarlo, consideremos un campo
libre de Bose con acción (7.286), acoplado a un campo estad́ıstico–electromagnético
sujeto a la acción de Chern-Simons. La acción libre de aniones resultante será

Aanión = ACS +Abosón, (16.264)

donde

Abosón =
∫

d2x
∫ tb

ta
dt

{

ψ∗(x, t)
[

ih̄
(

∂t + i
e

h̄
φ(x, t)

)

+ µ
]

ψ(x, t)

− h̄2

2M

∣

∣

∣

∣

[

∇− i
e

h̄c
A(x, t)

]

ψ(x, t)
∣

∣

∣

∣

2
}

. (16.265)
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El último término corresponde a la acción (7.286) en el ĺımite continuo, donde las
derivadas de la red se reemplazan por las derivadas covariantes, de acuerdo a la regla
de sustitución mı́nima de la Ec. (2.644):

p0 → p0 −
e

c
φ, p → p− e

c
A. (16.266)

En la relación (16.263), la primera ecuación de campo será

Bz(x, t) = µ0Φ0ψ
†(x, t)ψ(x, t), (16.267)

de tal manera que el potencial vectorial cumple con la ecuación diferencial

∂xAy(x, t)− ∂yAx(x, t) = µ0Φ0ψ
†(x, t)ψ(x, t). (16.268)

Salvo la libertad de norma (∂xΛ, ∂yΛ), la solución de esta expresión determinará
las componentes (Ax, Ay), donde Λ(x, t) es una función arbitraria univaluada que
cumple la condición de integrabilidad de Schwarz

(∂x∂y − ∂y∂x)Λ(x, t) = 0. (16.269)

En el presente caso, resulta útil permitir la violación de esta condición, para lo cual
introducimos una función multivaluada α(x, t), cuyo gradiente sea igual a un vector
potencial dado:

(Ax, Ay) = (∂xα, ∂yα). (16.270)

Esta función debe cumplir la siguiente ecuación diferencial (recordemos la discusión
del Apéndice 10A)

(∂x∂y − ∂y∂x)α(x, t) = µ0
2πh̄c

e
ψ†(x, t)ψ(x, t). (16.271)

La función de Green de esta ecuación diferencial, la cual que es la piedra angular
en la contrucción de las funciones multi–valuadas en dos dimensiones, es la función
usada anteriormente en la Ec. (16.249) [ver también la Ec. (10A.30)]:

ϕ(x− x′) ≡ arctan[(y − y′)/(x− x′)]. (16.272)

Esta función dará el ángulo entre los vectores x y x′ y viola la condición de in-
tegrabilidad de Schwarz en los puntos donde coinciden los vectores [recordemos la
Ec. (10A.33)]:

(∂x∂y − ∂y∂x)ϕ(x− x′) = 2πδ(2)(x− x′). (16.273)

Para cumplir con esta ecuación, se debe evitar la discontinuidad del arctan en el
plano complejo mediante una deformación apropiada del contorno. La función ϕ(x−
x′) tiene la propiedad importante

ϕ(x− x′)− ϕ(x′ − x) = π. (16.274)
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En los dos términos del lado izquierdo, el punto x′ se mueve alrededor del punto x

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj.
Con ayuda de la función de Green multivaluada (16.272) hallamos inmediata-

mente la solución de la Ec. (16.271):

α(x, t) = µ0
h̄c

e

∫

d2xϕ(x− x′)ψ†(x, t)ψ(x, t). (16.275)

La relación (16.270) permite eliminar el campo estad́ıstico–magnético de la acción.
Esto es cierto en general, como también lo es el hecho de que es posible multiplicar
los campos ψ(x, t) por un factor de fase

exp
[

−i e
h̄c

∫ x

dx′A(x′, t)
]

,

donde la integral de contorno es para la variable x desde de un punto fijo y sobre
una trayectoria fija. Para el campo transformado

Ψ(x, t) = e−i(e/h̄c)
∫

x

dx′A(x′,t)ψ(x, t), (16.276)

las derivadas covariantes

Diψ(x, t) = (∂i − i
e

h̄c
Ai)ψ(x, t) (16.277)

resultan ser igual a las derivadas ordinarias ∂i. Desafortunadamente, el nuevo campo
Ψ(x, t) depende del potencial vectorial en una forma no–local complicada, de tal
forma que esta transformación, en general, no vale la pena. Sin embargo, en el
caso actual la ecuación de movimiento del potencial vectorial es tan simple que
la transformación puede hallarse expĺıcitamente. De hecho, la no–localidad tiene
precisamente la propiedad deseada de transformar la estad́ıstica de los campos de
la estad́ıstica de Bose a cuaquier estad́ıstica.

Mostraremos este hecho considerando los operadores de campo ψ̂(x, t), los cuales
están canónicamente cuantizados de acuerdo a la Ec. (7.294). En el ĺımite continuo
estos campos cumplen la reglas de conmutación

[ψ̂(x, t), ψ̂†(x′, t)] = δ(2)(x− x′),

[ψ̂†(x, t), ψ̂†(x′, t)] = 0, (16.278)

[ψ̂(x, t), ψ̂(x′, t)] = 0.

Los operadores de campo transformados cumplen con las correspondientes reglas de
conmutación modificadas por el factor de fase eiµ0π:

ψ̂(x, t)ψ̂†(x′, t)− eiπµ0 ψ̂†(x′, t)ψ̂(x, t) = δ(2)(x− x′),

ψ̂†(x, t)ψ̂†(x′, t)− eiπµ0ψ̂†(x′, t)ψ̂†(x, t) = 0, (16.279)

ψ̂(x, t)ψ̂(x′, t)− eiπµ0ψ̂(x′, t)ψ̂(x, t), = 0.
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Como en la Ec. (16.274), el vector x′ del lado izquierdo tiene que girar alrededor de x
en la dirección contra–reloj. Usando la relación (16.270), la integral en el prefactor de
la Ec. (16.276) puede hallarse inmediatamente y los campos transformados estarán
dados simplemente por

ψ̃(x, t) = e−i
e
h̄c
α(x,t)ψ(x, t), ψ̃†(x, t) = ψ(x, t)ei

e
h̄c
α(x,t). (16.280)

Las mismas relaciones son ciertas para los operadores de campo de segunda–
cuantización. Con lo cual, la demostración de las reglas de conmutación (16.279)
es muy simple. A continuación mostraremos sólo el caso de la segunda regla, la
cual rige el comportamiento de las funciones de onda de muchos cuerpos bajo el
intercambio de las coordenadas de dos part́ıculas:

ψ̂†(x, t)ψ̂†(x′, t)− eiπµ0ψ̂†(x′, t)ψ̂†(x, t) = 0.

Con lo cual hallamos la relación

ψ̂†(x, t)ei
e
h̄c
α̂(x,t)ψ̂†(x′, t)ei

e
h̄c
α̂(x′,t) = eiπµ0 ψ̂†(x′, t)ei

e
h̄c
α̂(x′,t)ψ̂†(x, t)ei

e
h̄c
α̂(x,t). (16.281)

Los factores de fase en la parte media pueden hallarse de los términos del lado
derecho usando la fórmula de transformación

ei
∫

d2x′f(x′,t)ψ̂†(x,t)ψ̂(x,t)ψ̂†(x, t)e−i
∫

d2x′f(x′,t)ψ̂†(x,t)ψ̂(x,t) = eif(x,t)ψ̂†(x, t), (16.282)

la cual se sigue de la representación de Lie [recordemos la Ec. (1.297)]

eiÂB̂e−iÂ = 1 + i[Â, B̂] +
i2

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . . . (16.283)

Igualando f(x) con µ0ϕ(x− x′), la Ec. (16.281) se transforma en

ψ̂†(x, t)ψ̂†(x′, t)eiµ0ϕ(x−x′)ei
e
h̄c

[α̂(x,t)+α̂(x′,t)]

= eiπµ0ψ̂†(x′, t)ψ̂†(x, t)eiµ0ϕ(x
′−x)ei

e
h̄c

[α̂(x′,t)+α̂(x,t)] . (16.284)

El que esta ecuación es correcta se sigue directamente de la propiedad (16.274) del
campo ϕ(x) y de la conmutatividad entre los campos de Bose ψ†(x, t). Esto muestra
la segunda de las reglas de conmutación (16.279). Las otras reglas se obtienen de
forma similar.

Notése que podŕıamos construir los campos aniónicos a partir de los campos de
Fermi cambiando el factor de fase por el ángulo π.

16.11 Efecto Hall Cuántico Fraccionario

Las part́ıculas que cumplen la estad́ıstica fraccionaria y se mueven en un campo
magnético ordinario, también estarán sujetas a un campo estad́ıstico-magnético.
Como observamos anteriormente, este campo actúa sobre cada part́ıcula en la misma
forma que un campo magnético real adicional. Esta observación nos provee con la
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clave para entender el efecto Hall cuántico fraccionario. A continuación presentamos
una explicación.

Para medir experimentalmente el efecto Hall se coloca una peĺıcula delgada de
un material conductor (el experimento original utilizó el compuesto AlxGa1−xAs)
a baja temperatura (≈ 0.5 K) en el plano xy transversal a un campo magnético
intenso Bz (entre 10 y 200 kG) orientado a lo largo del eje z. Luego se aplica
un campo eléctrico Ex en la dirección x y la corriente de Hall jy, por unidad de
longitud, se mide en la dirección y. En un gas disipativo de electrones con densidad
ρ (por unidad de área), se espera la aparición de esta corriente y se encuentra que
los campos cumplen la relación

Ex = − 1

ρec
jyBz (16.285)

(ver el Apéndice 16E). Es decir, la resistencia transversal, definida por

Rxy ≡
Bz

ρec
, (16.286)

crece en forma ĺıneal como función de Bz. Las unidades de la resistencia transversal
son seg/cm. Sin embargo, contrario al resultado teórico, los datos experimentales
muestran que Rxy presenta un crecimiento escalonado seguido de un valor constante,
donde la resistencia tiene los valores h/e2ν, siendo ν un número racional cuyo de-
nominador es impar:

ν = 1
5 ,

2
7 ,

1
3 ,

2
5 ,

2
3 , . . . . (16.287)

Hemos omitido la cantidad ν = 5
2 , ya que una explicación teórica sobre este valor

requiere de consideraciones f́ısicas adicionales (ver la referencias al final del caṕıtulo).
En forma similar se han observado casos donde ν acepta valores enteros, lo cual

explicamos a continuación.
En un ĺıquido ideal de Fermi, a temperatura cero, las óbitas electrónicas tienen las

enerǵıas p2/2M . Sus momenta llenan la esfera de Fermi de radio pF . La magnitud
de pF se determina del número de part́ıculas ρ, por unidad de área, mediante la
integral del espacio fase

ρLxLy = 2×
∫

dpxdpyLxLy
(2πh̄)2

, (16.288)

donde Lx y Ly son las dimensiones de la peĺıcula en estudio en las direcciones x
y y. El factor 2 tiene en cuenta las dos orientaciones del esṕın. De la invarianza
rotacional, la integral para pF dará

pF =
√

2πρh̄. (16.289)

Al introducir el campo magnético Bz, se destruye la invarianza rotacional y los
electrones circulan con velocidad v = ωr, sobre las órbitas de Landau, alrededor del



16.11 Efecto Hall Cuántico Fraccionario 1207

eje z con frecuencia ciclotrón ω = eB/Mc. De acuerdo a la mecánica cuántica este
sistema corresponde a un ensemble de osciladores armónicos los cuales, usando la
norma A = (0, Bx, 0) [ver la Ec. (9.93)], oscilan en la dirección x y su espectro de
enerǵıas es (n+1/2)h̄ω [ver la Ec. (9.100)]. Por lo tanto, la integral del espacio fase
∫

dpxLx/(2πh̄) en la dirección x será una suma sobre n. El centro de las oscilaciones
es x0 = py/Mω [ver la Ec. (9.95)], por lo que la integral del espacio fase restante
∫

dpyLy/(2πh̄) puede integrarse fácilmente y será MωLx/(2πh̄). Con lo cual, para
cada orientación de esṕın, la Ec. (16.288) será

ρ =Mω
1

2πh̄

nF
∑

n=0

. (16.290)

El número de niveles de enerǵıa saturados es ν = nF + 1. En el vaćıo, y para un
cierto valor de n, los niveles de una orientación de esṕın estarán degenerados con los
de la orientación opuesta (hasta correcciones radiactivas del orden de α ≈ 1/137).
Esto se debe al momento magnético anómalo del electrón de esṕın 1/2, el cual es
igual a un magnetón de Bohr µB = eh̄/2Mc ≈ 0.927 × 10−20erg/gauss (i.e., el
doble del valor clásico esperado, el factor 2 se obtiene por la precesión relativista
de Thomas). Debido al factor 2, la diferencia de enerǵıa entre los niveles de las dos
orientaciones de esṕın es igual a ωh̄, valor que es igual a la diferencia de enerǵıa entre
los niveles vecinos n. En un sólido, sin embargo, el momento magnético anómalo
estará renormalizado con lo cual se elimina la degeneración. Por lo tanto, en este
caso cada nivel tiene una orientación de esṕın definida.

De acuerdo a la Ec. (16.290), el nivel energético más alto estará completamente
ocupado śı el número de part́ıculas en cada nivel se corresponde con la densidad
máxima de saturación

ρmax =
Mω

2πh̄
. (16.291)

Para campos magnéticos menores, esta densidad es pequeña y los electrones estarán
distribuidos en varios niveles cuyo número ν estará dado por

ρ =
Mω

2πh̄
ν. (16.292)

Si expresamos ω en términos de Bz obtenemos

Bz

ρ
=
hc

e

1

ν
. (16.293)

Usando el cuanto de flujo Φ0 = hc/e, obtenemos que el flujo magético por electrón

Φ ≡ Bz

ρ
(16.294)

tendrá el valor

Φ

Φ0

=
1

ν
. (16.295)
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Figure 16.24 Valores teóricos del parámetro ν para los cuales se esperan valores cons-

tantes de la resistencia Hall cuántica fraccionaria h/e2ν. El lado derecho muestra los

valores νeff/(2mνeff + 1), el lado izquierdo muestra los valores νeff/(2mνeff − 1). Los

ćırculos llenos muestran los valores hallados experimentalmente.

Si el campo magnético aumenta, los niveles de Landau aceptarán más electrones, los
cuales estarán en un número menor ν de niveles. Sustituyendo en la Ec. (16.286) el
valor de Bz para el cual el nivel más alto disminuye, obtenemos la resistencia Hall
cuantizada observada experimentalmente

Rxy =
h

e2
1

ν
(16.296)

para valores enteros de ν. La hipótesis de una interacción magneto–estad́ıstica per-
mite explicar el efecto Hall cuántico fraccionario reduciendolo al efecto Hall cuántico
ordinario.

En el efecto Hall cuántico fraccionario, el campo magnético es tan intenso que
aún el nivel de Landau más bajo estará parcialmente lleno. Esta es la razón por la
cual no se espera ningún valor constante. Sin embargo, de acuerdo a una idea simple
propuesta por Jain se pueden relacionar los valores constantes fraccionarios con los
valores constantes enteros. Para ello, suponemos que los electrones en el estado
base del efecto Hall cuántico fraccionario poseen un flujo magnético–estad́ıstico par
−2mΦ0 originado por la acción de Chern-Simons. En la función de onda, esto agrega
un factor de fase estad́ıstico ei2πm debido al intercambio de las coordenadas de dos
part́ıculas; con lo cual la estad́ıstica de Fermi de los electrones no cambia. Ahora,
hacemos uso de la observación hecha en la última sección de que los electrones no
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pueden distingir un campo magneto–estad́ıstico de un campo magnético externo.
Debido a los campos combinados,

Beff
z = Bz − Bstat

z , Bstat
z = 2mΦ0ρ, (16.297)

los electrones se mueven en órbitas de Landau. La frecuencia ciclotrón de los elec-
trones en las órbitas de Landau es

ωeff = eBeff
z /Mc. (16.298)

Dado a que ahora el campo efectivo es mucho más pequeño que el campo externo,
los niveles de Landau pueden acomodar menos electrones. Por ello los electrones
deben ser distribuidos en varios niveles a pesar del campo magnético intenso. El
número de niveles disminuye a medida que el campo crece. Los escalones aparecen
donde el campo magnético tiene valores enteros constantes cuánticos de Hall, i.e.,
para los campos magnéticos efectivos

Beff
z = ±ρΦ0/ν

eff , νeff = 1, 2, 3, . . . . (16.299)

Los valores de νeff están relacionados con los valores ν del campo magnético externo
mediante la expresión:

± 1

νeff
=

1

ν
− 2m. (16.300)

De esto tenemos que

ν =
νeff

2mνeff ± 1
. (16.301)

Los valores resultantes para ν, en el plano de valores enteros descrito por los números
m y νeff , se muestran en la Fig. 16.24. Sólo se permiten valores impares en el
demoninador. Los valores para ν hallados usando esta hipótesis simple concuerdan
muy bien con los niveles experimentales (16.287) de menor orden.

16.12 Superconductividad Aniónica

Al final de la Sección 16.3 mencionamos que un ensemble de part́ıculas con es-
tad́ıstica fraccionaria en un espacio–tiempo de 2 + 1 dimensiones exhibe el apan-
tallamiento de Meissner. Esto ha llevado a especular que el fenómeno, pobremente
entendido, de la superconductividad de alta temperatura pudiera ser explicado uti-
lizando la f́ısica de los aniones. Esta nueva clase de superconductividad se observa en
materiales que contienen una marcada estructura de capas, y es concebible que las
corrientes eléctricas se muevan sin disipación en estos subespacios bidimensionales.
En efecto, con un poco de esfuerzo se puede mostrar que en 2 + 1 dimensiones, en
principio, se puede generar una acción de Chern-Simons 10 mediante una integración

10Ver las notas y referencias al final del caṕıtulo.
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de los campos de Fermi. Suponiendo que este es el caso, podemos fácilmente de-
ducir que la adición de esta acción a la acción normal del campo electromagnético
permite hallar el campo magnético en un rango finito, i.e., en el rango de la longitud
de penetración. La acción normal del campo electromagnético es

A =
1

8π

∫

dtd3x[E2 − (∇×A)2], (16.302)

donde E es el campo eléctrico

E = −1

c

∂A

∂t
−∇A0. (16.303)

En el formalismo Euclideano, donde x4 = ict, la acción será

Ae =
1

8πc

∫

d4x[E2 + (∇×A)2]. (16.304)

Para incluir la acción de Chern-Simons, restringimos la dimensionalidad del espacio-
tiempo a 3. La restricción se impone considerando un sistema en un espacio–tiempo
4 dimensional y suponiendo que este espacio–tiempo tiene invarianza translacional
en la dirección x4. Ahora, como no hay campos eléctricos la acción Euclideana será

Ae =
L

8πc

∫

d3x(∇×A)2, (16.305)

donde L es la longitud del sistema en la dirección x4. Ahora, debemos incluir la
acción de Chern-Simons (16.253) y la corriente de acoplamiento (16.256). Extre-
mando la acción total obtendremos la ecuación de campo:

L

4πc
∇× (∇×A) + i

e2

2πc2h̄µ0
∇×A = i

1

c2
j. (16.306)

Para el campo magnético B = ∇×A, la ecuación será

L

4πc
(∇×B+ iλ−1B) = i

1

c2
j, (16.307)

donde el parámetro λ representa la siguiente longitud (aqúı α = e2/h̄c, es la cons-
tante de estructura fina ≈ 1/137):

λ ≡ ch̄µ0

2e2
L =

µ0

2α
L. (16.308)

Multiplicando vectorialmente la Ec. (16.307) por ∇ y usando una vez más la misma
ecuación, obtenemos

L

4πc
(−∇

2 + λ−2)B = i
1

c2
∇× j+

1

c2
λ−1j . (16.309)
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Para el caso donde hay corrientes eléctricas libres, se puede ver que la longitud de
penetración λ del campo magnético en el material es finita. En un superconductor
ordinario, este fenómeno se conoce como el efecto Meissner . En este caso el efecto
Meissner puede verse como consecuencia de la introducción de una supercorriente en
un ĺıquido ideal de part́ıculas cargadas (i.e., un ĺıquido incompresible y sin fricción),
el cual disminuye el campo magnético externo de acuerdo con la regla de Lenz. Para
el caso en que no hay fricción, tendremos una extinción total.

Recordemos que para un superconductor donde hay corrientes eléctricas y cam-
pos dependientes del tiempo se cumple la ecuación caracteŕıstica de London (ver el
Apéndice 16D)

∇× j ∝ B. (16.310)

Para un superconductor bidimensional tendremos

(∇× j⊥)z ∝ Bz. (16.311)

El sistema aniónico anterior tiene un fenómeno de inducción similar. En ausencia
de corrientes eléctricas, de la Ec. (16.309) obtenemos el campo magnético Bz a partir
de la densidad de part́ıculas

Bz = µ0Φ0ρ. (16.312)

Si hay corrientes eléctricas en el plano xy, i.e., j⊥ = (jx, jy), el campo magnético
aumenta como función de ∆Bz de acuerdo con la ecuación

L

4πc
(−∇

2 + λ−2)∆Bz =
1

c2
(∇× j⊥)z. (16.313)

Esta es la relación buscada entre el campo magnético y el rotacional de la corriente
que expresa el carácter superconductor del sistema, expresada anteriormente por la
ecuación de London (16.311). La relación con la ecuación de London se obtiene por
la restricción de configuración suave del campo, en la cual se puede ignorar el primer
término de la Ec. (16.313).

De esta forma, concluimos que la corriente eléctrica y los campos magnéticos
en un sistema bidimensional de aniones dan origen al apantallamiento de Meissner.
Este efecto no es suficiente para que el sistema sea superconductor, dado que esto no
implica automáticamente la ausencia de disipación. En un superconductor normal,
la existencia de una región de enerǵıa prohibida permite que la parte disipativa de
la función de correlación corriente–corriente se anule para vectores de onda menores
que un cierto valor kc. Este valor determina la magnitud de la corriente cŕıtica
por arriba de la cual el sistema superconductor regresa al estado normal. En el
sistema aniónico, la ausencia de disipación se obtiene como una aproximación. Sin
embargo, estudios recientes, que incluyen correcciones de orden superior, muestran
que el sistema aniónico presenta disipación, con lo cual se elimina la esperanza de
un superconductor aniónico.
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16.13 Teoŕıa no Abeliana de Chern-Simons

La interacción topológica de campo (16.153) puede generalizarse a grupos con norma
no-Abeliana. En el grupo con simetŕıa local SU(N) tendremos

Ae,CS =
k

4πi

∫

d3xǫijktr N

(

Ai∇jAk +
2

3
AiAjAk

)

, (16.314)

donde Ai son matrices Hermı́ticas de dimensión N ×N , sin traza, y trN representa
la traza asociada. En la teoŕıa no-Abeliana, tenemos las siguientes transformaciones
de norma

Ai ↔ UAiU
−1 + i(∂iU)U

−1. (16.315)

Puede mostarse que estas transformaciones de norma cambian la acción Ae,CS en la
forma [10]:

Ae,CS → Ae,CS + 2πinkh̄, n = entero. (16.316)

Es decir, la acción no es un invariante de norma. Sin embargo, en la integral de
trayectoria asociada con las fluctuaciones orbitales y para valores enteros de k, el
factor adicional 2πinkh̄ no tiene ningun efecto sobre el factor de fase e−Ae,CS/h̄. Aśı,
para valores enteros de k, tendremos un invariante de norma (contrario al caso
Abeliano donde k es arbitrario).

En la teoŕıa no–Abeliana, el problema de fijar la norma no es trivial. Aqúı no se
puede sumar simplemente una norma funcional del tipo dado en la Ec. (16.163). La
razón es que el volumen en el espacio de las transformaciones de norma depende de
la norma del campo. Para fijar consistentemente la norma, este volumen tiene que
separarse de la funcional que fija la norma como fue mostrado por Fadeev y Popov
[11]. Para una discusión adecuada de este interesante tema, el cual está mas alla del
alcance mecánico–cuántico de este texto, el lector deberá consultar textos de teoŕıa
cuántica de campos.

Como en el caso Abeliano, la derivada funcional de la acción de Chern-Simons
con respecto al potencial vectorial dará la magnitud del campo

Bi ≡ ǫijkFjk, (16.317)

donde Fij es la versión no–Abeliana del rotacional:

Fij ≡ ∂iAj − ∂jAi − i[Ai, Aj]. (16.318)

Un resultado importante hallado, en 1989, por Witten estable lo siguiente: el
valor esperado de una integral invariante de norma definida para todo contorno L

WL[A] ≡ tr NŴ [A] ≡ tr N P̂ e
i
∮

L
dxA, (16.319)

llamada integral de contorno de Wilson, tiene un relación muy cercana con los
polinomios de Jones de la teoŕıa de nudos. El contorno L puede consistir de varios
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componentes ligados en una forma arbitraria, en cuyo caso la integral WL[A] se
calcula sucesivamente sobre todas los componentes. El operador P̂ que antecede a
la función exponencial representa el operador de ordenamiento de la trayectoria. El
cual, análogamente a la definición dada para el operador de ordenamiento temporal
T̂ de la Ec. (1.241), se define de la siguiente forma: si la función exponencial de la
Ec. (16.319) se desarrolla en una serie de Taylor, el operador define el orden en el
cual las matrices Ai(x) de dimensión N×N aparece en los productos, donde además
encontramos que las matrices no conmutan para diferente x e i. Si las trayectorias se
etiquetan por un “parámetro temporal”, las matrices tempranas están a la derecha
de las posteriores. Las fluctuaciones del potencial vectorial obedecen la acción de
Chern-Simons (16.314). Los valores esperados de las integrales de contorno están
definidos por la integral funcional

〈WL[A]〉 ≡
∫ DAie−Ae,CS/h̄WL[A]

∫ DAie−Ae,CS/h̄
. (16.320)

Para calcular la auto–interacción a un lazo, procedemos como se describe en la
Ec. (16.169) para el caso Abeliano distribuyendo la trayectoria en un conjunto in-
finitamente delgado de ĺıneas paralelas. Los bordes del conjunto se colocan de tal
forma que su número de ligadura Lk se anule. Si 0 representa al ćırculo, i.e., un
nudo trivial, se puede mostrar que

〈W0[A]〉 = qN/2 − q−N/2

q1/2 − q−1/2
, (16.321)

donde

q ≡ e−2πi/(N+k). (16.322)

Para un eslabón arbitrario L encontramos la relación (ver el Apéndice 16C)

qN/2〈WL+ [A]〉 − q−N/2〈WL−[A]〉 = (q1/2 − q−1/2)〈WL0 [A]〉. (16.323)

Si N = 2 esto concuerda, hasta un signo en el lado derecho, con la relación (16.114)
para los polinomios de Jones JL(t). En general, para N 6= 2, t = q−N/2 y α =
q1/2 − q−1/2 = −(t1/N − t−1/N ), claramente obtendremos las relaciones (16.122) de
los polinomios de HOMFLY. La relación de interés es

〈WL[A]〉
〈W0[A]〉 = HL(t,−(t1/N − t−1/N )), t = eπi/k. (16.324)

Dado que la segunda variable del polinomio HL(t, α) aparace sólo para potencias
pares o impares, aparte del signo (−1)s+1, HL(t,−(t1/2 − t−1/2)) es un polinomio de
Jones y s es el número de rizos en L.

Una elección favorable para el sistema de referencia es aquel en el cual el número
de auto-ligadura Lk de cada componente es igual al número de torsión o retorcido w,
introducido en la Ec. (16.110). Luego el conjunto de lineas paralelas será plano en el
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plano de proyección del nudo. Este sistema de referencia puede dibujarse fácilmente
en una pizarra separando la ĺınea L en dos ĺıneas paralelas; por lo que se le llama
sistema de referencia de pizarra. Por otro lado, cada sistema de referencia puede
dibujarse como un sistema de referencia de pizarra, si agregamos al contorno L un
número apropiado de vueltas mediante un movimiento de Reidemeister de tipo I.
Estos movimientos son triviales para ĺıneas, mientras que para cintas esto ya no es
cierto (ver la Fig. 16.6). En el sistema de referencia de pizarra, cada una de las
vueltas cambia los valores Lk y w en una unidad de manera simultánea. De esta
manera se puede calcular Lk = w a todo orden deseado. Por ejemplo, sea el nudo de
tres hojas de la Fig. 16.2. En el diagrama de pizarra tendremos el siguiente número
de auto–ligadura Lk = w = −3. El cual puede hacerse cero sumando tres vueltas
mediante movimientos de Reidemeister de tipo I.11

En el sistema de referencia Lk = w, el lado derecho de la Ec. (16.324) tendrá el
factor de fase extra cw, el cual será

c = e−i2π(N
2−1)/2Nk. (16.325)

Por comparación: en la teoŕıa Abeliana de Chern–Simons, el factor de fase es c =
e−2πi/k, y el valor esperado 〈WL[A]〉 para un eslabón con varias vueltas etiquetadas
por i números individuales de auto–ligadura Lki nulos, tendrá el valor cΣi6=jLkij . En
el sistema de referencia Lki = wi, el valor es c

Σi6=jLkij+Σiwi.
El estudio de las propiedades de contornos con interacciones topológicas no

Abelianas es un área de investigación actual e interesante.

Apéndice 16A Cálculo de los Diagramas de Feynman
en Poĺımeros Enredados

Para el cálculo de las amplitudes N1, . . . , N4 de las Ecs. (16.226), (16.230), (16.235) y (16.236),
necesitamos las siguientes fórmulas tensoriales que involucran los tensores completamente anti-
simétricos εijl:

εijkε
imn = δmj δ

n
k − δnj δ

m
k , εijkε

ijl = 2δlk. (16A.1)

Los diagramas de Feynman mostrados en la Fig. 16.23 corresponden a las integrales sobre el
producto de las funciones de correlación G0 definido en la Ec. (16.213), las cuales tienen que
integrarse sobre todo el espacio y luego hallar la transformada de Laplace. Aqúı hacemos uso de
la propiedad de convolución de la integral sobre las transformadas de Laplace f̃(z) y g̃(z) de las
funciones f, g:

∫ c+i∞

c−i∞

Mdz

2πi
ezLf̃(z)g̃(z) =

∫ L

0

dsf(s)g(L− S). (16A.2)

Todas las integrales espaciales son Gaussianas de las forma

∫

d3xe−ax2+2bx·y = (2π)3/2a−3/2eb
2y2/a, a > 0. (16A.3)

11Los matemáticos prefieren los sistemas de referencia donde las cintas permanecen planas sobre
las llamadas superficies de Seifert .
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Contrayendo los campos en la Ec. (16.226), y conservando sólo las contribuciones que no se anulan
en el ĺımite de ı́ndices de replica cero, con ayuda de las Ecs. (16A.1) y (16A.2) obtenemos:

N1 =

∫

d3x1, d
3x2

∫ L1

0

ds

∫ L2

0

dt

∫

d3x′1d
3x′2G0(x1−x′

1; s)G0(x
′
1 − x1;L1 − s)

× G0(x2 − x′
2; t)G0(x

′
2 − x2;L2 − t)

l

|x′
1 − x′

2|4
. (16A.4)

Utilizando los siguientes cambios de variables

s′ =
s

L1
, t′ =

t

L2
, x =

x1 − x′
1√

L1

, y =
x2 − x′

2√
L2

, (16A.5)

y haciendo x′′
1 ≡ x′

1 − x′
2, hallamos fácilmente la Ec. (16.227).

Para valores pequeños de ξ/
√
L1 y ξ/

√
L2, usamos la aproximación (16.228). Las integrales

espaciales pueden hallarse utilizando la fórmula (16A.3). Luego de un poco de trabajo obtendremos
el resultado (16.240).

Aśı mismo, para la amplitud N2 dada en la Ec. (16.230), obtenemos la integral

N2 =

∫

d3x1d
3x2

∫

d3x′1d
3x′′1d

3x′2

×
[

∫ L1

0

ds

∫ S

0

ds′G0(x
′
1 − x1;L1 − s) ∇

j
x′′

1

G0(x1 − x′′
1 ; s′)∇i

x′

1
G0(x

′′
1 − x′

1; s− s′)
]

× Dik(x
′
1 − x2)Djk(x

′′
1 − x′

2)

[

∫ L2

0

dtG0(x2 − x′
2;L2 − t)G0(x

′
2 − x2; t)

]

, (16A.6)

donde Dij(x,x
′) son las funciones de correlación (16.174) y (16.175) de los potenciales vectoriales.

Haciendo x2 ≡
√
L2u+x′

2 y suponiendo que ξ/
√
L2 es pequeño, la integral sobre u puede evaluarse

fácilmente con ayuda de la integral Gaussiana (16A.3). Luego de las sustituciones x′′
1 =

√
L1y+x1

x′
1 =

√
L1(y − x) + x1, x′

2 =
√
L1(y − x− z) + x1 y reescalando las variables s, s′ por el factor

L−1
1 , obtenemos la Ec. (16.231), donde hemos usado la expresión (16.232).

Para valores pequeños de ξ/
√
L1, ξ/

√
L2, es fácil evaluar las integrales espaciales, de donde

obtenemos:

N2 =
−
√

2V L
−1/2
2 L−1

1 M−1/2

(4n)6

∫ 1

0

dt

∫ t

0

dt′t′(1 − t)

√

t− t′

1 − t+ t′
. (16A.7)

Luego del cambio de variable t′ → t′′ = t− t′, la doble integral se reduce a una suma de integrales
del tipo

c(n,m) =

∫ 1

0

dttm
∫ t

0

dt′t′n
√

t′

1 − t′
, m, n = enteros .

Estas integrales se pueden simplificar reemplazando tm por dtm+1/dt(m + 1), e integrando por
partes. De esta forma obtenemos una combinación lineal de integrales de la forma:

∫ 1

0

dt
tκ+

1
2

√
1 − t

= B

(

κ+
3

2
,
1

2

)

. (16A.8)

El cálculo de N3 y N4 es muy similar, y por lo tanto, será omitido en lo que sigue.
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Apéndice 16B Polinomios de Kauffman y BLM/Ho

Los polinomios de Kauffman están dados por F (a, x) = a−wΛ(a, x), donde w es la torsión y Λ(a, x)
cumple con la relación

ΛL+
(a, x) + ΛL−

(a, x) = x[ΛL0
(a, x) + ΛL∞

(a, x)]. (16B.1)

Los sub́ındices se refieren a la misma configuración de los rizos dada en las Figs. 16.10 y 16.12. El
rizo trivial tiene el valor

Λ(a, x) =
a+ a−1

z
− 1. (16B.2)

Mientras que el polinomio de Kauffman representa un nudo invariante, el polinomio Λ represetará
una cinta invariante.12 Si un enredado LT+ o LT− se remueve de un contorno con la ayuda de
un movimiento de Reidemeister del tipo I de la Fig. 16.6 (para ĺıneas infinitamente delgadas seŕıa
trivial, mientras que para una cinta habrá un cambio en una unidad), entonces Λ(a, x) obtendrá
el factor a o a−1, respectivamente (ver la Fig. 16.25).

LT+ LT0 LT− LT0

= a × = a−1 ×

Figure 16.25 Cruces triviales LT+ y LT−. Su remoción mediante un movimiento de

Reidemeister del tipo I disminuye o aumenta el retorcido w en una unidad.

Si la acción (16.314) tiene simetŕıa SO(N) en lugar de SU(N), los polinomios de Kauffman
aparecerán de las integrales de contorno de Wilson de la teoŕıa no Abeliana de Chern-Simons. Una
lista de tales polinomios puede hallarse en los art́ıculos de Lickorish y Millet y Doll y Hoste, citados
al final del caṕıtulo.

Los polinomios BLM/Ho son un caso especial de los polinomios de Kauffman. La relación
entre estos polinomios esta dada por la expresión Q(x) ≡ F (1, x).

Apéndice 16C Relación de Enredo entre las Integrales
de Rizos de Wilson

Bosquejamos aqúı la deducción de las relaciones (16.323) para los valores esperados de las integrales
de contorno de Wilson (16.319). Descompongamos Ai en términos de los N2 − 1 generadores, Ta,
del grupo SO(N):

Ai =
∑

a

Aa
i Ta. (16C.1)

Los cuales cumplen con las relaciones de conmutación

[Ta, Tb] = ifabcTc. (16C.2)

12En forma más precisa, F (a, x) es invariante bajo los tres movimientos de Reidemeister, lo cual
en la imagen proyectada del nudo de la Fig. 16.6 define el ambiente isotópico, mientras que Λ
cambia bajo el primer movimiento de Reidemeister asociado con la isotoṕıa regular.
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Por simplicidad suponemos que k es muy grande, de tal manera que podemos restringir el
tratamiento a orden menor en 1/k. A fin de evitar la aparición innecesaria de las constantes
e, c y h̄, las hacemos igual a 1. Para una pequeña variación de los campos tenemos

δŴL[A]

δAa
i (x)

= iP̂

∫

L

dx′iδ
(3)(x− x′)Ta(x

′)ŴL[A], (16C.3)

donde el operador de ordenamiento de la trayectoria P̂ arregla la expresión a la derecha, de tal
forma que Ta estará situado correctamente en ŴL. Para enfatizarlo agregamos en el argumento
de Ta la posición x. En forma más precisa, si discretizamos la integral de contorno como

ŴL[A] = eiAi(x̄
1)∆x1

i eiAi(x̄
2)∆x2

i · · · eiAi(x̄
n)∆xn

i · · · , (16C.4)

donde x̄n son los puntos medios de los intervalos ∆xn, obtenemos que una diferenciación con res-
pecto a uno de los campos Ai(x̄

n) reemplaza el factor asociado eiAi(x̄n)∆xn
i por iTae

iAi(x̄
n)∆xn

i .
Con ayuda de la función δ sobre una ĺınea L, definida en la Ec. (10A.8), podemos escribir la
Ec. (16C.3) como

δŴL[A]

δAa
i (x)

= iP̂ δi(x, L)Ta(x)ŴL[A]. (16C.5)

Por simplicidad suponemos que el contorno L cruza sólo una vez el punto x.
Si el contorno se deforma infinitesimalmente de acuerdo con dSi = ǫijkdxid

′xj , entonces el

cambio en ŴL estará dado por

δŴL = idxid
′xj P̂F

a
ij(x)Ta(x)ŴL, (16C.6)

donde F a
ij representa la magnitud de las N2 − 1 componentes de los campos no Abelianos

Fij = ∂iAj − ∂jAi − i[Ai, Aj ] (16C.7)

y x son los puntos medios de los paralelogramos descritos por dx y d′x. La deducción de la
Ec. (16C.6) se basa en la observación de que un cambio en la trayectoria, mediante un pequeño
paralelogramo, agrega a la integral ŴL un factor Ŵ , el cual es una integral de contorno de

Wilson alrededor del pequeño paralelogramo. Esta última integral se puede evaluar en las forma
siguiente:

Ŵ = eiAi(x−d′x/2)dxieiAj(x+dx/2)d′xje−iAi(x+d′x/2)dxie−iAj(x−dx/2)d′xj

= ei[Ai(x)dxi−∂jAi(x)dxid
′xj+...]ei[Aj(x)d

′xj+∂iAj(x)dxid
′xj+...]

× e−i[Ai(x)dxi+∂jAi(x)dxid
′xj+...]e−i[Aj(x)d

′xj−∂iAj(x)dxid
′xj+...]

= eiFij(x)dxid
′xj . (16C.8)

La última ĺınea se encuentra con ayuda de la fórmula de Baker-Hausdorff: eAeB = eA+B+[A,B]/2+...

(recordemos el Apéndice 2A).

Denotemos la integral funcional de Chern-Simons sobre ŴL[A] por ŴL. Sus trazas N × N
serán WL[A] y W̄L. La última difiere del valor esperado dado en la Ec. (16.320) 〈WL[A]〉, ya que
no contiene el denominandor de normalización, i.e.,

WL ≡
∫

DAe−Ae,CSWL[A]. (16C.9)

Bajo una deformación del contorno el cambio en esta expresión será

δWL =

∫

DAδWL[A]e−Ae,CS

= idxid
′xj

∫

DAF a
ij(x)Ta(x)WL[A]e−Ae,CS , (16C.10)
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con el acuerdo tácito de que un generador Ta(x) escrito enfrente de la traza tiene que ser evaluado
dentro de la traza en la posición definida por el operador de ordenamiento de la trayectoria. Ahora,
observemos que F a

ij puede obtenerse aplicando una derivada funcional a la acción de Chern-Simons
(16.314):

i
4π

k
ǫijk

δAe,CS

δAa
k(x)

= F a
ij(x). (16C.11)

Esto nos permite reescribir la Ec. (16C.10) como

−4π

k

∫

DA

∫

dSi
δAe,CS

δAa
i (x)

Ta(x)WL[A]e−Ae,CS

o también en la forma
4π

k

∫

DAdSiTa(x)WL
δ

δAa
i (x)

e−Ae,CS .

Una integración funcional por partes nos permite hallar

−4π

k

∫

DA

∫

dSiTa(x)
δWL[A]

δAa
i (x)

e−Ae,CS ,

con la cual tenemos que la variación será

δWL = −4πi

k

∫

DAdSiδi(x, L)Ta(x)Ta(x)WL[A]e−Ae,CS . (16C.12)

El valor esperado de la integral de contorno de Wilson WL cambia bajo una deformación sólo si
el contorno cruza algún otro elemento de ĺınea. Esta propiedad permite que WL sea un invariante
de cinta, i.e., un invariante de isotoṕıa regular.

Para una deformación finita, el lado derecho tiene que ser integrado sobre el área S que contiene
la ĺınea. Usando la fórmula integral

∫

S

dSiδi(x, L) =

{

1
0

}

si la ĺınea L

{

cruza S
no cruza S

}

, (16C.13)

para cada cruce obtenemos

WL+
−WL−

≡ ∆WL = −4πi

k

∫

DATa(x)Ta(x)WL[A]e−Ae,CS . (16C.14)

En las diferentes secciones de cruce, los dos generadores Ta(x) permanecen ordenados sobre la
trayectoria. Para establecer la equivalencia con los polinomios de nudos, el lado izquierdo se ha
etiquetado con los sub́ındices del rizo L+ y L− que aparece en la relación de desenredo de la
Ec. 16.114.

El producto de los generadores del lado derecho es el operador N ×N de la representación de
SO(N) de Casimir:

(Ta)αβ(Ta)γδ =
1

2
δαδδβγ − 1

2N
δαβδγδ. (16C.15)

Sustituyendo en la Ec. (16C.14), obtenemos la relación gráfica:

.
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La segunda gráfica del lado derecho puede descomponerse como

2

.

Llevando estos dos términos al lado izquierdo de la Ec. (16C.14), obtenemos la relación de desenredo

(

1 − πi

Nk

)

WL+
−
(

1 +
πi

Nk

)

WL−
= −2πi

k
WL0

. (16C.16)

Ahora, aplicamos esta relación a los cruces mostrados en la Fig. 16.25. Estos cruces se pueden
separar en una ĺınea y un ćırculo. Debido a la aparición de la traza WL0

, el ćırculo contribuye con
un factor N . De esto obtenemos la relación

(

1 − πi

Nk

)

WLT+
−
(

1 +
πi

Nk

)

WLT−
= −2πi

k
N WLT0

. (16C.17)

Luego, en el lado izquierdo eliminamos los cruces de acuerdo a las reglas gráficas de la Fig. 16.25.
De esta operación hallamos que la integral de contorno de Wilson no es invariante. Al igual que
para los polinomios de BLM/Ho, obtenemos el factor a o a−1:

WLT+
= aWLT0

, WLT−
= a−1WLT0

. (16C.18)

Para que sea compatible con la Ec. (16C.17), el parámetro a debe cumplir la relación

a = 1 − πi

Nk
(N2 − 1), a−1 = 1 +

πi

Nk
(N2 − 1). (16C.19)

Debido a la expresión (16C.18), la integral de contorno de Wilson es un invariante de cinta que
exhibe isotoṕıa regular. Un invariante de nudos propio, que distinge las clases isotópicas se obtiene
multiplicando WL por a−w. Los polinomios HL ≡ e−wWL cumplen la relación

[(

1 − πi

Nk

)

a

]

HL+
−
[(

1 +
πi

Nk

)

a−1

]

HL−
= −2πi

k
HL0

. (16C.20)

Para valores grandes de k, los prefactores en el lado izquierdo pueden escribirse como 1−2πiN/k ≈
qN/2 y 1 + 2πiN/k ≈ q−N/2, donde q = 1 − 2πiπ/k. El prefactor en el lado derecho es igual a
q1/2 − q−1/2. Aśı, a primer orden en 1/k, hemos hallado la relación (16.323) de los polinomios de
HOMFLY HL.

Apéndice 16D Ecuaciones de London

Consideremos un fluido ideal de part́ıculas cargadas. Por definición, el fluido es no viscoso e
incompresible y cumple la relación ∇ ·v = 0. Si la carga de las part́ıculas es e (la cual tomaremos
como negativa para el caso de electrones), entonces la densidad de corriente eléctrica es

j = ρev, (16D.1)

donde ρ es la densidad de part́ıculas. Por supuesto, la corriente se conserva.
La ecuación de movimiento de las part́ıculas en un campo eléctrico y magnético obedece la

relación de Lorentz

M v̇ = e

(

E +
1

c
v ×B

)

. (16D.2)
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Usando la identidad cinemática

dv

dt
=
∂v

∂t
+ (v ·∇)v =

∂v

∂t
+ ∇

(

1

2
v2

)

− v × (∇× v), (16D.3)

obtenemos una ecuación diferencial parcial para el campo de velocidades v(x, t)

M
∂v

∂t
+ ∇

(

M

2
v2

)

= eE +Mv ·
(

∇× v +
e

Mc
B
)

. (16D.4)

Considerando la dependencia temporal del campo vectorial en el lado derecho

X = ∇× v +
e

Mc
B, (16D.5)

y usando la ecuación de Maxwell

∂

∂t
B = −c∇×E, (16D.6)

obtenemos

∂

∂t
X = ∇× (∇ ×X). (16D.7)

Supongase que inicialmente en el fluido ideal en reposo no hay campo B, por lo cual tendremos
que en todo el espacio X ≡ 0. Si ahora se aplica un campo magnético, la Ec. (16D.7) garantiza
que X sigue siendo cero en todo momento. Esto implica que

∇× j = − ρe2

Mc
B, (16D.8)

y tenemos la primera ecuación de London. Sustituyendo la primera ecuación de London en la
Ec. (16D.4), hallamos la segunda ecuación de London

∂

∂t
v + ∇

(

M

2
v2

)

= eE. (16D.9)

Si el potencial vectorial posee una norma transversal ∇ ·A = 0 (llamada norma de London),
entonces podemos resolver la primera ecuación de London, y tenemos

j = − ρe2

Mc
A. (16D.10)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación de Maxwell carente de campo eléctrico E, obtenemos

∇×B =
4π

c
j = −ρ4πe

2

Mc2
A. (16D.11)

Reescribiendola en la forma

∇× (∇×A) + λ−2A = 0, (16D.12)

obtenemos

λ−2 =
ρ4πe2

Mc2
, (16D.13)

la ecuación muestra directamente la aparición de una longitud de penetración λ finita del campo
magnético en el fluido, el famoso efecto Meissner. Este efecto es una manifestación ideal de la
regla de Lenz, de acuerdo a la cual un campo magnético induce una corriente eléctrica que reduce
el campo magnético — en el presente caso llevando a la extinción.
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Apéndice 16E Efecto Hall en un Gas de Electrones

Un gas de electrones con densidad ρ, posee la densidad de corriente

j = ρev. (16E.1)

En un campo magnético, las velocidades de las part́ıculas cambian debido a la fuerza de Lorentz

M v̇ = e

(

E +
1

c
v ×B

)

. (16E.2)

Si σ0 representa la conductividad del sistema sin campo magnético, es obvio que la densidad de
corriente estará dada por

j = σ0

(

E +
1

c
v ×B

)

= σ0

(

E +
1

ρec
j×B

)

. (16E.3)

El segundo término contiene la resistencia Hall clásica (16.286).
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H. Kleinert, Fortschr. Phys. 26, 565 (1978) (http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/55).

La relación con las clases de Chern fue reconocida por
M.V. Berry, Proc. Roy. Soc. A 392, 45 (1984);
B. Simon, Phys. Rev. Lett. 51, 2167 (1983).
La acción de Chern-Simons usada en el texto fue deducida para un ĺıquido degenerado de electrones
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So many paths, that wind and wind,

While just the art of being kind

Is all the sad world needs

Ella Wilcox (1855-1919), The World’s Needs

17

Tunelamiento

El proceso del tunelamiento controla el decaimiento de estados atómicos y nuclea-
res metaestables, aśı como también la transición de fases termodinámicas sobre-
calentadas o sobre-enfriadas hacia fases de equilibrio estable. Las integrales de
trayectoria son una herramienta importante para describir teóricamentes estos pro-
cesos. Para barreras de tunelamiento grandes, el decaimiento transcurre lentamente
y sus propiedades se pueden explicar generalmente por medio de un desarrollo
semiclásico de una integral de trayectoria simple. Combinando este desarrollo con
los métodos variacionales del Caṕıtulo 5, es posible extender el rango de aplicaciones
hacia el régimen de barreras pequeñas.

En este caṕıtulo presentamos una teoŕıa novedosa del tunelamiento a través de
barreras grandes y pequeñas y discutimos en detalle varios ejemplos t́ıpicos. Una
aplicación fundamental útil se obtiene en el contexto de la teoŕıa de pertubación, ya
que el comportamiento del desarrollo perturbativo de orden superior está gobernado
por el proceso de tunelamiento semiclásico. La nueva teoŕıa se utiliza para calcular
los coeficientes perturbativos a todo orden, con una precisión excepcional.

17.1 Potencial de Pozo Doble

Un sistema simple del fenómeno del tunelamiento lo representa el potencial de pozo
doble simétrico dado en la Ec. (5.78). El cual se puede reescribir en la forma

V (x) =
ω2

8a2
(x− a)2(x+ a)2, (17.1)

mismo que exhibe dos mı́nimos simétricos degenerados en x = ±a (ver la Fig. 17.1).
La constante de acoplamiento es

g = ω2/2a2. (17.2)

Cerca de los valores mı́nimos, el potencial es aproximadamente igual al potencial
del oscilador armónico V±(x) = ω2(x∓ a)2/2:

V (x) =
ω2

2
(x∓ a)2

(

1± x∓ a

a
+ . . .

)

≡ V±(x) + ∆V±(x) + . . . . (17.3)

1227
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Figure 17.1 Gráfico de un potencial de pozo doble simétrico V (x) =

(x− a)2(x + a)2ω2/8a2, donde ω = 1 y a = 1.

En la posición central, la altura de la barrera del potencial es

Vmáx =
(ωa)2

8
. (17.4)

En el ĺımite a→ ∞, y para un frecuencia ω fija, la altura de la barrera es infinita y
el sistema se puede descomponer como la suma de los potenciales de dos osciladores
armónicos independientes bastante separados el uno del otro. De la misma forma,
las funciones de onda del sistema tienden hacia dos conjuntos independientes de
funciones de onda de un oscilador

ψn(∆x±) →
(

ω

πh̄

)1/4 1

2n/2
√
n!
e−ω(∆x±)2/2h̄Hn(∆x±

√

ω/h̄), (17.5)

donde las cantidades

∆x± ≡ x± a (17.6)

dan cuenta de la distancia de los puntos x a los mı́nimos respectivos.
Una separación similar se obtiene para la amplitud de evolución temporal, la

cual se puede separar en la suma de las amplitudes de los osciladores individuales

(xbtb|xata)
a→∞−−−→ (xbtb|xata)− + (xbtb|xata)+ (17.7)

≡
∫

Dx(t) exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
1

2
[ẋ2 − ω2(x+ a)2]

}

+ (a→ −a).

Por conveniencia, en el Lagrangiano del sistema suponemos una part́ıcula de masa
unitaria M = 1

L =
ẋ2

2
− V (x). (17.8)
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Si a no es infinita, una part́ıcula en cualquiera de los dos pozos del oscilador tiene
una probabilidad diferente de cero de tunelear a través de la barrera del otro pozo,
y las funciones de onda de los osciladores derecho e izquierdo se mezclan entre ellas.
Dado que la acción es simétrica bajo la reflexión especular x → −x, las soluciones
de la ecuación de Schrödinger

Ĥψ(x, t) = H(−i∂x, x)ψ(x, t) = ih̄∂tψ(x, t), (17.9)

para el Hamiltoniano

H(p, x) =
p2

2
+ V (x), (17.10)

se pueden separar en funciones de onda simétricas y antisimétricas. Como es usual,
los estados simétricos tienen una enerǵıa menor que los estados antisimétricos, ya que
un número menor de nodos implica una enerǵıa cinética menor para las part́ıculas.

Si el parámetro a es muy grande, entonces, para el ĺımite a → ∞, las dos
funciones de onda de menor orden coinciden aproximadamente con las combinaciones
simétricas y antisimétricas de las funciones de onda del oscilador armónico

ψs,a ≈
1√
2
[ψ0(x− a)± ψ0(x+ a)]. (17.11)

Debido al tunelamiento, las dos enerǵıas de menor orden serán ligeramente diferentes
del valor de la enerǵıa del estado base del oscilador

E(0)
s,a =

1

2
h̄ω +∆E(0)

s,a . (17.12)

Para valores grandes del parámetro a esta diferencia es muy pequeña. En mecánica
cuántica, la diferencia de los niveles de enerǵıa ∆Es,a se puede calcular a orden
menor en teoŕıa de perturbación sustituyendo las funciones de onda aproximadas
(17.11) en la fórmula

∆Es,a =
∫

dxψs,aĤψs,a. (17.13)

Ya que, para valores grandes de x las funciones de onda ψ0(x ± a) de los pozos
de potencial individuales decaen exponencialmente en la forma e−x

2/2, entonces la
diferencia de los niveles de enerǵıa ∆Es,a será exponencialmente pequeña en función
del cuadrado de la distancia a2.

En este caṕıtulo derivamos la diferencia de los niveles de enerǵıa ∆Es, ∆Ea y sus
correspondientes amplitudes de tunelamiento, a partir de la integral de trayectoria
del sistema. Para valores grandes de a, el cálculo será relativamente simple, debido
a que podemos recurrir a la aproximación semiclásica desarrollada en el Caṕıtulo 4,
la cual será exacta en el ĺımite a → ∞. Ya que estamos interesados sólo en los
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dos estados de menor orden, el problema se puede simplificar de forma inmediata.
Utilizaremos la representación espectral de la amplitud

(xbtb|xata) =
∫

Dx(t)e(i/h̄)
∫ tb
ta
dt[ẋ2/2−V (x)]

=
∑

n

ψn(xb)ψn(xa)e
−iEn(tb−ta)/h̄ (17.14)

para tiempos imaginarios ta,b → τa,b = ∓iL/2, de donde tendremos

(xb L/2|xa − L/2) =
∫

Dx(τ)e−(1/h̄)
∫ L/2

−L/2
dτ [x′2/2+V (x)]

(17.15)

=
∑

n

ψn(xb)ψn(xa)e
−EnL/h̄,

y donde usamos la notación x′(τ) ≡ dx(τ)/dτ . En el ĺımite de valores grandes de
L, la suma espectral (17.15) es obviamente más sensible a las enerǵıas más bajas,
la contribución de las enerǵıas En de orden superior se anula en forma exponencial.
Aśı, para calcular los pequeños cambios ∆Es,a de los estados de menor orden, sólo
tenemos que encontrar el comportamiento exponencial de los términos principal
y secundario. Puesto que la amplitud de las funciones de onda es grande cerca
del fondo del pozo doble, i.e., en x ∼ ±a, podemos considerar las amplitudes de
evolución temporal para las posiciones inicial y final xa y xb justo en el fondo, una
vez a cada lado de la barrera de potencial,

(a L/2|a − L/2) = (−a L/2| −a −L/2), (17.16)

y otra en los lados opuestos

(a L/2| −a −L/2) = (−a L/2|a −L/2). (17.17)

Para estas amplitudes de evolución temporal podemos calcular las aproximaciones
semiclásicas en el ĺımite L → ∞. Como resultado de este procedimiento, en la
Sección 17.7 hallaremos una fórmula para el cambio de los niveles de enerǵıa.

17.2 Soluciones Clásicas —— Solución Positiva y Negativa

De acuerdo con el Caṕıtulo 4, el comportamiento exponencial principal de la apro-
ximación semiclásica se obtuvo de las soluciones clásicas a la integral de trayectoria.
El factor de la fluctuación requiere del cálculo de la fluctuación de la corrección
cuadrática. El resultado tiene la forma

∑

soluciones clásicas

exp{−Acl/h̄} × F , (17.18)

donde Acl denota la acción de cada solución clásica y F es el factor de la fluctuación.
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Figure 17.2 Solución positiva clásica (ĺınea sólida) en un potencial de pozo doble (curva

a trazos cortos, cuyas unidades se han marcado en la mitad inferior del eje vertical). La

solución conecta los dos máximos degenerados en el potencial invertido. La curva a trazos

grandes muestra una solución que parte del máximo y se desliza hacia abajo en el abismo

adyacente.

La amplitud (17.16), que contiene el mı́nimo del mismo pozo en cada lado de la
expresión, obedece la solución clásica trivial que se mantiene todo el tiempo en el
mismo mı́nimo:

x(τ) ≡ ±a. (17.19)

Existen también soluciones clásicas para las otras amplitudes de la Ec. (17.17)
que conectan los diferentes mı́nimos en −a y a. Estas soluciones cruzan la barrera
y en el ĺımite L→ ∞ serán

x(τ) = x±cl(τ) ≡ ±a tanh[ω(τ − τ0)/2], (17.20)

donde el parámetro arbitrario τ0 especifica el punto sobre el eje temporal imaginario
donde tiene lugar el cruce. El cruce tiene lugar para un tiempo cuyo orden es 2/ω.
Para valores de τ grandes positivos y negativos, la solución se aproxima exponen-
cialmente hacia ±a (ver la Fig. 17.2). Aludiendo a su forma, las soluciones x±cl(τ)
son llamadas soluciones positiva y negativa, respectivamente.1

Para deducir estas soluciones condideremos la ecuación de movimiento para el
tiempo real

1En la literatura de teoŕıa de campos estas soluciones se conocen como instantones o anti-
instantones, esto debido a que el intervalo de tiempo necesario para cruzar el valle es muy corto.
Ver las referencias al final del caṕıtulo.
La definición de solución positiva (negativa) se refiere al desplazamiento positivo (desplazamiento
negativo) de la forma de la onda. Para otra definición ver, por ejemplo: G W Griffiths and W E.
Schiesser en http://www.scholarpedia.org/article/Linear and nonlinear waves. (N. del T.)



1232 17 Tunelamiento

−V (x)

x

Figure 17.3 Potencial de pozo doble invertido, el cual controla el movimiento de la

posición x en función del tiempo imaginario τ .

ẍ(t) = −V ′(x(t)), (17.21)

donde V ′(x) ≡ dV (x)/dx. En la versión Euclideana, donde τ = −it, tendremos

x′′(τ) = V ′(x(τ)). (17.22)

Dado que la ecuación diferencial es de segundo orden, y a diferencia de la ecuación
diferencial de tiempo real (17.21), ahora tendremos un cambio de signo en el poten-
cial. Por lo tanto, la ecuación Euclideana de movimiento corresponde a la ecuación
usual de movimiento de una part́ıcula puntual en tiempo real, donde ahora el po-
tencial se ha invertido de arriba hacia abajo con respecto a la Fig. 17.1. Esto está
ilustrado en la Fig. 17.3. El potencial invertido acepta la solución clásica para
x = −a en τ → −∞ y alcanza el punto x = a en τ → +∞. La part́ıcula necesita un
tiempo infinito para dejar el máximo inicial del potencial y escalar al punto final.
El movimiento a través del valle central tiene lugar para el tiempo finito ≈ 2/ω.
Si la part́ıcula no empieza su movimiento exactamente en la cima sino ligeramente
desplazado hacia el valle, por ejemplo en x = −a + ǫ, alcanzará el punto x = a − ǫ
después de un tiempo finito, luego regresa a x = −a+ ǫ y oscila hacia atrás y hacia
adelante indefinidamente. En el ĺımite ǫ → 0, el peŕıodo de la oscilación tiende a
infinito y la part́ıcula cruzará el valle sólo una vez.

Para calcular este movimiento, la ecuación diferencial (17.22) se integra después
de multiplicarla por x′ = dx/dτ y reescribirla como

1

2

d

dτ
x′2 =

d

dτ
V (x(τ)). (17.23)

La integración dará

x′2

2
+ [−V (x(τ))] = const . (17.24)

Si τ se reinterpreta como el tiempo real, obtenemos la ley de la conservación de la

enerǵıa para el movimiento en el potencial inverso −V (x). Aśı, en la Ec. (17.24)
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identificamos la constante de integración como la enerǵıa total E en el potencial
inverso:

const ≡ E. (17.25)

Además, integrando la Ec. (17.24) tendremos

τ − τ0 = ± 1√
2

∫ x(τ)

x(τ0)

dx
√

E + V (x)
. (17.26)

Una mirada al potencial de la Fig. 17.3 muestra que una part́ıcula en reposo, cuya
órbita empieza en τ → −∞, debe de tener E = 0. Sustituyendo expĺıcitamente el
potencial (17.1) en la Ec. (17.26), para |x| < a obtenemos

τ − τ0 = ±2a

ω

∫ x

0

dx′

(a− x′)(x′ + a)
= ± 1

ω
log

a + x

a− x
(17.27)

= ± 2

ω
arctanh

x

a
.

Con lo cual encontramos las soluciones positiva y negativa que cruzan la barrera:

xcl(τ) = ±a tanh[(τ − τ0)ω/2]. (17.28)

La acción Euclidiana de este objeto clásico se puede calcular como sigue [donde
usamos las Ecs. (17.24) y (17.25)]:

Acl =
∫ ∞

−∞
dτ

[

x′cl
2

2
+ V (xcl(τ))

]

=
∫ ∞

−∞
dτ(x′2cl − E)

= −EL+
∫ a

−a
dx
√

2[E + V (x)]. (17.29)

Para la solución positiva tenemos E = 0, de tal forma que
√

2[E + V (x)] =
ω

2a
(a2 − x2), (17.30)

y la acción clásica se convierte en

Acl =
ω

2a

∫ a

−a
dx(a2 − x2) =

2

3
a2ω =

ω3

3g
. (17.31)

Nótese también que para E = 0, la acción clásica tendrá la siguiente forma integral

Acl =
∫ ∞

−∞
dτ x′cl

2. (17.32)

Tendremos también soluciones que empiezan en la cima de ambas montañas y
se deslizan hacia abajo del absimo adyacente exterior, por ejemplo (ver de nuevo la
Fig. 17.3)

τ − τ0 = ∓2a

ω

∫ ∞

x

dx′

(x′ − a)(x′ + a)
= ± 1

ω
log

x+ a

x− a
(17.33)

= ± 2

ω
arccoth

x

a
.
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Sin embargo, estas soluciones no pueden conectar entre śı los mı́nimos del pozo doble
y por ello no serán consideradas en los que sigue.

Dado que tenemos las soluciones clásicas (17.19) y (17.28), junto con una acción
finita, entonces podemos escribir las contribuciones clásicas a las amplitudes (17.16)
y (17.17). De acuerdo a la fórmula semiclásica (17.18) estas contribuciones son

(a L/2|a − L/2) = 1× Fω(L) (17.34)

y

(a L/2| − a − L/2) = e−Acl/h̄ × Fcl(L). (17.35)

El factor 1 en la Ec. (17.34) enfatiza la cancelación de la acción en la solución clásica
trivial (17.19). La exponencial e−Acl/h̄ contiene la acción de las soluciones positivas
(17.28). La degeneración de las soluciones con respecto a τ0 se tiene en cuenta
mediante el factor de fluctuación Fcl(L), como se demostrará abajo.

De hecho, las soluciones clásicas positivas y negativas (17.28) no se obtienen
exactamente de la solución (17.35), ya que tales soluciones alcanzan el mı́nimo del
pozo de potencial, x = ±a, sólo para tiempos Euclideanos infinitos τ → ±∞. En
las amplitudes por calcular necesitamos soluciones para las cuales x sea igual a
±a para valores grandes pero finitos de τ = ±L/2. Afortunadamente, el error se
puede ignorar ya que para valores grandes de L las soluciones positivas y negativas
se aproximan a ±a de manera exponencial. Como consecuencia la acción de una
solución propia que alcanzaŕıa el punto ±a para valores finitos de L difiere de la
acción Acl sólo por términos que tienden a cero como e−ωL. Ya que en última
instancia estamos interesados sólo en el ĺımite de valores grandes de L, podemos
despreciar las desviaciones exponenciales.

En la siguiente sección determinaremos los factores de la fluctuación Fcl.

17.3 Fluctuaciones Cuadráticas

El ĺımite semiclásico incluye los efectos de las fluctuaciones cuadráticas. Estas fluc-
tuaciones se obtienen luego de aproximar el potencial alrededor de cada mı́nimo por
un potencial armónico y manteniendo sólo los términos de menor orden en el desa-
rrollo (17.3). El factor de fluctuación de un oscilador armónico puro, de frecuencia
ω y masa unitaria, se calculó en la Sección 2.3 y el resultado hallado es

Fω(L) =

√

ω

2πh̄ sinhωL
∼
√

ω

πh̄
e−ωL/2 +O(e−3ωL/2). (17.36)

Para valores grandes de L la contribución principal de la exponencial contiene
la enerǵıa del estado base ω/2, mientras que las correciones contienen toda la
información sobre los estados excitados cuyas enerǵıas son (n + 1/2)ω, donde
n = 1, 2, 3, . . . .

Nótese que de acuerdo a la representación espectral de la amplitud (17.15), el

factor
√

ω/πh̄ de la Ec. (17.36) debe de ser igual al cuadrado de la función de
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onda del estado base Ψ0(∆x±) en el mı́nimo del potencial, lo cual concuerda con la
Ec. (17.5).

Consideremos ahora el factor de fluctuación de la contribución de una solución
positiva. Esta contribución está dada por la integral de trayectoria sobre las fluc-
tuaciones y(τ) ≡ δx(τ)

Fcl(L) =
∫

Dy(τ)e−(1/h̄)
∫ L/2

−L/2
dτ(1/2)[y′2+V

′′
(xcl(τ))y

2]
, (17.37)

donde xcl(τ) es la solución positiva, mientras que y(τ) se anula en los extremos:

y(L/2) = y(−L/2) = 0. (17.38)

Supongase por el momento que L = ∞. Entonces la solución positiva estará dada
por la Ec. (17.28) y el potencial de la fluctuación será

V
′′

(xcl(τ)) =
3

2

ω2

a2
x2cl(τ)−

1

2
ω2 = ω2

(

3

2
tanh2[ω(τ − τ0)/2]−

1

2

)

= ω2

(

1− 3

2

1

cosh2[ω(τ − τ0)/2]

)

. (17.39)

Aśı, las fluctuaciones cuadráticas están reguladas por la acción Euclideana

A0
fl =

∫ L/2

−L/2
dτ

1

2

[

y′2 + ω2

(

1− 3

2

1

cosh2[ω(τ − τ0)/2]

)

y2
]

. (17.40)

Las reglas para hallar la integral funcional con un exponente cuadrático fueron
explicadas en el Caṕıtulo 2. Las trayectorias y(τ) se expresan en términos de las
funciones propias de la ecuación diferencial

[

− d2

dτ 2
+ ω2

(

1− 3

2

1

cosh2[ω(τ − τ0)/2]

)]

yn(τ) = λnyn(τ), (17.41)

donde λn son los valores propios. Esta es una ecuación de Schrödinger para una
part́ıcula moviendose a lo largo de eje τ en un pozo potencial atractivo de tipo
Rosen-Morse [comparar con la Ec. (14.135) y ver la Fig. 17.4]:

V (τ) = ω2

(

1− 3

2

1

cosh2[ω(τ − τ0)/2]

)

. (17.42)

Las funciones propias yn(τ) satisfacen las condiciones usuales de ortogonalidad
∫ ∞

−∞
dτyn(τ)yn′(τ) = δnn′. (17.43)

Dado un conjunto completo de estas soluciones yn(τ), donde n = 0, 1, 2, . . . , halla-
remos ahora la representación de modo-normal

yξ0,ξ1,...(τ) =
∞
∑

n=0

ξnyn(τ). (17.44)
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Figure 17.4 Potencial (17.41) para las fluctuaciones cuadráticas alrededor de la solución

positiva (17.28) de la ecuación de Schrödinger. Las ĺıneas a trazos indican los estados

ligados para las enerǵıas 0 y 3ω2/4.

Después de sustituir este desarrollo en la Ec. (17.40), hacemos una integración por
partes del término cinético y las intergrales en τ con ayuda de de la relación (17.43),
y la acción Euclideana de las fluctuaciones cuadráticas tendrá la forma sencilla

A =
1

2

∞
∑

n=0

λnξ
2
n. (17.45)

Con esto, el factor de fluctuación (17.37) se reduce a un producto de integrales
Gaussianas sobre los modos normales

Fcl(L) = N
∞
∏

n=0

[

∫ ∞

−∞

dξn√
2πh̄

]

e−
∑

∞

n=0
ξ2nλn/2h̄ = N 1√

Πnλn
. (17.46)

La constante de normalización N , a ser calculada más adelante, contiene al Jaco-
biano que lleva la norma de la partición temporal a la norma del modo normal.

Primero calcularemos los valores propios λn. Para esto usamos la amplitud
del potencial de Rosen-Morse obtenido mediante la transformación Duru-Kleinert
(14.138) en la Ec. (14.139). Si el potencial se escribe en la forma

V (τ) = ω2 − V0
cosh2[m(τ − τ0)]

, (17.47)

tendremos estados ligados para n = 0, 1, 2, . . . , nmax < s, donde s está definida por
[2]

s ≡ 1

2



−1 +

√

1 + 4
V0
m2



 . (17.48)

De acuerdo a las Ecs. (14.141) y (14.143), las funciones de onda son

yn(τ) =

√

m

n!

√

Γ(s− n)Γ(1 + 2s− n)
2n−s

Γ(1 + s− n)
coshn−s[m(τ − τ0)]

× F (−n, 1 + 2s− n; s− n+ 1; 1
2(1− tanh[m(τ − τ0)])), (17.49)
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donde F (a, b; c; z) son la funciones hipergeométricas (1.453). En términos de s, el
parámetro V0 se convierte en

V0 = m2s(s+ 1). (17.50)

Las enerǵıas de los estados ligados son

λ2n = ω2 −m2(s− n)2. (17.51)

En la ecuación de Schrödinger (17.41), tenemos m = ω/2, V0 = 3ω2/2, aśı que s = 2
y existen exactamente dos soluciones. Estas son

y0(τ) = −
√

3ω

8

1

cosh2[ω(τ − τ0)/2]
(17.52)

y

y1(τ) =

√

3ω

4

1

cosh[ω(τ − τ0)/2]
F (−1, 4; 2; 1

2(1− tanh[ω(τ − τ0)/2]))

=

√

3ω

4

sinh[ω(τ − τ0)/2]

cosh2[ω(τ − τ0)/2]
. (17.53)

El signo negativo en la Ec. (17.52) es cuestión de convención, con ello logramos
que y1(τ) tenga el mismo signo que xcl(τ − τ0) en la Ec (17.89) (a ser demostrado
posteriormente). Los factores de normalización se pueden verificar usando la fórmula

∫ ∞

0

sinhµ x

coshν x
=

1

2
B(

µ+ 1

2
,
ν − µ

2
), (17.54)

donde B(x, y) ≡ Γ(x)Γ(y)/Γ(x+ y) es la función Beta. Los valores propios corres-
pondientes son

λ0 = 0, λ1 = 3ω2/4. (17.55)

La existencia de un modo con valor propio cero es una propiedad general de
las fluctuaciones alrededor de una solución clásica localizada de un sistema con
invarianza traslacional a lo largo del eje τ . Esto nos previene sobre una posible
aplicación inmediata de la aproximación cuadrática, ya que el modo con valor propio
cero no está controlado por una integral Gaussiana como lo están los otros modos
normales en la Ec. (17.46). Esta dificultad y su solución serán discutidas en la
Subsección 17.3.1.

Además de los dos estados ligados, existen funciones de onda continuas donde
λn ≥ ω2. Para la enerǵıa

λk = ω2 + k2, (17.56)

estas funciones de onda están dadas por la combinación lineal

yk(τ) ∝ AeikτF (s+ 1,−s; 1− ik/m; 1
2(1− tanh[m(τ − τ0)])) (17.57)
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y su complejo conjugado (ver el final de la Subsección 14.4.4). Usando la identidad
de la función hipergeométrica 2

F (a, b, c; z) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
F (a, b; a+ b− c + 1; 1− z)

+ (1− z)c−a−b
Γ(c)Γ(−c+ a + b)

Γ(a)Γ(b)
F (c− a, c− b; c− a− b+ 1; 1− z), (17.58)

y F (a, b; c; 0) = 1, encontramos el siguiente comportamiento asintótico

F
τ→∞−−−→ 1, (17.59)

F
τ→−∞−−−→ Γ(−ik/m)Γ(1− ik/m)

Γ(−s− ik/m)Γ(s+ 1− ik/m)
+ e−2ikτ Γ(ik/m)Γ(1− ik/m)

Γ(−s)Γ(1 + s)
.

(17.60)

Estos ĺımites determinan el comportamiento asintótico de las funciones de onda
(17.57). Con una elección apropiada del factor de normalización en la Ec. (17.57)
se cumplen las condiciones de frontera estándar de la dispersión

ψ(τ) →
{

eikτ +Rke
−ikτ , τ → −∞,

Tke
ikτ , τ → ∞.

(17.61)

Estas expresiones definen las amplitudes de transmisión y reflección. De las
Ecs. (17.59) y (17.60) podemos calcular directamente

Tk =
Γ(−s− ik/m)Γ(s + 1− ik/m)

Γ(−ik/m)Γ(1 − ik/m)
, (17.62)

Rk =
Γ(−s− ik/m)Γ(s + 1− ik/m)

Γ(−s)Γ(1 + s)

Γ(ik/m)

Γ(−ik/m)
= Tk

Γ(ik/m)Γ(1− ik/m)

Γ(−s)Γ(1 + s)
. (17.63)

Usando la relación Γ(z) = π/ sin(πz)Γ(1− z), este resultado se puede escribir como

Tk =
Γ(s+ 1− ik/m)

Γ(s+ 1 + ik/m)

Γ(1 + ik/m)

Γ(1− ik/m)

sin(ik/m)

sin(s+ ik/m)
, (17.64)

Rk = Tk
sin(πs)

sin(ik/m)
. (17.65)

La matriz de dispersión

Sk =

(

Tk Rk

Rk Tk

)

(17.66)

es unitaria ya que

RkT
∗
k +R∗

kTk = 0, |Tk|2 + |Rk|2 = 1. (17.67)

2M. Abramowitz y I. Stegun, op. cit., fórmula 15.3.6.
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La matriz de dipersión es diagonal sobre los vectores de estado

ψe =
1√
2

(

1
1

)

, ψo =
1√
2

(

1
− 1

)

, (17.68)

los cuales, como probaremos abajo, corresponden a ondas parciales pares e impares.
Los respectivos valores propios λe,ok = e2iδ

e,o
k definen el cambio de fase δe,ok , en

términos de los cuales tendremos

Tk =
1

2
(e2iδ

e
k + e2iδ

o
k), (17.69)

Rk =
1

2
(e2iδ

e
k − e2iδ

o
k). (17.70)

Verifiquemos la asociación de los vectores propios (17.68) con las ondas parciales
pares e impares. Para esto, agregamos a la función de onda (17.61) la solución
especular

ψr(τ) →
{

Tke
−ikτ , τ → −∞,

e−ikτ +Rke
ikτ , τ → ∞,

(17.71)

y obtenemos

ψe(τ) = ψ(τ) + ψr(τ) →
{

eikτ + (Rk + Tk)e
−ikτ , τ → −∞,

e−ikτ + (Rk + Tk)e
ikτ , τ → ∞.

(17.72)

Sustituyendo la Ec. (17.69), esto se puede reescribir como

ψe(τ) →
{

eiδ
e
k [ei(kτ−δ

e
k) + e−i(kτ−δ

e
k)] = 2eiδ

e
k cos(k|τ |+ δek), τ → −∞,

eiδ
e
k [e−i(kτ+δ

e
k) + ei(kτ+δ

e
k)] = 2eiδ

e
k cos(k|τ |+ δek), τ → ∞.

(17.73)

Por otra parte, la combinación impar será

ψo(τ) = ψ(τ)− ψr(τ) →
{

eikτ + (Rk − Tk)e
−ikτ , τ → −∞,

−e−ikτ − (Rk − Tk)e
ikτ , τ → ∞,

(17.74)

y con ayuda de la Ec. (17.69) será:

ψo(τ) →
{

eiδ
o
k [ei(kτ−δ

e
k
) − e−i(kτ−δ

o
k
)] = 2ieiδ

e
k sin(k|τ |+ δok), τ → −∞,

−eiδek [e−i(kτ+δok) − ei(kτ+δ
e
k)] = −2ieiδ

e
k sin(k|τ |+ δok), τ → ∞.

(17.75)

De las Ecs. (17.69) y (17.70) vemos que

|Tk|2 = cos2(δek − δok), |Rk|2 = sin2(δek − δok), (17.76)

y más aun

e2i(δ
e
k
+δo

k
)=(Tk +Rk)(Tk − Rk)=T

2
k +

RkR
∗
kTk

T ∗
k

=T 2
k + (1− TkT

∗
k )
Tk
T ∗
k

=
Tk
T ∗
k

. (17.77)
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De aqúı encontramos expĺıcitamente la ecuación para la suma del cambio de fase
par e impar

δek + δok =
1

2
arg

Tk
T ∗
k

= argTk. (17.78)

En forma similar hallamos la ecuación para la diferencia del cambio de fase:

−i sin[2(δek − δok)] = TkR
∗
k − T ∗

kRk = 2TkR
∗
k = −2

R∗
k

T ∗
k

|Tk|2. (17.79)

Dividiendo este resultado por la primera ecuación (17.76), obtenemos

−i tan(δek − δok) = −R
∗
k

T ∗
k

= −sinh(ik/m)

sin(πs)
, (17.80)

y aśı

δek − δok = arctan
sin(πs)

sinh(k/m)
sin(πs). (17.81)

Para s = entero, los cambios de fase par e impar son iguales

δek = δok ≡ δk, (17.82)

por lo que la amplitud de reflección se anula y la amplitud de transmisión se reduce
a un factor de fase puro Tk = e2iδk , donde por la Ec. (17.78) el cambio de fase será

2δk = −i log Tk. (17.83)

Ahora las funciones de onda tienen un comportamiento asintótico simple

yk(τ) → ei(kτ±δk), τ → ±∞, (17.84)

y para cambios de fase tanto pares como impares la Ec. (17.64) se reduce a la forma

e2iδk = (−1)s
Γ(s+ 1− ik/m)

Γ(1− ik/m)

Γ(1 + ik/m)

Γ(s+ 1 + ik/m)
. (17.85)

Para la ecuación de Schrödinger (17.41) y con s = 2, esto se convierte simplemente
en

e2iδk =
2− ik/m

2 + ik/m

1− ik/m

1 + ik/m
, (17.86)

y por tanto

δk = arctan[k/m] + arctan[k/2m]. (17.87)

Ahora, si intentamos evaluar el producto de valores propios de la Ec. (17.46),
encontraremos las siguientes dificultades:
1) Los valores propios nulos darán un resultado infinito.
2) Los estados continuos implican que la evaluación del producto de los valores
propios

∏

n

√
λn, no sea trivial.

En las siguientes dos subsecciones ambas dificultades serán eliminadas.
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17.3.1 El Modo con Valor Propio Cero

En la integral sobre ξ0 de la Ec. (17.46), el origen f́ısico del infinito obtenido de
la solución con valor propio cero está en la invariancia traslacional temporal del
sistema. Este hecho es la clave para eliminar el infinito. Una solución positiva en un
tiempo imaginario τ0 contribuye tanto a la integral de trayectoria como la solución
positiva para cualquier otro tiempo τ ′0. La diferencia entre dos soluciones adyacentes
a una distancia temporal infinitesimal se puede ver como una pequeña fluctuación
de la solución positiva, la cual no cambia la acción Euclideana. Existe un valor
propio cero asociado con esta diferencia. Si como en la ecuación de Schrödinger
(17.41) existe sólo una solución con valor propio cero, su función de onda debe de
ser proporcional a la derivada de la solución positiva:

y0 = α

[

xcl(τ − τ0)− xcl(τ − τ1)

τ0 − τ1

]

τ0→τ1

= αx′cl(τ − τ0)

= −α aω/2

cosh2[ω(τ − τ0)/2]
. (17.88)

Este resultado coincide con la solución de valor propio cero (17.52). El factor de
normalización α se fija mediante la integral

α =
[∫ ∞

−∞
dτx′2cl

]−1/2

. (17.89)

Con ayuda de la Ec. (17.32) el lado derecho de esta expresión se puede expresar en
términos de la acción positiva:

α =
1√Acl

. (17.90)

Sustituyendo las Ecs. (17.2) y (17.31), esto se convierte en

α =
√

3/2a2ω =
√

3g/ω3 (17.91)

[la ráız cuadrada positiva se corresponde con el signo negativo de la Ec. (17.52)].
El modo de valor propio cero está asociado con un cambio en la posición de la
solución positiva desde τ0 hasta cualquier otro τ ′0. Si la longitud L del eje τ es
infinita, entonces la integral sobre ξ0 en el producto (17.46) será infinita. Por otra
parte, si L es finito sólo un intervalo de longitud L de τ estará disponible para los
desplazamientos. Por lo tanto, para valores grandes de L, el valor infinito de 1/

√
λ0

debe de ser proporcional a L, es decir:

1√
λ0

= const · L. (17.92)

Ahora, para hallar la constante de proporcionalidad, transformamos la norma de
integración (17.46),

N
∫ ∞

−∞

dξ0√
2πh̄

∞
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dξn√
2πh̄

]

, (17.93)
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a una forma en la cual el grado de libertad de traslación aparece expĺıcitamente

N 1√
2πh̄

∫ ∞

−∞
dτ0

∏

n 6=0

∫ ∞

−∞

[

dξn√
2πh̄

] ∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ0
∂τ0

(ξ1, ξ2, . . .)

∣

∣

∣

∣

∣

. (17.94)

El Jacobiano que aparece en el integrando cumple con la identidad

∫

dτ0 δ(ξ0)

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ0
∂τ0

∣

∣

∣

∣

∣

= 1. (17.95)

Calcularemos este Jacobiano usando el método desarrollado por Faddeev y Popov
[3]. Dada una fluctuación arbitraria yξ0,ξ1,ξ2,..., el parámetro ξ0 se puede obtener
formando el producto escalar de la fluctuación con la función de onda de valor
propio cero y0(τ):

ξ0 =
∫ ∞

−∞
dτyξ0,ξ1,ξ2,...(τ)y0(τ). (17.96)

Más aun, es fácil ver que la fluctuación yξ0,ξ1,ξ2,... se puede reemplazar por la trayec-
toria completa

xξ0,ξ1,ξ2,...(τ) = xcl(τ) + yξ0,ξ1,ξ2,...(τ), (17.97)

de tal manera que podemos reescribir

ξ0 =
∫ ∞

−∞
dτ xξ0,ξ1,ξ2,...(τ)y0(τ). (17.98)

Esto se sigue del hecho de que la solución adicional positiva xcl(τ) no tiene ningún
translape con su derivada. De hecho,

∫ ∞

−∞
dτ xcl(τ − τ0)y0(τ − τ0) ∝

∫ ∞

−∞
dτ xcl(τ − τ0)x

′
cl(τ − τ0)

∝ 1

2
x2cl

∣

∣

∣

∣

∞

−∞
= 0. (17.99)

Usando la expresión (17.98), la función delta δ(ξ0) que aparece en la Ec. (17.95) se
puede escribir en la forma

δ(ξ0) = δ
(∫ ∞

−∞
dτ xξ0,ξ1,ξ2,...(τ)y0(τ)

)

. (17.100)

Para mostrar la relación entre la coordenada normal ξ0 y la posición positiva τ0,
reemplazamos ahora a xξ0,ξ1,ξ2,... por una parametrización alternativa de las trayec-
torias en las cuales el papel de la variable ξ0 se intercambia con la posición de la
solución positiva, i.e., reescribimos la fluctuación de la integral

xξ0,ξ1,ξ2,...(τ) = xcl(τ) +
∞
∑

n=0

ξnyn(τ) (17.101)
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en la forma

xτ0,ξ1,ξ2,...(τ) ≡ xcl(τ − τ0) +
∞
∑

n=1

ξnyn(τ − τ0). (17.102)

Por definición el punto τ0 = 0 coincide con ξ0 = 0. Aśı, si sustituimos la expresión
(17.102) en la Ec. (17.100) y usamos esta función δ en la identidad (17.95), encon-
tramos la condición buscada para el Jacobiano ∂ξ0/∂τ0:

∫ ∞

−∞
dτ0 δ

(∫ ∞

−∞
dτ xτ0,ξ1,ξ2,...(τ)y0(τ)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ0
∂τ0

∣

∣

∣

∣

∣

= 1. (17.103)

Ya que el argumento de la función δ se cancela para τ0 = 0, desarrollamos el argu-
mento en potencias de τ0 y conservamos el término de menor orden. Escribiendo
y0(τ) = αx′cl(τ), obtenemos

∫ ∞

−∞
dτ xτ0,ξ1,ξ2,...(τ)y0(τ) = −ατ0

[

∫ ∞

−∞
dτ x′2cl +

∞
∑

n=1

ξn

∫ ∞

−∞
dτ x′cl y

′
n

]

+O(τ 20 ).

(17.104)

Usando la Ec. (17.32) y abreviando los productos escalares entre paréntesis como

rn ≡
∫ ∞

−∞
dτ x′cl y

′
n, (17.105)

podemos expresar el lado derecho de la expresión (17.104) de manera más apropiada
en la forma

−ατ0
[

Acl +
∞
∑

n=1

ξnrn

]

+O(τ 20 ). (17.106)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (17.103), y usando la Ec. (17.90), obtenemos
el Jacobiano

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ0
∂τ0

∣

∣

∣

∣

∣

= Acl
1/2

(

1 +Acl
−1

∞
∑

n=1

ξnrn

)

. (17.107)

Como una consecuencia, el modo con valor propio cero contribuye al factor de fluc-
tuación (17.46) en la siguiente forma:

Fcl(L) = N
∞
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dξn√
2πh̄

]

e−(1/2h̄)
∑

∞

n=1
ξ2nλn

∫ ∞

−∞

dξ0√
2πh̄

e−(1/2h̄)ξ20λ0

= N
∞
∏

n=1

[

∫ ∞

−∞

dξn√
2πh̄

e−(1/2h̄)
∑

∞

n=1
ξ2nλn

]

∫ ∞

−∞

dτ0√
2πh̄

Acl
1/2

(

1+Acl
−1

∞
∑

n=1

ξnrn

)

= N 1
√

∏∞
n=1 λn

√

Acl

2πh̄

∫ ∞

−∞
dτ0. (17.108)
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Para las fluctuaciones cuadráticas, los términos lineales dentro de los paréntesis
grandes se anulan, dado que estos términos son impares en ξ. Aśı, para las fluctua-
ciones cuadráticas podemos usar la siguiente regla mnemotécnica simple

−∂ξ0
∂τ0

=
∂x(τ)/∂τ0
∂x(τ)/∂ξ0

=
ẋcl(τ) + . . .

αẋcl(τ)
=

1

α
+ . . . =

√

Acl + . . . , (17.109)

donde los . . . denotan los términos lineales irrelevantes en ξn dentro de la integral
(17.108).

Sin embargo, para fluctuaciones de orden superior los términos lineales en los
paréntesis grandes no pueden ignorarse. Estos términos forman una acción Eu-
clideana efectiva

Aeff
e = −h̄ log

[

1 +Acl
−1

∞
∑

n=1

ξnrn

]

= −h̄ log
[

1 +A−1
cl

∫

dτ x′cl(τ)y
′(τ)

]

, (17.110)

la cual será necesaria en los cálculos a desarrollarse en la Sección 17.8.
La integral sobre τ0 es ahora una expresión apropiada para imponer la finitud

del intervalo temporal τ ∈ (−L/2, L/2), a saber
∫ L/2

−L/2
dτ0 = L. (17.111)

La comparación de la Ec. (17.108) con la Ec. (17.46), muestra que la evaluación
correcta de la contribución del valor propio cero 1/

√
λ0, la cual diverge formalmente,

es equivalente a la siguiente sustitución:

1√
λ0

≡
∫

dξ0√
2πh̄

e−(1/2h̄)λ0ξ20 −−−→
√

Acl

2πh̄

∫ L/2

−L/2
dτ0 =

√

Acl

2πh̄
L. (17.112)

17.3.2 Parte Continua del Factor de Fluctuación

Ahora regresamos al segundo problema de la Ec. (17.46), el cálculo del producto
de los valores propios continuos. Para evitar llevar a todas partes el factor de
normalización N , es conveniente factorizar las fluctuaciones cuadráticas, dadas en
la Ec. (17.36), en ausencia de la solución positiva. Sean entonces λ0n los valores
propios asociados. El potencial de la fluctuación, el cual resulta ser armónico, es
V ′′(xcl(τ)) = ω2x2 [comparar con la Ec. (17.39)], donde conocemos el factor de
fluctuación a partir de la Ec. (2.171). Comparando, entonces, con la expresión sin
solución positiva (17.46) obtenemos la siguiente relación para el factor de normali-
zación

N 1
√

∏

n λ0n
= Fω(L) =

√

ω

2πh̄ sinhωL
∼
√

ω

πh̄
e−ωL/2. (17.113)

Llevando este factor fuera del producto del lado derecho de la Ec. (17.46), obtenemos
el cociente del producto de los valores propios:

Fcl(L) = N 1√
∏

n λn
= N 1

√

∏

n λ
0
n

√

∏

n λ
0
n

∏

n λn
= Fω(L)

√

∏

n λ
0
n

∏

n λn
. (17.114)



17.3 Fluctuaciones Cuadráticas 1245

Mientras que L sea finito, las funciones de onda asociadas a los valores propios
continuos serán discretas. Sea que ∂n/∂k denota la densidad de estados por intervalo
del momentum. Entonces, para valores grandes de L la razón de los valores propios
continuos se puede escribir como

√

∏

n λ
0
n

∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

= exp

[

−1

2

∫ ∞

0
dk

(

∂n

∂k
− ∂n

∂k

∣

∣

∣

∣

0

)

log λn

]

. (17.115)

La densidad de estados asociada se puede obtener de la expresión para el cambio
de fase (17.85). Observemos aqúı que para un L muy grande, donde las condiciones
de frontera son una cuestión de elección, podemos imponer la condición de frontera
periódica

y(τ + L) = y(τ). (17.116)

Utilizando este resultado junto con las formas asintóticas de la Ec. (17.84), obtene-
mos

ei(kL/2+δk) = e−i(kL/2+δk), (17.117)

esta condición muestra la cuantización de los vectores de onda k en valores discretos,
los cuales cumplen con la condición

kL+ 2δk = 2πn. (17.118)

De la derivada con respecto a k obtenemos la densidad de estados

∂n

∂k
=

L

2π
+

1

π

dδk
dk

. (17.119)

Puesto que en ausencia de una solución positiva los cambios de fase se anulan,
entonces tendremos

∂n

∂k

∣

∣

∣

∣

0
=

L

2π
, (17.120)

y con esto la fórmula general (17.115) tendrá la siguiente forma simple

√

∏

n λ0n
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

= exp

[

− 1

2π

∫ ∞

0
dk
dδk
dk

log(ω2 + k2)

]

. (17.121)

Para calcular la integral (17.41) en nuestro problema espećıfico de las fluctuaciones,
usamos la expresión (17.85) para hallar la derivada del cambio de fase para todo
valor entero de s:

dδk
dk

= − 1

m

[

2

4 + (k/m)2
+ . . .+

s

s2 + (k/m)2

]

. (17.122)
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Para s = 2, el exponencial de la Ec. (17.121) se convierte en

1

2π

∫ ∞

−∞
dx
(

1

1 + x2
+

2

4 + x2

)

log
[

ω2(1 + x2m2/ω2)
]

. (17.123)

El término ω2 en el logaritmo se puede separar de este resultado usando el
teorema de Levinson [1]. El cual afirma que la integral

∫∞
0 dk(∂n/∂k − ∂n/∂k|0) es

igual al número de estados ligados:

∫ ∞

0
dk

(

∂n

∂k
− ∂n

∂k

∣

∣

∣

∣

0

)

=
1

π

∫ ∞

0
dk
dδk
dk

= s. (17.124)

Obviamente, por la Ec. (17.122), esta relación es correcta. Esto es una consecuencia
del hecho de que un potencial con s estados ligados tiene s estados menos en el
continuo que el sistema libre. Usando esta propiedad, la integral (17.123) se puede
reescribir como

log ω2 +
∫ ∞

−∞

dx

2π

(

1

1 + x2
+

2

4 + x2

)

log(1 + x2m2/ω2). (17.125)

La integral reescalada se calcula usando la fórmula

∫ ∞

−∞

dx

2π

log(1 + p2x2)

r2 + s2x2
=

1

rs
log

(

1 + p
r

s

)

. (17.126)

El resultado es

log ω2 + log
(

1 +
m

ω
1
)

+ log
(

1 +
m

ω
2
)

. (17.127)

Sustituyendo este resultado en el exponencial (17.121), obtenemos
√

∏

n λ0n
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

= ω2
(

1 +
m

ω

)(

1 +
m

ω
2
)

. (17.128)

En nuestro caso, donde m = ω/2, obtenemos 3ω2. Incluyendo en el denominador el
valor propio λ1 del estado ligado hallado en la Ec. (17.55), obtenemos

√

√

√

√

∏

n λ
0
n

∏′
n λn

=
1

√

3ω2/4
3ω2 =

√
12ω ≡ K ′. (17.129)

Multiplicando este resultado por la contribución del valor propio cero, tal como se
evaluó en la Ec. (17.108), obtenemos el resultado final del factor de fluctuación para
el caso de una solución positiva o negativa:

Fcl(L) = Fω(L)KL, (17.130)

donde

K =
1√
λ0L

K ′ =

√

Acl

2πh̄

√
12ω. (17.131)
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17.4 Fórmula General para el Cociente de los Valores
Propios

El cálculo anterior del cociente del producto de valores propios
√

∏

n λ0n
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

(17.132)

de la ecuación de Schrödinger tipo Rosen-Morse, aparece en muchas aplicaciones
para diferentes valores del parámetro s de la intensidad del potencial. Es por lo
tanto útil deducir una fórmula para este cociente que sea válida para todo valor de
s. La ecuación de valores propios tiene la forma

[

− d2

dτ 2
+ ω2 − m2s(s+ 1)

cosh2m(τ − τ0)

]

yn(τ) = λnyn(τ). (17.133)

Consideremos primero el caso para un valor entero arbitrario de s. Siguiendo la
discusión anterior, se encontró que la razón del producto de valores propios tiene la
forma
√

∏

n λ0n
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

= exp

[

− 1

2π

∫ ∞

0
dk
dδk
dk

log(ω2 + k2)

]

(17.134)

= exp

{

− 1

2π

∫ ∞

0
d(k/m)

s
∑

n=1

n

n2 + (k/m)2
log[ω2 + (k/m)2m2]

}

.

El término ω2 en el logaritmo se elimina por la generalización de la Ec. (17.124)
para todo valor entero de s:

1

π

∫ ∞

−∞
d(k/m)

s
∑

n=1

n

n2 + (k/m)2
= s. (17.135)

Por tanto
√

∏

n λ
0
n

∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

= ωs exp

[

1

2π

∫ ∞

−∞
dx

s
∑

n=1

n

n2 + x2
log(1 + x2m2/ω2)

]

. (17.136)

Las integrales se pueden hallar usando la fórmula (17.126), con lo que obtenemos
√

∏

n λ
0
n

∏

n λn

∣

∣

∣

∣

∣

cont

= ωs
s
∏

n=1

(

1 +
m

ω
n
)

. (17.137)

Para s = 2 y m = ω/2, obtenemos el resultado hallado en la Ec. (17.128).
Con un poco más de trabajo podemos hallar la razón para todos los productos de

valores propios discretos y continuos y para un valor no entero de s. Introduzcamos
un nuevo parámetro z y supongamos que s es un parámetro menor que 1, de tal
manera que no hay estados ligados, y consideremos la ecuación de las fluctuaciones

[

− d2

dτ 2
+m2

(

z − s(s+ 1)

cosh2m(τ − τ0)

)]

yn(τ) = λnyn(τ). (17.138)
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El operador general de Schrödinger en consideración, Ec. (17.133), corresponde al
caso z = ω2/m2. Ya que por hipótesis no hay estados ligados, la primera ĺınea en la
fórmula (17.134) dará el cociente de todos los valores propios:

√

∏

n λ0n
∏

n λn
= exp

[

− 1

2π

∫ ∞

−∞
dk
dδk
dk

log(m2z + k2)

]

. (17.139)

Aqúı δk es igual al promedio de los cambios de fase pares e impares (δek + δok)/2.
Por la misma razón, y sin error, reemplazamos log(m2z + k2) por log(z + k2/m2)
[donde hemos usado la generalización de la Ec. (17.124)]. Después de la sustitución
k2 → ω2ǫ, encontramos

√

Πnλ0n
Πnλn

= exp

[

− 1

2π

∫

C
dǫ
dδω

√
ǫ

dǫ
log(z + ǫ)

]

, (17.140)

donde el contorno de integración C, recorrido en el sentido del movimiento de las
manecillas del reloj, encierra a la singularidad en el lado derecho del plano ǫ. Con
una integración por partes obtenemos

exp
(

1

2π

∫

C
dǫ δm√

ǫ

1

z + ǫ

)

. (17.141)

Para z < 0, el contorno de integración se puede deformar para encerrar al único
polo en ǫ = −z, siguiendo la trayectoria en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj, de donde hallamos

√

∏

n λ0n
∏

n λn
= exp[iδm

√
−z]. (17.142)

Sustituyendo el promedio de los cambios de fase pares e impares para δk hallados
en la Ec. (17.78), obtenemos

√

∏

n λ
0
n

∏

n λn
=

[

Γ(
√
z − s)Γ(

√
z + s+ 1)

Γ(
√
z)Γ(

√
z + 1)

]1/2

. (17.143)

De acuerdo a la fórmula (17.51) y para n = 0, en la ecuación de la fluctuación
(17.41) los parámetros m2 y ω2 = zm2 son tales que darán origen a valores propios
cero. Es decir, para z = s2. En la vecindad de este valor de z, el valor propio

λ0 = m2[z − s2] (17.144)

será un valor propio nulo. Dividiendo este valor propio por el producto (17.143),
obtenemos una ecuación que sigue siendo correcta en el ĺımite z → s2:

√

√

√

√

∏

n λ0n
∏′
n λn

= m

[

(
√
z + s)

Γ(
√
z − s + 1)Γ(

√
z + s+ 1)

Γ(
√
z)Γ(

√
z + 1)

]1/2

. (17.145)
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Esta expresión se puede continuar anaĺıticamente para z y s arbitrarios, siempre
que los valores de z estén muy cercanos al caso s = 2. Para s = 2 y z = 4 (lo cual
corresponde al caso m = ω/2) recuperamos el resultado hallado anteriormente en la
Ec. (17.129):

√

√

√

√

∏

n λ0n
∏′
n λn

=
√
12ω. (17.146)

17.5 Determinante de la Fluctuación de la Solución Clásica

La evaluación del determinante de la fluctuación dada anteriormente requiere del
conocimiento completo de los estados ligados y continuos de la ecuación de la fluc-
tuación. Por fortuna, existe otra manera de encontrar el determinante que requiere
menos información, donde sólo se necesita conocer el comportamiento de la solución
clásica para valores grandes de τ y el valor de su acción. La base para esta derivación
es la fórmula de Gelfand-Yaglom deducida en la Sección 2.4. De acuerdo a esa
fórmula, el determinante de la fluctuación del operador diferencial

Ô = − d2

dτ 2
+ ω2 − m2s(s+ 1)

cosh2[m(τ − τ0)]
(17.147)

está dado por el valor de la solución D(τ) para el valor propio cero en el punto final
de τ , es decir, τ = L/2

det Ô = ND(L/2), (17.148)

siempre que esta solución sea tal que cumpla con las condiciones iniciales en τ =
−L/2:

D(−L/2) = 0, Ḋ(−L/2) = 1. (17.149)

El factor de normalización N es irrelevante cuando se considera el cociente de deter-
minantes de las fluctuaciones, como sucede con el problema en turno.3 Para cumplir
las condiciones de frontera (17.149), necesitamos dos soluciones linealmente indepen-
dientes del valor propio cero. Una de ellas se conoce de la invariancia de traslación
temporal. Esta solución es proporcional a la derivada temporal de la solución clásica
[ver la Ec. (17.88)]:

y0(τ) = αx′cl(τ). (17.150)

En el problema anterior de la fluctuación, Ec. (17.41), donde s = 2 y m = ω/2, la
solución clásica es xcl(τ) = arctanh[ω(τ − τ0)/2]. La cual tiene el comportamiento
asintótico

y0(τ) →
ω

2
e−ω|τ | para τ → ±∞, (17.151)

3Si el determinante se calcula para la partición temporal del operador Ô, donde se reemplaza
d/dτ por el operador diferencia ∇τ , la normalización es N = 1/ǫ. Aqúı ǫ es el ancho de los
intervalos temporales. Ver el Caṕıtulo 2.
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donde la exponencial decae en forma simétrica en ambas direcciones del eje τ . En lo
que sigue será conveniente trabajar con las soluciones de los valores propios cero sin
el prefactor ω/2, las cuales se comportan asintóticamente como un exponencial puro.
Estas soluciones serán denotadas por ξ(τ) y η(τ), la solución ξ(τ) será proporcional
a y0, i.e.,

ξ(τ) → e−ω|τ | para τ → ±∞. (17.152)

La segunda solución independiente se puede encontrar de la fórmula de
d’Alembert (2.236). Su forma expĺıcita no es necesaria, sólo su comportamiento
asintótico es relevante. Suponiendo que el Lagrangiano es invariante bajo inversión
temporal, lo cual es generalmente el caso, el comportamiento asintótico se encuentra
mediante el siguiente argumento: puesto que φ

(2)
0 (τ) es linealmente independiente de

φ
(1)
0 (τ), podemos asegurar que la segunda solución tiene un comportamiento expo-

nencial asintótico opuesto (i.e., crece con τ) y tiene la simetŕıa opuesta bajo inversión
temporal (i.e., es antisimétrico). Aśı, η se tiene que comportar como sigue:

η(τ) → ±eω|τ | para τ → ±∞. (17.153)

Ahora construimos la combinación lineal que cumpla con las condiciones frontera
(17.149), para valores de τ = −L/2 lo suficientemente grandes y negativos:

D(τ) =
1

W
[ξ(−L/2)η(τ)− η(−L/2)ξ(τ)] , (17.154)

donde

W ≡W [ξ(τ)η(τ)] = ξ(τ)η̇(τ)− η(τ)ξ̇(τ) (17.155)

es el Wronskiano de las dos soluciones. Este Wronskiano es independiente de τ y
puede evaluarse a partir del comportamiento asintótico de las soluciones, es decir

W = 2ω. (17.156)

Sustituyendo las Ecs. (17.152) y (17.153) en la Ec. (17.154), encontramos la solución

D(τ) =
1

W

[

e−ωL/2η(τ) + eωL/2ξ(τ)
]

. (17.157)

Aún sin conocer las soluciones φ
(1)
0 (τ) y φ

(2)
0 (τ) para valores finitos de τ , para valores

grandes de τ = L/2 el determinante de la fluctuación tendrá la forma:

D(L/2) =
2

W
=

1

ω
. (17.158)

Para fluctuaciones alrededor de la solución clásica constante, la solución para el
valor propio cero que cumple con las condiciones de frontera (17.149) será

D(0)(τ) =
1

ω
sinh[ω(τ + L/2)]. (17.159)
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Para valores grandes de τ = L, esta solución se comporta como

D(0)(L/2) → 1

2ω
eωL para valores grandes de L. (17.160)

Por lo tanto el cociente es

D(0)(L/2)

D(L/2)
→ 1

2
eωL para valores grandes de L. (17.161)

Este número exponencialmente grande, es una señal de la presencia de un posible
valor propio cero en el determinante D(L/2). Ya que el intervalo τ : (−L/2, L/2)
es finito, no existen necesariamente valores propios cero. En el intervalo finito, la
derivada (17.150) de la solución positiva no cumple con la condición de frontera de
Dirichlet. Si se impone adecuadamente la cancelación de la solución en los puntos
extremos, la distribución de part́ıculas tendŕıa que comprimirse en alguna manera, y
esto desplazaŕıa ligeramente la enerǵıa hacia valores superiores. El desplazamiento
es exponencialmente pequeño para valores grandes de L, aśı que el posible valor
propio nulo tiene un valor propio exponencialmente pequeño λ0 ∝ e−ωL. Para el
caso L → ∞, se obtiene un resultado finito eliminando este modo del cociente
(17.161) y considerando el ĺımite

∏

n λn
0

∏′
n λn

= lim
L→∞

D(0)(L/2)

D(L/2)
λ0. (17.162)

El comportamiento principal e−ωL del tentativo valor propio cero, se puede eva-
luar perturbativamente usando como antes sólo el comportamiento asintótico de las
dos soluciones independientes. A orden menor en teoŕıa de perturbación una función
que satisface la condición de frontera de Dirichlet para L finito, puede obtenerse de
la función propia φ0, la cual se anula en τ = −L/2, usando la fórmula

φL0 (τ) = φ0(τ) +
λ0
W

∫ τ

−L/2
dτ ′ [ξ(τ)η(τ ′)− η(τ)ξ(τ ′)]φ0(τ

′). (17.163)

Los ĺımites de integración aseguran que φL0 (τ) se anula en τ = −L/2. El valor
propio λ0 estará determinado imponiendo también la cancelación de la solución en
τ = L/2. Suponiendo que φ0(τ) tiene la solución de valor propio nulo D(τ)

λ0 = −D(L/2)W

[

ξ(L/2)
∫ L/2

−L/2
dτ η(τ)D(τ)− η(L/2)

∫ L/2

−L/2
dτ ξ(τ)D(τ)

]−1

. (17.164)

Sustituyendo la Ec. (17.154) y usando la ortogonalidad de ξ(τ) y η(τ) (lo cual se
sigue del hecho de que el primero es simétrico y el segundo es antisimétrico), esto
se convierte en

λ0=−D(L/2)W 2

[

ξ(−L/2)ξ(L/2)
∫ L/2

−L/2
dτ η2(τ) + η(−L/2)η(L/2)

∫ L/2

−L/2
dτ ξ2(τ)

]−1

.

(17.165)
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Invocando una vez más la simetŕıa de ξ(τ) y η(τ), aśı como el comportamiento
asintótico (17.152) y (17.153), obtenemos

λ0 = −D(L/2)W 2

[

e−ωL
∫ L/2

−L/2
dτ η2(τ)− eωL

∫ L/2

−L/2
dτ ξ2(τ)

]−1

. (17.166)

La primera integral diverge en la forma eωL; mientras que la segunda es finita. El
prefactor hace que la segunda integral sea mucho mayor que la primera, de tal
manera que para valores grandes de L encontramos la siguiente expresión para el
valor propio nulo tentativo

λ0 = D(L/2)e−ωL
W 2

∫∞
−∞ dτ ξ2(τ)

. (17.167)

Como se esperaba, este valor propio es exponencialmente pequeño y positivo. Susti-
tuyendo este resultado en la Ec. (17.162) y usando las Ecs. (17.156) y (17.160),
encontramos el cociente de valores propios

∏

n λ
0
n

∏′
n λn

= lim
L→∞

2ω
1

∫∞
−∞ dτ ξ2(τ)

. (17.168)

El determinanteD(L/2) ha desaparecido y la única cantidad no trivial a ser evaluada
es la integral de normalización sobre las funciones propias traslacionales ξ(τ).

La integral de normalización requiere del conocimiento completo del compor-
tamiento respecto de τ de la solución del valor propio cero φ

(1)
0 (τ); el compor-

tamiento asintótico usado hasta este punto es insuficiente. Afortunadamente, la
solución clásica xcl(τ) proporciona esta información. La solución normalizada es
y0 = αx′cl(τ), cuyo comportamiento asintótico tiene la forma 2aαωe−ωτ . Imponiendo

la convención de normalización (17.152) para φ
(1)
0 (τ), encontramos que

ξ(τ) =
1

2aωα
αx′cl(τ). (17.169)

Usando la relación (17.32), la integral de normalización es simplemente
∫ ∞

−∞
dτ ξ(τ)2 =

Acl

4a2ω2
. (17.170)

Con esto, el cociente de valores propios (17.168) se convierte en
∏

n λ
0
n

∏′
n λn

= 2ω
4a2ω

Acl

. (17.171)

Sustituyendo de la Ec. (17.31) el valor de la acción clásica Acl = 2a2ω/3, obtenemos
∏

n λ
0
n

∏′
n λn

= 12ω2, (17.172)

tal como se obtuvo en las Ecs. (17.146) y (17.129).
Es de notar que mediante este método, el cálculo de la razón de los determinantes

de la fluctuación requiere sólo del conocimiento de la solución clásica xcl(τ).
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17.6 Funciones de Onda del Potencial de Pozo Doble

El resultado semiclásico para las amplitudes

(a L/2|a −L/2), (a L/2| −a −L/2), (17.173)

donde los puntos finales están situados en el fondo de los pozos de potencial, se puede
extender fácilmente al caso donde los puntos finales son arbitrarios xb 6= a, xa 6= ±a,
siempre que estos puntos estén situados cerca del fondo de los pozos de potencial.
Estas amplitudes extendidas darán aproximadamente las funciones de onda de las
part́ıculas para los dos estados de menor orden. Sin solución positiva, y por la
fórmula (17.34), la extensión es trivial. Simplemente multiplicamos el factor de la
fluctuación por la exponencial exp(−Acl/h̄), la cual contiene la acción clásica de la
trayectoria de xa a xb. Si tanto xa como xb están ambos cerca de uno de los fondos
del pozo, la órbita clásica completa permanece cerca de este fondo. Si la distancia
de la órbita al fondo del pozo es menor que 1/a

√
ω, el potencial se puede aproximar

por un potencial armónico ω2x2. Aśı, cerca del fondo del pozo en x = a, tenemos la
siguiente aproximación simple para la acción

Acl ≈
ω

2h̄ sinhωL

{

[(xa − a)2 + (xb − a)2] coshωL− 2(xb − a)(xa − a)
}

.

(17.174)

Para un tiempo Euclidiano L muy grande, esta acción tiende a

Acl ≈
ω

2h̄
[(xb − a)2 + (xa − a)2]. (17.175)

Por lo tanto, la amplitud (17.34) se puede generalizar como

(xb L/2|xa L/2) ≈
√

ω

πh̄
e−(ω/2h̄)[(xb−a)2+(xa−a)2]e−ωL/2h̄.

Para n = 0, esta amplitud también se puede escribir en términos de las funciones
de onda de los estados ligados (17.5) en la forma

(xb L/2|xa L/2) ≈ ψ0(xb − a)ψ0(xa − a)e−ωL/2h̄. (17.176)

Para la amplitud (17.35) donde la trayectoria va de un valle del potencial al otro, la
construcción es más complicada. La solución aproximada se obtiene combinando una
trayectoria clásica armónica moviendose desde (xa,−L/2) hasta (a,−L/4), con una
solución positiva moviendose desde (a,−L/4) hasta (a, L/4) y una tercera trayecto-
ria armónica clásica moviendose desde (a, L/4) hasta (xb, L/2). Con esto obtenemos
la amplitud

√

ω

πh̄
e−(ω/2h̄)(xb−a)2KLe−Acl/h̄e−(ω/2h̄)(xa−a)2 . (17.177)

Nótese que uniendo las tres soluciones, se puede obtener una solución clásica
auténtica. Para verlo tendŕıamos que resolver las ecuaciones de movimiento que
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contienen una solución positiva, utilizando las condiciones de frontera modificadas
x(−L/2) = xa, x(L/2) = xb. Sin embargo, de la convergencia exponencial para
x(τ) → ±a (en la forma e−ωL), es obvio que la verdadera acción clásica difiere de
la acción de la trayectoria construida arriba sólo por términos exponencialmente
pequeños.

Como antes, el prefactor en la Ec. (17.177) se puede atribuir a las funciones de
onda de los estados base ψ0(x), y para el caso donde xb está cercano a −a y xa está
cercano a a, encontramos la siguiente amplitud:

(xb L/2|xa − L/2) ≈ ψ0(xb + a)ψ0(xa − a)KLe−Acl/h̄e−ωL/2h̄. (17.178)

17.7 Gas de Soluciones Positivas y Negativas y Fórmula

del Desdoblamiento de los Niveles de Enerǵıa

El tratamiento semiclásico anterior es correcto hasta términos de orden e−ωL. Esta
precisión no es suficiente para calcular el desdoblamiento de los niveles de enerǵıa en-
tre los dos estados más bajos del potencial de pozo doble debido al tunelamiento. Es
necesario incluir otras contribuciones semiclásicas a la integral de trayectoria. Estas
contribuciones se pueden encontrar sin mayor esfuerzo. Para valores muy grandes
de L, es muy fácil acomodar muchas soluciones positivas y negativas a lo largo del
eje τ sin una desviación significativa de la trayectoria de la ecuación de movimiento.
Debido a la aproximación al potencial en el fondo x = ±a de cada solución positiva
y negativa, se puede construir una solución aproximada combinando suavemente un
número apropiado de soluciones siempre que estén muy separadas una de la otra. La
diferencia con la solución clásica real es exponencialmente pequeña si la distancia δτ
en el eje τ es mucho mayor que el tamaño de una solución positiva individual (i.e.,
∆τ ≫ 1/ω). La solución combinada se puede pensar como un gas muy diluido de
soluciones positivas y negativas sobre el eje τ . A esta situación se le conoce como el
ĺımite del gas-diluido. Considerese una “solución cuasi-clásica”, la cual consta de N
soluciones positivas-negativas xcl(τ) = ±atanh[ω(τ−τi)/2] en posiciones alternadas,
digamos, τ1 ≫ τ2 ≫ τ3 ≫ . . . ≫ τN que están suavemente conectadas en algunos
puntos intermedios τ̄1, . . . , τ̄N−1. En la aproximación de gas diluido, la acción com-
binada está dada por la suma de acciones individuales. Para la amplitud (17.34)
en la cual las trayectorias conectan los mismos valles del potencial, el número de
soluciones positivas debe de ser igual al número de soluciones negativas. La acción
combinada es entonces un múltiplo entero de la acción positiva:

A2n ≈ 2nAcl. (17.179)

Para la amplitud (17.35), donde el número total es impar, la acción combinada es

A2n+1 ≈ (2n+ 1)Acl. (17.180)

Dado que las soluciones positivas y negativas son objetos localizados de tamaño 2/ω,
para valores grandes de L, no importa como están distribuidos en el intervalo de τ :
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[−L/2, L/2], siempre que sus distancias sean mayores que su dimensión. En el ĺımite
de un gas diluido, podemos despreciar las dimensiones. En la integral de trayectoria,
el grado de libertad traslacional de N soluciones positivas y negativas ampliamente
espaciadas conduce, mediante los modos de valor propio cero, a la integral múltiple

∫ L/2

−L/2
dτN

∫ τN

−L/2
dτN−1. . .

∫ τ1

−L/2
dτ1 =

LN

N !
. (17.181)

El Jacobiano asociado con estas N integrales es [ver la Ec. (17.112)]
√

Acl

2πh̄

N

. (17.182)

Las fluctuaciones alrededor de la solución combinada dan el producto de los factores
de las fluctuaciones individuales. Para un conjunto dado de puntos conectados
tenemos

1
√

∏′

n λn
∣

∣

∣

L̄N

1
√

∏′

n λn
∣

∣

∣

L̄N−1

× . . .× 1
√

∏′

n λn
∣

∣

∣

L̄1

, (17.183)

donde L̄i ≡ τ̄i − τ̄i−1 son las secciones del eje τ sobre las cuales las soluciones
individuales son exactas. Su suma total es

L =
N
∑

i=1

L̄i. (17.184)

Ahora incluimos el efecto de las fluctuaciones en los tiempos intermedios τ̄i donde
las soluciones individuales están conectadas. Recordando las amplitudes (17.176),
vemos que el factor de fluctuación para los extremos arbitrarios xi, xi−1 cerca del
fondo del valle del potencial debe de multiplicarse en cada extremo por el cociente de
las funciones de onda ψ0(x± a)/ψ0(0). Por lo cual, tenemos que hacer el reemplazo

1√
∏

n λn
→ ψ0(xi ± a)

ψ0(0)

1√
∏

n λn

ψ†
0(xi−1 ± a)

ψ†
0(0)

. (17.185)

Se ha considerado que los valores adyacentes xi de todos los factores de la fluctuación
son iguales y se han integrado, dando

1√
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

L
=
∫

dxN · · · dx1
1√
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

LN

ψ0(xN−1 − a)ψ†
0(xN−1 − a)

|ψ0(0)|2
1√
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

LN−1

× . . .× ψ0(x1 − a)ψ†
0(x1 − a)

|ψ0(0)|2
1√
∏

n λn

∣

∣

∣

∣

L1

. (17.186)

Debido a la normalización unitaria de las funciones del estado base, las integrales
son triviales. Sólo los denominadores |ψ0(0)|2 son distintos de cero, y dan origen al
factor

1

|ψ0(0)|2(N−1)
=

√

ω

πh̄

−(N−1)

. (17.187)
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Resulta apropiado multiplicar y dividir el resultado por la ráız cuadrada del producto
de valores propios de la fluctuaciones armónicas libres de soluciones positivas, donde
se sabe que el factor total de las fluctuaciones es

1
√

Πnλ0n|L
=

√

ω

πh̄
e−ωL/2h̄. (17.188)

Entonces hemos obtenido el factor total corregido de la fluctuación

√

ω

πh̄

−(N−2)

e−ωL/2h̄
√

∏

n

λ0n

∣

∣

∣

∣

L

1
√

∏′
nλn

∣

∣

∣

L1

1
√

∏′
nλn

∣

∣

∣

L2

× . . .× 1
√

∏′
nλn

∣

∣

∣

LN

. (17.189)

Ahora observemos que el factor armónico de la fluctuación, Ec. (17.188), para el

intervalo completo
√

∏

n λ
0
n|L =

√

ω/πh̄ exp(−ωL/2h̄) se puede factorizar en un
producto de los factores para cada intervalo τ̄i, τ̄i−1 como sigue:

√

∏

n

λ0n

∣

∣

∣

∣

L
=

√

ω

πh̄

−(N−1)√
∏

n

λ0n

∣

∣

∣

∣

L1

· · ·
√

∏

n

λ0n

∣

∣

∣

∣

LN

. (17.190)

Por lo tanto, el factor total corregido de la fluctuación se puede reescribir como

√

ω

πh̄
e−ωL/2h̄

√

√

√

√

∏

n λ0n
∏′
n λn

∣

∣

∣

∣

∣

L1

× . . .×
√

√

√

√

∏

n λ0n
∏′
n λn

∣

∣

∣

∣

∣

LN

. (17.191)

Cada cociente de valores propios dará el siguiente resultado independiente de Li

K ′ =

√

√

√

√

∏

n λ
0
n

∏′
nλn

∣

∣

∣

∣

∣

Li

, (17.192)

donde K ′ se obtiene la Ec. (17.131). Expresando K ′ en términos de K mediante la
relación

K ′ =

√

Acl

2πh̄

−1

K, (17.193)

los factores
√

Acl/2πh̄
−1

cancelan a los factores Jacobianos (17.182) que aparecen

de las integrales de la posición (17.181). En forma conjunta, el factor de fluctuación
total de N soluciones positivas y negativas con todas las distribuciones posibles sobre
el eje τ es

√

ω

πh̄
e−ωL/2h̄

LN

N !
KNe−NAcl/h̄. (17.194)

Sumando sobre todas las configuraciones positivas y negativas pares e impares,
obtenemos

(a L/2| ± a − L/2) =

√

ω

πh̄
e−ωL/2h̄

∑

par
impar

1

N !
(KLe−Acl/h̄)

N
. (17.195)
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Esto se puede sumar para obtener

(a L/2| ± a − L/2) =

√

ω

πh̄
e−ωL/2h̄ (17.196)

×1

2

[

exp
(

KLe−Acl/h̄
)

± exp
(

−KLe−Acl/h̄
)]

.

Como en la sección anterior, generalizaremos este resultado a las posiciones xb, xa
cercanas al mı́nimo del potencial (donde la distancia máxima de separación es del

orden de
√

h̄/ω). Usando la acción clásica (17.175) y expresandola en términos de
las funciones de onda del estado base, podemos ahora agregar las contribuciones de
las amplitudes de todas las configuraciones posibles, de donde obtenemos

(xb L/2|xa − L/2) = e−ωL/2h̄ (17.197)

×
{

ψ0(xb − a)ψ0(xa − a)
1

2

[

exp(Ke−Acl/h̄L) + exp(−Ke−Acl/h̄L)
]

+ψ0(xb − a)ψ0(xa − a)
1

2

[

exp(Ke−Acl/h̄L)− exp(−Ke−Acl/h̄L)
]

+(xb → −xb) + (xa → −xa) + (xb → −xb, xa → −xa)
}

.

El lado derecho se recombina para hallar

1√
2
[ψ0(xb − a) + ψ0(xb + a)]× 1√

2
[ψ0(xa − a) + ψ0(xa + a)]

× exp
[

−
(

ω

2
−Ke−Acl/h̄

)

L
]

+
1√
2
[ψ0(xb − a)− ψ0(xb + a)]× 1√

2
[ψ0(xa − a)− ψ0(xa + a)]

× exp
[

−
(

ω

2
+Ke−Acl/h̄

)

L
]

. (17.198)

Aqúı identificamos la función de onda del estado base como la combinación simétrica
de funciones de onda de los estados base de los pozos individuales

Ψ0(x) =
1√
2
[ψ0(x− a) + ψ0(x+ a)]. (17.199)

Su enerǵıa es

E (0) = E(0) − ∆E(0)

2
=
(

ω/2−Ke− Acl/h̄
)

h̄. (17.200)

El primer estado excitado tiene la función de onda anti-simétrica

Ψ1(x) =
1√
2
[ψ0(x− a)− ψ0(x+ a)] (17.201)
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y su enerǵıa es ligeramente mayor

E (1) = E(0) +
∆E(0)

2
=
(

ω/2 +Ke−Acl/h̄
)

h̄. (17.202)

Por lo tanto, el desdoblamiento de los niveles de enerǵıa es

∆E = 2Kh̄e−Acl/h̄. (17.203)

Sustituyendo el valor de K hallado en la Ec. (17.131), obtenemos la fórmula

∆E = 4
√
3

√

Acl

2πh̄
h̄ωe−Acl/h̄, (17.204)

donde Acl = (2/3)a2ω. Cuando se expresa la acción en términos de la altura de la
barrera de potencial Vmáx = a2ω2/8 = 3ωAcl/16, la fórmula será

∆E = 4
√
3

√

8Vmáx

3πωh̄
h̄ωe−16Vmáx/3h̄ω. (17.205)

El desdoblamiento de los niveles de enerǵıa decrece exponencialmente con el aumento
de la altura de la barrera del potencial. Nótese que Vmáx está relacionado con la
constante de acoplamiento de la interacción x4 por medio de la relación Vmáx =
ω4/16g.

Para asegurar la consistencia de la aproximación tenemos que revisar que la
hipóteisis de un gas de baja densidad de soluciones positivas y negativas es auto-
consistente. Cuando buscamos en la serie (17.195) el exponencial (17.196), vemos
que el número promedio de términos de la contribución está dado por

N̄ ≈ KLe−Acl/h̄ =
∆E

2h̄
L. (17.206)

La separación promedio asociada entre soluciones positivas y negativas es

∆L ≡ 2h̄/∆E. (17.207)

Si comparamos este resultado con su dimensión 2/ω, encontramos el cociente

distancia

tamaño
≈ h̄ω

∆E
. (17.208)

Aumentando la altura de la barrera, el desdoblamiento de los niveles de enerǵıa
decrece y la dilución se incrementa exponencialmente. Aśı, la aproximación de gas
diluido será exacta en el ĺımite de una barrera de altura infinita.
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17.8 Corrección de las Fluctuaciones al Desdoblamiento
de los Niveles de Enerǵıa

Calculemos la primera corrección de las fluctuaciones a la fórmula del desdoblamiento de los niveles
de enerǵıa (17.204). Para esto escribimos el potencial (17.1) en la forma dada por la Ec. (5.78):

V (x) = −ω2

4
x2 +

g

4
x4 +

1

4g
, (17.209)

donde

g ≡ ω2

2a2
(17.210)

es la magnitud de la interacción. Desarrollando la acción alrededor de la solución clásica obtenemos
la acción de las fluctuaciones y(τ) = x(τ)− xcl(τ). La parte cuadrática fue dada en la Ec. (17.40),
la cual escrimos en la forma

A0
fl =

1

2

∫

dτdτ ′ y(τ)Oω(τ, τ ′)y(τ ′), (17.211)

donde tenemos la matriz funcional

Oω(τ, τ ′) ≡
[

− d2

dτ2
+ ω2

(

1 − 3

2

1

cosh2[ω(τ − τ0)/2]

)]′

δ(τ − τ ′) (17.212)

asociada con el operador de Schrödinger para una part́ıcula en el potencial de Rosen-Morse (14.136).
La prima en el corchete indica al ausencia del valor propio cero en la descomposición espectral de
Oω(τ, τ ′). Ya que el modo asociado no tiene fluctuaciones Gaussianas, ese modo se debe de eliminar
de y(τ) y tratarse por separado. A nivel semiclásico, esto se hizo en la Subsección 17.3.1 y el valor
propio cero apareció en la fórmula del desdoblamiento de los niveles de la enerǵıa dados en la
Ec. (17.204), como el factor expresado por la Ec. (17.112). La eliminación del modo asociado dio
lugar a la interacción efectiva adicional (17.110):

Aeff
e = −h̄ log

[

1 + A−1
cl

∫

dτ x′
cl(τ)y′(τ)

]

. (17.213)

Usando las Ecs. (17.88)–(17.91) y luego de una integración por partes, esto se puede reescribir
como

Aeff
e = −h̄ log

[

1 −
√

3g

ω3

∫

dτ y′0(τ)y(τ)

]

. (17.214)

La interacción entre las fluctuaciones es

Aint
fl =

g

4

∫

dτ
[

y4(τ) + 4xcl(τ)y3(τ)
]

. (17.215)

Ahora, en la integral de trayectoria hacemos un desarrollo en series de Taylor del exponencial

e−(Aint

fl
+Aeff

e )/h̄ en términos de la intensidad de acoplamiento g. De acuerdo a las reglas de la
Sección 3.20, una evaluación perturbativa de las funciones de correlación de las fluctuaciones y(τ)
da origen al siguiente factor de corrección en la integral de trayectoria

C =

[

1 − (I1 + I2 + I3)
gh̄

ω3
+ O(g2)

]

, (17.216)
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donde las integrales adimensionales I1, I2 e I3 se evalúan sobre todo el eje τ :

I1 =
ω3

4h̄2

∫

dτ 〈y4(τ)〉Oω ,

I2 = −ω3g

2h̄3

∫

dτdτ ′ xcl(τ)〈y3(τ)y3(τ ′)〉Oωxcl(τ
′), (17.217)

I3 = −ω3

h̄2

√

3g

ω3

∫

dτdτ ′ y′0(τ)〈y(τ)y3(τ ′)〉Oωxcl(τ
′).

Para revisar lo correcto de las dimensiones observamos que, junto con la Ec. (17.210), la solución
clásica (17.28) se puede escribir como xcl(τ) =

√

ω2/2g tanh[ω(τ − τ0)/2], donde las dimensiones

de y(τ) y τ son
√

h̄/ω y 1/ω, respectivamente. Los corchetes de Dirac 〈. . .〉Oω denotan el valor
esperado con respecto a las fluctuaciones cuadráticas reguladas por la acción (17.211). Debido
a la ausencia del valor propio cero, las fluctuaciones son armónicas. Los valores esperados de las
potencias de y(τ) se pueden representar, de acuerdo a la regla de Wick estudiada en la Sección 3.17,
como una suma de pares de contracciones las cuales involucran productos de funciones de Green

G′
Oω

(τ, τ ′) = 〈y(τ)y(τ ′)〉Oω = h̄O−1
ω (τ, τ ′), (17.218)

donde O−1
ω (τ, τ ′) representa la inversa de la matriz funcional (17.212).

El primer término en la Ec. (17.217) da lugar a tres contracciones de Wick y será

I1 =
3ω3

4h̄2

∫

dτ G′
Oω

2 (τ, τ). (17.219)

El integrando contiene un término asintóticamente constante que para valores grandes de L da
origen a una divergencia lineal. Esta divergencia se sustrae en la siguiente forma:

I1 = L
3ω

16
+

3ω3

4h̄2

∫

dτ

[

G′
Oω

2 (τ, τ) − h̄2

4ω2

]

. (17.220)

El primer término forma parte de la corrección a primer orden de la fluctuación sin la solución
clásica, i.e., este término contribuye a la constante de enerǵıa de fondo de la solución clásica. Esta
solución se obtiene reemplazando

G′
Oω

2 (τ, τ ′) → h̄Gω(τ − τ ′) =
h̄

2ω
e−ω|τ−τ ′| (17.221)

[recordemos las Ecs. (3.304) y (3.249)]. En la expresión (17.195) de la amplitud, la enerǵıa de

fondo sólo cambia el prefactor exponencial de la forma e−ωL/2h̄ a la forma e−(1+3gh̄/16ω3)ωL/2h̄ y
no contribuye al desdoblamiento de los niveles de enerǵıa. La fórmula del desdoblamiento de los
niveles de enerǵıa tendrá el factor de corrección

C′ =

[

1 − c1
gh̄

ω3
+ . . .

]

=

[

1 − (I ′1 + I ′2 + I ′3)
gh̄

ω3
+ O(g2)

]

, (17.222)

en el cual se han eliminado todas las contribuciones proporcionales a L. Aśı I1 se reemplaza por
la parte sustraida I ′1 ≡ I1 − L3ω/16.

La integral I2 tiene 15 contracciones de Wick que se descomponen en dos clases:

I2 ≡ I21 + I22 = −gω3

2h̄3

∫

dτdτ ′

× xcl(τ)
[

6G′
Oω

3 (τ, τ ′) + 9G′
Oω

(τ, τ)G′
Oω

(τ, τ ′)G′
Oω

(τ ′, τ ′)
]

xcl(τ
′). (17.223)

Cada una de las dos subintegrales I21 e I22 contiene una divergencia respecto a L, que se puede
encontrar utilizando el reemplazo (17.221). En la Ec. (17.222) las integrales sustraidas son I ′21 =
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I21 + ωL/8 e I ′22 = I22 + 3ωL/16. Aśı, en las amplitudes (17.195) ambas integrales llevan el

prefactor exponencial e−ωL/2h̄ a la forma e−[1/2+(3/16−1/8−9/16)gh̄/ω3)ωL/2h̄ = e−(1/2−gh̄/2ω3)ωL/2h̄,
de acuerdo con la Ec. (5.258). Para comparar las dos expresiones, tenemos que utilizar la relación
ω =

√
2, ya que aqúı ω es la frecuencia en el fondo de los pozos de potencial, mientras la ω del

Caṕıtulo 5 [la cual es igual a 1 en la Ec, (5.258)] parametriza la curvatura negativa en x = 0.
Las contracciones de Wick del tercer término dan origen a la integral finita

I3 = I ′3 = −3
ω3

h̄2

√

3g

ω3

∫

dτdτ ′ y′0(τ)G′
Oω

(τ, τ ′)G′
Oω

(τ ′, τ ′)xcl(τ
′). (17.224)

El factor de corrección (17.216) se puede representar por medio de los diagramas de Feynman
en la forma

C = 1 − 3 +
1

2!

(

6 + 9

)

+ 3 + O(g2), (17.225)

donde los vértices y las ĺıneas representan las expresiones anaĺıticas mostradas en la Fig. 17.5.

g

h̄
xcl(τ)

g

4h̄
√

3g

ω3
y′0(τ)

G′
Oω

(τ, τ ′)

Figure 17.5 Vértices y ĺıneas de los diagramas de Feynman para el factor de corrección

C de la Ec. (17.225).

Para la evaluación de las integrales necesitamos una expresión expĺıcita para G′
Oω

(τ, τ ′). Esta
expresión se encuentra fácilmente de los resultados de la Sección 14.4.4. En la Ec. (14.139),
obtuvimos la amplitud de enerǵıa fija (xb|xa)ERM,EPT

resolviendo la ecuación de Schrödinger

(

− h̄2

2µ

d2

dx2
− ERM +

h̄2

2µ
− EPT

cosh2 x

)

(xb|xa)ERM,EPT
= −ih̄δ(xb − xa).

(17.226)

Sustituyendo EPT = (h̄2/2µ)s(s + 1), para xb > xa la amplitud será

(xb|xa)ERM,EPT
=

−iµ

h̄
Γ(m(ERM) − s)Γ(s + m(ERM) + 1)

× P−m(ERM)
s (tanh xb)P

−m(ERM)
s (− tanhxa), (17.227)

donde

m(ERM) =

√

1 − 2µERM/h̄2. (17.228)
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Después del cambio de variable x = ωτ/2 y h̄2/µ = ω2/2, hacemos s = 2 y usamos la enerǵıa
ERM = −3ω2/4. Luego, el operador de la Ec. (17.226) coincide con el operador Oω(τ, τ ′) de la
Ec. (17.212), y para τ > τ ′ obtenemos la función de Green deseada

GOω(τ, τ ′) =
h̄

ω
Γ(m− 2)Γ(m + 3)P−m

2 (tanh
ωτ

2
)P−m

2 (− tanh
ωτ

2

′
), (17.229)

donde m = 2. Debido a la invariancia traslacional a lo largo del eje τ , esta función de Green
tiene un polo en ERM = −3ω2/4 que debe ser removido antes de alcanzar esta enerǵıa. El
resultado es la función de Green sustraida G′

Oω
(τ, τ ′), la cual necesitamos para el desarrollo per-

turbativo. El procedimiento de sustracción se puede hacer más fácilmente usando la fórmula
G′

Oω
= (d/dERM)ERMGOω |ERM=−3ω2/4. En términos del parámetro m, esto equivale a

G′
Oω

(τ, τ ′) =
1

2m

d

dm
(m2 − 4)GOω (τ, τ ′)

∣

∣

∣

∣

m=2

. (17.230)

Si en la Ec. (17.227) sustituimos los polinomios de Legendre (14.143)

P−m
2 (z) =

1

Γ(1 + m)

(

1 + z

1 − z

)−m/2 [

1 − 3

1 + m
(1 − z) +

3

(1 + m)(2 + m)
(1 − z)2

]

, (17.231)

la función de Green (17.230) se puede escribir como

G′
Oω

(τ, τ ′) = h̄[Y0(τ>)y0(τ<) + y0(−τ>)Y0(−τ<)], (17.232)

donde τ> y τ< son, respectivamente, el mayor y el menor de los dos tiempos τ y τ ′, y0(τ) y Y0(τ)
son las funciones de onda

y0(τ) = −2
√

6ωP−2
2

(

− tanh
ωτ

2

)

= −
√

3ω

8

1

cosh2 ωτ
2

, (17.233)

Y0(τ) =
1

2
√

6ω

1

2ωm

{

1

2

[

d

dm
(m2 − 4)Γ(m− 2)Γ(m + 3)

]

P−m
2

(

tanh
ωτ

2

)

+
[

(m2 − 4)Γ(m− 2)Γ(m + 3)
] d

dm
P−m
2

(

tanh
ωτ

2

)

}∣

∣

∣

∣

m=2

. (17.234)

De la Ec. (17.231) vemos que

d

dm
P−m
2

(

tanh
ωτ

2

)

∣

∣

∣

∣

m=2

=

√
6

144
y0(τ)[6(3 − 2γ + ωτ) − e−ωτ (8 + e−ωτ )], (17.235)

donde γ ≈ 0.5773156649 es la constante de Euler-Mascheroni (2.469). Por lo tanto

Y0(τ) =
1

12ω2
y0(τ)[e−ωτ (e−ωτ + 8) − 2(2 + 3ωτ)]. (17.236)

Para τ = τ ′, la función de Green será

G′
Oω

(τ, τ) =
h̄

2ω

1

cosh4 ωτ
2

(

cosh4 ωτ

2
+ cosh2 ωτ

2
− 11

8

)

. (17.237)

Nótese que el resultado de la aplicación del operador de Schrödinger (17.212) a las funciones de
onda Y0(τ) y y0(τ) dará −y0(τ) y 0, respectivamente. Estas propiedades se pueden usar para
construir la función de Green G′

Oω
(τ, τ ′) por medio de una ligera modificación del método de
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Wronski presentado en el Caṕıtulo 3. En lugar de la ecuación diferencial OωG(τ, τ ′) = h̄δ(τ − τ ′),
debemos de resolver la ecuación proyectada

O′
ωG

′
Oω

(τ, τ ′) = h̄[δ(τ − τ ′) − y0(τ)y0(τ
′)], (17.238)

donde el lado derecho es la relación de completes sin considerar la solución de valor propio cero:

∑

n6=0

yn(τ)yn(τ ′) = δ(τ − τ ′) − y0(τ)y0(τ
′). (17.239)

La solución de la ecuación proyectada (17.238) estará dada por la combinación de las soluciones
Y0(τ) y y0(τ) expresada en la Ec. (17.232), con las propiedades anteriormente establecidas.

La evaluación de las integrales de Feynman I1, I21, I22, I3 es algo tediosa y por lo tanto será
descrita en el Apéndice 17A. El resultado es

I ′1 =
97

560
, I ′21 =

53

420
, I ′22 =

117

560
, I3 =

49

20
. (17.240)

Con estas constantes el factor de corrección (17.222) será

C′ =

[

1 − 71

24

gh̄

ω3
+ O(g2)

]

, (17.241)

con lo cual, la fórmula (17.204) para desdoblamiento de la enerǵıa del estado base será

∆E(0) = 4
√

3

√

ω3/3g

2πh̄
h̄ωe−ω3/3gh̄−71gh̄/24ω3+.... (17.242)

Esta expresión se puede comparar con los valores propios conocidos de las enerǵıas de los estados de
menor orden del potencial de pozo doble. En la Sección 5.15 calculamos la aproximación variacional
W3(x0) al potencial clásico efectivo del potencial de pozo doble y, para valores pequeños de g, obtu-
vimos una enerǵıa que aún no incorpora los efectos del tunelamiento (ver la Fig. 5.24). Agregando
ahora a esa enerǵıa los desdoblamientos de la enerǵıa ±∆E(0)/2, halladas en la Ec. (17.242), obten-
dremos las curvas mostradas también en la Fig. 5.24. Estas enerǵıas concuerdan razonablemente
bien con las enerǵıas de Schrödinger.

17.9 Tunelamiento y Decaimiento

La discusión previa del desdoblamiento de los niveles de enerǵıa nos conduce de
forma natural a otro fenómeno importante del tunelamiento en la teoŕıa cuántica:
el decaimiento de los estados metaestables. Supongamos un potencial que no es
completamente simétrico, para definir la situación agregamos al potencial V (x) de
la Ec. (17.1) un término lineal que rompe la simetŕıa x→ −x:

∆V = −ǫx− a

2a
. (17.243)

Para valores pequeños de ǫ > 0, este término reduce ligeramente el mı́nimo localizado
en x = −a. Las posiciones de los valores extremos se encuentran de la ecuación
cúbica

V ′(xex) =
ω2a

2

[

(

xex
a

)3

− xex
a

− ǫ

ω2a2

]

= 0. (17.244)
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Figure 17.6 Posiciones de los valores extremos xex en un potencial asimétrico de pozo

doble graficados como función del parámetro de asimetŕıa ǫ. Si se rota en 900, la gráfica

muestra la forma cúbica t́ıpica. Entre ǫ> y ǫ< existen dos mı́nimos y un máximo central.

Las ramas denotadas por “min” son mı́nimos absolutos; mientras que las denotadas por

“rel min” son mı́nimos relativos.

Estos extremos se muestran en la Fig. 17.6. Para valores grandes de ǫ sólo existe un
valor extremo, y además se encuentra que este extremo es siempre un mı́nimo. En la
región donde xex tiene las tres soluciones, digamos x−, x0, x+, las ramas denotadas
por “rel min” en la Fig. 17.6 corresponden a mı́nimos relativos, mismos que son ma-
yores que el mı́nimo absoluto. La rama central corresponde a un máximo. A medida
que ǫ disminuye de valores positivos grandes a valores negativos grandes, y a medida
que ǫ es menor que ǫ<, una part́ıcula clásica que está en reposo en el mı́nimo seguiŕıa
la parte superior de la rama de la curva y caeŕıa a la rama inferior. Sin embargo, de
acuerdo a la mecánica cuántica existe la posibilidad de un tunelamiento a estados
inferiores antes de alcanzar el valor ǫ<. El tunelamiento se obtiene cuando ǫ es
negativo, i.e., cuando el mı́nimo inicial en x+ es mayor que el otro mı́nimo en x−.
El estado cuyo paquete de onda está localizado inicialmente alrededor de x+ decae
hacia el mı́nimo inferior alrededor de x−. Después de un tiempo finito, el paquete
de onda está concentrado alrededor de x−.

Un estado con un tiempo de vida media finito estará descrito anaĺıticamente
por una enerǵıa que está en la mitad inferior del plano complejo de la enerǵıa, i.e.,
aquella enerǵıa que posee una parte imaginaria negativa Eim. La parte imaginaria
equivale a un medio de la razón de decaimiento, Γ/2h̄. Esto se obtiene directamente
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del comportamiento temporal de una función de onda con enerǵıa E = Ere + iEim,
la cual está dada por

ψ(x)e−iEt/h̄ = ψ(x)e−iE
ret/h̄eE

imt/h̄ = ψ(x)e−iE
ret/h̄e−Γt/2h̄. (17.245)

El último factor muestra el decaimiento exponencial de la norma del estado

∫

d3x|ψ(x)|2 = e−Γt/h̄, (17.246)

donde se observa que h̄/Γ es el tiempo de vida media del estado. El signo positivo
en la parte imaginaria de la enerǵıa está descartado, ya que eso implicaŕıa que el
estado tendŕıa una norma que crece exponencialmente.

Vamos ahora a calcular el valor de Γ para el estado de menor orden.4 Para
valores pequeños y negativos de ǫ, la probabilidad inicial está concentrada en el
valle del potencial alrededor del mı́nimo de la derecha, en x = x+ ≈ a. Supongamos
que la barrera de potencial es grande comparada con la enerǵıa del estado base,
con esta hipótesis encontramos que el tratamiento semiclásico es adecuado. En esta
aproximación evaluamos la amplitud

(x+tb|x+ta).

Esta amplitud contiene la información deseada sobre el tiempo de vida media del
estado de menor orden, misma que para valores grandes de tb− ta se comporta como

(x+tb|x+ta) ∼ ψ0(0)ψ0(0)e
−iEre(tb−ta)/h̄e−Γ(tb−ta)/2h̄.

Como antes, es conveniente trabajar con la amplitud Euclidiana donde τa = −L/2
y τb = L/2,

(x+ L/2|x+ − L/2), (17.247)

la cual, para valores grandes de L se comporta como

(x+ L/2|x+ − L/2) ∼ ψ0(0)ψ0(0)e
−EreL/h̄eiΓL/2h̄. (17.248)

La aproximación clásica a esta amplitud está regida por la trayectoria que es solución
de la ecuación de movimiento de tiempo imaginario, la cual corresponde a un
movimiento de tiempo real en el potencial inverso −V (x) (ver la Fig. 17.7). La
part́ıcula inicia su movimiento en el punto x = x+ al tiempo τ = −L/2, cruza el
mı́nimo de −V (x) en un valor finito del tiempo τ = τ0 y regresa al punto x+ en el
tiempo τ = L/2. Algunas veces a esta solución se le llama la solución de rebote, ya
que regresa la part́ıcula al punto inicial.

4Debido a lo finito del tiempo de vida media, este estado no es estacionario. Sin embargo,
para tiempos de vida media suficientemente largos y tiempo finito, el estado es aproximadamente
estacionario.
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Figure 17.7 Solución de burbuja clásica en el potencial asimétrico inverso de orden

cuarto donde ǫ < 0. Aqúı la part́ıcula inicia su movimiento en el máximo del potencial en

x+, cruza el valle y regresa al máximo.

Existe una aplicación importante de la teoŕıa de tunelamiento al proceso de
vaporización del agua sobre–calentada, la cual será discutida en la Sección 17.11.
En ese caso, las soluciones de rebote juegan el mismo papel que el de la burbuja

cŕıtica, las cuales dan origen a una transición de fase. Ya que en este contexto, las
soluciones de rebote se discutieron primero [4] las llamaremos soluciones de burbuja

o burbujas cŕıticas.
Ahora continuamos según la sección anterior, i.e., calcularemos:

a) la acción clásica de una solución de burbuja,
b) las fluctuaciones cuadráticas alrededor de la solución de burbuja,
c) la suma sobre un número infinito de soluciones de burbujas.

Siguiendo este simple procedimiento obtenemos la amplitud

(x+ L/2|x+ − L/2) =

√

ω

πh̄
e−ωL/2h̄ exp

[

√

Acl/2πh̄K
′Le−Acl/h̄

]

. (17.249)

Aqúı Acl es la acción de la solución de burbuja y, como en la Ec. (17.192), K ′

contiene las fluctuaciones de todos los modos con valor propio distinto de cero para
el caso de la solución de burbuja:

K ′ =

√

√

√

√

∏0
n λn

∏′
nλn

∣

∣

∣

∣

∣

L

. (17.250)

La invariancia traslacional obliga a que la parte imaginaria en la exponencial sea
proporcional a la longitud total L del eje τ .

Del comportamiento de la amplitud (17.249) para valores grandes de L obte-
nemos la enerǵıa del estado base

E(0) =





ω

2
−
√

Acl

2πh̄
K ′e−Acl/h̄



 . (17.251)

Para deducir el tiempo de vida media finito del estado base a partir de esta fórmula
notemos que, al igual que en la solución positiva, la solución de burbuja tiene una
fluctuación con valor propio cero asociado con la invariancia de traslación temporal



17.9 Tunelamiento y Decaimiento 1267

del sistema. Como en ese caso, la función de onda está dada por la derivada temporal
de la solución de burbuja

y0(τ) =
1√Acl

x′cl(τ). (17.252)

Sin embargo, contrario a la solución positiva, la solución de burbuja regresa a la
posición inicial, lo cual implica que xcl(τ) tiene un máximo. Aśı, el modo de valor
propio cero ∝ x′cl(τ) incluye un cambio de signo (ver la Fig. 17.7). En la mecánica on-
dulatoria, a este punto se le conoce como un nodo de la función de onda. Una función
de onda con un nodo no puede ser el estado base de la ecuación de Schrödinger que
describe las fluctuaciones

[

− d2

dτ 2
+ V ′′(xcl(τ))

]

yn(τ) = λnyn(τ). (17.253)

Debemos hallar una función de onda simétrica sin nodo, la cual debe tener una
enerǵıa menor que el modo con valor propio cero, i.e., tendrá un valor propio ne-
gativo λ−1 < 0. La función de onda asociada se denota por y−1(τ). Esta función
corresponde a una fluctuación en el tamaño de la solución de burbuja. La función
de onda sin nodos y−1(τ) es el estado base. No puede haber otra solución con valor
propio negativo [5].

Es instructivo rastrear el origen del signo negativo, para ello utilizaremos el
eficiente método de cálculo del determinante de las fluctuaciones presentado en
la Sección 17.5. Contrario al instantón tratado ah́ı, la solución de burbuja tiene
simetŕıa opuesta, con un modo de traslación antisimétrico x′cl(τ). Con esta infor-
mación podemos construir otra vez dos soluciones linealmente independientes para
encontrar el determinante D(τ), el cual será usado en la Ec. (17.154).

El valor propio negativo λ−1 aparece en el cálculo de la integral funcional (17.46)
mediante la integral de la fluctuación

∫

dξ1√
2πh̄

e−(1/2h̄)ξ21λ−1 . (17.254)

Esta integral diverge. Las fluctuaciones armónicas de la variable de integración se
obtienen alrededor de un máximo y son inestables. A primera vista se podŕıa esperar
obtener un resultado correcto mediante una simple continuación anaĺıtica, hallando
primero la integral para λ−1 > 0, de donde obtenemos

∫ dξ−1√
2πh̄

e−(1/2h̄)ξ 2
−1λ−1 =

1√
λ−1

, (17.255)

y después hallando la continuación anaĺıtica correspondiente al lado derecho de los
valores negativos λ−1. El resultado seŕıa

∫

dξ−1√
2πh̄

e−(1/2h̄)ξ 2
−1λ−1 = ± i

√

|λ−1|
. (17.256)
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Figure 17.8 Acción de la solución deformada de burbuja en función del parámetro de

deformación ξ. El máximo en ξ = 1 representa la burbuja cŕıtica.

Entonces, de las Ecs.(17.250) y (17.251) podŕıamos esperar que la fórmula para la
razón de decaimiento fuese

1

h̄
Γ = −2i

√

Acl

2πh̄
K ′e−Acl/h̄ (erróneo), (17.257)

donde

K ′ = i|K ′| =
√

√

√

√

∏0
n λn

∏

n 6=0,−1λn

∣

∣

∣

∣

∣

L

i
√

|λ−1|
. (17.258)

Sin embargo, esta manipulación simple no lleva al resultado correcto. Como veremos
inmediatamente el error está en el hecho de que nos hace falta un factor 1/2, el
cual tiene una explicación f́ısica simple. Para encontrar este factor es necesaria una
continuación anaĺıtica más cuidadosa [4]. Como función de ξ la acción de la solución
se comporta como se muestra en la Fig. 17.8.

Para un continuación anaĺıtica apropiada, consideremos una sucesión continua
de trayectorias en el espacio funcional que parametrizamos por medio de alguna
variable ξ. Sea la trayectoria trivial

x(τ) ≡ x+ (17.259)

correspondiente a ξ = 0, y la solución de burbuja

x(τ) = xcl(τ) (17.260)

para ξ = 1. La acción de la trayectoria es cero, la acción de la solución de burbuja
es A = Acl. A medida que alcanzamos la condición ξ > 1, para el parámetro de
deformación, la solución de burbuja se deforma, donde la parte creciente de la curva
se mueve hacia abajo del fondo del mı́nimo del valle del potencial (ver la Fig. 17.9).
Este efecto disminuye la acción cada vez más y más.

Existe un máximo en la solución de burbuja para ξ = 1. El valor propio nega-
tivo λ−1 < 0 de la ecuación de la fluctuación (17.253) es proporcional a la curvatura
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Figure 17.9 Sucesión de trayectorias como función del parámetro ξ, para el valor ξ = 0

tendremos como solución una constante en el valle metaestable x(τ) ≡ x ≡ x+, para ξ = 1

tendremos la solución de burbuja x(τ) ≡ xcl(τ), mientras que el mı́nimo estable para

1 < ξ → ∞ se mueve hacia abajo.

negativa en el máximo. Puesto que existe sólo un valor propio negativo, el deter-
minante de la fluctuación de los modos restantes es positivo. Esto no influye en el
proceso de continuación anaĺıtica. Aśı podemos estudiar la continuación anaĺıtica
con un modelo integral simple, diseñado para obtener el comportamiento cualitativo
descrito anteriormente:

Z =
∫ ∞

0

dξ√
2π
eλ(ξ

2+αξ3). (17.261)

El parámetro λ representa el valor propio negativo λ−1, mientras que α es un
parámetro auxiliar que ayudará en el proceso de la continuación anaĺıtica. Para
α > 0 la integral es estable y bien definida. Para α < 0 la “acción Euclideana” en
el exponente, A = −λ(ξ2 + αξ3), tiene un máximo en

ξm = − 2

3α
. (17.262)

Cerca del máximo, la acción tiene la siguiente representación

A = −λ
[

4

27α2
− (ξ − ξm)

2 + . . .
]

. (17.263)

El segundo término posee curvatura negativa, λ, la cual representa el valor propio
negativo λ−1. El parámetro α2 tiene el papel de h̄/(−λAcl) en la discusión de
la burbuja y el desarrollo semiclásico de la integral de trayectoria corresponde al
desarrollo en potencias de α2 del modelo integral. Vamos a mostrar que a orden
menor este desarrollo tiene la siguiente parte imaginaria

ImZ ∼ eλ4/27α
2 1

2

1
√

|λ|
, (17.264)
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donde la exponencial es la contribución clásica y el factor multiplicativo con-
tiene la corrección de las fluctuaciones. Para derivar la Ec. (17.264) continuamos
anaĺıticamente la integral (17.261) desde α > 0, donde la integral está bien definida,
hacia el plano complejo α. Es conveniente introducir una nueva variable t = αξ.
Con esto Z se convierte en

Z =
1

α

∫ ∞

0

dt√
2π

exp

[

λ

α2
(t2 + t3)

]

. (17.265)

Ya que λ < 0 esta integral converge para α > 0. Para continuarla anaĺıticamente
hacia valores reales negativos de α, utilizamos la relación α ≡ |α|eiϕ e incrementamos
el ángulo ϕ desde cero hasta π/2. Mientras hacemos esto deformamos el contorno
en el plano t para mantener la convergencia. Aśı, introducimos una nueva variable
real auxiliar t′ y hacemos

t = ei2ϕ/3t′, t′ ∈ (0,∞). (17.266)

Por tanto, luego de la continuación anaĺıtica la integral tendrá la forma
∫

dt =
ei2ϕ/3

∫∞
0 dt′. Desde el punto de vista geométrico la convergencia se mantiene por

la siguiente razón: para α > 0, la parte real de la “acción” −(λ/α2)(t2 + t3) tiene
asintóticamente tres máximos en los ángulos azimutales ϕ = 0, 2π/3, 4π/3 y tres
valles en ϕ = π/3, π, 5π/3 (ver la Fig. 17.10). Como α se ha rotado por la fase eiϕ,
estos máximos rotan 2/3 del ángulo ϕ en sentido contrareloj en el plano t. Puesto
que el contorno se mantiene sobre el mismo máximo, la integral convergerá dando
como resultado una función anaĺıtica que es función de α. Después de que α se ha
rotado en eiπα = −α, el exponente en la Ec. (17.265) regresa de nuevo a su valor
original, mientras que el contorno C regresa hacia el máximo en ϕ = 2π/3. Sin
importar la forma particular que se escoja para el contorno en el régimen finito,
podemos deformar el contorno a la forma C2 mostrada en la Fig. 17.10. Luego,
observemos que el punto −α se puede obtener también rotando α en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj, donde −ϕ incrementa hasta π. En este caso
el contorno final será como la trayectoria C3 mostrada en la Fig. 17.10. La diferencia
entre las dos continuaciones anaĺıticas es

∆Z ≡ Z(|α|e−iπ)− Z(|α|eiπ) = 1

|α|
∫

C4

dt√
2π

exp

{

λ

α2
(t2 + t3)

}

, (17.267)

donde el contorno C4 = C2 − C3 conecta el máximo en ϕ = 4π/3 con el máximo en
ϕ = 2π/3. La convergencia de la integral combinada es más rápida si el contorno
C4 se elije a lo largo de la ĺınea con la pendiente más pronunciada. Este contorno
cruza verticalmente el mı́nimo en t = −1, del plano complejo t.

El hecho de que ∆Z no sea cero implica que la función de partición tiene una
discontinuidad en el plano complejo α, la cual está localizada a lo largo del eje real
negativo. Puesto que para α > 0 la función Z es real, entonces encontramos también
que Z es una función anaĺıtica en el plano complejo α y la diferencia ∆Z será una
discontinuidad puramente imaginaria a lo largo de la singularidad:

∆Z ≡ discZ = Z(−|α| − iη)− Z(−|α|+ iη). (17.268)
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Figure 17.10 Ĺıneas de valores constantes de Re (t2 + t3), en el plano complejo t, y

contornos de integración Ci para varios ángulos de fase α (mostrados en el recuadro), los

cuales mantienen la convergencia de la integral (17.265).

Calculemos la discontinuidad en el ĺımite de valores pequeños de α, donde la
contribución importante se obtiene de la vecindad del punto t = −1. Mientras que
en este punto la acción tiene un máximo local en el eje real t, también encontramos
que tiene un mı́nimo local en el contorno vertical del plano complejo t. Para valores
pequeños de α2, la integral se puede encontrar mediante la aproximación del punto
de inflexión calculando el mı́nimo local en la aproximación cuadrática:

discZ ≈ eλ4/27α
2
∫ i∞

−i∞

dξ√
2π
eλ(ξ−ξ0)

2

(17.269)

= eλ4/27α
2 i√

−λ.

Debido a la propiedad anaĺıtica de la parte real de la función Z, la parte imaginaria
de Z es igual a un medio de esta cantidad:

ImZ(−|α| ∓ iη) = ±eλ4/27α2 1

2
√
−λ. (17.270)

El contorno que conduce al punto extremo agrega sólamente una parte real a Z.
Por lo tanto, el resultado (17.270) es la contribución principal exacta a la parte
imaginaria de la función en el ĺımite α2 → 0, correspondiente al ĺımite semiclásico
h̄→ 0.

El exponente en la Ec. (17.270) es la acción del modelo integral en el punto de
inflexión. El segundo factor proporciona la parte imaginaria deseada. Para una
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sucesión de trayectorias en el espacio funcional cuya acción depende de ξ, como lo
mostrado en la Fig. 17.9, el resultado se puede reescribir como sigue:

∫ ∞

0

dξ√
2πh̄

e−A(ξ)/h̄ =
∫ 1

0

dξ√
2πh̄

e−A(ξ)/h̄ + e−A(1)/h̄
∫ 1−i∞

1

dξ√
2πh̄

e−A′′(1)(ξ−1)2/2h̄

≈
∫ 1

0

dξ√
2πh̄

e−A(ξ)/h̄ +
i

2
e−A(1)/h̄ 1

√

−A′′(1)
. (17.271)

Después de reescribir este resultado en la forma (17.254), concluimos que la inte-
gración sobre el modo con valor propio negativo

∫

dξ−1√
2πh̄

e−ξ
2

−1λ−1/2h̄ (17.272)

para λ−1 < 0, y después de una apropiada continución anaĺıtica, será

∫

dξ−1√
2πh̄

e−ξ
2

−1λ−1/2h̄ =
i

2

1
√

|λ−1|
. (17.273)

Es fácil dar una interpretación f́ısica al factor 1/2 que aparece en esta fórmula,
contrario a lo hallado en la continuación anaĺıtica simple de la fórmula (17.287).
En el extremo, la solución clásica, que es similar a una burbuja cŕıtica, se puede
igualmente contraer o expander en tamaño. En el primer caso, la trayectoria x(τ)
regresa al valle original y la burbuja desaparece. En el segundo caso, la trayectoria
se mueve más y más hacia el valle inferior en x = −x−, transformando por lo tanto
el sistema en el estado base estable. El factor 1/2 representa el hecho de que sólo
la expansión, y no la contracción, de la solución de burbuja produce un estado base
estable.

El factor 1/2 multiplica la parte imaginaria de la función de partición, la cual se
convierte en

ImZ(−|g| − iη) ≈ 1

2

√

Acl/2πh̄|K ′|Le−Acl/h̄. (17.274)

La suma sobre un número infinto de soluciones de burbuja lleva la contribución
imaginaria de Z a la siguiente forma exponencial:

ReZ + ImZ = ReZ(1 + ImZ/ReZ) −−−→
suma infinita

ReZeImZ/ReZ (17.275)

al igual que en las Ecs. (17.195) y (17.196). Comparando con la Ec. (17.248) obte-
nemos la fórmula semiclásica correcta de la razón de tunelamiento [la cual sustituye
a la Ec. (17.257)]:

1

h̄
Γ =

√

Acl

2πh̄
|K ′|e−Acl/h̄, (17.276)
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donde K ′ es la ráız cuadrada del cociente de los valores propios, y donde el modo
con valor propio cero se ha eliminado. El prefactor tiene unidades de frecuencia y
define la frecuencia de decamiento de la burbuja

ωatt =

√

Acl

2πh̄
|K ′|. (17.277)

La exponencial en la Ec. (17.276) es un “factor cuántico de Boltzmann” que elimina
la formación de una burbuja provocando un proceso de tunelamiento mediante su
expansión. El sub́ındice indica que la frecuencia tiene el papel de una frecuencia de

prueba mediante la cual el estado metaestable intenta tunelear la barrera hacia el
estado base estable.

17.10 Comportamiento de Orden Superior de los
Desarrollos Perturbativos

La aproximación semiclásica anterior de la razón de decaimiento de un estado
metaestable tiene una aplicación fundamental importante. Al final del Caṕıtulo 3
hemos comentado que el desarrollo perturbativo del oscilador anarmónico tiene un
radio de convergencia cero. Esta propiedad es t́ıpica de muchos sistemas cuánticos.
La forma precisa de la divergencia está regulada por la fórmula de la razón de
tunelamiento (17.276), como veremos ahora.

17.10.1 Propiedades del no Acotamiento de los Coeficientes
del Desarrollo

Como un ejemplo espećıfico, pero t́ıpico, cosidereremos un oscilador anarmónico
cuya acción es

A =
∫ L/2

−L/2
dτ

[

x′2

2
− ω2

2
x2 − g

4
x4
]

, (17.278)

y estudiemos la función de partición como una función anaĺıtica de g. Para valores
grandes de L esta función de partición estará dada por una integral de trayectoria
(la cual representa el tiempo imaginario β = 1/kBT , donde h̄ = 1)

Z(g) =
∫

Dx(τ)eA. (17.279)

La dependencia en L de la función de partición se obtiene de la representación
espectral

Z(g) =
∑

n

e−E
(n)(g)L, (17.280)
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donde E(n)(g) son las enerǵıas propias del sistema. En el ĺımite L→ ∞, obtenemos
el desarrollo para la enerǵıa del estado base E(0)(g). En este ĺımite, Z(g) tiene la
forma

Z(g) → e−E
(0)(g)L, (17.281)

de donde obtenemos directamente la enerǵıa del estado base.
Ya que la integral de trayectoria se puede resolver exactamente para el punto

g = 0, se antoja desarrollar el exponencial en potencias de g y calcular las series
perturbativas

Z(g) =
∑

k=0

Zk

(

g

ω3

)k

. (17.282)

Como se muestra en la Sección 3.20, los coeficientes del desarrollo están dados por
las integrales de trayectoria

Zk =
(−g)k
k!

∫

Dx(τ)
[

∫ L/2

−L/2
dτ x4(τ)

]k

exp

[

−
∫ L/2

−L/2
dτ

(

1

2
ẋ2 +

ω2

2
x2
)]

= Z−1 (−g)k
k!

〈

∫ L/2

−L/2
dτ x4(τ)

〉

ω

. (17.283)

Seleccionando de la Fig. 3.7 los diagramas conectados de Feynman que contribuyen
a esta integral de trayectoria obtenemos el desarrollo perturbativo para la enerǵıa
libre F en potencias de g. En el ĺımite L → ∞, esta expresión se convierte en
el desarrollo para la enerǵıa del estado base E(0)(g), en completo acuerdo con la
Ec. (17.281). Siguiendo el método de la Sección 3.18, encontramos desarrollos simi-
lares en potencias de g para todas las enerǵıas excitadas E(n)(g). Por supuesto para

g = 0 las enerǵıas son las del oscilador armónico, E
(n)
0 = ω(n + 1/2). En general,

encontramos las series

E(n)(g) =
∞
∑

k=0

E
(n)
k

(

g

4

)k

. (17.284)

La mayoŕıa de los desarrollos perturbativos tienen la grave deficiencia observada en
la Ec. (3C.27). Para orden superior en k, los coeficientes crecen como el factor k!,
llevando a un radio de convergencia nulo. Estos desarrollos pueden dar resultados
aproximados sólo para valores muy pequeños de g. Es decir, los coeficientes del desa-
rrollo E

(n)
k (g/4)k decrecen al menos para una sucesión inicial de valores k, digamos

para k = 0, . . . , N . Para valores grandes de k, el crecimiento factorial prevalece.
Tales series son llamadas asintóticas . La evaluación óptima requiere truncar la serie
luego de hallar los términos más pequeños de la corrección. En general, el com-
portamiento para orden superior del desarrollo perturbativo se puede parametrizar
como

Ek = γpβ+1kβ(−4a)k(pk)!
[

1 +
γ1
k

+
γ2
k2

+ . . .
]

, (17.285)
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donde el término principal (pk)! crece como

(pk)! = (k!)p(pp)kk(1−p)/2
√
p

(2π)(p−1)/2
[1 +O(1/k)] . (17.286)

Este comportamiento se encuentra aproximando n! mediante la fórmula (5.204) de
Stirling. Es fácil ver que el k-ésimo término de la serie (17.284) tiene un mı́nimo en

k ≈ kmin ≡
1

p(a|g|)1/p . (17.287)

El cual puede hallarse aplicando una vez más la fórmula de Stirling a (k!)p y minimi-
zando γ(k!)pkβ

′

(ppa|g|)k, donde β ′ = β+(1− p)/2, de donde obtenemos la ecuación

p log k + log(ppa|g|) + (β + p/2)/k + . . . = 0. (17.288)

Una forma equivalente de escribir la Ec. (17.285) es

Ek = γp(−4a)kΓ(pk + β + 1)

[

1 +
c1

pk + β
+

c2
(pk + β)(pk + β − 1)

+ . . .

]

.(17.289)

El ejemplo más sencillo de una función cuyos coeficientes del desarrollo mues-
tran un comportamiento no acotado, se puede construir con la ayuda de la integral
exponencial

E1(g) =
∫ ∞

g

dt

t
e−t. (17.290)

Definiendo

E(g) ≡ 1

g
e1/gE1(1/g) =

∫ ∞

0
dt

1

1 + gt
e−t, (17.291)

esta expresión tiene el siguiente desarrollo divergente

E(g) = 1− g + 2!g2 − 3!g3 + . . .+ (−1)NN !gN + . . . . (17.292)

Sin embargo, para un valor pequeño de g, tal como g = 0.05, la serie se puede
evaluar de forma bastante precisa si la serie se trunca en un valor apropiado de N .
La corrección mı́nima se obtiene para N = 1/g = 20 donde el error relativo con
respecto al valor exacto (E ≈ 0.9543709099) es igual a ∆E/E ≈ 1.14 · 10−8. Por
otra parte, para el valor g = 0.2, la evaluación óptima hasta N = 5 dará un error
relativo mucho mayor ≈ 1.8%, donde el valor exacto es E ≈ 0.852110880.

El integrando en el lado derecho de la Ec. (17.291), la función

B(t) =
1

1 + t
, (17.293)

es la llamada transformada de Borel de la función E(g). Esta transformada tiene un
desarrollo en serie de potencias que se puede obtener de la serie divergente (17.292)
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para E(g), quitando de cada término el factor de crecimiento catastrófico k!. Esto
da lugar a la serie convergente

B(t) = 1− t + t2 − t3 + . . . , (17.294)

la cual se reduce a la expresión (17.293). La integral

F (g) =
∫ ∞

0

dt

g
e−t/gB(t) (17.295)

restaura la función original al reinsertar, para cada término tk, el factor k! omitido.
Las funciones F (g) de este tipo se llaman Borel-resumables . Estas funciones

poseen una transformada convergente de Borel B(t), a partir de la cual se puede
recuperar F (g) con ayuda de la integral (17.295). La resumabilidad está asegurada
por el hecho de que B(t) no tiene singularidades en la región de integración t ∈
[0,∞), incluyendo una vecindad tipo cuña alrededor de esta trayectoria. En el
ejemplo anterior, B(t) tiene sólo un polo en t = −1, y la función E(g) es Borel-
resumable. Los signos alternantes de los coeficientes del desarrollo de F (g) son un
signo t́ıpico de la resumabilidad.

La mejor teoŕıa cuántica de campo conocida hasta ahora, la electrodinámica

cuántica, tiene desarrollos perturvativos divergentes, como fue señalado por primera
vez por Dyson [6]. En esta teoŕıa, el parámetro g del desarrollo es la constante de

estructura fina

α = 1/137.035963(15) ≈ 0.0073. (17.296)

Afortunadamente este parámetro es tan pequeño que la evaluación de observables
tales como el momento magnético anómalo del electrón

ae =
∆µ

µ
=

1

2

α

π
− 0.328 478 965 7

(

α

π

)2

+ 1.1765(13)
(

α

π

)3

+ . . . , (17.297)

dan resultados bastante precisos:

atheore = (1 159 652 478± 140) · 10−12. (17.298)

El valor experimental difiere del teórico sólo en los tres últimos d́ıgitos, que son
200± 40. La divergencia de la serie se presenta después del término número 137.

Una función E(g) para la cual los coeficientes del desarrollo en serie crecen en
forma factorial no puede ser anaĺıtica en el origen. Demostraremos más adelante
que esta función tiene una singularidad en el lado izquierdo del plano complejo g.
Es decir, se satisface la relación de dispersión

E(g) =
1

2πi

∫ ∞

0
dg′

discE(−g′)
g′ + g

, (17.299)

donde discE(g′) denota la discontinuidad en el lado izquierdo

discE(g) ≡ E(g − iη)− E(g + iη). (17.300)



17.10 Comportamiento de Orden Superior de los Desarrollos Perturbativos 1277

Es fácil ver que el comportamiento a orden superior, dado en la Ec. (17.289), está en
correspondencia uno a uno con una discontinuidad que tiene un desarrollo en serie
alrededor del borde de la singularidad,

discE(−|g|)=2πiγ(a|g|)−(β+1)/pe−1/(a|g|)p [1 + c1(a|g|)1/p+ c2(a|g|)2/p+ . . .] . (17.301)

Los parámetros son los mismos usados en la Ec. (17.289). La correspondencia uno a
uno se prueba desarrollando la relación de dispersión (17.299) en potencias de g/4,
donde obtenemos

Ek = (−4)k
∫ ∞

0

dg′

2πi

1

g′k+1
discE(−g′). (17.302)

Los coeficientes del desarrollo están dados por las integrales de los momentos de la
discontinuidad con respecto al inverso de la constante de acoplamiento 1/g. Susti-
tuyendo la Ec. (17.301) y usando la fórmula de integración5

∫ ∞

0
dg

1

|g|α+1
e−1/(a|g|)(1/p) = aαpΓ(pα), (17.303)

recuperamos efectivamente la expresión (17.289).
En el ĺımite de acoplamiento fuerte de la enerǵıa del estado base del oscilador

anarmónico, Ec. (5.168), vemos que para valores grandes de g la discontinuidad crece
como g1/3. En este caso la relación de dispersión (17.304) necesita una sustracción
y queda

E(g) = E(0) +
g

2πi

∫ ∞

0

dg′

g′
discE(−g′)
g′ + g

. (17.304)

Esto no influye en la fórmula del momento (17.302) para los coeficientes del desa-
rrollo, excepto que los coeficientes de menor orden ya no son calculables a partir de
la discontinuidad. Puesto que conocemos los coeficientes de menor orden, no existe
ninguna restricción esencial.

17.10.2 Comportamiento Semiclásico de Orden Superior

El comportamiento de orden superior de muchos desarrollos perturbativos en series
divergentes se puede determinar con la ayuda de la teoŕıa de tunelamiento desa-
rrollada anteriormente. Consideremos el potencial del oscilador anarmónico para
valores pequeños y negativos de la constante de acoplamiento g (ver la Fig. 17.11).
El mı́nimo en el origen es obviamente metaestable, de tal manera que el estado
base tiene sólo un tiempo de vida media finito. Existen barreras de potencial a la
derecha e izquierda del mı́nimo metaestable, las cuales son muy altas para valores
muy pequeños y negativos de la constante de acoplamiento. En este ĺımite, el tiempo
de vida media se puede calcular de forma precisa con los métodos semiclásicos de la

5I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver la Fórmula 3.478.
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sección anterior. El determinante de la fluctuación aporta una parte imaginaria a
Z(g) de la forma hallada en la Ec. (17.270), la cual determina la parte imaginaria de
la enerǵıa del estado base mediante la Ec. (17.276), misma que es exacta cerca de la
discontinuidad izquierda del plano complejo g. A partir de esta parte imaginaria, de
la relación de dispersión (17.302), obtenemos el comportamiento de orden superior
de los coeficientes del desarrollo perturbativo.

En función de τ , la ecuación clásica de movimiento es

x′′(τ)− V ′(x(τ)) = 0. (17.305)

La ecuación diferencial se integra como en la Ec. (17.26), usando la primera integral
de movimiento

1

2
x′2 − 1

2
ω2x2 − g

4
x4 = E = const , (17.306)

de la cual encontramos las soluciones para E = 0

τ − τ0 = ± 1

ω

∫

dx
1

x
√

1− (|g|/2ω2)x2
= ∓ 1

ω
arcosh





√

√

√

√

2ω2

|g|
1

x



 , (17.307)

o

x(τ) = xcl(τ) ≡ ±
√

√

√

√

2ω2

|g|
1

cosh[ω(τ − τ0)]
. (17.308)

Estas soluciones tienden hacia los abismos fuera de las barreras y corresponden a
las soluciones de burbuja de la discusión del tunelamiento de la sección anterior. La
aproximación hacia los abismos en el lado derecho está ilustrada en la Fig. 17.11.
La acción asociada se calcula como en la Ec. (17.29):

Acl =
∫ L/2

−L/2
dτ

[

1

2
x′2cl(τ) + V (xcl(τ))

]

= 2
∫ L/2

0
dτ [x′2cl(τ)−E]

= 2
∫ xm

0
dx
√

2(E + V )−EL, (17.309)

donde xm es el máximo de la solución. La solución de burbuja tiene el valor E = 0,
de tal manera que

Acl = 2
∫ xm

0
dx

√
2V =

4ω3

3|g| . (17.310)

Sustituyendo la fluctuación de la trayectoria x(τ) = xcl(τ) + y(τ) en la acción
(17.278) y desarrollandola en potencias de y(τ), encontramos una acción para las
fluctuaciones cuadráticas de la misma forma que en la Ec. (17.211), pero con una
matriz funcional

Oω(τ, τ
′) =

[

− d2

dτ 2
+ ω2 + 3gx2cl(τ)

]′
δ(τ − τ ′)

=

[

− d2

dτ 2
+ ω2

(

1− 6

cosh2[ω(τ − τ0)]

)]′
δ(τ − τ ′). (17.311)
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Figure 17.11 Potencial del oscilador anarmónico dado por la Ec. (17.278) para valores

pequeños y negativos de la constante de acoplamiento g. El estado base en el origen es

metaestable, decae mediante una solución clásica, la cual tiende hacia el abismo como se

indica por medio de la curva orientada.

Este resultado corresponde una vez más al operador de Rosen-Morse, encontrado
en la Ec. (17.138), donde m = ω, z = 1 y s = 2. El sub́ındice ω en el śımbolo del
operador indica la forma asintótica anarmónica del potencial. El potencial acepta
una vez más dos estados ligados con las siguientes funciones de onda normalizadas,6

y sus respectivas enerǵıas, (ver la Fig. 17.12)

y0(τ) = −
√

3ω

2

sinh[ω(τ − τ0)]

cosh2[ω(τ − τ0)]
donde λ0 = 0, (17.312)

y−1(τ) =

√

3ω

4

1

cosh2[ω(τ − τ0)]
donde λ−1 = −3ω2. (17.313)

Estas funciones son las mismas halladas en las Ecs. (17.52) y (17.53), con la diferencia
de que ahora m es igual a ω en lugar de ω/2. Sin embargo, las enerǵıas están
desplazadas con respecto al caso anterior. Ahora el primer estado excitado tiene
valor propio cero, de tal manera que el estado base tiene un valor propio negativo.
Este resultado es el responsable de lo finito del tiempo de vida media del estado
base.

El determinante de las fluctuaciones se puede obtener por medio de cualquiera
de los procedimientos anteriores, por ejemplo, de la fórmula general (17.143),

∏

n λ
0
n

∏

n λn
=

Γ(
√
z − s)Γ(

√
z + s+ 1)

Γ(
√
z)Γ(

√
z + 1)

, (17.314)

6El signo de y0 se escoge para coincidir con el de x′
cl(τ), de acuerdo con la Ec. (17.88).
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Figure 17.12 Potencial de Rosen-Morse para las fluctuaciones alrededor de la solución

clásica de burbuja.

utilizando los siguientes valores para los parámetros z = 1 y s = 2. El valor propio
cero se elimina multiplicando este resultado por (z − 1)ω2, de donde hallamos la
razón de valores propios

∏

n λ
0
n

∏′
n λn

= lim
z→1

(
√
z − 1)(

√
z + 1)ω2

[

Γ(
√
z − 2)Γ(

√
z + 3)

Γ(
√
z)Γ(

√
z + 1)

]

= −12ω2. (17.315)

El signo negativo hallado en la solución con valor propio negativo de la Ec. (17.313),
muestra la inestabilidad de las fluctuaciones.

Usando la fórmula (17.274), encontramos la parte imaginaria de la función de
partición

ImZ(−|g| − iη) ≈
√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|ωLe
−4ω3/3|g|e−ωL/2. (17.316)

Después de sumar sobre todas las soluciones de burbuja, como en la Ec. (17.275),
obtenemos la parte imaginaria de la enerǵıa del estado base

ImE(0)(−|g| − iη)=− ω

√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|e
−4ω3/3|g|. (17.317)

Comparando este resultado con el hallado en la relación (17.301), encontramos que
los parámetros de crecimiento de los coeficientes perturbativos de orden superior
tendrán los valores

a = 3/4ω3, β = −1

2
, γ = −ω

π

√

6

π
, p = 1. (17.318)

Recordando la correspondencia uno a uno entre la Ec. (17.301) y la Ec. (17.289),
vemos que el comportamiento de orden superior de los coeficientes perturbativos de
la enerǵıa del estado base E(0)(g) es

E
(0)
k = −ω

π

√

6

π
(−3/ω3)kΓ(k + 1/2). (17.319)
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Es muy fácil encontrar el comportamiento de orden superior con respecto a k
de los estados excitados. Su decamiento será originado por una solución clásica
periódica con un peŕıodo Euclidiano L muy grande pero finito, el movimiento será

hacia adelante y hacia atrás entre las posiciones x< 6= 0 y x> <
√

2ω2/|g|. Su acción
estará dada aproximadamente por

A′
cl ≈

4ω3

3|g|(1− 12e−ωL). (17.320)

En comparación con el ĺımite L→ ∞, el factor tipo Boltzmann e−Acl de esta solución
se reemplaza por

e−A′
cl = e−Acl

∞
∑

n=0

An
cl

12n

n!
e−nωL. (17.321)

Los exponenciales en la suma elevan las enerǵıas de referencia en la parte imaginaria
de Z(−|g| − iη), Ec. (17.316), desde ω/2 hasta ω(n+ 1/2). La parte imaginaria de
las enerǵıas del n-ésimo estado excitado se convierte en

ImE(n)(−|g| − iη)=− 12n

n!
ω

√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|

1+2n

e−4ω3/3|g|, (17.322)

implicando un comportamiento asintótico de los coeficientes perturbativos:

E
(n)
k = −ω

π

√

6

π

12n

n!
(−3/ω3)kΓ(k + n + 1/2). (17.323)

Vale la pena mencionar que dentro de la aproximación semiclásica, las integrales
de dispersión para las enerǵıas se pueden derivar directamente de la integral de
trayectoria (17.279). Obviamente esto se puede reescribir como

Z(g) =
∫ i∞

−i∞

dλ

2πi

∫ ∞

0

da

4
e−(ga+λa)/4

×
∫

Dx(τ) exp
{

−
∫ L/2

L/2
dτ

[

1

2
x′2 +

ω2

2
x2 − λ

4
x4
]}

. (17.324)

La integración sobre λ genera una función δ, 4δ(
∫

dτ x4(τ) − a), la cual elimina la
integración sobre a, introducida adicionalmente. La integral sobre a se resuelve con
fácilidad, obteniendo el factor 1/(λ + g), de tal forma que al final tendremos la
fórmula integral

Z(g) =
∫ i∞

−i∞

dλ

2πi

1

λ+ g
Z(−λ). (17.325)

El integrando tiene un polo en λ = −g y una discontinuidad sobre el eje real positivo
λ. Ahora deformamos el contorno de integración en λ, en el sentido del movimiento
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de las manecillas del reloj, hasta que el contorno contenga a la discontinuidad. En
la aproximación semiclásica, la discontinuidad está dada por la Ec. (17.316), i.e., en
términos de la presente variable λ tendremos:

ImZ(−|λ| − iη)=

√

6

π

√

4ω3

3λ
e−4ω3/3λe−ωL/2. (17.326)

En la parte superior de la discontinuidad,
√
λ es positivo, y en la parte inferior es

negativo. Aśı llegamos a una integral de dispersión simple desde λ = 0 hasta λ = ∞:

Z(g)=2ω
∫ ∞

0

dλ

2π

1

λ+ g

√

6

π

√

4ω3

3λ
e−4ω3/3λe−ωL/2. (17.327)

Para la enerǵıa del estado base, esto implica que

E(0)(g)=− 2ω
∫ ∞

0

dλ

2π

1

λ+ g

√

6

π

√

4ω3

3λ
e−4ω3/3λ. (17.328)

Por supuesto, esta expresión es sólo una aproximación, ya que el integrando es válido
únicamente para valores pequeños de λ. De hecho, la integral converge sólo en esta
aproximación. Si se introduce el total de la parte imaginaria, la integral diverge. Más
adelante veremos que para valores grandes de λ, la parte imaginaria se comporta
como λ1/3. Aśı, es necesaria una sustracción. Existe una representación integral
donde E(0)(g)− E(0)(0) converge, y E(0)(0) es igual a ω/2, por lo que encontramos
la integral de dispersión convergente

E(0)(g)=
ω

2
+ 2ωg

∫ ∞

0

dλ

2π

1

λ(λ+ g)

√

6

π

√

4ω3

3λ
e−4ω3/3λ. (17.329)

La sustracción también es ventajosa si la integral inicial converge, ya que esto
suprime la influencia del régimen de valores grandes de λ donde el tunelamiento
semiclásico no contiene información.

Después de substituir λ → 4g/3tω3, se observa que la integral (17.329) se con-
vierte en una integral de Borel de la forma (17.295).

Desarrollando 1/(λ+ g) en una serie de potencias de g

1

λ+ g
=

∞
∑

k=0

(−1)kgkλ−k−1, (17.330)

obtenemos que los coeficientes del desarrollo son las integrales de momento de la
parte imaginaria en función de 1/g:

E
(0)
k = −2ω (−4)k

∫ ∞

0

dλ

2π

1

λk+1

√

6

π

√

4ω3

3λ
e−4ω3/3λ. (17.331)

Esto conduce otra vez al comportamiento de valores grandes de k, Ec. (17.319).
El tratamiento directo de la integral de trayectoria tiene la virtud de que se

puede generalizar también a sistemas que no poseen una serie perturbativa Borel
resumable. Como un ejemplo, podemos derivar y estudiar la representación integral
para la fórmula del desdoblamiento de niveles de enerǵıa de la Sección 17.7.
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17.10.3 Corrección de las Fluctuaciones a la Parte Imaginaria
de la Enerǵıa y Comportamiento de Orden Superior

Es instructivo calcular el primer término no dominante c1a|g| en la parte imaginaria
de la enerǵıa, Ec. (17.301), el cual da lugar al factor de corrección 1 + c1/k en el
comportamiento de orden superior (17.289). Como en la Sección 17.8, desarrollamos
la acción alrededor de la solución clásica. La interacción entre las fluctuaciones y(τ)
es la misma que la hallada en la Ec. (17.215). Las fluctuaciones cuadráticas están
ahora reguladas por el operador diferencial

Oω(τ, τ
′) =

[

− d2

dτ 2
+ ω2

(

1− 6

cosh2 ω(τ − τ0)

)]′
δ(τ − τ ′), (17.332)

la prima indica la ausencia de valores propios con enerǵıa cero. Su remoción da
lugar al factor

Aeff
e = −h̄ log



1−
√

3|g|
4ω3

∫

dτ y′0(τ)y(τ)



 . (17.333)

Ahora, en la integral de trayectoria, y después del desarrollo en una serie de potencias
de la interacción hasta segundo orden del exponencial e−(Aint

fl +Aeff
e )/h̄, la evaluación

perturbativa de las funciones de correlación de las fluctuaciones y(τ), de acuerdo a
las reglas de la Sección 3.20, dará el factor de corrección

C =

[

1 + (I1 + I2 + I3)
|g|h̄
ω3

+O(g2)

]

, (17.334)

donde tenemos las mismas integrales sobre τ que en las Ecs. (17.217), (17.219),
(17.223) y (17.224), después de reemplazar g por |g|. El parámetro de corrección
C tiene otra vez el desarrollo diagramático mostrado en la Ec. (17.225), donde los
vértices representan las mismas expresiones anaĺıticas mostradas en la Fig. 17.5,
excepto para el tercer vértice, el cual ahora es

√

3|g|
4ω3

y′0(τ). (17.335)

Las ĺıneas representan la función de Green sustraida

G′
Oω

(τ, τ ′) = 〈y(τ)y(τ ′)〉Oω = h̄O−1
ω (τ, τ ′), (17.336)

donde O−1
ω (τ, τ ′) es el inverso de la matriz funcional (17.332).

Contrario al cálculo del desdoblamiento de los niveles de enerǵıa de la
Sección 17.8, sólo la integral I1 requiere una sustracción,

I1 =
3ω3

4h̄2

∫

dτ G′
Oω

2 (τ, τ) = L
3ω

16
+

3ω3

4h̄2

∫

dτ

[

G′
Oω

2 (τ, τ)− h̄2

4ω2

]

, (17.337)
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y en la Ec. (17.334) se supone que I1 ha sido sustraida, i.e., I1 debe de reemplazarse
por I ′1 ≡ I1 − L3ω/16. Por lo tanto, el factor de corrección para la razón de
tunelamiento será

C ′ =

[

1 + (I ′1 + I2 + I3)
|g|h̄
ω3

+O(g2)

]

. (17.338)

La integral sustraida contribuye sólo a la parte imaginaria de la enerǵıa del estado
base, la cual sabemos es (1/2 + 3gh̄/16ω3)h̄ω.

Igual que en la Sección 17.8, la función expĺıcita de Green G′
Oω

(τ, τ ′) se encuentra
de la amplitud (17.227). Con el cambio de variables x = ωτ y h̄2/2µ = ω2, y usando
s = 2, el operador de Schrödinger en la Ec. (17.226) coincide con el operador de
la Ec. (17.212), siempre que usemos la condición ERM = 0. Entonces, la amplitud
(17.227) dará las funciones de Green para τ > τ ′

GOω(τ, τ
′) =

h̄

2ω
Γ(m− 2)Γ(m+ 3)× P−m

2 (tanhωτ)P−m
2 (− tanhωτ ′), (17.339)

donde m = 1. Debido a la invariancia traslacional a lo largo del eje τ , esta función
de Green tiene un polo en ERM = 0 [tal como la función de Green (17.229)]. El
polo debe de eliminarse antes de alcanzar esta enerǵıa, y el resultado es la función
sustraida de Green G′

Oω
(τ, τ ′), dada por la expresión

G′
Oω

(τ, τ ′) =
1

2m

d

dm
(m2 − 1)GOω(τ, τ

′)

∣

∣

∣

∣

∣

m=1

. (17.340)

Usando la Ec. (17.231), encontramos la función sustraida de Green

G′
Oω

(τ, τ ′) = h̄[Y0(τ>)y0(τ<) + y0(−τ>)Y0(−τ<)], (17.341)

donde

y0(τ) = 2

√

3ω

2
P−1
2 (− tanhωτ) = −

√

3ω

2

sinhωτ

cosh2 ωτ
, (17.342)

Y0(τ) =

√

2

3ω

1

8ωm

{

1

2

[

d

dm
(m2 − 1)Γ(m− 2)Γ(m+ 3)

]

P−m
2 (tanhωτ)

+
[

(m2 − 1)Γ(m− 2)Γ(m+ 3)
] d

dm
P−m
2 (tanhωτ)

}∣

∣

∣

∣

∣

m=1

= −
√

2

3ω3

[

3

4

1

coshωτ
+
(

−3

4
ωτ −1

8

)

sinhωτ

cosh2 ωτ
− 1

4
e−ωτ

]

. (17.343)

Para τ = τ ′

G′
Oω

(τ, τ) =
h̄

2ω

1

cosh2 ωτ
(cosh2 ωτ − 1)(cosh2 ωτ − 1/2). (17.344)



17.10 Comportamiento de Orden Superior de los Desarrollos Perturbativos 1285

La evaluación de las integrales I ′1, I21, I22 e I3 puede hacerse como en la
Sección 17.8 (ver el Apéndice 17A), dando [7]

I ′1 = − 11 · 29
24 · 5 · 7 , I21 = − 71

25 · 3 · 7 , I22 =
3 · 13
24 · 7 , I3 = − 53

24 · 5 . (17.345)

Por lo tanto, el factor de corrección (17.338) es

C ′ =

[

1− 95

72

3|g|h̄
4ω3

+O(g2)

]

. (17.346)

Usando la correspondencia uno a uno entre las Ecs. (17.289) y (17.301) obtenemos
el comportamiento para valores grandes de k de los coeficientes del desarrollo de la
enerǵıa del estado base:

E
(0)
k = −ω

π

√

6

π
(−3/ω3)kΓ(k + 1/2)[1− 95/72k + . . .]. (17.347)

17.10.4 Aproximación Variacional al Tunelamiento.

Coeficientes Perturbativos a Todo Orden

El cálculo semiclásico de la amplitud de tunelamiento es válido sólo para barreras
de potencial muy altas. Con ayuda de la aproximación variacional [8], similar a
la descrita en el Caṕıtulo 5, es posible eliminar esta limitación. Por simplicidad,
discutiremos aqúı sólo el caso de un oscilador anarmónico a temperatura cero. Para
los niveles de enerǵıa de menor orden, y para toda singularidad en el lado izquierdo
del plano de la constante de acoplamiento, deduciremos la parte imaginaria de la
enerǵıa con gran precisión. La precisión del resultado se puede probar sustituyendo
la parte imaginaria calculada en la relación de dispersión (17.329) y recobrar los coe-
ficientes perturbativos de las enerǵıas, de donde se encuentra que estos coeficientes
están en buen acuerdo con los coeficientes exactos calculados a todo orden.

Para la integral de trayectoria del oscilador anarmónico

Z(g) =
∫

Dx(τ) exp
{

−
∫ L/2

−L/2
dτ

[

1

2
x′2 +

ω2

2
x2 +

g

4
x4
]}

, (17.348)

a temperatura cero, la enerǵıa variacional (5.32) está dada por

W1 =
Ω

2
+
ω2 − Ω2

2
a2 +

3g

4
a4, (17.349)

donde a2 = 1/2Ω. Hemos omitido el argumento de la trayectoria promedio x0 ya que
por simetŕıa del potencial el mı́nimo está en x0 = 0. La enerǵıa tiene que extremarse
con respecto a Ω2, de esto obtenemos la ecuación cúbica Ω3 − ω2Ω− 3g/2 = 0. La
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solución f́ısicamente aceptable para g = 0 será igual a ω y tiene dos ramas; para
g ∈ (−g(0), 0), donde g(0) = 4ω3/9

√
3 [comparar con la Ec. (5.163)], tenemos

Ω =
2ω√
3
cos

[

π

3
− 1

3
arccos (−g/g(0))

]

. (17.350)

Para valores grandes y negativos de la constante de acoplamiento g < −g(0), la
solución es

Ωre =
ω√
3
cosh(γ/3), Ωim = ω sinh(γ/3); γ = arcosh (−g/g(0)). (17.351)

En este régimen, la enerǵıa del estado base tiene una parte imaginaria distinta de
cero

ImW1 =
1

4
Ωi(1− 1/|Ω|2)− 3g

4
ΩreΩim/2|Ω|4. (17.352)

Esta enerǵıa imaginaria describe la inestabilidad del sistema a deslizarse hacia los
abismos situados en el ĺımite de valores grandes, tanto negativos como positivos, de
x. En este régimen de las constantes de acoplamiento, las barreras de potencial a la
derecha e izquierda del origen no son un obstáculo para el decaimiento ya que son
más pequeñas que la enerǵıa del punto cero.

En el primer régimen de valores pequeños y negativos de las constantes de
acoplamiento g ∈ (−g(0), 0), las barreras de potencial son lo suficientemente al-
tas para impedir que al menos el estado base con vida media larga se deslize al
abismo. Su enerǵıa está aproximadamente dada por el mı́nimo de la Ec. (17.349).
El estado puede decaer hacia el abismo via un acercamiento extremo mediado por
el potencial de prueba Ω2x2/2+ gx4/4. De acuerdo a la Ec. (17.308), la solución de
burbuja asociada será

x(τ) = xcl(τ) ≡ ±
√

2Ω2/|g| 1

cosh[Ω(τ − τ0)]
. (17.353)

La acción de esta solución de burbuja es Acl = 4Ω3/3|g|. El determinante de la
fluctuación estará dado por la Ec. (17.315), siempre que ω sea reemplazada por la

frecuencia de prueba Ω. Las traslaciones contribuyen con el factor βΩ
√

Acl/2π. Aśı,
la parte imaginaria de la función de partición será

ImZ(−|g| − iη)=βΩ

√

6

π

√

√

√

√

4Ω3

3|g|e
−βΩ/2−4Ω3/3|g|. (17.354)

En la aproximación variacional, este resultado reemplaza a la expresión semiclásica
(17.316), la cual de ahora en adelate será denotada por Z im

sc (g).
La expresión (17.354) tendrá correcciones debidas a las fluctuaciones. A or-

den más bajo, estas correcciones darán origen al factor exp(−〈Aint
fl,tot〉OΩ

), donde la
acción Aint

fl,tot contiene los términos de la interacción (17.215) y de las fluctuaciones



17.10 Comportamiento de Orden Superior de los Desarrollos Perturbativos 1287

(17.213), y donde ω se reemplaza por Ω, más términos adicionales que aparecerán
de la aproximación variacional. Estos términos adicionales compensan el hecho de
que estamos usando el potencial de prueba Ω2x2/2, en lugar del potencial propio
ω2x2/2, como potencial de orden cero para el desarrollo perturbativo. Estos términos
compensatorios tendrán la acción

Aint
fl,var =

∫ ∞

−∞
dτ

ω2 − Ω2

2
x2(τ)

=
∫ ∞

−∞
dτ

ω2 − Ω2

2
[x2cl(τ) + 2xcl(τ)y(τ) + y2(τ)]. (17.355)

Los valores esperados 〈. . .〉OΩ
en la corrección perturbativa se calculan con respecto

a las fluctuaciones reguladas por el operador (17.332), en el cual ω se reemplaza
por Ω. Como antes, todas las funciones de correlación se desarrollan, por medio
de la regla de Wick, en sumas de productos de las funciones de correlación simples
G′

OΩ
(τ, τ ′) dadas por la Ec. (17.336). Usando la fórmula integral (17.54), tenemos

∫ ∞

−∞
dτ x2cl(τ) = 4Ω/|g|. (17.356)

El valor esperado de
∫∞
−∞ dτ y(τ)2 se encuentra con ayuda de la Ec. (17.344) y será

∫ ∞

−∞
dτ 〈y2(τ)〉OΩ

= L
1

2Ω
+

1

Ω

∫ ∞

−∞
dτ

[

G′
OΩ

(τ, τ)− 1/2
]

= L
1

2Ω
− 7

6Ω2
. (17.357)

El segundo término se puede obtener de forma muy simple diferenciado, con respecto
a Ω2z, el logaritmo de la Ec. (17.314).

El término linealmente divergente L/2Ω contribuye al término proporcional a L
calculado anteriormente en la integral (17.337) (donde ω se ha reemplazado por Ω);
juntos serán igual al producto de L por la cantidad W1 hallada en la Ec. (17.349).
Aśı, podemos eliminar el factor e−LW1 de la expresión para ImZ y escribir Z como
≈ ReZeImZ/ReZ = e−LW1+ImZ/ReZ [como en la Ec. (17.275)], y deducir la parte
imaginaria de la enerǵıa a partir del exponente.

Ahora veamos los cumulantes, seguimos las reglas de la teoŕıa de perturbación
de las Ecs. (3.483)–(3.487), las cuales involucran las integrales (17.217) (donde g y
ω se han reemplazado por |g| y Ω, respectivamente). Usando las relaciones (17.345)
encontramos el factor de corrección e−A0−A1 donde

A0 =
95

96

|g|
Ω3
, A1 =

1

2
(ω2 − Ω2)

(

4Ω

|g| −
7

6Ω2

)

. (17.358)

Si queremos encontrar a orden g todos los términos que contribuyen a la parte
imaginaria de la enerǵıa, debemos continuar el desarrollo perturbativo al siguiente
orden. Esto dará un término más

exp
{

1

2
[〈Aint 2

fl,tot〉OΩ
− 〈Aint

fl,tot〉2OΩ
]
}

= exp(−A2 − A3 − A4), (17.359)
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donde hemos definido las integrales

A2 = −1

2
(ω2 − Ω2)2

∫

dτdτ ′ xcl(τ)〈y(τ)y(τ ′)〉OΩ
xcl(τ

′),

A3 = −(ω2 − Ω2)

√

3|g|
4Ω3

∫

dτdτ ′ y′0(τ)〈y(τ)y(τ ′)〉OΩ
xcl(τ

′),

A4 = (ω2 − Ω2)|g|
∫

dτdτ ′ xcl(τ)〈y(τ)y3(τ ′)〉OΩ
xcl(τ

′). (17.360)

Hallando las contracciones de Wick en las funciones de correlación, las integrales se
pueden escribir convenientemente como

A2 = −1

2
(ω2 − Ω2)2

1

Ω|g|a2,

A3 = −(ω2 − Ω2)
1

Ω2
a3,

A4 = (ω2 − Ω2)
1

Ω2
a4, (17.361)

donde a2, a3 y a4 están dadas por

a2 = |g|Ω
∫

dτdτ ′ xcl(τ)G
′
OΩ

(τ, τ ′)xcl(τ
′),

a3 = Ω2

√

3|g|
4Ω3

∫

dτdτ ′ y′0(τ)G
′
OΩ

(τ, τ ′)xcl(τ
′),

a4 = 3|g|Ω2
∫

dτdτ ′ xcl(τ)G
′
OΩ

(τ, τ ′)G′
OΩ

(τ ′, τ ′)xcl(τ
′). (17.362)

En términos de estas expresiones, la parte imaginaria de la enerǵıa tendrá la forma

ImE(−|g| − iη) = −Ω

√

6

π

√

√

√

√

4Ω3

3|g|e
−4Ω3/3|g|−c13|g|/4Ω3

× exp

[

−ω
2 − Ω2

2

(

4Ω

|g| −
7

6Ω2
− 2

a3 − a4
Ω2

)

+
(ω2 − Ω2)2

2Ω|g| a2

]

, (17.363)

donde, para evaluar el valor de Ω, hemos usado el resultado de la Ec. (17.350).
Para visualizar mejor el efecto de orden superior de las fluctuaciones factorizamos

la Ec. (17.363) en su parte semiclásica (17.317) y un factor de corrección εi(g),

ImE(−|g| − iη) = −ω
√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|e
−4ω3/3|g|εi(g), (17.364)

donde

εi(g) =
(

Ω

ω

)5/2

exp
[

− 4
Ω3 − ω3

3|g| − c1
3|g|
4Ω3

− ω2 − Ω2

2

(

4Ω

|g| −
7

6Ω2
− 2

a3 − a4
Ω2

)

+
(ω2 − Ω2)2

2Ω|g| a2

]

. (17.365)



17.10 Comportamiento de Orden Superior de los Desarrollos Perturbativos 1289

Figure 17.13 Parte imaginaria reducida de los tres niveles de enerǵıa de menor orden

del oscilador anarmónico para valores negativos del acoplamiento, graficados en función de

g′ ≡ g/ω3. El ĺımite semiclásico corresponde a εi ≡ 1. La rama para valores pequeños de

|g′| se debe al tunelamiento, la rama para valores grandes de |g′| proviene del decaimiento

directo (deslizamiento). Las curvas sólidas y punteadas muestran la parte imaginaria de

las aproximaciones variacionales W1 y W3, respectivamente; las ĺıneas obscuras a trazos

indican las pendientes exactas conocidas.

El cáculo de las integrales (17.362) se presenta en el Apéndice 17A, de donde obte-
nemos a2 = −1, a3 = 3/4, a4 = 1/12.

El resultado se muestra en la Fig. 17.13. Para g = 0, la pendiente de εi(g) con-
tiene el valor de primer orden c13/4 = 95/96, i.e., los términos adicionales a primer
orden en g, en el argumento de la exponencial (17.365), se cancelan mutuamente.

Existe una derivación breve para hallar este resultado utilizando el mismo método
usado en la deducción de la Ec. (5.190). Usemos para ello la corrección de las
fluctuaciones en la aproximación semiclásica para la frecuencia ω

ImE(−|g| − iη) = −ω
√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|e
−4ω3/3|g|−3c1|g|/4ω3

, (17.366)

removemos el prefactor dependiente en ω en el exponente con ayuda del logarit-

mo, reemplazamos todas las ω por
√

Ω2 − (Ω2 − ω2) =
√

Ω2 − gr2/2, donde r2 =

2(Ω2 − ω2)/g, y desarrollamos la exponencial en potencias de g, incluyendo todos
los términos en g para los cuales la exponencial (17.366) es conocida (tratando a r
como una cantidad de orden unitario). Utilizando de nuevo la Ec. (17.365), esto nos
conduce otra vez a la Ec. (17.364).
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La parte imaginaria se sustituye en la relación de dispersión (17.329) y para
valores positivos de g obtenemos la enerǵıa

E(0)(g)=
ω

2
+ 2ωg

∫ ∞

0

dλ

2π

1

λ(λ+ g)

√

6

π

√

4ω3

3λ
e−4ω3/3λεi(λ). (17.367)

Desarrollando el integrando en potencias de g obtenemos una fórmula integral para
los coeficientes perturbativos análoga a la Ec. (17.331). Su evaluación permite hallar
los valores mostrados en la Tabla 17.1. Estos valores se comparan con los valores
exactos de orden superior hallados previamente en la Ec. (17.319), los cuales se
obtienen luego de usar εi ≡ 1. Un mejor conocimiento de la parte imaginaria
de la enerǵıa nos permite extender los resultados previos de orden superior a los
resultados de orden menor. Aśı, el coeficiente de menor orden, donde k = 1, se
reproduce bastante bien [9].

El alto grado de precisión de los coeficientes de orden inferior mejora aún más uti-
lizando la aproximación variacional de orden superior W3, hallada en la Ec. (5.192),
y extrayendo de ella la parte imaginaria ImW3(0) a temperatura cero [10]. Cuando
se continua la constante de acoplamiento g al régimen de deslizamiento, obtenemos
la curva punteada de la Fig. 17.13. Esta curva se mezcla suavemente con la rama de
tunelamiento para g ≈ −0.24. Graficando el intervalo con más resolución, encon-
tramos dos intersecciones muy cercanas para los valores g′ = −0.229 y g′ = −0.254.
Escogemos la primera de estas curvas para ir de una rama a la otra. Después de intro-
ducir la parte imaginaria en la integral (17.331), obtenemos la quinta columna de la
Tabla 17.1. Para k = 1, la precisión es superior al 0.05%. Para que la aproximación
sea completamente consistente, la amplitud de tunelamiento debeŕıa de calcularse a
un orden equivalente. Esto daŕıa una mejor precisión en los coeficientes de menor
orden.

Es útil probar la precisión de nuestros resultados de orden menor, evaluando la
relación de dispersión (17.367) para la enerǵıa del estado base dependiente de g,
E(0)(g). Los resultados mostrados en la Fig. 17.14 se comparan bastante bien con
las curvas exactas. Estos resultados son sólo ligeramente superados por la aproxi-
mación original W1 de Feynman-Kleinert evaluada para valores positivos de g. No
mostramos la aproximación W3 ya que, en la escala de la gráfica, es indistinguible
de la enerǵıa exacta.

La aproximación obtenida de la relación de dispersión tiene la ventaja de poseer el
desarrollo en serie de potencias divergente apropiado e información confiable sobre
la estructura anaĺıtica de la singularidad en el plano complejo g. Igualmente, el
resultado de tercer orden E

(0)
var3+disp, hallado de la parte imaginaria de W3 para

g < 0, es tan preciso que gráficamente no se puede distinguir del resultado exacto.
El comportamiento de acoplamiento fuerte se reproduce muy bien con nuestras

curvas. Recordemos aqúı los resultados de la expresión ĺımite para la curva inter-
media dada por la Ec. (5.77) y la expresión exacta de la Ec. (5.226), junto con los
coeficientes de la Tabla 5.9.

El cálculo de la parte imaginaria en el régimen de deslizamiento se puede agilizar
eliminando de los coeficientes perturbativos la parte que corresponde a la amplitud
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Table 17.1 Comparación entre los coeficientes perturbativos exactos, los semiclásicos y

los obtenidos de las integrales del momento sobre la parte imaginaria de la enerǵıa, que

consta de la Ec. (17.363) en el régimen de tunelamiento y la continuación anaĺıtica de las

aproximaciones variacionales W1 y W3 en el régimen de deslizamiento. Se omite el signo

alternante (−1)k−1 y ω se iguala con 1.

k Ek Esc
k Evar1+disp

k Evar3+disp
k

1 0.75 1.16954520 0.76306206 0.74932168
2 2.625 5.26295341 2.49885978 2.61462012
3 20.8125 39.4721506 18.3870038 20.7186128
4 241.289063 414.457581 205.886443 240.857317
5 3580.98047 5595.17734 3093.38043 3590.69587
6 63982.8135 92320.4261 57436.2852 64432.5387
7 1329733.73 1800248.43 1244339.99 1342857.03
8 31448214.7 40505587.0 30397396.0 31791078.0
9 833541603 1032892468 822446267 842273537

10 24478940700 29437435332 24420208763 24703889150

de tunelamiento. Agregando la enerǵıa asociada con este término en la forma de
una relación de dispersión, podemos encontrar aproximaciones variacionales para
valores positivos de las constantes de acoplamiento. Estas aproximaciones no sólo
son numéricamente precisas, sino que también tienen un desarrollo en serie de po-
tencias con el comportamiento correcto a orden superior [lo cual no fue el caso para
las anteriores aproximaciones WN(g)].

El tratamiento completo se puede generalizar a los estados excitados. En este
caso las enerǵıas variacionales se reemplazan por el mı́nimo de las expresiones
derivadas en la Sección 5.19,

W
(n)
1 = Ωn2 +

ω2 − Ω2

2

n2

Ω
+
g

4

n4

Ω2
, (17.368)

donde n2 = n+1/2 y n4 = (3/2)(n2+n+1/2). Los valores óptimos de Ω están dados
por las soluciones (17.350) y (17.351), donde g(0) se reemplaza por g(n) = 2n2/3

√
3n4.

Para g ∈ (−g(n), 0), las enerǵıas son reales; mientras que para g < −g(n) poseen la
parte imaginaria

ImW
(n)
1 =

1

2
Ωi

(

1− ω2

|Ω|2
)

n2 −
g

2
ΩreΩim n4

|Ω|4 . (17.369)

Para g ∈ (−g(n), 0), la parte imaginaria se obtiene de la solución de burbuja. En
el ĺımite semiclásico, y para n > 0, esto da origen al factor 12nAn

cl/n!, tal como
en la Ec. (17.322) (donde ω se reemplaza por Ω). También aqúı la aproximación
variacional se puede continuar fácilmente a orden superior W2, W3, . . . .
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Figure 17.14 Enerǵıa del oscilador anarmónico en función de g′ ≡ g/ω3, obtenida

de la parte imaginaria variacional y la relación de dispersión (17.328) en función de la

constante de acoplamiento g. La comparación es con respecto a la curva exacta y la

enerǵıa variacional de Feynman-Kleinert para g > 0.

A primer orden en g, la parte imaginaria se conoce de un cálculo WKB [11] de
donde tenemos

ImE(n)(−|g| − iη)=− 12n

n!
ω

√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|

1+2n

e−4ω3/3|g|−c(n)
1 3|g|/4ω3

, (17.370)

y el parámetro de la pendiente será

c
(n)
1 =

d ε
(n)
i

d(g/ω3)
=
(

95

96
+

29

16
n+

17

16
n2
)

ω−3. (17.371)

Siguiendo el procedimiento descrito luego de la Ec. (17.366), obtenemos una
expresión variacional para la parte imaginaria de la enerǵıa que generaliza la
Ec. (17.364) para todo n:

ImE(n)(−|g| − iη)=− 12n

n!
ω

√

6

π

√

√

√

√

4ω3

3|g|

1+2n

e−4ω3/3|g|ε
(n)
i (g), (17.372)

donde el factor de corrección es

ε
(n)
i (g) =

(

Ω

ω

)3n+5/2

exp
[

− 4
Ω3 − ω3

3|g| − c
(n)
1

3|g|
4Ω3

− ω2 − Ω2

2

(

4Ω

|g| −
3n+ 5/2

Ω2

)

− (ω2 − Ω2)2

2Ω|g|
]

. (17.373)
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Im εi(g)

Figure 17.15 Parte imaginaria reducida de la enerǵıa del estado base del oscilador anar-

mónico obtenida de la teoŕıa variacional perturbativa, la gráfica se presenta para valores

pequeños y negativos de g en función de log(−g/4). La curva gruesa muestra la continua-

ción anaĺıtica del desarrollo de acoplamiento fuerte (5.226), usando los coeficientes de la

Tabla 5.9 a orden 22-avo. La curva delgada muestra el desarrollo divergente semiclásico

obtenido de la contribución de la solución clásica de la Ec. (17.374).

Sustituyendo el valor óptimo Ω(n) para Ω, obtenemos las curvas sólidas mostradas
en la Fig. 17.13. Las pedientes tienen el valor exacto de la Ec. (17.371).

El régimen de deslizamiento para los estados excitados se puede obtener de una
continuación anaĺıtica de las enerǵıas variacionales. Para n = 1, 2 la parte imagi-
naria de la enerǵıa resultante se muestra con las curvas punteadas en la Fig. 17.13.
Estas curvas se mezclan suavemente con las ramas correspondientes al tunelamiento
obtenido de W1.

Si extendemos la evaluación variacional de los desarrollos perturbativos a orden
superior en g, encontramos la parte imaginaria de la enerǵıa sobre la singularidad
izquierda localizada cada vez más hacia el interior del regimén dominado por la
solución clásica y las fluctuaciones alrededor de esta solución [10]. Esto se muestra
en la gráfica del doble logaritmo de la Fig. 17.15.

El resultado se puede comparar con el desarrollo divergente semiclásico alrededor
de la solución clásica [13]

log εi(g) = − 4

3g
+ k1

g

4
+ k2

(

g

4

)2

+ . . . . (17.374)

el cual se muestra también en la Fig. 17.15. Los coeficientes están listados en la
Tabla 17.2.

Se puede incluir el efecto de temperaturas finitas, para ello debemos sumar sobre
la parte imaginaria de las enerǵıas usando como factor de peso el factor de Boltzman



1294 17 Tunelamiento

Table 17.2 Coeficientes kn del desarrollo semiclásico (17.374) alrededor de la solución

clásica.

1 2 3 4 5
3.95833 19.3437500 174.2092014 2177.286133 34045.58329

6 7 8 9 10
632817.0536 1.357206× 107 3.2924× 108 8.92 × 109 2.65 × 1011

con estas enerǵıas. Esto permitirá la aplicación de los conceptos anteriores en muchas
ramas de la f́ısica donde los fenómenos de tunelamiento son relevantes.

Será interesante generalizar este procedimiento a las teoŕıas cuánticas de campo,
donde el procedimiento puede dar lugar al desarrollo de técnicas de resumación
mucho más eficientes para las series perturbativas. Debemos construir funciones base
para cada sistema en términos de las cuales estas series poseean un nuevo desarrollo
convergente. Entonces, los exponentes cŕıticos de la teoŕıa ϕ4, con simetŕıa O(N),
se podŕıan calcular con mayor precisión a partir de los resultados conocidos de cinco
lazos [14], en comparación con lo hecho anteriormente.

17.10.5 Convergencia del Desarrollo Perturbativo Variacional

El conocimiento de la discontinuidad en el lado izquierdo del plano complejo g per-
mite entender someramente las propiedades de convergencia del desarrollo pertur-
bativo variacional presentado en la Sección 5.14. La enerǵıa del estado base cumple
con la relación de dispersión sustraida [comparar con la Ec. (17.299)]

E(0)(g) =
ω

2
− g

2πi

∫ −∞

0

dg′

g′
discE(0)(g′)

g′ − g
, (17.375)

donde discE(0)(g′) denota la discontinuidad en el lado izquierdo del plano complejo
g. Un desarrollo en potencias de g del integrando dará la serie perturbativa

E(0)(g) = ω
N
∑

k=0

E
(0)
k

(

g

4ω3

)k

. (17.376)

La enerǵıa variacional asociada con esta enerǵıa tiene la forma [comparar con la
Ec. (5.206)]

WΩ
N (g) = Ω

N
∑

k=0

ε
(0)
k

(

g

4Ω3

)k

. (17.377)

Esta expresión se obtiene de la Ec. (17.376) usando el reemplazo propuesto en la
Ec. (5.188) y desarrollando nuevamente la relación resultante en potencias de g. En
el presente contexto escribimos el reemplazo en la forma

ω −−−→ Ω(1− σĝ)1/2, (17.378)
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donde ĝ es una constante adimensional de acoplamiento g/Ω3, y definimos también

σ = Ω(Ω2 − 1)/g (17.379)

[recordemos las Ecs. (5.213) y (5.208)].
Existe una forma sencilla de obtener el nuevo desarrollo usando la relación de

dispersión (17.375). Introduciendo la constante adimensional de acoplamiento ḡ ≡
g/ω3, el reemplazo dado en la Ec. (17.378) equivale a

ḡ −−−→ g̃(ĝ) ≡ ĝ

(1− σĝ)3/2
. (17.380)

Puesto que la Ec. (17.375) representa una enerǵıa, podemos escribirla como el pro-
ducto de ω multiplicada por una función adimensional de ḡ. Además del reemplazo
(17.380) en el argumento, tendremos un factor total Ω/ω = (1 − σĝ)1/2. Definimos
la enerǵıa reducida

Ê(ĝ) ≡ E(g)/Ω, (17.381)

la cual depende únicamente de la constante de acoplamiento reducida ĝ, la relación
de dispersión (17.375) para la enerǵıa E(0)(g) dará origen a una relación de dispersión
para Ê(0)(ĝ):

Ê(0)(g) = (1− σĝ)1/2
[

1

2
+
g̃(ĝ)

2πi

∫ −∞

0

dḡ′

ḡ′
disc Ē(0)(ḡ′)

ḡ′ − g̃(ĝ)

]

. (17.382)

La serie perturbativa resumada se obtiene de este resultado por medio de un desa-
rrollo en potencias de ĝ/4 hasta orden N .

Se debe de enfatizar que sólo el truncamiento de las series da como resultado una
diferencia entre las expresiones (17.375) y (17.382), ya que tanto ḡ como g̃ son las
mismas cantidades, como puede verificarse sustituyendo la Ec. (17.379) en el lado
derecho de la Ec. (17.380).

Para encontrar los coeficientes del nuevo desarrollo observemos que la expresión
(17.382) representa una relación de dispersión en el plano complejo ĝ. Si C denota
el número de singularidades en este plano y discCE(ĝ) es la discontinuidad a lo largo
de estas singularidades, la relación de dispersión será

Ê(0)(ĝ) =
1

2
+

ĝ

2πi

∫

C

dĝ′

ĝ′
discCÊ

(0)(ĝ′)

ĝ′ − ĝ
. (17.383)

En el argumento de la enerǵıa hemos cambiando de la variable ḡ a la variable ĝ ya
que esta será la variable de interés en lo que sigue.

Cuando desarrollamos el denominador del integrando en potencias de ĝ/4, encon-

tramos que los coeficientes del desarrollo ε
(0)
l son integrales del momento con respecto

a la inversa de la constante de acoplamiento 1/ĝ [comparar con la Ec. (17.302)]:

ε
(0)
k = − 4k

2πi

∫

C

dĝ

ĝk+1
discCÊ

(0)(ĝ). (17.384)
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Figure 17.16 Singularidades en el plano complejo ĝ, cuyos momentos con respecto a la

inversa de la constante de acoplamiento determinan los coeficientes del nuevo desarrollo.

Encontramos que las singularidades dentro del ćırculo sombreado se eliminan de la nueva

serie debido a la convergencia en términos de la constante de acoplamiento fuerte para

g > gs.

En el plano complejo ĝ, la integral (17.382) tiene, en principio, singularidades a lo
largo de los contornos C1, C1̄, C2, C2̄ y C3, como se muestra en la Fig. 17.16. Las
primeras cuatro singularidades son las imagenes de la singularidad del lado izquierdo
del plano complejo g; la curva C3 proviene de la ráız cuadrada de 1− σĝ, resultado
de la transformación (17.380) y el prefactor de la Ec. (17.382).

Sea D̄(ḡ) una abreviatura de la discontinuidad reducida en la relación de dis-
persión original (17.375):

D̄(ḡ) ≡ disc Ē(0)(ḡ) = 2iIm Ē(0)(ḡ − iη), ḡ ≤ 0. (17.385)

Luego, las discontinuidades a lo largo de las distintas sigularidades son

disc
C1,1̄,2,2̄

Ê(0)(ĝ) = (1− σĝ)1/2D̄(ĝ(1− σĝ)−3/2), (17.386)

disc
C3

Ê(0)(ĝ) = −2i(σĝ − 1)1/2

×
[

1

2
−
∫ ∞

0

dḡ′

2π

ĝ(σĝ − 1)−3/2

ḡ′2 + ĝ2(σĝ − 1)−3
D̄(−ḡ′)

]

. (17.387)

Para valores pequeños y negativos de ḡ, la discontinuidad está dada por el ĺımite
semiclásico de la Ec. (17.317):

D̄(ḡ) ≈ −2i

√

6

π

√

4

−3ḡ
e4/3ḡ . (17.388)

Denotamos como ε
(0)
k (Ci) las contribuciones a los coeficientes de las diferentes sin-

gularidades a la integral dada por la Ec. (17.384). Luego de sustituir la Ec. (17.388)
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en la Ec. (17.386) obtenemos, de la singularidad a lo largo de C1, la aproximación
semiclásica

ε
(0)
k (C1) ≈ −2 4k

∫

C1

dĝ

2π

1

ĝk+1

√

6

π

√

√

√

√−4(1− σĝ)5/2

3ĝ
e4(1−σĝ)

3/2/3ĝ. (17.389)

Para el término k-ésimo Sk de la serie, obtenemos la siguiente estimación

Sk ∝
[

∫

Cγ

dγ

2π
efk(γ)

]

(σĝ)k, (17.390)

donde en función de γ ≡ σĝ, fk(γ) es

fk(γ) = −
(

k +
3

2

)

log(−γ) + 4σ

3γ
(1− γ)3/2. (17.391)

Para valores grandes de k, la integral se puede evaluar mediante la aproximación del
punto de silla de la Subsección 4.2.1. El extremum de fk(γ) cumple con la ecuación

−k + 3

2
=

4σ

3γ
(1− γ)1/2 (1 + 1

2γ) , (17.392)

la cual se resuelve con ayuda de la relación

γ−−−→
k→∞

γk = −4σ/3k. (17.393)

En el extremum, fk(γ) tiene el valor

fk −−−→
k→∞

k log(3k/4eσ)− 2σ. (17.394)

En esta expresión ĺımite, la constante −2σ aparece cuando desarrollamos el segundo
término de la Ec. (17.391) en una serie de Taylor, (4σ/3γ)(1 − γ)3/2 = 4σ/3γk −
2σ + . . . . En el ĺımite de valores grandes de k, sólo los primeros dos términos son
diferentes de cero.

Aśı, a orden principal en k, el k-ésimo término del nuevo desarrollo de la serie
se convierte en

Sk ∝ e−2σ

(

−3k

e

)k (
ĝ

4

)k

. (17.395)

Los coeficientes correspondientes del nuevo desarrollo son

ε
(0)
k ∝ e−2σE

(0)
k . (17.396)

Estos coeficientes tienen la notable propiedad de crecer, en función de k, en la
misma forma que los coeficientes de la serie inicial E

(0)
k , con la excepción de un

factor de cancelación promedio e−2σ. Esta propiedad se encontró emṕıricamente en
la Fig. 5.20b.
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Con el fin de estimar la convergencia del desarrollo perturbativo variacional note-
mos que usando

σ =
Ω(Ω2 − 1)

g
(17.397)

y ĝ obtenido de la Ec. (5.213), tenemos

σĝ = 1− 1

Ω2
. (17.398)

Para valores grandes de Ω, esta expresión es menor que la unidad. Aśı, la serie
en potencias de (σĝ)k convergerá apropiadamente. Una nueva serie óptima para la
enerǵıa se logrará escogiendo, para una valor apropiadamente grande del máximo
N , un parámetro σ proporcional a N :

σ ≈ σN ≡ cN. (17.399)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (17.391), para valores grandes de k = N ,
obtendremos

fN (γ) ≈ N

[

− log(−γ) + 4c

3γ
(1− γ)3/2

]

. (17.400)

El extremum de esta función estará en

1 +
4c

3γ
(1− γ)1/2(1 + 1

2γ) = 0. (17.401)

Ahora, la constante c se escoge de tal manera que el término proporcional a N
en el argumento de la función exponencial efN (γ), obtenido del primer término en la
Ec. (17.400), se cancele mediante una contribución igualmente grande del segundo
término, i.e., requerimos que para el extremum se cumpla la condición

fN(γ) = 0. (17.402)

La solución de las dos ecuaciones (17.401) y (17.402) será

γ = −0.242 964 029 973 520 . . . , c = 0.186 047 272 987 975 . . . . (17.403)

Contrario al valor extremal γ en la Ec. (17.393), que domina el ĺımite de valores
grandes de k, el valor extremal γ del presente ĺımite, en el cual el valor de k también
es grande y del orden de N , permanece finito (la estimación previa se mantiene
para el caso k ≫ N). De acuerdo con esto, la contribución del segundo término
(4c/3γ)(1− γ)3/2 en fN(γ) es importante y no solamente los primeros dos términos
de la serie de Taylor de (1− γ)3/2, como fue el caso visto en la Ec. (17.394).

Dado que fN(γ) se anula en el extremum, el orden de magnitud del N -ésimo
término en el nuevo desarrollo será

SN ∝ (σN ĝN)
N =

(

1− 1

Ω2
N

)N

. (17.404)



17.10 Comportamiento de Orden Superior de los Desarrollos Perturbativos 1299

De acuerdo a las Ecs. (17.397) y (17.399), para valores grandes de N , la frecuencia
ΩN crece en la forma

ΩN ∼ σ
1/3
N g1/3 ∼ (cNg)1/3. (17.405)

En consecuencia, para valores grandes de N el último término de la serie decrece
como

SN (C1) ∝
[

1− 1

(σNg)2/3

]N

≈ e−N/(σg)
2/3 ≈ e−N

1/3/(cg)2/3 . (17.406)

Esta estimación no explica aún la convergencia del desarrollo perturbativo varia-
cional en el ĺımite de acoplamiento fuerte observada en las Figs. 5.21 y 5.22. Para
analizar la contribución de la singularidad C1 a SN , se requiere incluir un poco
más de información en la estimación. Esta información se obtiene de la propiedad
emṕıricamente observada de que los mejores valores ΩN para N finita estarán sobre
la curva [recordemos la Ec.(5.211)]:

σN ∼ cN
(

1 +
6.85

N2/3

)

. (17.407)

Aśı, para N finito, el comportamiento asintótico (17.399) tendrá una corrección
considerable. Sustituyendo esta expresión de σN en la función fN(γ), dada en la
Ec. (17.400), encontramos el factor exponencial extra

e∆fN ≈ exp

[

N
4c

3

(1− γ)3/2

γ

6.85

N2/3

]

= exp
[

−N log(−γ) 6.85
N2/3

]

≈ e−9.7N1/3

. (17.408)

Esto reduce el tamaño del último término debido a la singularidad C1, dado en la
expresión (17.406), a la forma

SN(C1) ∝ e−[9.7+(cg)−2/3]N1/3

, (17.409)

lo cual concuerda con la convergencia vista en las Figs. 5.21 y 5.22.
No hay necesidad de evaluar el efecto del cambio en el valor extremo de γ origi-

nado por el término de la corrección en la Ec. (17.407), ya que este cambio será de
segundo orden en 1/N2/3.

Ahora, queremos saber ¿qué hay respecto a la contribución de las otras singula-
ridades? Para C1̄, las integrales en la Ec. (17.384) van desde ĝ = −2/σ hasta −∞ y
decrecen como (−2/σ)−k. El último término asociado SN (C1̄), se puede ignorar pues
es de orden e−N logN . Para las singularidades C2,2̄,3, las integrales en la Ec. (17.384)
empiezan en ĝ = 1/σ y por lo tanto el comportamiento principal es de la forma

ε
(0)
k (C2,2̄,3) ∼ σk. (17.410)
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Esto implica que el orden de la contribución del N -ésimo término en el nuevo de-
sarrollo es

SN (C2,2̄,3) ∼ (σĝ)N , (17.411)

el cual decrece en la forma (17.406) y no explica la convergencia observada
emṕıricamente en el ĺımite del acoplamiento fuerte. Como antes, una mejor esti-
mación puede hallarse con información adicional. Las singularidades en la Fig. 17.16
no alcanzan realmente el punto σĝ = 1. Existe un pequeño ćırculo de radio ∆ĝ > 0
en el cual Ê(0)(ĝ) no tiene ninguna singularidad. Esto es una consecuencia del he-
cho, no utilizado hasta ahora, de que el desarrollo de acoplamiento fuerte (5.231)
converge para g > gs. Para la enerǵıa reducida, este desarrollo será de la forma:

Ê(0)(ĝ) =

(

ĝ

4

)1/3






α0 + α1

[

ĝ

4ω3

1

(1− σĝ)3/2

]−2/3

+ α2

[

ĝ

4ω3

1

(1− σĝ)3/2

]−4/3

+ . . .







.

(17.412)

La convergencia de la Ec. (5.231) para g > gs, implica que la Ec. (17.412) converge

2 3 4 5

-40

-30

-20

-10

exp(6.41 − 9.42N1/3)

|SN |

N1/3

Figure 17.17 Comportamiento calculado para la aproximación N -ésima de α0, el cual

ha de ser comparado con el comportamiento hallado emṕıricamente en la Fig. 5.21.

para todo σĝ contenido en una vecindad del punto σĝ = 1, donde el radio es

∆(σĝ) ∼
(

ĝ

−ḡs

)2/3

=

{

1

−σḡs
[1 + ∆(σĝ)]

}2/3

, (17.413)

y donde ḡs ≡ gs/ω
3. Para valores grandes de N , ∆(σĝ) tiende a cero como

1/(N |ḡs|c)2/3. Aśı, los contornos de integración de las integrales del momento

(17.384) para las contribuciones ε
(0)
k (Ci) de las otras singularidades no empiezan

en el punto σĝ = 1, sino a una distancia corta ∆(σĝ) de este punto. Esto genera un
factor de cancelación adicional

(σĝ)−N ∼ [1 + ∆(σĝ)]−N . (17.414)
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e9.23N
1/3−5.14SN

N1/3

Figure 17.18 Comportamiento oscilatorio obtenido teóricamente para la aproximación

exponencial asintótica de α0 con respecto de su valor exacto como una función del or-

den de la aproximación N , el cual se ha de comparar con el comportamiento hallado

emṕıricamente en la Fig. 5.22. Aqúı se ha promediado entre ordenes pares e impares.

Hagamos −ḡs = |ḡs| exp(iϕs), xs ≡ (−ĝ/ḡs)2/3 = −|xs| exp(iθ) e introduzcamos el
parámetro a ≡ 1/[|ḡs|c]2/3. Puesto que hay dos contribuciones complejas conjugadas,
para valores grandes de N obtenemos del nuevo desarrollo un último término cuyo
orden es

SN(C2,2̄,3) ≈ e−N
1/3a cos θ cos(N1/3a sin θ). (17.415)

Usando

|ḡs| ∼ 0.160, θ ∼ −0.467, (17.416)

obtenemos las curvas mostradas en las Figs. 17.17 y 17.18, mismas que concuerdan
bastante bien con lo observado en las Figs. 5.21 y 5.22. Su envolvente tiene el
decaimiento asintótico e−9.23N1/3

.
Veamos como las posiciones de las singularidades dominantes de Bender-Wu,

determinadas por la Ec. (17.416), se comparan con las que podemos extraer direc-
tamente de la serie de acoplamiento fuerte dado en la Ec. (5.231) a orden 22-avo.
Para las singularidades de la ráız cuadrada xs = −|xs| exp(±iθ), los coeficientes de
la serie de potencias

∑

αnx
n tienen la razón asintótica Rn ≡ αn+1/αn ∼ Ras

n ≡
− cos[(n+1)θ+ δ]/|xs| cos(nθ+ δ). En la Fig. 17.19 hemos graficado estos cocientes
comparando con los cocientes Rn obtenidos de los coeficientes αn de la Tabla 5.9.
Para valores grandes de n, el acuerdo es bueno si usamos

|xs| = 1/0.117, θ = −0.467, (17.417)
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n

Rn

Figure 17.19 Comparación de la razón Rn entre coeficientes sucesivos del desarrollo de

acoplamiento fuerte (puntos), con la razón Ras
n del desarrollo de la superposición de dos

singularidades en g = 0.156 × exp(±0.69) (cruces).

exact

E(0)(g)

strong coupling

3rd order PT

2nd order PT

g

Figure 17.20 Desarrollo en términos del acoplamiento fuerte de la enerǵıa del estado

base en comparación con los valores exactos y los resultados perturbativos de 2do y 3er

orden. El radio de convergencia para 1/g es mayor a 1/0.2.
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donde además tenemos el irrelevante ángulo de fase δ = −0.15. El ángulo θ está en
excelente acuerdo con el valor encontrado en la Ec. (17.416). Para |xs| obtenemos
|ḡs| = 4|1/xs|3/2 = 0.160, una vez más en excelente acuerdo con la Ec. (17.416).

Este radio de convergencia es compatible con la convergencia propuesta en la
serie de acoplamiento fuerte a orden 22, como se puede ver en la Fig. 17.19 al
comparar la curva exacta con las curvas resultantes de la serie.

Es posible extender la prueba de la convergencia a la serie de potencias divergente
más general discutida en la Sección 5.17, cuyo desarrollo en términos de la constante
de acoplamiento fuerte tiene los parámetros de crecimiento más generales, p y q [15].
La convergencia está asegurada para el caso 1/2 < 2/q < 1 [16]. Si la interacción del
oscilador anarmónico es

∫

dτ xn(τ) donde n 6= 4, el parámetro adimensional de la
serie para las enerǵıas es g/ωn/2+1 en lugar de g/ω3. Luego tenemos que q = n/2+1,
de tal manera que para n ≥ 6 se pierde la convergencia. Esto se puede verificar, por
ejemplo, tratando de resumar las series para las enerǵıas de los estados base para
n = 6 y n = 8. Para n = 6 la singularidad en la Fig. 17.16 será circular, de tal
forma que no existe el ćırculo sombreado C3 en el cual debeŕıa converger la serie de
acoplamiento fuerte.

17.11 Decaimiento de la Supercorriente en un Alambre
Delgado Cerrado

Una aplicación importante de la teoŕıa de tunelamiento es la explicación f́ısica del
comportamiento, en función de la temperatura, de la resistencia de un cable su-
perconductor delgado7. El estado superconductor está descrito por medio de un
parámetro de orden complejo, ψ(z), que depende de la variable espacial z a lo
largo del cable. Con esto tenemos lo que se conoce como un campo de orden. La
variable z es el equivalente al tiempo Euclideano τ utilizado en las secciones previas.
Consideremos un cable cerrado, donde ψ(z) cumple con la condición de frontera
periódica

ψ(z) = ψ(z + L). (17.418)

La densidad de enerǵıa del sistema está descrita aproximadamente por una serie de

Ginzburg-Landau, i.e., una serie en potencias del campo ψ y su gradiente, donde
consideramos sólo los términos

ε(z) = |∂zψ(z)|2 +m2|ψ(z)|2 + g

4
|ψ(z)|4. (17.419)

La fluctuación total de la enerǵıa está dada por la funcional

E[ψ∗, ψ] =
∫ L/2

−L/2
dz ε(z), (17.420)

7Un cable superconductor se dice delgado si su espesor es mucho menor que la longitud de
coherencia, la cual será definida en la Ec. (17.425).
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y la probabilidad de cada fluctuación está determinada por el factor de Boltz-
mann exp{−E[ψ∗, ψ]/kBT}. El parámetro m2 que multiplica al modulo al cuadrado
|ψ(z)|2, es llamado el término de masa del campo. Este parámetro se anula para la
temperatura cŕıtica Tc, mientras que para temperaturas cercanas a Tc se comporta
como

m2 ≈ m2
0

(

T

Tc
− 1

)

. (17.421)

Para valores menores de Tc, el cuadrado de la masa es negativo y el cable será un
superconductor. Podemos estimar fácilmente que cada término en el desarrollo de
Landau es del orden de |1 − T/Tc|2, y todo término de orden superior en la serie
(17.419) debe disminuir al menos como una potencia de |1− T/Tc|1/2.

La función de partición del sistema está dada por la integral de trayectoria

Z =
∫

Dψ∗(z)Dψ(z)e−E[ψ∗,ψ]/kBT . (17.422)

Si T no tiene valores muy cercanos a Tc [aunque si lo suficientemente cercanos como
para justificar el desarrollo de Landau, i.e., ignorar términos de orden superior en el
desarrollo en la Ec. (17.419) eliminados por el factor |1− T/Tc|1/2], esta integral de
trayectoria se puede analizar semiclásicamente en la forma descrita anteriormente
en este caṕıtulo [17].

El mecanismo microscópico elemental responsable del fenómeno de la super-
conductividad será irrelevante para la discusión subsecuente. Consideremos sólo
los siguientes hechos: un superconductor es un metal a bajas temperaturas cuyos
eletrones cerca de la superficie del mar Fermi superan la repulsión Coulombiana
debido a un intercambio fonónico. Esto permite que un par de electrones de esṕın
opuesto formen un estado ligado llamado onda s, también conocido como par de

Cooper .8 La atracción que mantiene ligados a los pares de Cooper es extremada-
mente débil. Esta es la razón de porque la temperatura tiene que ser muy pequeña,
para evitar que los pares de Cooper sean destruidos por las fluctuaciones térmicas.
La temperatura cŕıtica Tc, a la cual los pares se rompen, está relacionada con la
enerǵıa de ligadura del par de Cooper mediante la relación Epar = kBTc. El proceso
de la teoŕıa de campos llamado intercambio fonónico, es una forma de describir la
acumulación de iones positivos a lo largo de la trayectoria de un electrón, la cual
actúa como un potencial atractivo sobre otro electrón mientras apantalla la repulsión
Coulombiana. La atracción es muy débil y conduce a una estado ligado sólo para
la onda s (la barrera centŕıfuga ∝ l(l+1)/r2 evita la formación de un estado ligado
de ondas parciales de orden superior). El potencial entre los electrones se puede
aproximar mediante un potencial tipo función δ, V (x) ≈ −gδ(r). Se encuentra que

8Hablaremos aqúı sólo de la superconductividad tradicional, la cual es válida para una tempera-
tura cŕıtica muy pequeña, de algunos grados Kelvin. La f́ısica de la superconductividad de alta
temperatura, recientemente descubierta, no está lo suficientemente entendida como para ser dis-
cutida en términos similares.
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Figure 17.21 Trayectorias del grupo de renormalización en el plano g, µ de electrones

superconductores (g=constante de acoplamiento atractivo, µ=temperatura de Debye,

kB = 1). Las curvas con la misma Tc implican propiedades superconductoras idénticas. El

grupo de renormalización determina la reparametrización de un sistema superconductor

dado a lo largo de estas curvas.

la temperatura cŕıtica Tc, generalmente de unos cuantos grados Kelvin, cumple una
relación exponencial caracteŕıstica

TckB = µe−1/g. (17.423)

El parámetro µ denota el ĺımite superior de la enerǵıa del espectro fonónico TDkB,
donde TD es la temperatura de Debye de las vibraciones de la red.

Un resultado importante de la teoŕıa, confirmado por el experimento, es que todas
las propiedades caracteŕısticas de equilibrio dependientes de T de un superconductor
cerca de la temperatura cŕıtica dependerán únicamente del parámetro Tc. Aśı, sis-
temas muy diferentes con distintos parámetros microscópicos µ ≡ TD y g tendrán las
mismas propiedades superconductoras (ver la Fig. 17.21). La temperatura cŕıtica
es un parámetro prototipo importante usado en la llamada transformación dimen-

sional de la constante de acoplamiento de la teoŕıa cuántica de campos, la cual tiene
un papel análogo en la caracterización del sistema. En la teoŕıa cuántica de cam-
pos se necesita de un parámetro de masa µ arbitrario para definir la magnitud del
acoplamiento de la teoŕıa renormalizada y las cantidades f́ısicas que dependen sólo
de su combinación9

Mc = µe−1/g(µ). (17.424)

9En cromodinámica cuántica la transformación dimensional de la constante de acoplamiento es
del orden de la masa de pión y generalmente se le denota por Λ.
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El conjunto de cambios de µ se acompaña de un cambio simultáneo de g(µ), de
tal forma que permanecen sobre una curva dada, donde Mc se obtiene del grupo de

renormalización. La curva µ, g(µ) es llamada la trayectoria del grupo de renorma-

lización [16].

Si se trabaja en unidades naturales, donde h̄ = kB = M = 1, la temperatura
cŕıtica corresponde a una longitud de ≈ 1000rA. Esta longitud fija la escala de las
correlaciones espaciales de los pares de Cooper cerca del punto cŕıtico mediante la
relación

ξ(T ) =
const.

Tc

(

1− T

Tc

)−1/2

≈ 1000rA
(

1− T

Tc

)−1/2

. (17.425)

La magnitud de los pares de Cooper es mucho mayor que el espaciamiento de la red,
que es del orden de 1rA. Su tamaño está determinado por el cociente h̄2kF/meπkBTc,
donde kF es el número de onda, sobre la superficie de Fermi, de los electrones de
masa me. La temperatura Tc de los superconductores convencionales es del orden
de 1 K, y corresponde a 1/11604.447 eV. Aśı, la enerǵıa térmica kBTc es menor que
la enerǵıa atómica EH = 27.210 eV, por un factor de 2.345 × 10−3 (recordar las
unidades atómicas definidas en la Sección 13.7), y encontramos que h̄2/meπkBTc es
del orden de 102a2H . Puesto que aH es del orden de 1/kF , estimamos que el tamaño
de los pares de Cooper es aproximadamente 100 veces mayor que el espaciamiento
de la red.

Esto justifica a posteriori la elección de la función δ para el potencial atractivo,
cuyo rango es apenas de unas cuantas constantes de red, i.e., mucho menor que ξ(T ).
El hecho de que las magnitudes de los estados ligados sean grandes, obliga a que el
conductor sea coherente hasta distancias del orden de ξ(T ), las cuales también son
grandes comparadas con el espaciamiento de la red. Por esta razón ξ(T ) es llamada
la longitud de coherencia.

Existen pares de Cooper similares en otros sistemas de fermiones de baja tem-
peratura tal como el 3He, donde los pares de Cooper dan lugar al fenómeno de la
superfluidez . En este fenómeno, el potencial interatómico contiene un núcleo duro
repulsivo para distancias donde r < 2.7rA. Esto evita la formación de una estado
ligado para una onda tipo s. Adicionalmente, produce una fuerte correlación esṕın-
esṕın en el ĺıquido de Fermi cuasi degenerado, dando preferencia a la configuración
de espines paralelos. Debido a la antisimetŕıa necesaria de la función de onda del
par de electrones, esto equivale a una repulsión para cualquier onda parcial par. Por
esta razón, los pares de Cooper sólo pueden existir en el estado triplete de esṕın de
una onda tipo p. La enerǵıa de ligadura es mucho más débil que en un supercon-
ductor, disminuyendo la temperatura cŕıtica aproximadamente por un factor de mil.
Experimentalmente, la temperatura medida para este fenómeno es Tc = 27mK y la
presión es p = 35 bar. Puesto que la masa del átomo de 3He es mayor que la de los
electrones en casi el mismo factor de mil, la longitud de coherencia ξ tiene el mismo
orden de magnitud en ambos sistemas, i.e., 1/Tc tiene la misma longitud cuando se
mide en unidades de rA.
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La descripción teórica del comportamiento del condensado se simplifica enorme-
mente reexpresando la acción Euclidiana fundamental en términos de un par de

campo de Cooper, i.e., en términos del campo compuesto

ψpar(x) = ψe(x)ψe(x). (17.426)

El cambio de las variables de campo se puede hacer fácilmente en la formulación
de la integral de trayectoria de la teoŕıa de campos. El método es muy similar a la
introducción del campo auxiliar ϕ(x) en el teoŕıa de campo del poĺımero, desarro-
llada en la Sección 15.12. Ya que este tema ha sido tratado extensamente en otras
partes10, no entraremos aqúı en los detalles. La función de partición del sistema es

Z =
∫

Dψ∗
e (x)Dψe(x)e

−A[ψ∗
e ,ψe]. (17.427)

Cambiando las variables de integración de ψe a ψpar, podemos derivar la función de
partición alternativa del par

Z =
∫

Dψ∗
par(x)Dψpar(x)e

−A[ψ∗
par,ψpar], (17.428)

donde ψpar es el campo del par de Cooper dado en la Ec. (17.426).
En general, la nueva acción es muy complicada. Sin embargo, para temperaturas

cercanas a Tc, podemos hallar la serie de potencias del campo ψpar y sus derivadas,
conduciendo a una serie de Landau del tipo dado en la Ec. (17.419). Para campos
estáticos la acción Euclidiana del campo es

A[ψ∗
par, ψpar] = E/kBT =

1

kBT

∫

d3x ε(x) (17.429)

=
1

kBT

∫

d3x

[(

− log
µ

T
+

1

g2

)

|ψpar|2+
1

2T 2
c

|ψpar|4 +
1

T 2
c

|∇ψpar|2 + . . .

]

,

donde los puntos denotan las potencias omitidas de orden superior del campo ψpar

y sus derivadas, cada una acompañada por un factor adicional 1/Tc.
Discutiremos primero el ĺımite clásico de la integral de trayectoria (17.429). Ob-

servemos que para la temperatura cŕıtica (17.423), en la enerǵıa el término de masa
se puede escribir como

− log
Tc
T

|ψpar|2 ∼ −
(

1− T

Tc

)

|ψpar|2. (17.430)

Para T < Tc este resultado tiene “signo incorrecto”, de tal forma que encontramos
que el campo no tiene un mı́nimo estable para ψpar = 0. Aqúı el mı́nimo fluctúa

10La descripción de la formación del par mediante de una integral de trayectoria se explica
en H. Kleinert, Collective Quantum Fields , Fortschr. Phys. 26 , 565 (1978) (http://www.phy-
sik.fu-berlin.de/~kleinert/55).
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alrededor de alguno de los muchos valores distintos de cero, cuyo valor absoluto fijo
es

|ψpar,0| = Tc

√

1− T

Tc
. (17.431)

Por lo tanto es útil extraer el factor Tc (1− T/Tc)
1/2 fuera del campo ψpar, definiendo

ψ(x) ≡ ψpar(x)
1

Tc(1− T/Tc)1/2
, (17.432)

y escribir la densidad de enerǵıa renormalizada como

ε(x) = |∇ψ|2 − |ψ|2 + 1

2
|ψ|4. (17.433)

Aqúı hemos hecho uso de la longitud de coherencia, definida en la Ec. (17.425), para
introducir una variable espacial adimensional x, reemplazando x → x ξ. También,
hemos eliminado de la densidad de enerǵıa un factor proporcional a (1− T/Tc)

2 T 2
c .

En la forma reescalada de la Ec. (17.433), el mı́nimo de la enerǵıa se encuentra
en |ψ0| = 1, de donde la densidad de enerǵıa será

ε = εc = −1/2. (17.434)

Lo negativo de la enerǵıa tiene en cuenta la ligadura de los pares de Cooper en
el condensado y por lo tanto es llamada enerǵıa de condensación (recordemos que
estamos usando unidades naturales). En términos de la Ec. (17.433), la función de
partición en equilibrio se puede escribir como

Z =
∫

Dψ∗(x)Dψ(x)e−(1/T )
∫

d3x ε(x). (17.435)

Ahora estamos preparados para discutir las propiedades de flujo de la corriente
eléctrica transportada por los pares de Cooper del sistema. Esta corriente, la cual
es transportada por el vector sin divergencia del par [comparar con la Ec. (1.102)]

j(x) =
1

2i
ψ∗(x)

↔
∇ ψ(x), (17.436)

está asociada con el transporte de varios pares, además del factor de carga de los
pares, que es igual al doble de la carga del electrón.

La pregunta importante a ser explicada por la teoŕıa es: ¿cómo puede esta co-
rriente convertirse en “supercorriente”, y conservarse por mucho tiempo? (en el
experimento desde unas cuantas horas hasta varios años, en tanto dure la paciencia
experimental) [18]. Para ver este efecto analicemos la corriente de un cable circular
grande y supongamos que el espesor del cable es mucho menor que la longitud de
coherencia ξ(T ). La variación transversal del campo del par ψ(x) queda comple-
tamente suprimida con respecto a la variación longitudinal (debido a los términos
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|∇ψ(x)|2 en el factor de Boltzmann) y el sistema depende principalmente de la coor-
denada z a largo del cable, de tal manera que se puede aplicar el formalismo visto
en la sección anterior. Si la sección transversal del cable se absorbe en el prefactor
del inverso de la temperatura del factor de Boltzmann de la Ec. (17.435), podemos
estudiar simplemente la función de partición (17.435) para el caso de un problema
uni-dimensional a lo largo del eje z. La densidad de enerǵıa (17.433) tiene la forma
anunciada desde el inicio en la Ec. (17.419). Es conveniente descomponer el campo
complejo ψ(z) en coordenadas polares

ψ(z) = ρ(z)eiγ(z), (17.437)

en términos de las cuales la densidad de enerǵıa tendrá la forma

ε(z) = −ρ2 + 1

2
ρ4 + ρ2z + ρ2γ2z , (17.438)

donde el sub́ındice z indica la derivada con respecto a z. Las ecuaciones de campo
son

j(z) = ρ2(z)γz(z) = const (17.439)

y

ρzz = −ρ+ ρ3 +
j2

ρ3
. (17.440)

Si z se reinterpreta como un “tiempo” imaginario, la última ecuación se puede
interpretar como si describiese el movimiento mecánico de una masa puntual en la
posición ρ(z) moviendose como función del “tiempo” z en el potencial

−V (ρ) ≡ ρ2 − 1

2
ρ4 +

j2

ρ2
, (17.441)

el cual es el potencial mostrado en la Fig. 17.22 girado de arriba hacia abajo.
Ciertamente, la partición temporal de la integral de trayectoria respecto de la

variable ρ sufriŕıa del fenómeno del colapso de la trayectoria descrito en el Caṕıtulo 8.
Sin embargo, en la aproximación semiclásica, a desarrollarse aqúı, esto no ocurrirá.
Existen dos tipos de soluciones extremales. Las soluciones triviales son

γ(z) = kz, ρ(z) ≡ ρ0 =
√
1− k2. (17.442)

Puesto que el cable es cerrado, la fase γ(z) tiene que ser periódica sobre la longitud
total L del cable. Esto implica la cuantización del número de onda k,

kn =
2π

L
n, n = 0,±1,±2, . . . . (17.443)

La corriente asociada con estas soluciones es

j = ρ20k = (1− k2)k. (17.444)



1310 17 Tunelamiento

Figure 17.22 Potencial V (ρ) = −ρ2 +ρ4/2− j2/ρ2 mostrando que la barrera en el cable

superconductor, a la izquierda de ρ0, podrá ser penetrada si la supercorriente se relaja.

Como función de k, esta solución tiene un máximo absoluto en la llamada corriente

cŕıtica jc, i.e.,

|j| < jc ≡
2

3
√
3
. (17.445)

Ninguna solución de las ecuaciones de campo puede tener una corriente mayor que
ésta. El número de onda cŕıtico es

kc ≡
1√
3
, (17.446)

y la densidad de enerǵıa será:

ec(k) = V (ρ0) = −1

2
(1− k2)2, (17.447)

la cual está graficada en la Fig. 17.23. Note que los valores de k, dados por la
Ec. (17.446), para los cuales puede existir una supercorriente están entre los puntos
de retorno. La enerǵıa ec(k) representa la enerǵıa negativa de condensación del
estado en presencia de la corriente. Para el ĺımite k → 0 este resultado es contrario
a lo hallado para el caso libre de corriente de la Ec. (17.434).

Ahora podemos entender porque todos los estados con corriente jn menor que jc
son “super”, en el sentido de que tienen un tiempo de vida media extremadamente
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Figure 17.23 Enerǵıa de condensación como función del parámetro de velocidad kn =

2πn/L.

z−axis

Figure 17.24 Parámetro de orden ∆(z) = ρ(z)eiγ(z) de un cable superconductor cir-

cular delgado, en este caso despreciamos las fluctuaciones. El parámetro de orden está

representado como una espiral de radio ρ0 y paso ∂γ(z)/∂z = 2πn/L, enrollada alrededor

del cable. Para T = 0, la supercorriente es absolutamente estable ya que el número de

vueltas n se fija topológicamente.

grande. Para cada valor de kn, el cable tiene una corriente metaestable la cual puede
decaer sólo por medio de un tunelamiento lento. Para ver este efecto representemos
la configuración de campo como una espiral de radio ρ enredada alrededor del cable,
donde el ángulo azimutal estará representando la fase γ(z) = knz (ver la Fig. 17.24).
A temperatura cero, el tamaño del parámetro de orden ρ se fija en ρ0 y en términos
topológicos el número de vueltas es absolutamente estable. Luego, cada estado
metaestable con número de onda kn tiene un tiempo de vida media infinito. Si la
corriente se relaja en una unidad respecto a n, es necesario que para algún valor
de z las fluctuaciones térmicas lleven a ρ(z) hacia cero. En este caso la fase será
indefinida y puede cambiar en 2π. Para las temperaturas t́ıpicamente bajas de estos
sistemas, tales cambios de fase son extremadamente raros. Para tener una transición
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local de ρ(z) hacia ρ ≈ 0 para algún valor de z, con una norma importante en la
integral funcional (17.435), esta transición debe de partir de una solución no trivial
de la ecuaciones de movimiento, la cual mantenga a ρ(z) cercana a cero tanto como
sea posible. De nuestro conocimiento de la mecánica del movimiento de una masa
puntual en un potencial −V (ρ), tal como el potencial dado en la Ec. (17.441), es
fácil darse cuenta de la existencia de tal solución. Esta solución lleva a ρ(z) desde
ρ0 =

√
1− k2 en z = −∞ a través de la barrera de potencial al valor ρ1 =

√
2k

y luego lo lleva de regreso a través de la barrera de potencial a ρ0 en z = ∞ (ver
la Fig. 17.25). Usando la primera integral de movimiento de la ecuación diferencial
(17.440), la ley de conservación de enerǵıa

1

2
ρ2z −

1

2
V (ρ) = E = −1

2
V (ρ0) =

1

4
ρ0(ρ0 + 2ρ1) (17.448)

conduce a la ecuación

ρz =
√

2E + V (ρ). (17.449)

Esta relación se resuelve por medio de la integral

z − z1 =
√
2
∫ ρ

ρ1

ρdρ√
ρ6 − 2ρ4 + 4Eρ2 − 2j2

=
1√
2

∫ ρ2

ρ21

dρ2
√

(ρ2 − ρ21)(ρ
2 − ρ20)

, (17.450)

dando como resultado

z − z1 = − 2
√

2(ρ20 − ρ21)
arctanh

√

√

√

√

ρ2 − ρ21
ρ20 − ρ21

. (17.451)

Figure 17.25 Transición extrema del parámetro de orden en el cable superconductor.

Esta transición corresponde a la de una masa puntual que empieza en ρ0, moviendose

bajo la influencia de la “gravedad negativa” montaña arriba hasta el punto ρ1 =
√

2k y

regresando a ρ0, donde la variable z tiene el papel de una varible temporal.
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Figure 17.26 La traslación infinitesimal de la burbuja cŕıtica da origen a una función

de onda antisimétrica con enerǵıa cero ρ′cl, la cual es solución a la ecuación diferencial

(17.509). Puesto que esta función de onda tiene un nodo, debe de haber un estado ligado

con enerǵıa negativa.

Invirtiendo esta expresión encontramos la solución de burbuja

ρ2cl(z) = 1− k2 − ω2/2

cosh2[ω(z − z1)/2]
, (17.452)

donde tenemos que

ω =
√

2(ρ20 − ρ21) (17.453)

es la curvatura de V (ρ) cerca de ρ0, i.e.,

V (ρ) ≈ ω2(ρ− ρ0)
2 + . . . . (17.454)

La enerǵıa extra de la solución de burbuja es

Ecl =
∫ L

0
dz [e(ρcl)− ec(k)] =

4

3
ω =

4

3

√

2(1− 3k2). (17.455)

La solución (17.452) tendrá un mı́nimo para ρ en z1, en este punto el valor de ρ
es

ρ1 ≡ ρ(z1) =
√
2k. (17.456)

Este valor aún es distinto de cero y no permite todav́ıa un cambio de fase. Sin
embargo, ahora debemos demostrar que las fluctuaciones cuadráticas alrededor de
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la solución (17.456) reducen la corriente. Para ello sustituimos la fluctuación del
campo de orden

ρ(z) = ρcl(z) + δρ(z) (17.457)

en la enerǵıa libre. Dado que ρcl es extremal, la variación de menor orden de E es
de segundo orden en δρ(z)

δ2E =
∫ L

0
dz δρ(z)[−∂2z + V ′′(ρ)]δρ(z). (17.458)

Definitivamente, esta expresión no es positiva, como se puede verificar estudiando
el problema de valores propios

[−∂2z + V ′′(ρcl)]ψn(z) =

[

−∂2z − 1 + 3ρ2cl − 3
j4

ρ4cl

]

ψn(z) = λnψ(z). (17.459)

El valor asintótico del potencial V ′′(ρcl(z)) es ω
2. Cuando el potencial se aproxima

a z = z1 por la derecha tendrá un mı́nimo en el valor negativo (ver la Fig. 17.26),
luego de eso va de nuevo hacia ω2. Las enerǵıas propias λ0 y λ−1 se ubican como
se indica en la figura. El hecho de que exista sólo un valor propio negativo, λ−1, se
puede probar sin hallar una solución expĺıcita por el mismo argumento f́ısico usado
para mostrar la inestabilidad del problema de la fluctuación en la Ec. (17.253): una
pequeña traslación temporal de la solución clásica corresponde a una función de
onda sin enerǵıa, mientras que un cero implica la existencia de una función de onda
de orden menor, donde λ−1 < 0 y distinto de cero.

El valor propio negativo hace que la solución de burbuja cŕıtica sea inestable
frente a contracciones o expansiones. Las contracciones regresan la fluctuación a la
solución clásica de espiral (17.452) de la Fig. 17.24, mientras que las expansiones
eliminan una unidad del número de vueltas de la espira y reducen la supercorriente.
Para un cálculo exacto de la razón de decaimiento se remite al lector a las referencias
citadas al final del caṕıtulo. Aqúı sólo damos el resultado final, el cual es [19]

razón de decaimiento = const × Lω(k)e−Ecl/kBT , (17.460)

donde el prefactor dependiente en k tiene la forma

ω(k) = 2|λ′−1|
(1− 3k2)7/4

(1− k2)1/2
exp

[

− 3
√
2k√

1− 3k2
arctan

(√
1− 3k2√

2k

)]

, (17.461)

y donde

λ′−1 ≡ −1

2

{

[

(1 + k2)2 + 3(1− 3k2)2
]1/2 − (1 + k2)

}

< 0 (17.462)

es el valor propio negativo de las fluctuaciones en el campo complejo ψ(z) [el cual no
está directamente relacionado con el valor λ−1 de la Ec. (17.459) y requiere de una
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Figure 17.27 Gráfica logaŕıtmica de la resistencia de un cable delgado superconductor

como función de la temperatura para una corriente de 0.2µA, la comparación es con

respecto a datos experimentales (el eje vertical está normalizado a la resistencia Ohmica

Rn = 0.5Ω, medida para T > Tc, ver los art́ıculos citados al final del caṕıtulo).

discusión por separado de la integral de trayectoria inicial (17.435)]. Esta expresión
de apariencia complicada tiene una aproximación sencilla y bastante precisa que se
dedujo previamente en la evaluación númerica del determinante de la fluctuación
[20]:

ω(k) ≈ (1−
√
3k)15/4(1 + k2/4). (17.463)

Ambas expresiones se anulan en el valor cŕıtico k = kc = 1/
√
3.

La resistencia del cable superconductor delgado, obtenida en este cálculo, se
compara con datos experimentales en la Fig. 17.27.

17.12 Decaimiento de las Fases Termodinámicas
Metaestables

Una generalización de este mecanismo de decaimiento se puede encontrar en las
transiciones de fase de primer orden de sistemas de muchas part́ıculas. Estas transi-
ciones de fase poseen un parámetro de orden con un potencial efectivo que tiene dos
mı́nimos, correspondientes a dos fases termodinámicas diferentes. Consideremos,
por ejemplo, el agua cerca del punto de ebullición. En la temperatura de ebullición,
las fases ĺıquida y gaseosa tienen la misma enerǵıa. Esta situación corresponde a
un potencial simétrico. Para una temperatura ligeramente superior, la fase ĺıquida
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estará sobrecalentada y será metaestable. En este caso el potencial será ligeramente
asimétrico. Al decaimiento de la fase sobrecalentada le precede la formación de bur-
bujas cŕıticas [4]. El exterior consiste de la fase ĺıquida metaestable, el interior está
lleno de vapor que se encuentra cerca del mı́nimo estable del potencial. El radio de
la burbuja cŕıtica está determinado por el equilibrio entre la ganancia de la enerǵıa
de volumen y el costo de la enerǵıa de superficie. Si σ es la tensión superficial y ǫ la
diferencia de la densidad de enerǵıa, en función del radio de la burbuja, la enerǵıa
de la solución de burbuja, tendrá la forma:

E ∝ σ 4πR2 − ǫ
4π

3
R3. (17.464)

La gráfica de esta enerǵıa, mostrada en la Fig. 17.28, es muy parecida a la acción
A(ξ) mostrada en la Fig. 17.8. Aqúı el papel del parámetro de deformación ξ lo

Figure 17.28 Enerǵıa de la burbuja como función de su radio R.

tendrá el radio R de la burbuja. Para el radio de la burbuja cŕıtica, la enerǵıa
tiene un máximo. Por lo tanto, las fluctuaciones de la burbuja cŕıtica deben tener
una enerǵıa propia negativa. Este modo, cuyo valor propio es negativo, tiene en
cuenta el hecho de que la burbuja cŕıtica es inestable frente a una expansión y a
una contracción. Cuando se expande la burbuja transforma todo el ĺıquido en un
gas con fase estable. Cuando se contrae, la burbuja desaparece y el ĺıquido queda
en la fase sobrecalentada. Cuando se calcula el tiempo de vida media de la fase
sobrecalentada, sólo la primera mitad de las fluctuaciones tienen que considerarse.

Es útil hacer una comparación, en función de las dimensiones espaciales, de
la inestabilidad de una burbuja cŕıtica, para ver como las diferentes dimensiones
espaciales modifican las propiedades de la solución. Discutiremos primero el caso en
tres dimensiones. Al igual que en el caso de la superconductividad, la descripción
de la transición de fase ĺıquido-vapor puede hacerse usando un parámetro de orden
dependiente del espacio, el campo de orden real ϕ(x). Los dos mı́nimos del potencial
V (ϕ) describen las dos fases del sistema. En la integral de trayectoria el término
cinético x′2 será el término correspondiente al gradiente de campo [(∂

x
ϕ(x))2], el

cual asegura correlaciones finitas entre las configuraciones de campo vecinos. Por lo
tanto, la acción Euclediana que controla las fluctuaciones es de la forma

A[ϕ] =
∫

d3x
{

1

2
[∇ϕ(x)]2 + V (ϕ)

}

, (17.465)
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donde V (ϕ) es el mismo potencial dado en la Ec. (17.1), pero estará ampliado debido
a la enerǵıa asimétrica (17.243). De acuerdo a la estad́ıstica clásica, las fluctuaciones
térmicas están reguladas por la integral de trayectoria de la función de partición

Z =
∫

Dϕ(x)e−A[ϕ]/T . (17.466)

Aqúı T es la temperatura medida en múltiplos de la constante de Boltzmann kB. La
integral de trayectoria

∫ Dϕ(x) se define dividiendo el espacio en tres dimensiones
en pequeños cubos de tamaño ǫ y haciendo una integración de campo en cada punto.

La burbuja cŕıtica extremiza la acción. Suponiendo simetŕıa esférica, en D di-
mensiones la burbuja cŕıtica obedece la ecuación clásica de campo de Euler-Lagrange

(

− d2

dr2
− D − 1

r

d

dr

)

ϕcl + V ′(ϕcl(r)) = 0. (17.467)

Esta expresión difiere de la ecuación (17.305), la solución uni-dimensional de bur-
buja, por el término del gradiente extra −[(D − 1)/r]∂rϕcl(r). Este término es un
obstáculo para hallar una solución exacta de la ecuación mediante el uso de la ley
de conservación de la enerǵıa (17.306). A pesar de todo, en forma similar a lo visto
en la solución de burbuja, se pueden ver las propiedades cualitativas relevantes de la
solución. Al igual que en la Fig. 17.11, graficamos el potencial inverso e imaginamos
una solución ϕ(r) que describe el movimiento de una masa puntual en este potencial,
donde −r tiene el papel de un “tiempo”. Haciendo ϕcl(r) = x(−t), la ecuación de
campo (17.467) toma la forma

ẍ(t)− D − 1

t
ẋ(t)− V ′(x(t)) = 0. (17.468)

En esta notación el segundo término, i.e., el término −[(D − 1)/r]∂rϕcl(r) de la
Ec. (17.467), tiene el papel de una “fricción” negativa que acelera el movimiento
de la part́ıcula a lo largo de x(t). Este efecto disminuye con el tiempo en la forma
1/t. De nuestra experiencia diaria para sistemas mecánicos, el comportamiento
cualitativo de la solución se puede mostrar gráficamente como se ve en la Fig. 17.29.
Para D = 1, la conservación de la eneǵıa permite que la part́ıcula alcance el cero del
potencial a la derecha. Para D > 1, la “antifricción” permite que la trayectoria se
exceda. Para r = 0, la solución estará muy cercana al mı́nimo estable (el máximo
del potencial inverso) en el lado izquierdo. En el sistema del agua supercalentada
esto corresponde al caso donde el interior de la burbuja se llena con vapor. A medida
que r se mueve hacia afuera de la burbuja el estado se acerca al caso metaestable,
i.e., se convierte más y más en ĺıquido. Como resultado del efecto de la antifricción,
el punto de partida en el lado izquierdo estará energéticamente por debajo del valor
final del estado metaestable.

Consideremos ahora las fluctuaciones de la burbuja cŕıtica en D = 3 dimensiones.
Supongamos que el campo se desvia de la solución de la ecuación de campo (17.467)
por la cantidad δϕ(x). Las desviaciones cumplen con la ecuación diferencial

[

− d2

dr2
− 2

r

d

dr
+
L̂2

r2
+ V ′′(ϕcl(r))

]

δϕ(x) = λ δϕ(x), (17.469)
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φcl(r)

φcl(r)

−m
2

2
φ2 − g

4!
φ4

r = 0

r

r = 0r = ∞

Figure 17.29 Comportamiento cualitativo de la solución de burbuja cŕıtica como función

de su radio.

donde L̂2 es el operador diferencial del momentum angular orbital (nuestras unidades
son tal que h̄ = 1). Aprovechando la invariancia rotacional, desarrollamos δϕ(x)
en términos de las funciones propias del momentum angular ϕnlm, los armónicos
esféricos Ylm(x̂):

φ(x) =
∑

nlm

ϕnlm(r)Ylm(x̂). (17.470)

Los coeficientes ϕnlm cumplen con la ecuación diferencial radial
[

− d2

dr2
− 2

r

d

dr
+
l(l + 1)

r2
+ V ′′(ϕcl(r))

]

ϕnlm(r) = λnlϕnlm(r), (17.471)

donde

V ′′(ϕcl(r)) = −ω
2

2
+

3

2

ω2

a2
ϕ2
cl(r). (17.472)

Es fácil hallar un conjunto de soluciones de la ecuación diferencial, a saber, las
soluciones asociadas con el movimiento traslacional de la solución clásica. De hecho,
si llevamos la burbuja desde el origen,

ϕcl(x) = ϕcl(r), (17.473)
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a otro lugar x + a, a orden más bajo en a, encontramos

ϕcl(x + a) = ϕcl(x) + a∂
x
ϕcl(x) (17.474)

= ϕcl(r) + ax̂∂rϕcl(r).

Donde x̂ es la forma Cartesiana de escribir las tres componentes de los armónicos
esféricos Y1m(x̂). Si introducimos las componentes esféricas de un vector en la forma







x0
x1
x−1





 ≡







x3
(x1 + ix2)/

√
2

−(x1 − ix2)/
√
2





 , (17.475)

vemos que

x̂m =

√

4π

3
Y1m(x̂). (17.476)

Aśı, δϕ(x) = ax̂∂rϕ(x) debe de ser una solución de la Ec. (17.469) con valor propio
λ igual a cero. Esto se puede verificar fácilmente de forma directa: el factor x̂ obliga
a que L̂2 tenga un valor propio igual a 2 y, para l = 1 y λnl = 0, la derivada radial
que lo acompaña δϕ(x) = ∂rϕcl(r) es una solución de Ec. (17.471), como se puede
ver diferenciando la ecuación de Euler-Lagrange (17.467) con respecto a r. Fijando
el número cuántico principal de estos modos de traslación en n = 1, forzamos a que
las tres componentes de x̂∂rϕcl(r) representen los modos propios ϕ1,1,m.

En tanto el radio de la burbuja sea grande comparado con el espesor de la
pared, el cual es del orden de 1/ω, los términos 1/r2 serán muy pequeños. Existe
entonces una familia completa de soluciones ϕ1lm(x) con todos los valores posibles
de l, las cuales tienen aproximadamente el misma función de onda radial ∂rϕcl(r).
Sus valores propios se encuentran por medio de un desarrollo perturbativo. La
perturbación consta de una barrera centŕıfuga, donde el término de la barrera l = 1
se ha sustraido puesto que ya se encuentra contenido en la derivada ∂rϕcl(r), i.e.,

Vpert = [l(l + 1)− 2]/2r2. (17.477)

Las funciones de onda del estado ligado ϕ1lm están normalizadas y difieren aprecia-
blemente de cero sólo en la vecindad de la pared de la burbuja. Por lo tanto, a orden
más bajo en la aproximación, el desarrollo perturvativo dará la enerǵıa

λnl ≈
l(l + 1)− 2

r2c
, (17.478)

donde rc es el radio de la burbuja cŕıtica. En consecuencia, el estado propio de
menor orden l = 0 tendrá una enerǵıa negativa

λ00 ≈ − 1

r2c
. (17.479)
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F́ısicamente, este modo único l = 0 corresponde a una vibración radial infinitesimal
de la burbuja. Como ya se explicó antes, no es sorprendente que una vibración
radial tenga un valor propio negativo. La burbuja cŕıtica se ubica en el máximo
de la acción, la expansión o contracción es energéticamente favorable. Puesto que
Y00(x) es una constante, la función de onda es proporcional a (d/dr)ϕcl(r), sin factor
angular. Esto puede verse directamente hallando la contracción radial infinitesimal

ϕcl((1− ǫ)r) = ϕcl(r)− ǫr∂rϕcl(r). (17.480)

La variación r∂rϕcl(r) es casi cero excepto en la vecindad del radio cŕıtico rc, aśı
r∂rϕcl(r) ≈ rc∂rϕcl(r), lo cual corresponde a la función de onda anterior. Dado que
esta función es el estado base de la ecuación de Schrödinger (17.469), debeŕıamos
denotarla por ϕ000(r). Ya que para l = 1 esta expresión es una solución aproxi-
mada de la ecuación de Schrödinger (17.471), hallamos también que es una solución
aproximada para l = 0, donde la enerǵıa estará dada por la expresión (17.479).

Finalmente señalemos que en D > 1 dimensiones, el valor propio negativo se
puede calcular en forma simple de consideraciones fenomenológicas a partir de la
acción de la burbuja. Puesto que el interior de la burbuja es muy cercano al ver-
dadero estado base del sistema, cuya densidad de enerǵıa es menor que la enerǵıa
del estado metaestable por la cantidad ǫ, la enerǵıa de volumen de una burbuja de
radio arbitrario R es

EV = −SD
RD

D
ǫ, (17.481)

donde SDR
D−1 es la superficie de la burbuja y SDR

D/D el volumen. La enerǵıa de
superficie se puede parametrizar como

ES = SDR
D−1σ, (17.482)

donde σ es una constante proporcional a la tensión superficial. Sumando los dos
términos y diferenciando con respecto a R, obtenemos el radio de la burbuja cŕıtica

R = rc = (D − 1)σ/ǫ, (17.483)

donde la enerǵıa de la burbuja cŕıtica es

Ec =
SD
D
RD−1
c σ =

SD
D(D − 1)

RD
c ǫ =

SD
D

(D − 1)D−1 σ
D

ǫD−1
. (17.484)

Para el radio cŕıtico, la segunda derivada con respecto al radio R es

d2E

dR2

∣

∣

∣

R=rc
= −DEc

D − 1

r2c
. (17.485)

Identificando la enerǵıa de la burbuja cŕıtica Ec con la acción clásica Euclideana
Acl, encontramos que la variación de la acción de la burbuja es

δ2Acl ≈ −1

2
(δR)2DAcl

D − 1

r2c
. (17.486)
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Ahora expresamos la dilatación variacional del radio de la burbuja en términos de
la coordenada normal de la Ec. (17.470). La función de onda normalizada será

ϕ000(r) =
∂rϕcl(r)

√

∫

dDx(∂rϕcl)
2
. (17.487)

Pero la expresión dentro del śımbolo de la ráız cuadrada es exactamente D veces la
acción de la burbuja cŕıtica

∫

dDx(∂rϕcl)
2 = DAcl. (17.488)

Para demostrarlo introducimos un factor de escala s en la solución de la burbuja y
evaluamos la acción

Ãcl =
∫

dDx
{

1

2
([∂rϕcl(sr)]

2 + V (ϕcl(sr))
}

=
1

sD

∫

dDx
{

s

2

2

[∂rϕcl(r)]
2 + V (ϕcl(r))

}

. (17.489)

ya que Ãcl es un extremal en s = 1, se cumple que

∂Ãcl

∂s

∣

∣

∣

∣

s=1
= 0, (17.490)

o
∫

dDx
{

(D − 2)
1

2
[∂rϕcl]

2 +DV (ϕcl(r))
}

= 0. (17.491)

Por lo tanto
∫

dDxV (ϕcl(r)) = −D − 2

D

∫

dDx
1

2
[∂rϕcl(r)]

2, (17.492)

lo cual implica que

Acl =
(

1

2
− D − 2

2D

)∫

dDx[∂rϕcl(r)]
2

=
1

D

∫

dDx[∂rϕcl(r)]
2. (17.493)

Usando la Ec. (17.487), la contribución ϕ000 a δϕ(x) será

δϕ(x) = ξ000ϕ000(r) = ξ000
∂rϕ√
DAcl

, (17.494)

con lo cual obtenemos que

δR =
ξ000√
DAcl

. (17.495)
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Sustituyendo este resultado en la Ec. (17.486), hallamos que la segunda variación de
la acción Euclideana δ2Acl se puede escribir en términos de las coordenadas normales
asociadas con la función de onda de la fluctuación normalizada ϕ000 en la forma

δ2Acl = −ξ2000
D − 1

2r2c
. (17.496)

De esta relación, obtenemos el valor propio negativo

λ00 = −D − 1

2r2c
. (17.497)

Para D = 3, este resultado está de acuerdo con el valor obtenido en la Ec. (17.479).
En general, para todo D el valor propio correspondiente a la Ec. (17.479) debe de ser
derivado con los argumentos usados para obtener esta ecuación a partir del término
derivativo −[(D − 1)/r]d/dr en el Lagrangiano, el resultado habŕıa sido también la
Ec. (17.497).

Los otros modos multipolares ϕnlm tienen enerǵıa positiva. Cerca de la pared de
la burbuja (comparado con el radio), las soluciones clásicas (1/r)ϕnlm(r) se pueden
hallar aproximadamente de la solución de la ecuación en una-dimensión

[

−1

2

d2

dr2
+
ω2

2

(

1− 3

2

1

cosh2[ω(r − rc)/2]

)]

(

1

r
ϕnlm

)

≈ λ̃n

(

1

r
ϕnlm

)

. (17.498)

Para n = 0, las funciones de ondas son

ϕ0lm ≈
√

3ω

8

1

cosh2[ω(r − rc)/2]
, (17.499)

y tendrán los valores propios

λ0l ≈
l(l + 1)− 2

2r2c
. (17.500)

Los estados ligados n = 1 son

ϕ1lm ≈
√

3ω

4

sinh[ω(r − rc)/2]

cosh2[ω(r − rc)/2]
, (17.501)

y su valores propios serán

λ1l ≈
3

8
ω2 +

l(l + 2)− 2

2r2c
. (17.502)
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Figure 17.30 Decaimiento del falso vaćıo metaestable en el espacio de Minkowski.

El comportamiento es como una onda de choque que después de cierto tiempo cruza el

universo con una velocidad cercana a la velocidad de la luz, convirtiendo al falso vaćıo en

un vaćıo verdadero.

17.13 Decaimiento del Estado de Vaćıo Metaestable

en Teoŕıa Cuántica de Campos

La teoŕıa del decaimiento presentada en la última sección tiene una interesante
aplicación en teoŕıa cuántica de campos. Considerese un campo escalar metaestable
en un espacio-tiempo EuclideanoD-dimensional a temperatura cero. Para un tiempo
fijo existirá un cierto número promedio de burbujas reguladas por el “factor cuántico
de Boltzmann” exp(−Acl/h̄). Si el gas de burbujas está suficientemente diluido (i.e.,
si las distancias entre las burbujas es mucho menor que los radios), cada burbuja
será descrita acertadamente por la solución clásica. En el espacio de Minkowski el
radio Euclideano r =

√
x2 + c2τ 2 corresponde a la distancia r =

√
x2 − c2t2, donde

c es la velocidad de la luz. Por lo tanto, la burbuja cŕıtica tiene el comportamiento
espacio-temporal

ϕcl(x, t) = ϕcl(r =
√
x2 − c2t2). (17.503)

De la discusión anterior para el espacio Euclideano sabemos que ϕ será igual al falso
vaćıo metaestable en la región exterior r > rc, i.e., para

x2 − c2t2 > r2c . (17.504)

La región interior

x2 − c2t2 < r2c (17.505)

contiene al verdadero estado de vaćıo con enerǵıa inferior. Aśı, en el espacio-tiempo
una burbuja cŕıtica tiene la forma hiperbólica mostrada en la Fig. 17.30. Por lo tanto,
en el espacio de Minkowski la burbuja cŕıtica Euclideana describe el crecimiento de
una burbuja como una función del tiempo. La burbuja empieza su ciclo en el tiempo
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t = rc/c y se expande casi instantáneamente hacia un radio de orden rc. La posición
de la onda de choque está descrita por medio de

x2 − c2t2 = r2c . (17.506)

Esto implica que la onda de choque recorre el espacio con velocidad

v =
|x|
t

=
c

√

1− r2c/c
2t2

(17.507)

y convierte el vaćıo metaestable en un vaćıo estable — una catástrofe global. Una
burbuja Euclideana centrada en otro punto xb, τb correspondeŕıa al mismo proceso
que empieza en el punto xb, al tiempo

tb = rc/c+ τb. (17.508)

Un tiempo finito después de la creación de la burbuja, de orden rc/c, la velocidad
de la onda de choque se aproxima a la velocidad de la luz (en sistemas de muchos
cuerpos, la velocidad del sonido). Aśı, dif́ıcilmente podŕıamos ver los precursores
de tal catástrofe para que nos advirtierán con antelación. Tanto el universo actual
como nosotros seŕıamos aniquilados antes de siquiera notarlo.

17.14 Paso del Tunelamiento Cuántico al Decaimiento

Estimulado Térmicamente

Por completes, discutiremos aqúı la diferencia entre un decaimiento causado por un
proceso de tunelamiento mecánico-cuántico a T = 0 y un decaimiento puro esti-
mulado térmicamente en el regimen de altas temperaturas. Considerese un sistema
uni-dimensional que posee, en algún lugar x∗, una barrera de potencial alta, mu-
cho mayor que la enerǵıa térmica kBT , con una forma similar a la mostrada en la
Fig. 17.10. Sea que el pozo a la izquierda de la barrera está poblado con un ensemble
gran canónico de part́ıculas no interactuantes de masa M en un equilibrio casi per-
fecto. La distribución de los momenta y las posiciones en el espacio fase está regido
por el factor de Boltzmann e−β[p

2/2M+V (x)]. La razón a la cual las part́ıculas escapan
a través de la barrera está dada por la siguiente integral hallada en la estad́ıstica
clásica

Γcl = Z−1
cl

∫

dx
∫

dp

2πh̄
e−β[p

2/2M+V (x)]δ(x− x∗)
p

M
Θ(p), (17.509)

donde Zcl es la función de partición clásica

Zcl =
∫

dx
∫

dp

2πh̄
e−β[p

2/2M+V (x)]. (17.510)

La función escalón Θ(p) selecciona las part́ıculas que se mueven hacia la derecha, a
través de la cima de la barrera de potencial. Hallando la integral de trayectoria en
el espacio fase de la Ec. (17.509) tenemos

Γcl =
Z−1

cl

2πh̄β
e−V (x∗). (17.511)
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Si el mı́nimo metaestable del potencial es suave, V (x) se puede reemplazar, aproxi-
madamente, en la vecindad de x0 por la expresión armónica

V (x) ≈ M

2
ω2
0(x− x0)

2. (17.512)

Entonces, la función de partición clásica estará dada aproximadamente por

Zcl ≈
1

h̄βω0
, (17.513)

y la razón de decaimiento obedece la fórmula simple

Γcl ≈
ω0

2π
e−βV (x∗). (17.514)

Comparemos este resultado con la razón de decaimiento debido al tunelamiento
cuántico puro. En el ĺımite de bajas temperaturas, el decaimiento se obtiene del
estado base, y la función de partición es aproximadamente igual a

Z ≈ e−β(E
(0)−ih̄Γ/2). (17.515)

La razón de decaimiento está dada por la diminuta parte imaginaria de la función
de partición:

Γ−−−→
T→0

2

h̄β

ImZ

ReZ
. (17.516)

Contrario a esto, en el ĺımite de alta temperatura, la fórmula de la razón térmica
(17.511) dará la relación:

Γ−−−→
T→∞

ω∗
π

ImZcl

ReZcl
, (17.517)

donde Γ será igual a Γcl. La frecuencia ω∗ está determinada por la curvatura del
potencial en el máximo de la barrera, donde el potencial tiene la forma

V (x) ≈ −M
2
ω2
∗(x− x∗)

2. (17.518)

La relación (17.517) se obtiene luego de calcular en la integral (17.510) la con-
tribución de la vecindad del máximo de la barrera en la aproximación del punto de
inflexión. Como en la integral (17.261), el cálculo se hace rotando el contorno de
integración desde x = x∗ hasta la mitad superior del plano complejo. Usando la
notación x = x∗ + iy, obtenemos la siguiente integral:

ImZcl ≈
∫ ∞

0

dy
√

2πh̄2β/M
e−β[V (x∗)+

M
2
ω2
∗y

2] ≈ 1

2h̄βω∗
e−βV (x∗). (17.519)
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Ya que la parte real está dada por la relación (17.513), encontramos la razón

ImZcl

ReZcl
≈ ω0

2ω∗
e−βV (x∗), (17.520)

aśı que la Ec. (17.511) es equivalente a la Ec. (17.517).
Las dos fórmulas (17.516) y (17.517) se han obtenido para los dos reǵımenes

extremos T ≫ T0 y T ≪ T0, respectivamente, donde T0 denota la temperatura
caracteŕıstica asociada con la curvatura del potencial en el mı́nimo metaestable T0 =
h̄ω0/kB. Estudios numéricos han mostrado que la aplicabilidad de este resultado se
extiende a una vecindad de T0 a cada lado del eje de la temperatura. La región de
traslape es muy pequeña, del orden de O(h̄3/2).

Nótese que conociendo la parte imaginaria de la enerǵıa de todos los estados
excitados, la cual se puede obtener siguiendo la Sección 17.9, es posible calcular
el tiempo de vida media promedio de un estado metaestable para cualquier tem-
peratura sin las restricciones de la aproximación semiclásica. Este caso quedará
pendiente.

Apéndice 17A Integrales de Feynman para la

Corrección de las Fluctuaciones

La sustitución de la Ec. (17.237) en la integral (17.219) nos permite obtener de manera inmediata
el resultado dado en la Ec. (17.240)

I ′1 =
97

560
. (17A.1)

Para calcular las tres integrales dobles restantes I21, I22 e I3 de las Ecs. (17.223) y (17.224) obser-
vamos que debido a la simetŕıa, respecto a τ y τ ′, de la función de Green GOω(τ, τ ′), la norma

de la integración se puede reescribir como 2
∫∞

−∞
dτ
∫ t

−∞
dτ ′. Además introduciendo las funciones

clásicas adimensionales

x̃cl(τ) ≡
√

g

2ω2
xcl(τ) = tanh(τ/2),

ỹ0(τ) ≡
√

8

3ω
y0(τ) =

1

cosh2(ωτ/2)
, (17A.2)

y usando unidades naturales ω = 1, g = 1, ya que estas cantidades se cancelan en todas las
integrales, definimos

xG(τ) ≡ x̃cl(τ)GOω (τ, τ)

xKG(τ) ≡
[∫ τ

−∞

GOω (τ, τ ′)xG(τ ′)dτ ′
]

A

xK3G(τ) ≡
[∫ τ

−∞

G3
Oω

(τ, τ ′)xG(τ ′)dt′
]

A

, (17A.3)

donde el sub́ındice A denota la parte antisimétrica respecto de τ . Debido a la antisimetŕıa de xcl,
la parte simétrica no contribuye a las integrales, las cuales se pueden escribir como

I21 = 6

∫ ∞

0

dτ x̃cl(τ)xK3G(τ), (17A.4)
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I22 = 9

∫ ∞

0

dτ xG(τ)xKG(τ), (17A.5)

I3 = 24

∫ ∞

0

dτ y′0(τ)xKG(τ). (17A.6)

Cuando se avalúan las integrales de la Ec. (17A.3) es útil hacer uso de la antisimetŕıa de y0(τ).
Fácilmente encontramos

xKG(τ) =
1

4

12τ + tanh(τ/2)

12cosh2(τ/2)
. (17A.7)

Sustituyendo este resultado en I22 e I3 encontramos dos tipos de integrales

∫ ∞

0

dτ sinhm(τ/2)/ coshn(τ/2) y

∫ ∞

0

τ sinhm(τ/2)/ coshn(τ/2).

La primera integral se puede resolver con la ayuda de la fórmula (17.54), la segunda integral
requiere integraciones por partes del tipo

∫ ∞

0

f(τ/2) tanh
τ

2
dτ = −

∫ ∞

0

f ′(τ/2) ln(2 cosh
τ

2
) dτ, (17A.8)

lo cual conduce a una suma finita de integrales del primer tipo, más integrales del tipo11

∫ ∞

0

log cosh(τ/2) sinhm(τ/2)/ coshn(τ/2).

Estas, a su vez, son iguales a −∂ν
∫∞

0 dτ sinhm(τ/2)/ coshν+1(τ/2) aśı que la integral se evalúa
otra vez mediante la Ec. (17.54). Después de hacer la sustracción en la integral I22 obtenemos los
valores dados en la Ec. (17.240).

La evaluación de la integral I21 es más tediosa ya que debe de integrarse sobre la tercera
potencia del la función de Green, que en śı misma es una función complicada de τ . Es más útil
explorar las propiedades de simetŕıa del integrando. Introducimos las abreviaturas

fS/A
n (τ) ≡ 1

2
[Hn

R(τ) ±Hn
R(−τ)]y3−n

0 (τ),

F S/A
n (τ) ≡

∫ τ

0

fS/A
n (τ ′)x̃cl(τ

′)dτ ′, (17A.9)

Nn ≡
∫ ∞

0

Hn
R(τ)y3−n

0 (τ ′)x̃cl(τ
′)dτ ′,

y encontramos que xK3G tiene la forma

xK3G(τ) = fA
3 (τ)[N0 − F S

0 (τ)] + 3fA
2 (τ)[N1 − F S

1 (τ)] + 3fA
1 (τ)[N2 − F S

2 (τ)]

+3fS
2 (τ)FA

1 (τ) + 3fS
1 (τ)FA

2 (τ) + fS
0 (τ)FA

3 (τ), (17A.10)

donde

N0 =
3

32
, N1 = − 7

128
, N2 =

203

512
− log2

2
. (17A.11)

Expĺıcitamente:

xK3G(τ) =
sech7 τ

2

3 · 29

[

3 τ

(

58 cosh
τ

2
− 27 cosh

3 τ

2
− 3 cosh

5 τ

2

)

11I.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, op. cit., ver las fórmulas 2.417.
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−
(

753 sinh
τ

2
+ 48 sinh

3 τ

2
+ 22 sinh

5 τ

2
+ sinh

7 τ

2

)

+ 36 cosh
τ

2
ln(2 cosh

τ

2
) (6 τ + 8 sinh τ + sinh 2τ)

− 108 cosh
τ

2

(∫ τ

0

dτ ′ τ ′ tanh
τ ′

2

)

]

. (17A.12)

Las integrales ha realizarse son del mismo tipo de las integrales anteriores, excepto por aquella que
involucra el último término, la cual requiere de una integración por partes adicional:

−
∫ ∞

0

dτ x̃cl(τ)sech6 τ

2

∫ τ

0

dτ ′ τ ′ tanh
τ ′

2
=

1

3

∫ ∞

0

dτ
d

dτ

[

sech6 τ

2

]

∫ τ

0

dτ ′ τ ′ tanh
τ ′

2

= −1

3

∫ ∞

0

dτ sech6 τ

2
τ tanh

τ

2
= − 16

135
. (17A.13)

Después de la necesaria sustracción del término de divergencia encontramos el valor de I21 dado
en la Ec. (17.240).

Por lo tanto, el resultado final para el primer coeficiente de la serie de Taylor del factor sustraido
C′ de la fluctuación, dado en la Ec. (17.222), es

c1 =
71

24
≈ 2.958. (17A.14)

Este valor numérico fue hallado, resolviendo la ecuación de Schrödinger [21], en la Ref. [13].
Con ayuda de la aproximación WKB se obtuvo una relación de recurrencia para los coeficientes

ck de orden superior de la serie de C′:

C′ =

[

1 − c1
gh̄

ω3
− c2

(

gh̄

ω3

)2

− c3

(

gh̄

ω3

)3

+ . . .

]

. (17A.15)

De esta aproximación se hallaron los nueve coeficientes siguientes

c2 =
315

32
≈ 9.84376, c3 =

65953

1152
≈ 57.2509. (17A.16)

Su comportamiento para valores grandes de k es

ck ∼ 9

π

(

3

2

)k

k![ln(6k) + γ]. (17A.17)
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Estad́ıstica Cuántica Fuera de Equilibrio

La estad́ıstica cuántica descrita mediante las herramientas teóricas de los caṕıtulos
anteriores es muy limitada. Los sistemas f́ısicos en consideración deben estar en
equilibrio termodinámico, con una temperatura constante mantenida por un reci-
piente térmico. En este caso, la función de partición y la matriz densidad se pueden
calcular mediante una continuación anaĺıtica de las amplitudes de evolución tem-
poral mecánico-cuánticas para el tiempo imaginario tb − ta = −ih̄/kBT . En este
caṕıtulo queremos ir más alla de la f́ısica en equilibrio termodinámico y extender
el formalismo de la integral de trayectoria a fenómenos dependientes del tiempo
fuera de este equilibrio termodinámico. El proceso de tunelamiento, discutido en
el Caṕıtulo 17, pertence a esta clase de fenómenos y su comprensión total requiere
del andamiaje teórico de ese caṕıtulo. En los primeros tratamientos, el estado fuera
de equilibrio termodinámico se evitó estudiando sólo ciertos problemas en cuasi-
equilibrio. El problema completo se resolvió aplicando el formalismo de equilibrio
termodinámico al sistema cuántico con ayuda de una constante de acoplamiento
positiva, lo cual garantiza un equilibrio perfecto, y extendiendo los resultados al sis-
tema en cuasi-equilibrio mediante la continuación anaĺıtica a una pequeña constante
de acoplamiento negativa.

Antes de que podamos construir una formulación de integral de trayectoria capaz
de analizar los verdaderos fenómenos fuera de equilibrio termodinámico, necesita-
mos algo de trabajo previo sobre las herramientas tradicionales de los operadores
mecánico cuánticos.

18.1 Respuesta Lineal y Funciones de Green
Dependientes del Tiempo para T =/ 0

Si las desviaciones del equilibrio térmico del sistema cuántico son pequeñas, una
descripción simple de los fenómenos fuera de equilibrio se obtiene mediante la teoŕıa

de la respuesta linear . En la mecánica cuántica de operadores, la teoŕıa se introduce
en la siguiente forma. Primero, se supone que el sitema tiene un operador Hamilto-
niano independiente del tiempo Ĥ. El estado base se determina de la ecuación de
Schrödinger, la cual evoluciona como función del tiempo de acuerdo a la ecuación

|ΨS(t)〉 = e−iĤt|ΨS(0)〉 (18.1)

1332
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(en unidades naturales h̄ = 1, kB = 1). El sub́ındice S indica que usamos la imagen
de Schrödinger.

Luego, el sistema de perturba ligeramente agregando a Ĥ una interacción externa
dependiente del tiempo,

Ĥ → Ĥ + Ĥext(t), (18.2)

donde se supone que Ĥext(t) se aplica a partir de un cierto tiempo t0, i.e., Ĥ
ext(t) se

anula para t < t0. El estado base perturbado de Schrödinger tiene la dependencia
temporal

|Ψdist
S (t)〉 = e−iĤtÛH(t)|ΨS(0)〉, (18.3)

donde ÛH(t) es el operador de traslación temporal en la imagen de Heisenberg. Es
operador cumple con la siguiente ecuación de movimiento

i
˙̂
UH(t) = Ĥext

H (t)ÛH(t), (18.4)

y donde1

Ĥext
H (t) ≡ eiĤtĤext(t)e−iĤt. (18.5)

A menor orden en teoŕıa de perturbación, el operador ÛH(t) estará dado por

ÛH(t) = 1− i
∫ t

t0
dt′ Ĥext

H (t′) + · · · . (18.6)

En lo que sigue, suponemos que el inicio de la perturbación es en t0 = −∞.
Consideramos un observable arbitrario de Schrödinger dependiente del tiempo Ô,
cuya representación de Heisenberg tiene la siguiente dependencia temporal

ÔH(t) = eiĤtÔe−iĤt. (18.7)

El valor esperado dependiente del tiempo de este operador, para el estado perturbado
|Ψdist

S (t)〉, estará dado por

〈Ψdist
S (t)|Ô|Ψdist

S (t)〉 = 〈ΨS(0)|Û †
H(t)e

iĤtÔe−iĤtÛH(t)|ΨS(0)〉
≈ 〈ΨS(0)|

(

1 + i
∫ t

−∞
dt′ Ĥext

H (t′) + . . .
)

ÔH(t)

×
(

1− i
∫ t

−∞
dt′ Ĥext

H (t′) + . . .
)

|ΨS(0)〉 (18.8)

= 〈ΨH |ÔH(t)|ΨH〉 − i〈ΨH |
∫ t

−∞
dt′

[

ÔH(t), Ĥ
ext
H (t′)

]

|ΨH〉+ . . . .

1Nótese que luego del reemplazo H → H0, H
ext
H → H int

I , la Ec. (18.4) coincide con la ecuación
para el operador de evolución temporal en la imagen de interacción, la cual será introducida en
la Sección 18.7. Sin embargo, contrario a lo que se verá en esa sección la interacción actual es un
artefacto no permanente que será igualado a cero al final y H es un Hamiltoniano total complicado,
no uno libre y simple. Esta es la razón por la cual aqúı no hablamos de la imagen de interacción.
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Hemos identificado el estado de Heisenberg independiente del tiempo con el estado
dependiente del tiempo de Schrödinger a tiempo cero en la forma usual, i.e., |ΨH〉 ≡
|ΨS(0)〉. Aśı, el valor esperado de Ô se desvia del equilibrio por la cantidad

δ〈ΨS(t)|Ô|ΨS(t)〉 ≡ 〈Ψdist
S (t)|Ô(t)|Ψdist

S (t)〉 − 〈ΨS(t)|Ô(t)|ΨS(t)〉
= −i

∫ t

−∞
dt′ 〈ΨH |

[

ÔH(t), Ĥ
ext
H (t′)

]

|ΨH〉. (18.9)

Si el lado izquierdo se transforma a la imagen de Heisenberg, tendremos

δ〈ΨS(t)|Ô|ΨS(t)〉 = δ〈ΨH|ÔH(t)|ΨH〉 = 〈ΨH|δÔH(t)|ΨH〉,

de tal manera que la Ec. (18.9) será de la forma

〈ΨH |δÔH(t)|ΨH〉 = −i
∫ t

−∞
dt′ 〈ΨH |

[

ÔH(t), Ĥ
ext
H (t′)

]

|ΨH〉. (18.10)

Será de gran ayuda utilizar la función retardada de Green de los operadores ÔH(t)
y ĤH(t

′) en el estado |ΨH〉 [comparese con la Ec. (3.40)]:

GR
OH(t, t

′) ≡ Θ(t− t′)〈ΨH |
[

ÔH(t), ĤH(t
′)
]

|ΨH〉. (18.11)

Luego, la desviación del equilibrio térmico estará dada por la integral

〈ΨH |δÔH(t)|ΨH〉 = −i
∫ ∞

−∞
dt′GR

OH(t, t
′). (18.12)

Supongamos ahora que el observable ÔH(t) puede presentar oscilaciones. En-
tonces, en general una perturbación externa acoplada a ÔH(t) podrá excitar estas
oscilaciones. El acoplamiento más simple es uno lineal, donde la enerǵıa de interac-
ción será

Ĥext(t) = −ÔH(t)δj(t), (18.13)

y donde j(t) representa una fuente externa. Sustituyendo la Ec. (18.13) en la
Ec. (18.12) obtenemos la fórmula de la respuesta lineal

〈ΨH |δÔH(t)|ΨH〉 = i
∫ ∞

−∞
dt′GR

OO(t, t
′)δj(t′), (18.14)

donde GR
OO es la función retardada de Green de los dos operadores Ô:

GR
OO(t, t

′) = Θ(t− t′)〈ΨH |
[

ÔH(t), ÔH(t
′)
]

|ΨH〉. (18.15)

Para frecuencias donde la transformada de Fourier de GOO(t, t
′) es singular, la más

ligera perturbación da origen a una respuesta grande. Este es el famoso fenómeno
resonante, hallado en todo sistema oscilador. Si la frecuencia externa ω coincide
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con una frecuencia propia, la transformada de Fourier de la función de Green di-
verge. Generalmente, las frecuencias propias de un sistema complejo de N cuerpos
se determinan calculando la Ec. (18.15) y hallando las singularidades para cada ω.

Es fácil generalizar esta descripción a un ensemble térmico para una tempera-
tura distinta de cero. La modificación principal consiste en el reemplazo del valor
esperado del estado base, por el promedio término

〈Ô〉T ≡ Tr (e−Ĥ/T Ô)

Tr (e−Ĥ/T )
.

Utilizando la enerǵıa libre

F = −T log Tr (e−Ĥ/T ),

podemos reescribir este resultado como

〈Ô〉T = eF/TTr (e−Ĥ/T Ô). (18.16)

En un ensemble gran canónico, Ĥ debe reemplazarse por Ĥ−µN̂ y F por su versión
gran canónica FG (ver la Sección 1.17). A temperatura finita, la fórmula (18.14) de
la respuesta lineal será

δ〈Ô(t)〉T = i
∫ ∞

−∞
dt′GR

OO(t, t
′)δj(t′), (18.17)

donde GR
OO(t, t

′) es la la función retardada de Green para una temperatura distinta

de cero definida por [recordemos la Ec. (1.306)]

GR
OO(t, t

′) ≡ GR
OO(t− t′) ≡ Θ(t− t′) eF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

ÔH(t), ÔH(t
′)
]}

. (18.18)

En un sistema f́ısico real, generalmente hay muchos observables, por ejemplo Ôi
H(t)

para i = 1, 2, . . . , l, el cual presenta oscilaciones acopladas. Luego, la función retar-
dada de Green es una matriz l × l

GR
ij(t, t

′) ≡ GR
ij(t− t′) ≡ Θ(t− t′) eF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

Ôi
H(t), Ô

j
H(t

′)
]}

. (18.19)

Luego de una transformada de Fourier y una diagonalización, las singularidades de
esta matriz dan información f́ısica importante sobre las propiedades resonantes del
sistema.

La función retardada de Green para T 6= 0, tiene un lugar intermedio entre la
función de Green de tiempo real, de la teoŕıa de campo para T = 0, y la función de
Green para tiempo imaginario utilizadas para la descripción del equilibrio térmico
para T 6= 0 (ver la Subsección 3.8.2). La función de Green (18.19) depende tanto
del tiempo real como de la temperatura, a través del tiempo imaginario.
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18.2 Representación Espectral de las Funciones de Green
para T =/ 0

Las funciones retardadas de Green están asociadas con las funciones de Green de
tiempo imaginario, de la f́ısica de los fenómenos en equilibrio, mediante una conti-
nuación anaĺıtica. Para dos operadores arbitrarios Ô1

H , Ô
2
H , la continuación anaĺıtica

se define mediante el promedio térmico

G12(τ, 0) ≡ G12(τ) ≡ eF/TTr
[

e−Ĥ/T T̂τ Ô
1
H(τ)Ô

2
H(0)

]

, (18.20)

donde ÔH(τ) es el operador de Heisenberg de tiempo imaginario

ÔH(τ) ≡ eĤτ Ôe−Ĥτ . (18.21)

Para ver la relación entre G12(τ) y la función retardada de Green GR
12(t), utilizamos

un conjunto completo de estados |n〉, introducimos los operadores Ô1, Ô2 y, para
τ ≥ 0, desarrollamos G12(τ) en términos de la representación espectral

G12(τ) = eF/T
∑

n,n′

e−En/T e(En−En′ )τ 〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉. (18.22)

Dado que para la transformación τ → τ+1/T G12(τ) es periódica, su representación
de Fourier contiene sólo las frecuencias discretas de Matsubara ωm = 2πmT :

G12(ωm) =
∫ 1/T

0
dτ eiωmτG12(τ)

= eF/T
∑

n,n′

e−En/T
(

1− e(En−En′)/T
)

〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉

× −1

iωm − En′ + En
. (18.23)

La función retardada de Green cumple condiciones de frontera no periódicas (o
antiperiódicas). Por lo tanto, todas las frecuencias ω de las componentes de Fourier
de esta función son reales:

GR
12(ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiωt Θ(t)eF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

Ô1
H(t), Ô

2
H(0)

]

∓

}

= eF/T
∫ ∞

0
dt eiωt

∑

n,n′

[

e−En/T ei(En−En′)t〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉

∓e−En/T e−i(En−En′)t〈n|Ô2|n′〉〈n′|Ô1|n〉
]

. (18.24)

Para hallar la integral en la segunda suma intercambiamos n y n′, además para
asegurar la convergencia hemos agregado una cantidad infinitesimal imaginaria y
positiva iη a ω [recordemos la discusión luego de la Ec. (3.84)]. El resultado es

GR
12(ω) = eF/T

∑

n,n′

e−En/T
[

1− e(En−En′ )/T
]

〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉

× i

ω − En′ + En + iη
. (18.25)
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Comparando este resultado con el hallado en la Ec. (18.23), vemos que las funciones
térmicas de Green se obtienen de las funciones retardadas mediante el reemplazo [1]

i

ω − En′ + En + iη
→ −1

iωm − En′ + En
. (18.26)

Un procedimiento similar es válido para operadores fermiónicos Ôi (los cuales
no son observables). Con respecto al caso del bosón, tendremos sólo dos cambios.
El primero, en la representación de Fourier para tiempo imaginario de las funciones
de Green, las frecuencias bosónicas de Matsubara ωm de la Ec. (18.23) ahora serán
fermiónicas. El segundo, en la definición de la funciones retardadas de Green (18.19),
el conmutador se reemplaza por un anticonmutador, i.e., los operadores fermiónicos
Ôi

H de la función retardada de Green se definen por

GR
ij(t, t

′) ≡ GR
ij(t− t′) ≡ Θ(t− t′)eF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

Ôi
H(t), Ô

j
H(t

′)
]

+

}

. (18.27)

Estos cambios dan origen a un signo opuesto en el término e(En−En′ )/T en ambas
fórmulas (18.23) y (18.25). Además de esto, la relación entre las dos funciones de
Green estará dada una vez más por la regla de la Ec. (18.26).

A continuación introducimos la función espectral

ρ12(ω
′) =

(

1∓ e−ω′/T
)

eF/T

×∑n,n′ e−En/T2πδ(ω − En′ + En)〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉,
(18.28)

donde el signo superior se refiere a bosones y el inferior a fermiones, respectivamente.
Bajo un intercambio de los operadores la función espectral se comporta como

ρ12(ω
′) = ∓ρ12(−ω′). (18.29)

Usando esta función espectral podemos reescribir la transformada de Fourier de la
función retardada de Green y las funciones térmicas de Green, como las siguientes
integrales espectrales:

GR
12(ω) =

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)
i

ω − ω′ + iη
, (18.30)

G12(ωm) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)
−1

iωm − ω′
. (18.31)

Estas ecuaciones muestran como se obtienen las funciones de Green de tiempo imagi-
nario a partir de las funciones retardadas de Green, mediante una continuación
anaĺıtica al plano complejo discreto de las frecuencias de Matsubara, ω → iωm. El
problema inverso, reconstruir las funciones retardadas de Green, en todo el semi-
plano superior de ω, a partir de las funciones de Green de tiempo imaginario definidas
sólo para las frecuencias de Matsubara ωm no tiene una solución general a menos
que se tenga más información [2]. Por ejemplo, las reglas de suma de los campos
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canónicos, que serán deducidas más tarde en la Ec. (18.66), junto con la condición
asintótica (18.67) lo cual hace que la continuación anaĺıtica sea única [3].

Regresando a las variables temporales t y τ , las funciones de Green son

GR
12(t) = Θ(t)

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)e−iω′t, (18.32)

G12(τ) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)T
∑

ωm

e−iωmτ −1

iωm − ω′
. (18.33)

La suma sobre las frecuencias pares o impares de Matsubara, para el lado derecho
de G12(τ), fueron evaluadas en la Sección 3.3 para bosones y fermiones, y obtuvimos

T
∑

n

e−iωmτ −1

iωm − ω
= Gp

ω,e(τ) = e−ω(τ−1/2T ) 1

2 sin(ω/2T )

= e−ωτ (1 + nω) (18.34)

y

T
∑

n

e−iωmτ −1

iωm − ω
= Ga

ω,e(τ) = e−ω(τ−1/2T ) 1

2 cos(ω/2T )

= e−ωτ (1− nω), (18.35)

donde las funciones de distribución de Bose y Fermi son [ver las Ecs. (3.93), (7.542)
y (7.544)]

nω =
1

eω/T ∓ 1
, (18.36)

respectivamente.

18.3 Otras Funciones de Green Importantes

Al estudiar la dinámica de los sistemas a temperatura finita, hay varias funciones de
Green para las cuales una útil representación espectral será deducida a continuación.

En analoǵıa con las funciones retardadas de Green para los operadores bosónicos
y fermiónicos introduciremos su contraparte, las llamadas funciones avanzadas de

Green (comparemos con la página 40)

GA
12(t, t

′) ≡ GA
12(t− t′) = −Θ(t′ − t)eF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

Ô1
H(t), Ô

2
H(t

′)
]

∓

}

.

(18.37)

La transformada de Fourier de esta función tiene la siguiente representación espectral

GA
12(ω) =

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)
i

ω − ω′ − iη
, (18.38)
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la cual difiere del caso retardado (18.30) por el signo del término iη. Este hecho per-
mite que la transformada de Fourier se anule para t > 0, de tal forma que la función
de Green dependiente del tiempo tiene la representación espectral [compárese con
la Ec. (18.32)]

GA
12(t) = −Θ(−t)

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω)e

−iωt. (18.39)

Restando las funciones de Green retardada y avanzada, obtenemos el valor es-
perado térmico del conmutador o del anticonmutador:

C12(t, t
′) = eF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

Ô1
H(t), Ô

2
H(t

′)
]

∓

}

= GR
12(t, t

′)−GA
12(t, t

′). (18.40)

Notemos las siguientes identidades:

GR
12(t, t

′) = Θ(t− t′)C12(t, t
′), (18.41)

GA
12(t, t

′) = −Θ(t′ − t)C12(t, t
′). (18.42)

Cuando sustituimos las representaciones espectrales (18.30) y (18.39) de las fun-
ciones GR

12(t) y G
A
12(t) en la Ec. (18.40), y usando la identidad (1.328)

i

ω − ω′ + iη
− i

ω − ω′ − iη
= 2

η

(ω − ω′)2 + η2
= 2πδ(ω − ω′), (18.43)

obtenemos la representación espectral integral de la función conmutador:2

C12(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω)e

−iωt. (18.44)

Aśı, conociendo la función conmutador C12(t) determinamos directamente la función
espectral ρ12(ω) a partir de conocer sus componentes de Fourier

C12(ω) = ρ12(ω). (18.45)

En el estudio de la dinámica de un sistema en un ambiente térmico, el orde-
namiento temporal de las funciones de Green tiene un papel importante. Estas
funciones se definen por

G12(t, t
′) ≡ G12(t− t′) = eF/TTr

[

e−Ĥ/T T̂ Ô1
H(t)Ô

2
H(t

′)
]

. (18.46)

Sustituyendo los estados intermedios, como en la Ec. (18.23), encontramos la repre-
sentación espectral

G12(ω) =
∫ ∞

−∞
dt eiωt Θ(t) eF/TTr

{

e−Ĥ/T Ô1
H(t)Ô

2
H(0)

}

+
∫ ∞

−∞
dt eiωt Θ(−t)eF/TTr

{

e−Ĥ/T Ô2
H(t)Ô

1
H(0)

}

= eF/T
∫ ∞

0
dt eiωt

∑

n,n′

e−En/T ei(En−En′)t 〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉

± eF/T
∫ 0

−∞
dt eiωt

∑

n,n′

e−En/T e−i(En−En′)t〈n|Ô2|n′〉〈n′|Ô1|n〉 . (18.47)

2Debido a la relación (18.41), encontramos la misma representación eliminando el factor Θ(t)
en la Ec. (18.32).
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Intercambiando una vez más n y n′, podemos reescribir esta expresión en términos
de la función espectral (18.28) en la forma

G12(ω)=
∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)

[

1

1∓ e−ω′/T

i

ω − ω′ + iη
+

1

1∓ eω′/T

i

ω − ω′ − iη

]

. (18.48)

Escribamos también la descomposición espectral de otro operador complemen-
tario al operador C12(t), visto en la Ec. (18.40), en el cual el campo de bosones y
fermiones aparece con el conmutador ”erróneo”:

A12(t− t′) ≡ eF/TTr
{

e−Ĥ/T
[

Ô1
H(t), Ô

2
H(t

′)
]

±

}

. (18.49)

Esta función caracteriza la magnitud de las fluctuaciones de los operadores O1
H and

O2
H . Sustituyendo los estados intermedios, hallamos

A12(ω) =
∫ ∞

−∞
dt eiωteF/TTr

{

e−Ĥ/T
[

Ô1
H(t), Ô

2
H(0)

]

±

}

= eF/T
∫ ∞

−∞
dt eiωt

∑

n,n′

[

e−En/T ei(En−En′)t〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉

±e−En/T e−i(En−En′)t〈n|Ô2|n′〉〈n′|Ô1|n〉
]

. (18.50)

En la segunda suma intercambiamos n y n′ y hallamos la integral, la cual es sobre
todo el intervalo temporal y por tanto dará como resultado una función δ:

A12(ω) = eF/T
∑

n,n′

e−En/T
[

1± e(En−En′ )/T
]

〈n|Ô1|n′〉〈n′|Ô2|n〉

× 2πδ(ω −En′ + En). (18.51)

En términos de la función espectral (18.28) hallamos una expresión sencilla

A12(ω) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
tanh∓1 ω

′

2T
ρ12(ω

′) 2πδ(ω − ω′) = tanh∓1 ω

2T
ρ12(ω). (18.52)

De tal manera que el valor esperado (18.49), del “mal” conmutador, tiene la depen-
dencia temporal

A12(t, t
′) ≡ A12(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω) tanh

∓1 ω

2T
e−iω(t−t′). (18.53)

Hay otra forma de escribir la representación espectral de las distintas funciones
de Green. Para las funciones de Green retardadas y avanzadas GR

12, G
A
12, descom-

ponemos la representaciones integrales (18.30) y (18.38) de acuerdo a la regla (1.329):

i

ω − ω′ ± iη
= i

[ P
ω − ω′

∓ iπδ(ω − ω′)
]

, (18.54)
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donde P representa el valor principal de la integral sobre la singularidad, con lo cual
tendremos

GR,A
12 (ω) = i

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)
[ P
ω − ω′

∓ iπδ(ω − ω′)
]

. (18.55)

Sustituyendo la Ec. (18.54) en la Ec. (18.48) encontramos la representación alterna-
tiva de la función de Green ordenada temporalmente

G12(ω) = i
∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)
[ P
ω − ω′

− iπ tanh∓1 ω

2T
δ(ω − ω′)

]

. (18.56)

Al término proporcional a δ(ω− ω′), en la representación espectral, comúnmente se
le conoce como la parte absorbente o la parte disipativa de la función de Green. El
primer término proporcional al valor principal es llamado la parte dispersiva o la

parte de de la fluctuación.

La reelevancia de la función espectral ρ12(ω
′), en la determinación tanto de la

parte fluctuante aśı como la parte disipativa de la función de Green ordenada tem-
poralmente, es el contener el importante teorema de fluctuación-disipación. En
forma detallada este teorema se puede redefinir como sigue: La función espectral
común ρ12(ω

′) de la función conmutador, Ec. (18.44), la función retardada de Green,
Ec. (18.30), y la parte de fluctuación de la función de Green ordenada temporal-
mente, Ec. (18.56), determina, luego de ser multiplicada por el factor tanh∓1(ω′/2T ),
la parte disipativa de la función de Green ordenada temporalmente, Ec. (18.56).

Las tres funciones de Green −iG12(ω), −iGR
12(ω) y −iGA

12(ω) tienen la misma
parte real. Una comparación de las Ecs. (18.30) y (18.31) permite ver que mediante
una continuación anaĺıtica podemos hallar la función de Green de tiempo imaginario
a partir de las funciones de Green retardada y avanzada. La descomposición espec-
tral (18.56) muestra que para la función de Green ordenada temporalmente esta
afirmación no es correcta, esto se debe al factor extra tanh∓1(ω/2T ), que aparece
en el término absorbente.

Será de ayuda hallar otra representación de la función de Green ordenada tem-
poralmente. Esta representación se obtiene luego de reescribir la expresión tan∓1

en términos de las funciones de distribución de Bose y Fermi (18.36) en la forma
tan∓1 = 1± 2nω. De donde podemos hacer la descomposición

G12(ω) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′)

[

i

ω − ω′ + iη
± 2πnω δ(ω − ω′)

]

. (18.57)

18.4 Operadores Hermı́ticos Autoadjuntos

Si los dos operadores Ô1
H(t), Ô

2
H(t) son Hermı́ticos y el autoadjunto el uno del otro,

Ô2
H(t) = [Ô1

H(t)]
†, (18.58)
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la función espectral (18.28) puede reescribirse como

ρ12(ω
′) = (1∓ e−ω′/T )eF/T

×
∑

n,n′

e−En/T2πδ(ω′ − En′ + En)|〈n|Ô1
H(t)|n′〉‖2. (18.59)

Lo cual muestra que

ρ12(ω
′)ω′ ≥ 0 para bosones,

ρ12(ω
′) ≥ 0 para fermiones.

(18.60)

Esta propiedad nos permitirá deducir varias desigualdades útiles entre diversas fun-
ciones de Green diagonales en el Apéndice 18A.

De la condición (18.58) tenemos que el valor esperado de anticonmutadores y
conmutadores cumple con la relaciones de inversión temporal

GA
12(t, t

′) = ∓GR
21(t

′, t)∗, (18.61)

A12(t, t
′) = ±A21(t

′, t)∗, (18.62)

C12(t, t
′) = ∓C21(t

′, t)∗. (18.63)

G12(t, t
′) = ±G21(t

′, t)∗. (18.64)

Ejemplo de esto son las funciones de los operadores de creación y aniquilación,
las cuales serán estudiadas en detalle un poco más tarde. En forma general, estas
propiedades son ciertas para todo campo de part́ıculas no relativistas Ô1

H(t) = ψ̂p(t),

Ô2
H(t) = ψ̂†

p(t), las cuales tienen un momentum espećıfico p.
Además, los operadores cumplen con las reglas de conmutación para tiempos

iguales de cada momentum

[

ψ̂p(t), ψ̂
†
p(t)

]

= 1 (18.65)

(ver las Secciones 7.6 y 7.9). Usando las Ecs. (18.40) y (18.44) deducimos de este
resultado la regla de suma de la función espectral :

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ12(ω

′) = 1. (18.66)

Para un campo canónico libre donde ρ12(ω
′) = 2πδ(ω′ − ω), esta regla de suma se

cumple trivialmente. En general, la regla de suma asegura que el comportamiento
para valores grandes de ω de las funciones de Green, de tiempo imaginario retardada
y avanzada, de los operadores de campo canónicamente conjugados es el mismo que
para part́ıculas libres, i.e.,

G12(ωm) −−−→
ωm→∞

i

ωm

, GA,R
12 (ω) −−−→

ω→∞

1

ω
. (18.67)
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18.5 Funciones de Green del Oscilador Armónico para T =/ 0

Como un ejemplo consideremos un oscilador armónico de frecuencia Ω o, en forma
equivalente, una part́ıcula libre en el formalismo de la segunda cuantización del
campo (ver el Caṕıtulo 7). Empezaremos con el segundo caso.

18.5.1 Operadores de Creación y Aniquilación

Los operadores Ô1
H(t) y Ô2

H(t) son los operadores de creación y aniquilación en la
imagen de Heisenberg

â†H(t) = â†eiΩt, âH(t) = âe−iΩt. (18.68)

Los estados propios del operador Hamiltoniano

Ĥ =
1

2

(

p̂2 + Ω2x̂2
)

=
ω

2

(

â†â+ ââ†
)

= ω
(

â†â± 1

2

)

(18.69)

son

|n〉 = 1√
n!
(â†)n|0〉, (18.70)

donde valores propios son En = (n ± 1/2)Ω, para n = 0, 1, 2, 3, . . . o n = 0, 1,
dependiendo de que â† y â conmuten o anticonmuten, respectivamente [compárese
con la Ec. (7.564)]. En la interpretación de la segunda cuantización del campo las
enerǵıas son En = nΩ y las funciones finales de Green son las mismas. El cálculo
de la función espectral ρ12(ω

′) es trivial. El operador de Schrödinger Ô2 = â† puede
conectar el estado |n〉 sólo con 〈n + 1|, cuyo elemento de matriz es

√
n + 1. El

operador Ô1 = â hace lo contrario. Aśı tenemos

ρ12(ω
′) = 2πδ(ω′ − Ω)(1∓ e−Ω/T )eF/T

∞,0
∑

n=0

e−(n±1/2)Ω/T (n+ 1). (18.71)

Ahora hacemos uso de las funciones de partición del oscilador cuyas trayectorias
cumplen condiciones de frontera periódicas y antiperiódicas:

ZΩ ≡ e−F/T =
∞,1
∑

n=0

e−(n±1/2)Ω/T =

{

[2 sinh(Ω/2T )]−1

2 cosh(Ω/2T )
para

bosones
fermiones

}

.(18.72)

Estas funciones nos permiten calcular las sumas de la Ec. (18.71) en la siguiente
forma

∞
∑

n=0

e−(n+1/2)Ω/T (n + 1) =

(

−T ∂

∂Ω
+

1

2

)

e−F/T =
(

1∓ e−Ω/T
)−1

e−F/T ,

0
∑

n=0

e−(n−1/2)Ω/T (n + 1) = eΩ/2T =
(

1 + e−Ω/T
)−1

e−F/T . (18.73)
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Por lo tanto, la función espectral ρ12(ω
′) del oscilador cuántico, cuya frecuencia es

Ω, estará dada por

ρ12(ω
′) = 2πδ(ω′ − Ω). (18.74)

Con esto, las funciones de Green, retardadas y de tiempo imaginario, serán

GR
Ω(t, t

′) = Θ(t− t′)e−Ω(t−t′), (18.75)

GΩ(τ, τ
′) = −T

∞
∑

m=−∞

e−iωm(τ−τ ′) 1

iΩm − Ω
(18.76)

= e−Ω(τ−τ ′)







1± nΩ

±nΩ

para τ
≥
<

τ ′, (18.77)

donde nΩ es el número promedio de part́ıculas dado por la Ec. (18.36). Por ejemplo,
por las Ecs. (18.44) y (18.74), la función de conmutación será

C12(t, t
′) = e−iΩ(t−t′), (18.78)

y de las Ecs. (18.53) y (18.74), la función de correlación del “mal conmutador” será:

AΩ(t, t
′) = tanh∓1 Ω

2T
e−iΩ(t−t′). (18.79)

Es claro que estas expresiones para el oscilador armónico podŕıan haberse
obtenido desde el inicio definiendo directamente las ecuaciones del operador. Por
ejemplo, la función conmutador

CΩ(t, t
′) = eF/TTr

{

e−Ĥ/T [âH(t), â
†
H(t

′)]∓
}

(18.80)

se transforma en la Ec. (18.78) usando la regla de conmutación para tiempos dife-
rentes

[âH(t), â
†
H(t

′)] = e−iΩ(t−t′), (18.81)

la cual se sigue de la Ec. (18.68). Dado que el lado derecho es un número c, el
promedio termodinámico es trivial:

eF/TTr (e−Ĥ/T ) = 1. (18.82)

Luego de esto, las relaciones (18.41) y (18.42) determinan las funciones retar-
dadas y avanzadas de Green

GR
Ω(t− t′) = Θ(t− t′)e−iΩ(t−t′), GA

Ω(t− t′) = −Θ(t′ − t)e−iΩ(t−t′). (18.83)

Para la función de Green de tiempo imaginario

GΩ(τ, τ
′) ≡ eF/TTr

[

e−Ĥ/T T̂τ âH(τ)â
†
H(τ

′)
]

, (18.84)
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la expresión (18.77) se obtiene luego de utilizar las relaciones [ver la Ec. (18.85)]

â†H(τ) ≡ eĤτ â†e−Ĥτ = â†eΩτ ,

âH(τ) ≡ eĤτ âe−Ĥτ = âe−Ωτ , (18.85)

y la fórmula de suma (18.73).

La función del “mal” conmutador (18.79) se puede deducir de inmediato de la
definición

A12(t− t′) ≡ eF/TTr
{

e−Ĥ/T
[

âH(t), â
†
H(t

′)
]

±

}

(18.86)

y de la Ec. (18.68), luego de sustituir los estados intermedios.

Para el comportamiento temporal de la función de Green ordenada temporal-
mente, usando la Ec. (18.48), tendremos

GΩ(ω) =
(

1∓ e−Ω/T
)−1

GR
Ω(ω) +

(

1∓ eΩ/T
)−1

GA
Ω(ω), (18.87)

y la transformada de Fourier será

GΩ(t, t
′) =

(

1∓ e−Ω/T
)−1

Θ(t− t′)e−iΩ(t−t′) −
(

1∓ eΩ/T
)−1

Θ(t′ − t)e−iΩ(t−t′)

=
[

Θ(t− t′)± (eΩ/T ∓ 1)−1
]

e−iΩ(t−t′) = [Θ(t− t′)± nΩ] e
−iΩ(t−t′).

(18.88)

El mismo resultado puede obtenerse fácilmente usando la definición dada en la
Ec. (18.68) e insertando los estados intermedios:

GΩ(t, t
′) ≡ GΩ(t− t′) = eF/TTr

[

e−Ĥ/T T̂ âH(t)â
†
H(t

′)
]

= Θ(t− t′)〈â â†〉e−iΩ(t−t′) ±Θ(t′ − t)〈â† â〉e−iΩ(t−t′)

= Θ(t− t′)(1± nΩ)e
−iΩ(t−t′) ±Θ(t′ − t)nΩe

−iΩ(t−t′), (18.89)

esta relación es la misma hallada en la Ec. (18.88). Para la función de correlación,
donde intercambiamos a y a†,

ḠΩ(t, t
′) ≡ GΩ(t− t′) = eF/TTr

[

e−Ĥ/T T̂ â†H(t)âH(t
′)
]

, (18.90)

encontraremos

ḠΩ(t, t
′) = Θ(t− t′)〈â† â〉e−iΩ(t−t′) ±Θ(t′ − t)〈â â†〉e−iΩ(t−t′)

= Θ(t− t′)nΩe
−iΩ(t−t′) ±Θ(t′ − t)(1± nΩ)e

−iΩ(t−t′), (18.91)

en acuerdo con la Ec. (18.64).
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18.5.2 Operadores de Campo Reales

De las expresiones anteriores es fácil construir las funciones de Green correspon-
dientes a los operadores de posición del oscilador armónico x̂(t). Será de mucha
utilidad mantener la discusión lo más general posible, utilizando osciladores que no
necesariamente son masas puntuales en el espacio, sino que pueden ser variables de
campo. Aśı, en lugar de x̂(t), usaremos el śımbolo ϕ(t), y lo llamaremos la variable
del campo. Tal como en la Ec. (7.295) descomponemos el campo como

x̂(t) =

√

h̄

2MΩ

[

âe−iΩt + â†eiΩt
]

. (18.92)

En esta sección usaremos unidades f́ısicas. En forma directa, la función conmutador
(18.40) será

C(t, t′) ≡ 〈[ϕ̂(t), ϕ̂(t′)]∓〉ρ = − h̄

2MΩ
2i sinΩ(t− t′), (18.93)

implicando la función espectral [recordemos la Ec. (18.44)]

ρ(ω′) =
1

2MΩ
2π [δ(ω′ − Ω)− δ(Ω′ + Ω)]. (18.94)

El operador real ϕ̂(t) se comporta como la diferencia de una part́ıcula de frecuencia
Ω y −Ω, multiplicado por un factor general 1/2MΩ. Aśı pues, es fácil hallar las
funciones de Green avanzadas y retardadas a partir de los operadores ϕ̂(t) y ϕ̂(t′):

GR(t, t′) =
h̄

2MΩ

[

GR
Ω(t, t

′)−GR
−Ω(t, t

′)
]

= − h̄

2MΩ
Θ(t− t′) 2i sinΩ(t− t′), (18.95)

GA(t, t′) =
h̄

2MΩ

[

GA
Ω(t, t

′)−GA
−Ω(t, t

′)
]

=
h̄

2MΩ
Θ(t− t′) 2i sinΩ(t′ − t). (18.96)

De la representación espectral (18.53) obtenemos la siguiente expresión para el “mal
conmutador”

A(t, t′) = 〈[ϕ̂(t), ϕ̂(t′)]∓〉 =
h̄

2MΩ
coth±1 Ω

2kBT
2 cosΩ(t− t′). (18.97)

Una vez más, esta relación junto con la Ec. (18.93) es una manifestación del teorema
de fluctuación-disipación (18.53).

El promedio de estas dos funciones dará la función de correlación dependiente del
tiempo a una temperatura finita, la cual contiene sólo el producto de los operadores

GP (t, t′) ≡ 〈ϕ̂(t)ϕ̂(t′)〉 = h̄

2MΩ
[(1± 2nΩ) cosΩ(t− t′)− i sinΩ(t− t′)] , (18.98)

donde nΩ es el número promedio de part́ıculas dado por la Ec. (18.36). En el ĺımite
de temperatura cero donde nΩ ≡ 0, esta expresión se reduce a la forma

GP (t, t′) = 〈ϕ̂(t)ϕ̂(t′)〉 = h̄

2MΩ
e−iΩ(t−t′). (18.99)
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La función de Green ordenada temporalmente se obtiene de esta expresión mediante
la relación

G(t, t′) = Θ(t− t′)GP (t, t′)±Θ(t′ − t)GP (t′, t) =
1

2
[A(t, t′) + ǫ(t− t′)C(t, t′)] ,

(18.100)
donde ǫ(t − t′) es la función escalón dada en la Ec. (1.316). De manera expĺıcita,
la función de Green ordenada temporalmente es

G(t, t′) ≡ 〈T̂ ϕ̂(t)ϕ̂(t′)〉 = h̄

2MΩ
[(1± 2nΩ) cosΩ|t− t′| − i sinΩ|t− t′|] , (18.101)

la cual para T → 0 será

G(t, t′) = 〈T̂ ϕ̂(t)ϕ̂(t′)〉 = h̄

2MΩ
e−iΩ|t−t′|. (18.102)

Es decir, tenemos la siguiente regla mnemómica, introducimos una temperatura
finita en la función de Green de temperatura cero multiplicando simplemente la
parte real de la función exponencial por el factor 1 ± 2nΩ. Esta es otra forma de
definir el teorema de fluctuación-disipación.

En el caso bosónico, hay otra forma de escribir la función de Green ordenada
temporalmente (18.101):

G(t, t′) ≡ 〈T̂ ϕ̂(t)ϕ̂(t′)〉 = h̄

2MΩ

cosh
[

Ω

2
(h̄β − i|t− t′|)

]

sinh
h̄Ωβ

2

. (18.103)

Para t−t′ > 0, esta expresión coincide con la función periodica de Green Gp
e (τ, τ

′) =
Gp

e (τ−τ ′) para tiempos-imaginarios τ > τ ′ [ver la Ec. (3.251)], donde τ y τ ′ se han de
continuar anaĺıticamente hacia it y it′, respectivamente. Separando la Ec. (18.101)
en su parte real e imaginaria vemos, por comparación con la Ec. (18.100), que las
funciones anticonmutador y conmutador son el doble de la parte real e imaginaria
de la función de Green ordenada temporalmente:

A(t, t′) = 2ReG(t, t′), C(t, t′) = 2i ImG(t, t′). (18.104)

En el caso fermiónico, las funciones hiperbólicas cosh y sinh en el numerador y
denominador se intercambian, y el resultado coincide con la continuación anaĺıtica
de la función antiperiódica de Green dada en la Ec. (3.266).

Las propiedades de inversión temporal (18.61)–(18.64) de las funciones de Green
para los campos reales ϕ̂(t), serán:

GA(t, t′) = ∓GR(t′, t), (18.105)

A(t, t′) = ±A(t′, t), (18.106)

C(t, t′) = ∓C(t′, t), (18.107)

G(t, t′) = ±G(t′, t). (18.108)
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18.6 Funciones de Green Fuera de Equilibrio

Hasta este momento hemos supuesto que el sitema está en contacto continuo con
un baño térmico, el cual proporciona una temperatura constante a todo el volu-
men. Suponemos también que la perturbación de la Ec. (18.3) es muy pequeña,
de tal forma que sólo una mı́nima parte de las part́ıculas estarán excitadas. Si la
perturbación aumenta, se pueden formar nubes localizadas de part́ıculas excitadas.
Tal sistema no está en equilibrio térmico y su repuesta es, necesariamente, no li-
neal. En este caso, debemos estudiar la evolución temporal mecánico-cuántica del
sistema. Para describir teóricamente este proceso, debemos suponer un equilibrio
inicial caracterizado por algun operador densidad [comparar con la Ec. (2.367)]

ρ̂ =
∑

n

ρn|n〉〈n|, (18.109)

con los valores propios dados por

ρn = e−En/T . (18.110)

La perturbación se activa al tiempo t0. Si el estado inicial está fuera de equilibrio y
puede ser caracterizado por un operador densidad del tipo dado por la Ec. (18.109)
pero tiene una probabilidad diferente de la Ec. (18.110), con algunas adaptaciones,
el formalismo a ser visto a continuación sigue siendo válido. Es claro que en el ĺımite
de desviaciones muy pequeñas, respecto al estado de equilibro, el formalismo a ser
descrito se reduce a la teoŕıa de respuesta lineal vista anteriormente.

Primero desarrollaremos una teoŕıa perturbativa de los operadores de evolución
temporal en equilibrio. Con esto contruimos una integral de trayectoria para la
descripción del comportamiento dinámico de una sola part́ıcula en contacto con un
baño térmico. En principio, esta descripción puede aplicarse a ensembles de muchas
part́ıculas considerando una integral de trayectoria similar para las fluctuaciones
del campo. Luego de la discusión del Caṕıtulo 7, es directo el uso de la segunda
cuantización y los detalles no requieren de mayor presentación.

La teoŕıa de perturbación para la mecánica estad́ıstico-cuática fuera de equilibrio
a desarrollarse a continuación se le conoce como el formalismo de la función de

Green de trayectoria temporal cerrada (CTPGF). Este formalismo fue desarrollado
por Schwinger [4] y Keldysh [5], y ha sido aplicado exitosamente a muchos problemas
de la f́ısica estad́ıstica fuera de equilibrio, en particular a la superconductividad y
la f́ısica de plasmas.

El problema fundamental de la mecánica estad́ıstica fuera de equilibrio es hallar
la evolución temporal de los promedios térmicos del producto de operadores de
Heisenberg ϕ̂H(t). A fin de aplicar el formalismo a sistemas interesantes es útil
mantener la formulación general y trabajar con campos relativistas de operadores
ϕ̂H(x, t). Al igual que en la Sección 7.6, un argumento espacial x extra da origen a un
operador dependiente del tiempo ϕ̂(t) en cada punto x del espacio. Para prepararnos
para el interesante estudio de los campos electromagnéticos, consideremos la acción
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clásica invariante relativisticamente más simple que describe un campo observable
en D dimensiones de la forma

A0=
∫

dtdDxL0(x, t)≡
1

2

∫

dtdDx
{

[ϕ̇(x, t)]2 − [∇ϕ(x, t)]2 −m2ϕ2(x, t)
}

. (18.111)

Como en la Sección 7.6, trabajamos con un conjunto contable de infinitos puntos x,
suponiendo que el espacio es una red muy fina con espaciamiento ǫ, donde al final
tomaremos el ĺımite ǫ → 0. La ecuación asociada de Euler-Lagrange que extremiza
la acción es la ecuación de Klein-Gordon

ϕ̈(x, t) + (−∂2x +m2)ϕ(x, t) = 0. (18.112)

La solución del problema son ondas planas

fp(x, t) =
1

√

2ωpV
e−iωpt+ipx, f̄p(x, t) =

1
√

ωpV
eiωpt+ipx (18.113)

con enerǵıa tanto positiva como negativa. Al igual que en la Sección 7.6, suponemos
que el sistema está confinado en un volumen cúbico V finito. Con esta hipótesis los
momenta p son discretos. Las soluciones (18.113) se comportan como la solución
de un conjunto infinito de osciladores armónicos, uno asociado con cada vector de
momentum p, donde las frecuencias dependen de p

ωp ≡
√

p2 +m2. (18.114)

La solución general de la Ec. (18.112) puede representarse como la serie

ϕ(x, t) =
∑

p

1

2ωpV

(

ape
−iωp+ipx + a∗pe

iωpt+ipx
)

. (18.115)

Los momenta canónicos de las variables de campo ϕ(x, t) son las velocidades de
campo

π(x, t) ≡ px(t) ≡ ϕ̇(x, t). (18.116)

Los campos están cuantizados mediante las reglas de conmutación canónicas

[π̂(x, t), ϕ(x, t)] = −iδxx′ . (18.117)

Ahora, el campo cuántico se puede representar como una serie como la hallada en
la Ec. (18.115), pero en términos de los operadores âp y los operadores Hermı́ticos
adjuntos â†p. Estos operadores cumplen con las reglas de conmutación canónicas
normales de los operadores de creación y aniquilación dadas en la Ec. (7.294):

[âp(t), â
†
p′(t)] = δpp′ , [â†p(t), â

†
p′(t)] = 0, [âp(t), âp′(t)] = 0. (18.118)
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Las cantidades más simples y fuera de equilibrio, a ser estudiadas, son los prome-
dios térmicos de uno o dos de estos operadores de campo. En forma general, po-
dremos estudiar los promedios de uno o dos campos con respecto a un operador
densidad inicial arbitrario ρ̂, los llamados promedios ρ:

〈ϕ̂H(x)〉ρ = Tr [(ρ̂ ϕ̂H(x)] ,

〈ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)〉ρ = Tr [ρ̂ ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)] .
(18.119)

Por simplicidad, usaremos una notación cuatro vetorial, lo mismo que coordenadas
espacio temporales x ≡ (x, t), con lo cual escribiremos ϕ̂H(x, t) en la forma ϕ̂H(x).

En general, los campos ϕ(x, t) interactuarán entre śı y con otros campos, agre-
gando con ello una interacción Aint a la acción dada en la Ec. (18.111). El com-
portamiento de un sistema de campos en interacción puede ser estudiado en teoŕıa
de perturbación. El estudio se hace mediante las técnicas mostradas en la Sección
1.7. Primero identificamos la parte independiente del tiempo del Hamiltoniano, en
la ecuación de Schrödinger, que tiene solución exacta. Esta es la parte libre del
Hamiltoniano Ĥ0. Para el campo ϕ(x, t) en estudio esto se obtiene de la acción
(18.111) mediante una transformación usual de Legendre (1.13). En la notación de
operadores tendremos

Ĥ0 =
∫

dDx Ĥ0(x, t) ≡
1

2

∫

dDx
{

[ ˙̂ϕ(x, t)]2 + [∇ϕ̂(x, t)]2 +m2ϕ̂2(x, t)
}

. (18.120)

La interacción Aint dará origen al Hamiltoniano de interacción Ĥ int(t). Ahora in-
troducimos los operadores de campo en la imagen de interacción de Dirac ϕ̂(x).
Estos operadores están relacionados con los operadores en la imagen de Heisenberg
mediante el Hamiltoniano libre Ĥ0, por la expresión

ϕ̂(x) ≡ eiĤ0(t−t0)ϕ̂H(x, t0)e
−iĤ0(t−t0). (18.121)

Los operadores en las dos imagenes son iguales el uno con el otro para el tiempo
t0 donde se conoce el operador densidad ρ̂. Introducimos también la imagen de
interacción para el Hamiltoniano de interacción3

Ĥ int
I (t) ≡ eiĤtĤ int(t)e−iĤt. (18.122)

Este operador se usa para llevar el operador de evolución temporal a la imagen de
interacción

Û(t, t0) ≡ T̂ exp
[

i
∫ t

t0
dt′ Ĥ int

I (t′)
]

. (18.123)

Esto nos permite expresar la dependencia temporal de los operadores de campo ϕ̂(x)
en la forma:

ϕ̂H(x) = Û(t0, t)ϕ̂(x)Û(t, t0). (18.124)

3Por consistencia, el operador de campo ϕ̂(x) debe de llevar el mismo sub́ındice I. Sin embargo,
se omite por brevedad de la notación.
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Los promedios ρ del campo de Heisenberg en la representación de interacción serán

〈ϕ̂H(x)〉ρ = Tr
[

ρ̂ Û(t0, t)ϕ̂(x)Û(t, t0)
]

, (18.125)

〈ϕ̂H(x)ϕ̂H(x
′)〉ρ =











Tr
[

ρ̂ Û(t0, t)ϕ̂(x)Û(t, t
′)ϕ̂(x′)Û(t′, t0)

]

, t > t′,

Tr
[

ρ̂ Û(t0, t
′)ϕ̂(x′)Û(t′, t)ϕ̂(x)Û(t, t0)

]

, t′ > t.
(18.126)

Ahora, supongamos que la interacción ha estado actuando por mucho tiempo, i.e.,
sea t0 → −∞. En este ĺımite, la Ec. (18.125) se puede reescribir en términos del
operador de dispersión Ŝ ≡ Û(∞,−∞) del sistema.4 Usando el operador de orden
temporal T̂ dado en la Ec. (1.241), podemos escribir

〈ϕ̂H(x)〉ρ = Tr
[

ρ̂ Ŝ†T̂ Ŝϕ̂(x)
]

, (18.127)

〈ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)〉ρ = Tr
[

ρ̂ Ŝ†T̂ Ŝϕ̂(x)ϕ̂(y)
]

. (18.128)

Estas expresiones son iguales a las expresiones dadas en las Ecs. (18.125) y (18.126);
por ejemplo

Ŝ†T̂
(

Ŝϕ̂(x)
)

= Û(−∞, t)Û(t,∞)T̂
(

Û(∞, t)ϕ̂(x)Û(t,−∞)
)

= Û(−∞, t)ϕ̂(x)Û(t,−∞).
(18.129)

Para un desarrollo posterior es útil ver que los operadores de los valores espera-
dos (18.127) y (18.128) pueden reinterpretarse como un nuevo tipo de productos
ordenados temporalmente, ordenados sobre un contorno temporal cerrado el cual se
extiende desde t = −∞ hasta t = ∞ e inversamente. Puede imaginarse que este
contorno encierra el eje temporal en el plano complejo t, tal como se muestra en la
Figura 18.1. El contorno va desde t = −∞ hasta t = ∞ sobre el eje temporal y

Figure 18.1 Contorno temporal cerrado en las integrales de trayectoria de ida y vuelta.

regresa por debajo de él. De acuerdo con esto, distinguimos los valores de t sobre

4Los elementos de matriz entre estados propios del momentum de Ŝ, forman la llamada matriz
S.
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la rama superior y sobre la rama inferior denotados como t+ y t−, respectivamente.
En forma similar definimos x(t+) ≡ x+ y x(t−) ≡ x−. Visto como una función del
contorno temporal cerrado, el operador

Ŝ†T̂
(

Ŝϕ̂(x)
)

(18.130)

puede reescribirse como

T̂P
(

Ŝ†Ŝϕ̂(x+)
)

, (18.131)

donde T̂P representa el ordenamiento temporal sobre el contorno cerrado temporal.
La coordenada x está sobre la rama positiva del contorno, donde la etiquetamos
como x+. El operador T̂P es llamado operador de ordenamiento de la trayectoria.

Podemos hallar un funcional generador para un producto arbitrario de opera-
dores de campo ordenados a lo largo de la trayectoria de tiempo cerrado:

T̂P

{

Ŝ†Ŝ exp
[

i
∫

dx j(x+)ϕ̂(x+)
]}

, (18.132)

donde dx es la abreviatura de d3xdt. La diferenciación funcional con respecto a
j(x+) dará como resultado ϕ̂(x+) ≡ ϕ̂(x). Por razones de simetŕıa es útil intro-
ducir la fuente j(x−), acoplada al campo en la rama inferior ϕ̂(x−). De esta forma
trabajaremos con la funcional generatriz simétrica

Z[jP] = Tr
(

ρ̂ T̂PŜ
†Ŝ exp

{

i
[∫

dx j(x+)ϕ̂(x+) +
∫

dx j(x−)ϕ̂(x−)
]})

.

La cual se puede reescribir como

Z[jP] = Tr
{

ρ̂ T̂PŜ
†Ŝ exp

[

i
∫

P
dx jP(x)ϕ̂P(x)

]}

, (18.133)

donde el sub́ındice p distinge las ramas temporales.
El śımbolo de ordenamiento de la trayectoria sirve para escribir una expresión

formal útil de la representación de interacción del operador Ŝ†Ŝ:5

Ŝ†Ŝ = T̂P exp
[

−i
∫

P
dt Ĥ int

I (t)
]

. (18.134)

En términos de esto, Z[jP] tendrá la forma

Z[jP] = Tr
{

ρ̂ T̂P exp
[

−i
∫

P
dtĤ int

I (t) + i
∫

P
dx jP(x)ϕ̂P(x)

]}

. (18.135)

Para calcular las integrales a lo largo del contorno temporal certado p, es apropiado
cruzar la rama temporal inferior en la misma dirección que la rama superior desde

5Nótese que el lado izquierdo es igual a 1 debido a que Ŝ es unitaria. Sin embargo, esta identidad
no puede ser usada en las expresiones de ordenamiento de la trayectoria (18.131)–(18.133), dado
que los términos de la corriente requieren de una factorización de Ŝ o Ŝ† para tiempos espećıficos
y una inserción de operadores de campo entre los factores.
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t = −∞ hasta ∞ (dado que estamos usando la integración en esta dirección), y
reescribir la integral de contorno cerrado en el término fuente,

∫

P
dx jP(x)ϕ̂P(x) =

∫

d3x
[∫ ∞

−∞
dt j(x, t+)ϕ̂(x+)+

∫ −∞

∞
dt j(x, t−)ϕ̂(x−)

]

, (18.136)

como
∫

P
dx jP(x)ϕ̂P(x) =

∫

d3x
∫ ∞

−∞
dt [j(x, t+)ϕ̂(x+)− j(x, t−)ϕ̂(x−)] . (18.137)

Es claro que la derivada funcional con respecto a −j(x, t−) da como resultado un
factor ϕ̂(x−). De forma correspondiente, imaginaremos los dos campos ϕ̂(x+), ϕ̂(x−)
como las dos componentes de un vector

~̂ϕ(x) =





ϕ̂(x+)

ϕ̂(x−)



 , (18.138)

donde tenemos la corriente asociada

~ (x) =





j(x+)

−j(x−)



 . (18.139)

En esta notación vectorial, el término fuente será
∫

dx~(x) ~̂ϕ(x), (18.140)

y todas las fórmulas de trayectoria temporal cerrada van directamente sobre las
fórmulas vectoriales o matriciales, cuyas integrales son sólo sobre el eje temporal
positivo, por ejemplo

∫

P
dx jP(x)GP(x, x

′)jP(x
′) =

∫

dx~(x)G(x, x′)~(x′), (18.141)

donde G(x, x′) en el lado derecho representa la matrix 2× 2

G(x, y) =





G++(x, y) G+−(x, y)

G−+(x, y) G−−(x, y)



 ≡




G(x+, y+) G(x+, y−)

G(x−, y+) G(x−, y−)



 . (18.142)

Dado que todas la fórmulas para jP y ϕ̂P son válidas también para ~ y ~̂ϕ, identi-
ficaremos los objetos de trayectoria temporal cerrada con los vectores y matrices
correspondientes.

Diferenciando la funcional generatriz con respecto a jP obtenemos todas las fun-
ciones de Green contenidas en la teoŕıa. De la segunda derivada obtenemos la función
de Green de dos puntos

GP(x, y) =
δ

iδjP(x)

δ

iδjP(y)
Z[jP]

∣

∣

∣

jP=0
= Tr

[

ρ̂ T̂PŜ
†Ŝ ϕ̂P(x)ϕ̂P(y)

]

, (18.143)
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la cual podemos descomponer de acuerdo a las ramas del contorno temporal cerrado
en la misma forma que la matriz (18.142):

GP(x, y) =





G++(x, y) G+−(x, y)

G−+(x, y) G−−(x, y)



 . (18.144)

Los cuatro elementos de matriz son las funciones de Green f́ısicamente relevantes
dependientes del tiempo discutidas en la sección anterior para el caso donde ρ̂ es
un operador de densidad en equilibrio. Aqúı estas funciones pueden estar fuera
de equilibrio y estar formadas con una ρ promedio arbitraria en vez del promedio
térmico a una temperatura dada. Regresando de la imagen de la interacción a la
imagen de Heisenberg, la matriz GP(x, y) es el valor esperado

GP(x, y) = 〈T̂Pϕ̂H(xP)ϕ̂H(yP)〉ρ, (18.145)

donde xP puede ser x+ o x−. Considerando las diferentes componentes, observamos
que el orden de la trayectoria es trivial en tanto x y y estén en diferentes ramales
del eje temoral. Puesto que y+ se encuentra siempre antes de x−, el operador de
ordenamiento de la trayectoria se puede omitir, de tal forma que

G−+(x, y) = 〈ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)〉ρ. (18.146)

En la configuración contraria, el orden de trayectoria es opuesto. Cuando se
reestablece el orden original, obtenemos un signo negativo para el campo de
fermiones. Por tanto,

G+−(x, y) = 〈ϕ̂H(y)ϕ̂H(x)〉ρ = ±〈ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)〉ρ. (18.147)

En cualquier caso, luego de un ordenamiento expĺıcito de la trayectoria, una dis-
tinción entre la rama temporal superior e inferior es superflua.

Si tanto x como y se encuetran en el ramal superior, el ordenamiento de la
trayectoria coincide con el ordenamiento temporal usual, de tal forma que G++(x, y)
es igual al valor esperado

G++(x, y) = 〈T̂ ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)〉ρ ≡ G(x, y), (18.148)

i.e., el promedio ρ de la función de Green usual de ordenamiento temporal. Similar-
mente, si x y y están en la rama inferior, el ordenamiento de la trayectoria coincide
con el usual ordenamiento anti-temporal y

G−−(x, y) = 〈T̂ ϕ̂H(x)ϕ̂H(y)〉ρ ≡ Ḡ(x, y). (18.149)

De estas relaciones es fácil ver que sólamente tres de los cuatro elementos de matriz
de GP(x, y) son linealmente independientes, ya que tenemos la relación

G++ +G−− = G+− +G−+. (18.150)
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Esto se puede verificar escribiendo expĺıcitamente el ordenamiento y el anti-
ordenamiento temporal en el lado izquierdo. En la teoŕıa de respuesta lineal de
las Secciones 18.1 y 18.2, las funciones independientes de Green más apropiadas son
las funciones retardadas y avanzadas junto con los valores esperados del anticonmu-
tador (el conmutador para fermiones). Por analoǵıa, en el caso fuera de equilibrio,
definimos

GR(x, y) = Θ(x− y)〈[ϕ̂H(x), ϕ̂H(y)]∓〉ρ, (18.151)

GA(x, y) = −Θ(y − x)〈[ϕ̂H(x), ϕ̂H(y)]∓〉ρ, (18.152)

A(x, y) = 〈[ϕ̂H(x), ϕ̂H(y)]±〉ρ. (18.153)

Como en la Ec. (18.53), la última expresión coincide con la parte absorbida o disipa-
tiva de la función de Green. El valor esperado del conmutador (el anticonmutador
para fermiones),

C(x, y) = 〈[ϕ̂H(x), ϕ̂H(y)]∓〉ρ, (18.154)

no es una cantidad independiente, está relacionada con las otras expresiones por la
relación

C(x, y) = GR(x, y)−GA(x, y). (18.155)

Una comparación de la descomposición de Fourier del campo (18.115) con el
campo (18.92), muestra que las funciones de Green son superposiciones simples de
ondas planas del oscilador armónico para todos los momenta p y las frecuencias
Ω = ωp. El factor de normalización h̄/M , será 1/V . Por ejemplo,

GR(x, x′) =
∑

p

M

h̄V
eip(x−x′)GR(t, t′)|Ω=ωp

. (18.156)

En el ĺımite continuo, con la regla (7.571) donde la suma sobre los momenta es una
integral y a partir de la Ec. (18.95), esto se convierte en

GR(x, x′) = −Θ(x− x′)
∫ dDp

2ωp(2π)D
eik(x−x′) 2i sinωp(t− t′). (18.157)

Similarmente de la Ec. (18.102) encontramos

A(x, x′) =
∫

dDp

2ωp(2π)D
eik(x−x′) 2 cosωp(t− t′). (18.158)

Estas y otras funciones de Green satisfacen identidades análogas a las halladas
anteriormente a partir del operador de posición ϕ̂(t) del oscilador armónico simple
en las Ecs. (18.105)–(18.108):

GA(x, x′) = ∓GR(x′, x), (18.159)

A(x, x′) = ±A(x′, x), (18.160)

C(x, x′) = ∓C(x′, x). (18.161)

G(x, x′) = ±G(x′, x)∗. (18.162)
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Es fácil expresar los elementos de la función de Green GP(x, y), Ec. (18.144),
la matriz de dimensión 2 × 2, en términos de las tres cantidades independientes
(18.153). Puesto que

GR = G−+ −G−− = G++ −G+−,

GA = G+− −G−− = G++ −G−+,

A = G−+ +G+− = G++ +G−−,

C = G−+ −G+− = GR −GA,

(18.163)

encontramos

G−+ =
1

2
(A + C) = 1

2(A+GR −GA),

G+− =
1

2
(A− C) = 1

2(A−GR +GA),

(18.164)

y

G++ = GR +G+− = 1
2(A+GR +GA),

G−− = G+− +G−+ −G++

= A−G++ = 1
2(A−GR −GA).

(18.165)

Por lo tanto, la matriz GP(x, y) se puede escribir como sigue:

GP =
1

2





A +GR +GA A−GR +GA

A+GR −GA A−GR −GA



 . (18.166)

En cálculos de interés es más conveniente usar la transformación introducida por
Keldysh [5], la cual surje de la transformación de similaridad

G̃ = QGPQ
−1, donde Q =

1√
2





1 −1

1 1



 = (QT )−1, (18.167)

produciendo la sencilla función matricial triangular de Green

G̃(x, y) =
1√
2





1 −1

1 1





1

2





A+GR +GA A−GR +GA

A+GR −GA A−GR −GA





× 1√
2





1 1

−1 1



 =





0 GA

GR A



 . (18.168)

Debido a las ventajas de cálculo vale la pena re-expresar todas las cantidades en la
nueva base. El término de fuente lineal, por ejemplo, se convierte en

∫

P dx jP(x)ϕ̂P(x) =
∫

dx (j(x+),−j(x−))




ϕ̂(x+)

ϕ̂(x−)





=
∫

dx ̃(x)ˆ̃ϕ(x),

(18.169)



18.7 Teoŕıa de Perturbación de las Funciones de Green Fuera de Equilibrio 1357

donde los vectores fuente son

˜̂ϕ(x) ≡ Q

(

ϕ̂(x+)

ϕ̂(x−)

)

=
1√
2

(

ϕ̂(x+)− ϕ̂(x−)

ϕ̂(x+) + ϕ̂(x−)

)

, (18.170)

y los vectores de campo son

̃(x) ≡




j1(x)

j2(x)



 = Q





j(x+)

−j(x−)



 =
1√
2





j(x+) + j(x−)

j(x+)− j(x−)



 . (18.171)

El témino cuadrático fuente
∫

dx dx′ jP(x)GP(x, x
′)jP(x

′) (18.172)

=
∫

dx dx′ (j(x+),−j(x−))




G++ G+−

G−+ G−−



 (x, x′)





j(x′+)

−j(x′−)





se convierte en
∫

dx dx′ ̃T (x)G̃(x, x′)̃(x′). (18.173)

El producto6 de dos funciones de Green G̃(1) y G̃(2) tiene la misma form triangular
que cada uno de los factores. Las tres entradas no nulas se descomponen como sigue:

G̃12 = G̃(1)G̃(2) = QG
(1)
P Q−1QG

(2)
P Q−1

=

(

0 GA
1G

A
2

GR
1G

R
2 GR

1A2 + A1G
A
2

)

. (18.174)

Más detalles de estas funciones de Green se pueden encontrar en la bibliograf́ıa [6].

18.7 Teoŕıa de Perturbación de las Funciones de Green
Fuera de Equilibrio

La imagen de interacción se puede usar para desarrollar una representación per-
turbativa de las funciones de Green fuera de equilibrio. Para esto regresamos a la
funcional generatriz (18.135) y suponemos que la interacción depende únicamente de
los operadores de campo. Generalmente será una interacción local, i.e., una integral
espacio-tiempo sobre una densidad de interacción:

exp
[

−i
∫

P
dt Ĥ int

I (t)
]

= exp
[

i
∫

P
dt
∫

d3xLint(ϕ̂P(x, t))
]

. (18.175)

El desarrollo formal siguiente se aplica también al caso de una interacción general
no local

exp
{

iAint
P [ϕ̂P]

}

. (18.176)

6El producto se define en el sentido funcional, i.e.,
(G(1)G(2))(x, y) =

∫

dz G(1)(x, z)G(2)(z, y).
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Para tener en cuenta la interacción, usamos el hecho ya utilizado en la Sección 3.18,
a saber que para el valor esperado dado por la Ec. (18.135) el campo ϕ̂P se puede
escribir como un operador diferencial δ/iδjP(x) actuando sobre el término fuente.
En esta forma, el término de interacción se puede extraer del valor térmico esperado.
El resultado es la funcional generatriz en la imagen de la interacción

Z[jP] = exp
{

iAint
P [δ/iδjP]

}

Z0[jP], (18.177)

donde la función de partición libre será

Z0[jP] = Tr
{

ρ̂ T̂P exp
[

i
∫

P
dx ϕ̂P(x) jP(x)

]}

. (18.178)

Para utilizar esta fórmula tenemos que hallar expĺıcitamente la función Z0[jP].
Desarrollando el exponencial en potencias de iAint

P [δ/iδjP] y llevando a cabo la
derivada funcional δ/iδjP, obtenemos la representación perturbativa de Z[jP].

Para un operador densidad general ρ̂, la función de partición libre Z0[jP] no
se puede hallar en forma cerrada. A continuación presentamos expĺıcitamente la
función Z0[jP] sólo para el caso de un sistema armónico en equilibrio térmico,
donde el promedio ρ, 〈. . .〉ρ son los promedios térmicos 〈. . .〉T calculados en las
Secciones 18.1 y 18.2. Puesto que los términos de fluctuación en el campo ϕ(t) son
cuadráticos, Z0[jP] debe de tener un exponente cuadrático en las fuentes jP. Para
cumplir con la Ec. (18.143), es necesario que la la funcional esté dada por

Z0[jP] = exp
[

−1

2

∫

dxdy jP(x)GP(x, y)jP(y)
]

. (18.179)

Insertando la matriz 4× 4 dada en la Ec. (18.166), obtenemos

Z0[j+, j−] = exp

[

−1

2

∫

dx
∫

dx′ (j+,−j−)Q−1

(

0 GA

GR A

)

Q

(

j+

−j−

)]

= exp
{

− 1

4

∫

dx
∫

dx′
[

(j+ + j−)(x)G
A(x, x′)(j+ − j−)(x

′)

+ (j+ − j−)(x)G
R(x, x′)(j+ + j−)(x

′)

+ (j+ − j−)(x)A(x, x
′)(j+ − j−)(x

′)]
}

, (18.180)

donde

j+(x) ≡ j(x+), j−(x) ≡ j(x−). (18.181)

Las funciones de Green avanzadas son diferentes de cero solamente para t < t′. Usan-
do la relación (18.159), se puede ver que el segundo término es igual al primero.
Para el campo real en estudio, estos términos son puramente imaginarios [ver la
Ec. (18.156)]. La función de anticonmutación A(x, x′) es simétrica debido a la ex-
presión (18.160). Por lo tanto reescribimos la Ec. (18.180) en la forma

Z0[j+, j−] = exp
{

− 1

2

∫

dx
∫

dx′ Θ(x′ − x) (18.182)

×
[

(j+ − j−)(x)G
R(x, x′)(j+ + j−)(x

′) + (j+ − j−)(x)A(x, x
′)(j+ − j−)(x

′)
]

}

.
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Para toda función espectral dada, es fácil escribir expĺıcitamente el exponente
usando las representaciones espectrales (18.44) y (18.53).

Como un ejemplo importante, consideremos el caso simple de un sólo oscilador
armónico de frecuencia Ω. Entonces el campo ϕ̂(x) depende únicamente del tiempo
t, y las funciones del conmutador y del conmutador “equivocado” están dadas por
las Ecs. (18.93) y (18.102). Reintroduciendo los factores h̄ y kB, tenemos

Z0[j+, j−] = exp
{

− 1

2h̄2

∫

dt
∫

dt′Θ(t− t′) (18.183)

×
[

(j+ − j−)(t)C(t, t
′)(j+ + j−)(t

′) + (j+ − j−)(t)A(t, t
′)(j+ − j−)(t

′)
]

}

o, más expĺıcitamente,

Z0[j+, j−] = exp
{

− 1

2MΩh̄

∫

dt
∫

dt′ Θ(t′ − t)

×
[

− (j+ − j−)(t) i sinΩ(t− t′) (j+ + j−)(t
′) (18.184)

+ (j+ − j−)(t) coth
h̄Ω

2kBT
cosΩ(t− t′) (j+ − j−)(t

′)
]

}

.

Hemos sacado ventaja de la presencia de la función de Heaviside para expresar la
función retardada de Green para t > t′ como una función del conmutador C(t, t′)
[recordemos las Ecs. (18.151) y (18.154)]. Junto con la función de anticonmutador
A(t, t′), obtenemos para t > t′

G(t, t′) =
1

2
[A(t, t′) + C(t, t′)] =

h̄

2MΩ

cosh
Ω

2
[h̄β − i(t− t′)]

sinh
h̄Ωβ

2

, (18.185)

lo cual coincide con la función de Green ordenada temporalmente (18.101) para
t > t′, aśı como con la función periódica de Green de tiempo-imaginario continuada
anaĺıticamente dada por la Ec. (3.251). Aśı pues, el exponente de esta funcional
generatriz es bastante similar al término fuente en equilibrio dado en la Ec. (3.221).

Por supuesto, la funcional generatriz (18.180) se puede derivar, sin la discusión
previa, completamente en términos de las integrales de trayectoria para el oscilador
armónico en equilibrio térmico. Usando la notación X̂(t) para un campo oscilador
dependiente únicamente del tiempo ϕ̂(x), podemos tomar la funcional generatriz
directamente de la Ec. (3.168):

(Xbtb|Xata)
j
Ω =

∫

DX(t) exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
[

M

2
(Ẋ2 − Ω2X2) + jX

]}

= e(i/h̄)Acl,jFΩ,j(tb, ta). (18.186)

con la acción clásica total

Acl,j =
1

2

MΩ

sinΩ(tb − ta)

[

(X2
b +X2

a) cosΩ(tb − ta)−2XbXa

]

+
1

sinΩ(tb − ta)

∫ tb

ta
dt[Xa sin Ω(tb − t) +Xb sinΩ(t− ta)]j(t), (18.187)
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y el factor de fluctuación (3.170), expresando la Ec. (18.187) como en la expresión
(3.171), en términos de las dos soluciones, Da(t) y Db(t), de las ecuaciones diferen-
ciales homogéneas (3.48) introducida en las Ecs. (2.228) y (2.229):

Acl,j =
M

2Da(tb)

[

X2
b Ḋa(tb)−X2

aḊb(ta)−2XbXa

]

+
1

Da(tb)

∫ tb

ta
dt [XbDa(t)+XaDb(t)]j(t). (18.188)

El factor de fluctuación estará expresado por una relación como la dada en la
Ec. (3.172). Entonces calculamos el promedio térmico de la integral de trayecto-
ria hacia adelante–hacia atrás del oscilador X(t), mediante la integral Guassiana

Z0[j+, j−] =
∫

dXb dXa (Xb h̄β|Xa0)Ω (Xbtb|Xata)
j+
Ω (Xbtb|Xata)

j−∗
Ω . (18.189)

Aqúı (Xb h̄β|Xa0)Ω es la amplitud de tiempo-imaginario (2.411):

(Xbh̄β|Xa0) =
1

√

2πh̄/M

√

Ω

sinh h̄β

× exp

{

− 1

2h̄

MΩ

sinh h̄βΩ
[(X2

b +X2
a) cosh h̄βΩ− 2XbXa]

}

. (18.190)

Hemos preferido derivar la función Z0[j+, j−], usando el lenguaje de operadores ya
que esto ilustra mejor el signficado f́ısico de los diferentes términos de la Ec. (18.185).

18.8 Integral de Trayectoria Acoplada a un Reservorio
Térmico

Después de estos preparativos, nos podemos embarcar en el estudio de un problema
sencillo y t́ıpico de la termodinámica fuera del equilibrio. Nos gustaŕıa entender el
comportamiento mecánico-cuántico de part́ıculas acopladas a un reservorio térmico
de temperatura T , moviendose en un potencial arbitrario V (x) [7]. Sin el reservorio,
la probabilidad de ir de xa, ta a xb, tb estaŕıa dada por7

|(xbtb|xata)|2 =
∣

∣

∣

∣

∫

Dx(t) exp
{

i

h̄

∫

dt
[

M

2
ẋ2 − V (x)

]}∣

∣

∣

∣

2

. (18.191)

Esto se puede escribir como una integral de trayectoria sobre dos órbitas indepen-
dientes, denominadas x+(t) y x−(t):

(xbtb|xata)(xbtb|xata)∗ =
∫

Dx+(t)Dx−(t) (18.192)

× exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
[

M

2
(ẋ2+ − ẋ2−)− (V (x+)− V (x−))

]}

.

7En lo que sigue, mostraremos expĺıcitamente las constantes h̄ y kB.
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De acuerdo con el desarrollo de la Sección 18.7, las dos órbitas se reinterpretan como
las dos ramas de una sólo órbita de tiempo-cerrado xP(t). La coordenada temporal
tP de la trayectoria va de ta a tb ligeramente por arriba del eje temporal real y regresa
ligeramente debajo de éste, tal como se muestra en la Fig. 18.1. Entonces, la dis-
tribución de probabilidad (18.191) se puede escribir como una integral de trayectoria
sobre el contorno de tiempo-cerrado rodeando el intervalo (ta, tb):

|(xbtb|xata)|2 =
∫

DxP exp
{

i

h̄

∫

P
dt
[

M

2
ẋ2P − V (xP)

]}

. (18.193)

Ahora introducimos el acoplamiento con un reservorio térmico para lo cual usa-
mos, como en la discusión para el equilibrio en la Sección 3.13, un baño de osciladores
armómicos independientes ϕ̂i(t) con masasMi y frecuencias Ωi en equilibrio térmico
a la temperatura T . Por simplicidad, suponemos que el acoplamiento es lineal tanto
en ϕ̂i(t) como en la posición de la part́ıcula x(t). El baño térmico contribuye a la
Ec. (18.193) con un factor que involucra el valor térmico esperado de la interacción
lineal

|(xbtb|xata)|2 =
∫

DxP exp
{

i

h̄

∫

P
dt
[

M

2
ẋ2P − V (xP)

]}

× Tr

{

ρ̂ T̂P exp

[

i

h̄

∑

i

ci

∫

P
dt ϕ̂i

P(t) xP(t)

]}

. (18.194)

Donde los ϕ̂i
P(t), para i = 1, 2, 3, . . ., son los operadores de la posición de los os-

ciladores armónicos auxiliares. Puesto que los osciladores son independientes, la
traza de los exponenciales se factoriza en un producto de expresiones de un solo
oscilador

Tr

{

ρ̂ T̂P exp

[

i

h̄

∑

i

ci

∫

P
dt ϕ̂i

P(t)xP(t)

]}

=
∏

i

Tr
{

ρ̂ T̂P exp
[

i

h̄
ci

∫

P
dt ϕ̂i

P(t)xP(t)
]}

.

(18.195)
El operador densidad ρ̂ tiene los valores propios dados en la Ec. (18.110).

Cada factor en lado derecho es de la forma dada por la Ec. (18.178), donde
ϕ̂(t) = ciϕ̂

i
P(t)/h̄ y j+,− = x+,−(t), de tal manera que la Ec. (18.195) conduce a la

función de partición dada en la Ec. (18.183), la cual será

Zb
0 [x+, x−] = exp

{

− 1

2h̄2

∫

dt
∫

dt′ Θ(t− t′) (18.196)

×
[

(x+ − x−)(t)Cb(t, t
′)(x+ + x−)(t

′) + (x+ − x−)(t)Ab(t, t
′)(x+ − x−)(t

′)
]

}

,

donde Cb(t, t
′) y Ab(t, t

′) contienen a la función de conmutador y anticonmutador del
baño térmico. Estas expresiones son sumas de la funciones de correlación dadas por
las Ecs. (18.93) y (18.102) de los osciladores individuales de masa Mi y frecuencia
Ωi, donde cada uno contribuye con un peso c2i . Aśı podemos escribir

Cb(t, t
′)=

∑

i

c2i 〈[ϕ̂i(t), ϕ̂i(t
′)]〉T = −h̄

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρb(ω

′)i sinω′(t−t′), (18.197)

Ab(t, t
′)=

∑

i

c2i 〈{ϕ̂i(t), ϕ̂i(t
′)}〉T = h̄

∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρb(ω

′) coth
h̄ω′

2kBT
cosω′(t−t′), (18.198)
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donde los promedios térmicos en el ensemble, para las temperaturas fijas T , están
ahora denotadas por un sub́ındice T y

ρb(ω
′) ≡ 2π

∑

i

c2i
2MiΩi

[δ(ω′ − Ωi)− δ(ω′ + Ωi)] (18.199)

es la función espectral del baño térmico. Esta función es la continuación anti-
simétrica de la función espectral (3.408) para ω′ negativo. Ya que la función es-
pectral ρb(ω

′) es impar en ω′, en la Ec. (18.199) podemos reemplazar las funciones
trigonométricas −i sinω′(t− t′) y cosω′(t− t′) por el exponencial e−iω′(t−t′).

La expresión en el argumento de la exponencial de la Ec. (18.196) se puede
considerar como una acción efectiva en la integral de trayectoria, la cual se obtiene
por el baño térmico. Por lo tanto, obtenemos

Z0[x+, x−]=exp
{

i

h̄
AFV[x+, x−]

}

=exp
{

i

h̄

(

AFV
D [x+, x−] +AFV

F [x+, x−]
)

}

,(18.200)

donde la acción efectiva AFV[x+, x−] consta de una parte disipativa, AFV
D [x+, x−],

y una parte de fluctuación, AFV
F [x+, x−]. La expresión Z0[x+, x−] es la famosa fun-

cional de la influencia introducida por vez primera por Feynman y Vernon.
Sustituyendo la Ec. (18.200) en la Ec. (18.194) y mostrando expĺıcitamente las

dos ramas de la trayectoria xP (t), con los ĺımites apropiados de la integral temporal,
de la Ec. (18.194) obtenemos la probabilidad de que la part́ıcula se mueva desde
xata hasta xb tb, de acuerdo a la integral de trayectoria

|(xbtb|xata)|2 =
∫

Dx+(t)
∫

Dx−(t)×

× exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
[

M

2
(ẋ2+ − ẋ2−)− (V (x+)− V (x−))

]

+
i

h̄
AFV[x+, x−]

}

. (18.201)

Para entender mejor la funcional de la influencia, introducimos la función auxiliar
retardada

γ(t− t′) ≡ Θ(t− t′)
1

M

∫ ∞

−∞

dω

2π

σb(ω)

ω
e−iω(t−t′). (18.202)

Con lo que podemos escribir

Θ(t− t′)Cb(t, t
′) = ih̄Mγ̇(t− t′) + ih̄M∆ω2δ(t− t′), (18.203)

donde la cantidad

∆ω2 ≡ − 1

M

∫ ∞

−∞

dω′

2π

σb(ω
′)

ω′
= − 1

M

∑

i

c2i
MiΩ

2
i

(18.204)

se presentó anteriormente en la Ec. (3.420). Sustituyendo el primer término de la
descomposición (18.203) en la Ec. (18.196), la parte disipativa de la funcional de la
influencia se puede integrar por partes en t′ y obtenemos

AFV
D [x+, x−] = −M

2

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′ (x+ − x−)(t)γ(t− t′)(ẋ+ + ẋ−)(t

′)

+
M

2

∫ tb

ta
dt(x+ − x−)(t)γ(t− tb)(x+ + x−)(ta). (18.205)
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La función δ en la Ec. (18.203) contribuye a AFV
D [x+, x−] con un término análogo al

hallado en la Ec. (3.421)

∆Aloc[x+, x−] =
M

2

∫ tb

ta
dt∆ω2(x2+ − x2−)(t), (18.206)

el cual podemos absorber simplemente en los términos del potencial de la integral
de trayectoria (18.201), renormalizando el potencial a la forma

− i

h̄

∫ tb

ta
dt [Vren(x+)− Vren(x−)] . (18.207)

Esta renormalización es completamente análoga a la renormalización de la fórmula
para tiempos imaginarios de la Ec. (3.423).

La función impar del baño térmico ρb(ω
′) se puede desarrollar sólo en las poten-

cias impares de ω′. La aproximación de menor orden

ρb(ω
′) ≈ 2Mγω′, (18.208)

describe la disipación óhmica para una cierta constante de fricción γ [recordemos la
Ec. (3.427)]. Para frecuencias mucho mayores que las razones de relajación atómicas,
la fricción tiende a cero. Este comportamiento es modelado por la Ec. (3.428), la
forma de Drude de la función espectral,

ρb(ω
′) ≈ 2Mγω′ ω2

D

ω2
D + ω′2

. (18.209)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (18.202), obtenemos la forma de Drude de la
función γ(t):

γRD(t) ≡ Θ(t) γωDe
−ωDt. (18.210)

El supeŕındice enfatiza la naturaleza retardada. Este resultado también se puede
escribir como una integral de Fourier

γRD(t) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
γRD(ω

′)e−iω′t, (18.211)

cuyas componentes de Fourier serán

γRD(ω
′) = γ

iωD

ω′ + iωD
. (18.212)

La posición del polo en el semi-plano inferior asegura la naturaleza retardada del
término de fricción, dando origen a la función de Heaviside en la Ec. (18.210)
[recordemos la Ec. (1.312)].

Los coeficientes del desarrollo de tiempo-imaginario γm de la Ec. (3.431) están
relacionados con los actuales coeficientes por la expresión

γm = γ(ω′)|ω′=i|ωm|, (18.213)
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en completa analoǵıa con la relación entre las funciones de Green de tiempo retar-
dado e imaginario, Ecs. (18.30) y (18.31).

En el ĺımite óhmico, dado por la Ec. (18.208), se simplifica la parte disipativa de
la funcional de la influencia. En este caso, γRD(t) tendrá una forma muy aguda para
t positiva, y se puede aproximar por un función δ retardada a la derecha, como

γRD(t) → γ δR(t), (18.214)

cuyo supeŕındice R indica la simetŕıa retardada de la función δ. Con esto, la
Ec. (18.205) se convierte en una acción local

AFV
D [x+, x−] = −M

2
γ
∫ tb

ta
dt(x+ − x−)(ẋ+ + ẋ−)

R − M

2
γ(x2+ − x2−)(ta). (18.215)

La naturaleza derecha de la función δR(t) da origen a un cambio infinitesimal nega-
tivo en el argumento temporal de las velocidades (ẋ++ ẋ−)(t), con respecto al factor
(x+−x−)(t), indicado por el supeŕındice R. Este cambio expresa la causalidad de las
fuerzas de fricción y se verá que es crucial al generar la probabilidad de conservación
de la amplitud temporal de la distribución de probabilidad.

El segundo término cambia únicamente la curvatura del potencial efectivo para
el tiempo inicial y se puede ignorar.

Es útil incorporar también la información de la pendiente (18.208) en la función
de correlación del baño térmico Ab(t, t

′), dada en la Ec. (18.198), y factorizarla como

Ab(t, t
′) = 2MγkBTK(t, t′), (18.216)

donde

K(t, t′) = K(t− t′) ≡ 1

2MγkBT

∑

i

c2i 〈{ϕ̂i(t), ϕ̂i(t
′)}〉T . (18.217)

El prefactor en la Ec. (18.216) se abrevia convenientemente por la constante

w ≡ 2MγkBT, (18.218)

la cual está relacionada con la llamada constante de difusión

D ≡ kBT/Mγ (18.219)

por medio de la expresión

w = 2γ2M2D. (18.220)

La descomposición de Fourier de la Ec. (18.217) es

K(t, t′) =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
K(ω′)e−iω′(t−t′), (18.221)
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donde

K(ω′) ≡ 1

2Mγ

ρb(ω
′)

ω′

h̄ω′

2kBT
coth

h̄ω′

2kBT
. (18.222)

En el ĺımite de disipación puramente Óhmica, este resultado se simplifica a la forma

K(ω′) → KOhm(ω′) ≡ h̄ω′

2kBT
coth

h̄ω′

2kBT
. (18.223)

La función K(ω′) tiene la normalización K(0) = 1, dando a K(t − t′) una área
temporal:

∫ ∞

−∞
dtK(t− t′) = 1. (18.224)

En el ĺımite clásico h̄→ 0, la función espectral de Drude (18.209) conduce a

Kcl
D(ω

′) =
ω2
D

ω′2 + ω2
D

, (18.225)

cuya transformada de Fourier es

Kcl
D(t− t′) =

1

2ωD
e−ωD(t−t′). (18.226)

En el ĺımite de disipación Óhmica, este resultado se convierte en una función δ. Aśı
K(t − t′) se puede ver como una función δ ensanchada por fluctuaciones cuánticas
y efectos de relajación.

Con la función K(t, t′), en las Ecs. (18.196), (18.200) y (18.201) la parte de las
fluctuaciones de la funcional de la influencia será

AFV
F [x+, x−] = i

w

2h̄

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′ (x+ − x−)(t)K(t, t′) (x+ − x−)(t

′). (18.227)

Aqúı hemos usando la simetŕıa de la función K(t, t′) para eliminar la función de
Heaviside Θ(t− t′) del integrando y extender el rango de integración de la variable
t′ al intervalo completo (ta, tb).

En el ĺımite Óhmico, la probabilidad de que la part́ıcula se mueva desde xata
hasta xb tb está dado por la integral de trayectoria

|(xbtb|xata)|2 =
∫

Dx+(t)
∫

Dx−(t)

× exp
{

i

h̄

∫ tb

ta
dt
[

M

2
(ẋ2+ − ẋ2−)− (V (x+)− V (x−))

]}

× exp
{

−i
∫ tb

ta
dt
Mγ

2h̄
(x+ − x−)(t)(ẋ+ + ẋ−)

R(t)

− w

2h̄2

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′ (x+ − x−)(t)K

Ohm(t, t′) (x+ − x−)(t
′)
}

. (18.228)
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Esta es la integral de trayectoria de tiempo cerrado de una part́ıcula en contacto con
un reservorio térmico.

Las trayectorias x+(t), x−(t) se pueden asociar también con un movimiento hacia
adelante y hacia atras en el tiempo de la part́ıcula. Por esta razón, la Ec. (18.228)
es llamada una integral de trayectoria hacia adelante–atrás . El guión se pronuncia
como menos , par enfatizar los signos opuestos en las acciones parciales.

Es conveniente cambiar las variables de integración y usar las coordenadas prome-
dio y relativa de las dos trayectorias x+, x−:

x ≡ (x+ + x−)/2,

y ≡ x+ − x− . (18.229)

Entonces la Ec. (18.228) será

|(xbtb|xata)|2 =
∫

Dx(t)
∫

Dy(t)

× exp
{

− i

h̄

∫ tb

ta
dt
[

M
(

−ẏẋ+ γyẋR
)

+ V
(

x+
y

2

)

− V
(

x− y

2

)]

− w

2h̄2

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′ y(t)KOhm(t, t′)y(t′)

}

. (18.230)

18.9 Ecuación de Fokker-Planck

En el ĺımite de alta temperatura, la transformada de Fourier del núcleo K(t, t′) en la
Ec. (18.223) tiende a la unidad, de tal forma que K(t, t′) se convierte en una función
δ, por lo que la integral de trayectoria (18.230), para la distribución de probabilidad
de una part́ıcula acoplada a un baño térmico, se simplifica a la forma

P (xbtb|xata) ≡ |(xbtb|xata)|2 =
∫

Dx(t)
∫

Dy(t)

× exp
{

− i

h̄

∫ tb

ta
dt y[Mẍ+MγẋR + V ′(x)]− w

2h̄2

∫ tb

ta
dt y2

}

. (18.231)

El supeŕındice R registra el cambio infinitesimal hacia atrás del argumento temporal,
como en la Ec. (18.215). La variable y se puede integrar y obtenemos

P (xbtb|xata) = N
∫

Dx(t) exp
{

− 1

2w

∫ tb

ta
dt [Mẍ+MγẋR + V ′(x)]2

}

. (18.232)

La constante de proporcionalidad N se puede fijar mediante la integral de normali-
zación

∫

dxb P (xbtb|xata) = 1. (18.233)

Puesto que la part́ıcula está inicialmente concentrada aldedor de xa, la normalización
también se puede fijar por la condición inicial

lim
tb→ta

P (xbtb|xata) = δ(xb − xa). (18.234)
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El lado derecho de la Ec. (18.232) se parece a un integral de trayectoria Gaussiana
asociada con la Lagrangiana [8]

Le =
1

2w
[Mẍ +Mγẋ+ V ′(x)]2. (18.235)

Sin embargo, el resultado será diferente debido al ordenamiento temporal del término
ẋR.

Además de esto, la Lagrangiana no es del tipo covencional, ya que involucra una
segunda derivada temporal. El principio de la acción δA = 0, nos dará la siguiente
ecuación de Euler-Lagrange

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
+
d2

dt2
∂L

∂ẍ
= 0. (18.236)

Esta ecuación también se puede deducir mediante el formalismo usual de Lagrange
considerando a x y a ẋ como coordenadas generalizadas independientes x, v.

18.9.1 Integral de Trayectoria Canónica para la Distribución de
Probabilidad

En la Sección 2.1 hemos construido integrales de trayectoria para la amplitud de
evolución temporal que resuelven la ecuación de Schrödinger. Por analoǵıa, espe-
ramos que la integral de trayectoria (18.232), para la distribución de probabilidad,
sea solución de una ecuación diferencial tipo Schrödinger. Esta ecuación se conoce
como la ecuación de Fokker-Planck . Como en la Sección 2.1, la expresión se obtiene
reescribiendo la integral de trayectoria en forma canónica. Si v = ẋ se considera
como una variable dinámica independiente, el momento canónico de x y v será [9]

p = i
∂L

∂ẋ
= i

Mγ

w
[Mẍ +Mγẋ+ V ′(x)] = i

Mγ

w
[Mv̇ +Mγv + V ′(x)],

pv = i
∂L

∂ẍ
=

1

γ
p. (18.237)

El Hamiltoniano estará dado por la transformada de Legendre

H(p, pv, x, v) = Le(ẋ, ẍ)−
2
∑

i=1

∂Le

∂ẋi
ẋi = Le(v, v̇) + ipv + ipvv̇, (18.238)

donde v̇ tiene que eliminarse en favor de pv usando la expresión (18.237). Esto nos
conduce a

H(p, pv, x, v) =
w

2M2
p2v − ipv

[

γv +
1

M
V ′(x)

]

+ ipv. (18.239)

Por lo tanto, la representación de la integral de trayectoria conónica para la dis-
tribución de probabilidad será

P (xbtb|xata) =
∫

Dx
∫ Dp

2π

∫

Dv
∫ Dpv

2π

× exp
{ ∫ tb

ta
dt [i(pẋ+ pvv̇)−H(p, pv, x, v)]

}

. (18.240)
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Es fácil ver que la integral de trayectoria sobre p impone la condición v ≡ ẋ, des-
pués de lo cual la integral de trayectoria sobre pv nos lleva de nuevo a la expresión
inicial (18.232). Podemos conservar la varible auxiliar v(t) como una cantidad de
fluctuación independiente en todas las fórmulas y separar la distribución de proba-
bilidad P (xbtb|xata) en función de las integrales en v

P (xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞
dvb

∫ ∞

−∞
dva P (xbvbtb|xavata). (18.241)

En forma detallada, la distribución de probabilidad del lado derecho tiene la siguiente
representación en integrales de trayectoria

P (xbvbtb|xavata) = |(xbvbtb|xavata)|2 =
∫

Dx
∫ Dp

2π

∫

Dv
∫ Dpv

2π

× exp
{∫ tb

ta
dt [i(pẋ+ pvv̇)−H(p, pv, x, v)]

}

, (18.242)

donde los puntos extremos de v se mantienen fijos en vb = v(tb), va = v(ta).
Ahora usamos la relación entre la integral de trayectoria canónica y la ecuación

de Schrödinger discutida en la Sección 2.1, para concluir que la distribución de
probabilidad (18.242) cumple con una ecuación diferencial tipo Schrödinger [10]:

H(p̂, p̂v, x, v)P (x v tb|xavata) = −∂tP (x v t|xavata). (18.243)

La cual se conoce como la ecuación de Klein-Kramers , y corresponde al movimiento
de una part́ıcula puntual inerte con disipación. Al mismo tiempo encontramos que
esta expresión es un caso especial de la ecuación de Fokker-Planck de dos variables,
cuya versión general depende de N variables xx1, . . . , xN , contenidas en el vector x,
y tiene la forma

∂tP (x t|xavata) =
[

−∂iDi(x) + ∂i∂jD
(2)
ij (x)

]

P (x t|xavata). (18.244)

Para N = 2, tenemos que la Ec. (18.243) es un caso especial de esta expresión, i.e.,

∂tP (x t|taxa) = (−κij∂ixj +Dij∂i∂j)P (x t|taxa). (18.245)

donde tenemos la matriz de difusión

D =

(

0 0
0 w/2M2

)

=

(

0 0
0 γkBT/M

)

=

(

0 0
0 γ2D

)

, (18.246)

y

� =

(

0 −1
V ′(x)/M γ

)

. (18.247)

Es de observarse que cuando pasamos del Hamiltoniano clásico (18.239) al ope-
rador Hamiltoniano de la ecuación diferencial (18.243), existe un problema con el
operador de ordenamiento. Tal problema se encontró en la Sección 10.5 y se dis-
cutió al final de la Sección 11.3. En este sentido la analoǵıa con las integrales de
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trayectoria sencillas de la Sección 2.1, no es del todo correcta. Cuando formulamos
la Ec. (18.243) no sabemos el orden, con respecto a v, en el cual debemos mantener
al operador de momento p̂v. Si en la Ec. (18.232) estuviésemos tratando con una
integral funcional ordinaria sabŕıamos cual seŕıa ese orden. Como en el caso de la
interacción electromagnética de la Ec. (11.89), encontraŕıamos el orden simétrico
−(p̂vv + vp̂v)/2.

Usando fundamentos f́ısicos, es fácil hallar el orden correcto. La ecuación dife-
rencial (18.243) tiene que conservar la probabilidad total

∫

dx dvP (x v tb|xavata) = 1 (18.248)

para todo tiempo t. Esto estará garantizado si todos los operadores de momento se
mantienen a la izquierda de las coordenadas en el operador Hamiltoniano. De hecho
al integrar la ecuación (18.243) de Fokker-Planck sobre x y v, y sólo si los operadores
del momentum están a la izquierda, obtendremos que la integral se anula y con ello
hallamos que la probabilidad total es independiente del tiempo. Es de esperar que
este orden sea deducible de la naturaleza retardada de la velocidad del término yẋR

de la Ec. (18.231). Este hecho se mostrará en la siguiente sección.

18.9.2 Resolviendo el Problema del Operador de Ordenamiento

El problema de ordenamiento del operador Hamiltoniano asociado con la
Ec. (18.239) no involucra al potencial V (x). Por lo tanto, podemos estudiar este
problema considerando simplemente el Hamiltoniano libre clásico

H̃0(p, pv, x, v) =
w

2M2
p2v − iγpvv + ipv, (18.249)

el cual está asociado con la integral de trayectoria Lagrangiana

P0(xbtb|xata) = N
∫

Dx(t) exp
{

− 1

2w

∫ tb

ta
dt [Mẍ+MγẋR]2

}

, (18.250)

ignorando de momento el problema del operador de ordenamiento. Más aún, pode-
mos concentrarnos en la distribución de probabilidad para xb = xa = 0 y suponer
que la diferencia temporal tb − ta es muy grande. Entonces todas las frecuencias de
Fourier son continuas.

A pesar de la restricción para valores grandes de la diferencia tb− ta, el resultado
a ser deducido será válido para todo intervalo temporal. La razón es que el operador
de orden es una propiedad de intervalos temporales extremadamente cortos, por lo
que no importa que tan largo sea el intervalo temporal sobre el cual resolvemos el
problema.

Olvidando por el momento la naturaleza retardada de la velocidad ẋ, la integral
de trayectoria Gaussiana se puede hallar inmediatamente y obtenemos

P0(0 tb|0 ta) ∝ Det−1(−∂2t − γ∂t)

∝ exp

[

−(tb − ta)
∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′2 − iγω′)

]

, (18.251)
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donde γ es positiva. La integral del lado derecho diverge. Esto es una consecuencia
de que no hemos usado el procedimiento de segmentación temporal de Feynman para
definir la integral de trayectoria. Al igual que para el oscilador armónico ordinario,
discutido en detalle es las Secciones 2.3 y 2.14, esto conducirá a una integral finita
en la cual ω′ se reemplaza por ω̃′ ≡ (2− 2 cos aω′)/a2:

1

2

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log[ω̃′4 + γ2ω̃′2] =

1

2

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log ω̃′2 +

1

2

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log[ω̃′2 + γ2] = 0 +

γ

2
.

(18.252)
La deducción puede verse en la Sección 2.14, en particular el primer término de la
Eq. (2.485). El mismo resultado se puede obtener, sin la segmentación temporal,
por medio de la regularización anaĺıtica de la integral divergente de la Ec. (18.251),
tal como se mostró en la Ec. (2.504). Recordemos la discusión de la Sección 10.6
donde se vio que la regularización anaĺıtica es el único método que permite definir
la integral de trayectoria sin necesidad de la segmentación temporal, de tal manera
que definida en esta forma la integral de trayectoria es invariante ante una transfor-
mación de coordenadas [11]. Por lo tanto, parece apropiado utilizar el mismo pro-
cedimiento en las actuales integrales de trayectoria con disipación y usar la fórmula
de regularización dimensional (2.541):

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′ ± iγ) =

γ

2
, γ > 0. (18.253)

Aplicando este resultado al determinante funcional de la expresión (18.251), obte-
nemos

Det(−∂2t − γ∂t) = Det(i∂t)Det(i∂t + iγ) = exp [Tr log(i∂t) + Tr log(i∂t + iγ)]

= exp
[

(tb − ta)
γ

2

]

, (18.254)

y aśı

P0(0 tb|0 ta) ∝ exp
[

−(tb − ta)
γ

2

]

. (18.255)

Lo cual corresponde a la enerǵıa γ/2, y al ordenamiento −iγ(p̂vv + vp̂v)/2 en el
operador Hamiltoniano.

Ahora consideraremos el retardo del argumento temporal de ẋR. Espećıfica-
mente, reemplazamos el término γyẋR de la Ec. (18.230) por la forma de Drude
dada en el lado izquierdo de la Ec. (18.214) antes de hallar el ĺımite ωD → ∞:

γyẋR(t) →
∫

dt′ y(t) γRD(t− t′) x(t′), (18.256)

conteniendo ahora expĺıcitamente a la función retardada de Drude (18.210) de la
fricción. Entonces la integral para la frecuencia en la Eq. (18.251) se convierte en

∫ ∞

−∞

dω′

2π
log

(

ω′2 − γ
ω′ωD

ω′+iωD

)

=
∫ ∞

−∞

dω

2π

[

−log(ω′+iωD) + log
(

ω′2+iω′ωD−γωD

)]

,

(18.257)
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donde hemos omitido la integral del log ω′, en virtud la Ec. (18.253). Ahora descom-
ponemos

log
(

ω′2+iω′ωD−γωD

)

= log(ω′+iω1) + log(ω′+iω2), (18.258)

donde

ω1,2 =
ωD

2

(

1±
√

1− 4γ

ωD

)

, (18.259)

y usando la fórmula (2.541), encontramos

∫ ∞

−∞

dω

2π

[

−log(ω′+iωD)+log
(

ω′2+iω′ωD−γωD

)]

= −ωD

2
+
ω1

2
+
ω2

2
= 0. (18.260)

La anulación de la integral con respecto a la frecuencia, implica que el determinante
funcional retardado es trivial:

Det(−∂2t − γ∂Rt ) = exp
[

Tr log(−∂2t − γ∂Rt )
]

= 1, (18.261)

contrario a lo obtenido en la Ec. (18.254), a partir de la integral en la frecuencia sin
considerar la modificación de Drude. Con el determinante (18.261), la probabilidad
será una constante

P0(0 tb|0 ta) = const. (18.262)

Esto muestra que la naturaleza retardada de la fuerza de fricción ha sustraido

la enerǵıa γ/2 en la expresión (18.255). Puesto que la integral de trayectoria
ordinaria corresponde a un operador Hamiltoniano con un término simetrizado
−i(p̂vv + v p̂v)/2, la sustracción de γ/2 cambia este término en la cantidad −iγp̂vv.

Nótese que el caso opuesto, correspondiente a un término de velocidad avanzada

ẋA en la Ec. (18.230), seŕıa aproximado por una función de Drude γAD(t) que tiene la
misma apariencia que el término γRD(t) en la Ec. (18.212), pero donde ωD es negativo.
El lado derecho de la Ec. (18.260) se convertiŕıa entonces en el factor 2γ en lugar
del cero. La fómula correspondiente para el determinante funcional es

Det(−∂2t − γ∂At ) = exp
[

Tr log(−∂2t − γ∂At )
]

= exp [(tb − ta)γ] , (18.263)

donde γ∂At se obtiene de la versión avanzada de la matriz funcional (18.256), en la
cual ωD se reemplaza por −ωD. Aśı encontramos que

P0(0 tb|0 ta) ∝ exp [−(tb − ta)γ] , (18.264)

con una enerǵıa adicional γ/2, con respecto a la fórmula ordinaria (18.255). Esto
corresponde al operador de orden inverso (sin significado f́ısico) −iγvp̂v en Ĥ0, lo que
violaŕıa la conservación de la probabilidad de la evolución temporal por un factor
de dos con respecto al caso de orden simétrico.
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Las fórmulas anteriores para los determinantes funcionales se pueden extender
fácilmente para el caso, ligeramente más general, donde V (x) es el potencial de un
oscilador armónico V (x) =Mω2

0x
2/2. En tal caso la integral de trayectoria (18.232)

para la distribución de probabilidad será

P0(xbtb|xata) = N
∫

Dx(t) exp
{

− 1

2w

∫ tb

ta
dt [Mẍ+MγẋR + ω2

0x]
2
}

, (18.265)

la cual evaluamos en xb = xa = 0, donde estará dada por la expresión retardada
apropiada

P0(0 tb|0 ta) ∝ Det−1(−∂2t − γ∂t + ω2
0)

∝ exp

[

−(tb − ta)
∫ ∞

−∞

dω′

2π
log(ω′2 − iγω′ − ω2

0)

]

. (18.266)

El logaritmo se puede descomponer en la suma log(ω′ + iω1) + log(ω′ + iω2), donde

ω1,2 =
γ

2



1±
√

√

√

√1− 4ω2
0

γ2



 . (18.267)

Ahora aplicamos la fórmula de regularización anaĺıtica (2.541) para obtener

∫ ∞

−∞

dω′

2π
[log(ω′ + iω1)+log(ω′ + iω2)]=

ω1

2
+
ω2

2
= γ. (18.268)

Tanto el movimiento sobre– como el sub–amortiguado darán el mismo el resultado.
Esta es una de las situaciones donde utilizamos nuestros comentarios que siguen a
las Ecs. (2.544) y (2.543), relacionadas con la cancelación de las partes oscilatorias.
Para el determinante funcional (18.266), el resultado es

Det(−∂2t − γ∂t − ω2
0) = exp

[

Tr log(−∂2t − γ∂t − ω2
0)
]

= exp
[

(tb − ta)
γ

2

]

. (18.269)

Nótese que el resultado es independiente de ω0. Esto se puede entender simplemente
hallando las derivadas, con respecto a ω2

0, del logaritmo del determinante funcional
en la Ec. (18.254). Puesto que logDetM = Tr logM , esto dará la traza de la función
de Green asociada:

∂

∂ω2
0

Tr log(−∂2t − γ∂t − ω2
0) = −

∫

dt (−∂2t − γ∂t − ω2
0)

−1(t, t). (18.270)

En el espacio de Fourier, el lado derecho se convierte en la integral sobre la frecuencia

−
∫

dω′

2π

1

(ω′ + iω1)(ω′ + iω1)
. (18.271)

Ya que los dos polos están debajo del contorno de integración, podemos cerrar el
contorno en el semi-plano superior y obtener un cero. Cerrando el contorno en el
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semi-plano inferior nos permitiŕıa obtener dos contribuciones no nulas a partir de lo
residuos de los dos polos los que, sin embargo, se cancelan entre śı.

La función de Green (18.270) es causal, contrario con la función de Green del os-
cilador de la Sección 3.3, cuyo polo izquierdo está en el semi–plano superior (recorde-
mos la Fig. 3.3). Aśı esta función tiene como prefactor una función de Heaviside
[recordemos la Ec. (1.305) y la discusión dada ah́ı sobre la causalidad]. La anulación
de la integral (18.270) puede reintrepretarse como si fuera causada por la función
de Heaviside, Ec. (1.304).

La dependencia en γ de la Ec. (18.269) puede igualmente calcularse como:

∂

∂γ
log Det∂t(−∂2t − γ∂t − ω2

0) = −
∫

dt [∂t(−∂2t − γ∂t − ω2
0)

−1](t, t). (18.272)

Hallamos la traza en el espacio de frecuencias:

i
∫

dω′

2π

ω′

(ω′ + iω1)(ω′ + iω1)
. (18.273)

Si ahora cerramos el contorno de integración con un semi-ćırculo infinito en el semi-
plano, por el teorema del residuo, obtenemos una integral nula sobre el semi-ćırculo
i
∫

dω′/2πω′, de donde hallamos el valor 1/2, de acuerdo con la Ec. (18.269).
Más aún, la fórmula (18.269) se puede generalizar para considerar coeficientes

dependientes del tiempo

Det
[

−∂2t −γ(t)∂t − Ω2(t)
]

=exp
{

Tr log
[

−∂2t −γ(t)∂t − Ω2(t)
]}

= exp

[

∫ tb

ta
dt
γ(t)

2

]

.

(18.274)
Esto se sigue de la factorización

Det
[

−∂2t − γ(t)∂t − Ω2(t)
]

= Det[∂t + Ω1(t)] Det[∂t + Ω2(t)] , (18.275)

donde

Ω1(t) + Ω2(t) = γ(t), ∂tΩ2(t) + Ω1(t)Ω2(t) = Ω2(t), (18.276)

y donde hemos usado la fórmula (3.134).
Por lo tanto, el resultado hallado de la integral de trayectoria general (18.232),

sin considerar los términos de retardo de la velocidad, será la probabilidad

P0(0 tb|0 ta) ∝ exp
[

−(tb − ta)
γ

2

]

, (18.277)

tal como se obtuvo en la Ec. (18.255).
Introduzcamos ahora el retardo del término de velocidad usando la expresión

de Drude dependiente de ω′ para el coeficiente de fricción, Ec. (18.212). Primero
consideramos de nuevo la integral de trayectoria armónica (18.265), en cuyo caso la
Ec. (18.266) se convierte en

P0(0 tb|0 ta) ∝ exp

{

−(tb − ta)
∫ ∞

−∞

dω′

2π
log

[

ω′2 − iγRD(ω
′)ω′ − ω2

0

]

}

. (18.278)
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Reescribiendo el logaritmo como − log(ω′ + iωD) + Σ3
k=1 log(ω

′ + iωk), donde

ω1,2 =
γ

2



1±
√

√

√

√1− 4ω2
0

γ2



 , ω3 = ωD − γ (18.279)

[recordemos la Ec. (3.454) en la discusión del equilibrio dada en la Sección 3.15], y
usando de nuevo la fórmula (2.541) encontramos

∫ ∞

−∞

dω′

2π

[

− log(ω′ + iωD) +
3
∑

k=1

log(ω′ + iωk)

]

= −ωD +
3
∑

k=1

ωk

2
= 0. (18.280)

Aśı, γ y ω0 desaparecen del determinante funcional, y obtenemos

P0(0 tb|0 ta) = const . (18.281)

Esto implica que el determinante funcional es unitario [12]

Det(∂2t + iγ∂Rt + ω2
0) = 1, (18.282)

contrario al caso del determinante sin retardo (18.269). La independencia en γ
de este resultado se puede ver también euŕısticamente, como en la Ec. (18.270),
hallando la derivada con respecto a γ:

∂

∂γ
Det(−∂2t − γ∂Rt − ω2

0) = −
∫

dt [∂Rt (∂
2
t − γ∂t − ω2

0)
−1(t, t). (18.283)

Dado que la derivada retarda contiene el factor de Heaviside Θ(t − t′) de la
Ec. (1.304), tendremos un cero para t = t′.

En forma similar, el resultado 1/2 de la derivada no retarda de la Ec. (18.272),
se puede entender como una consecuencia del promedio de la función de Heaviside
(1.313) para t = t′.

Por supuesto, una derivada temporal avanzada en el determinante (18.282) daŕıa
lugar al resultado

Det(∂2t + iγ∂At + ω2
0) = γ. (18.284)

En analoǵıa con la Ec. (18.275), el determinante retardado general es también
independiente de γ(t) y Ω(t).

Det
[

−∂2t − γ(t)∂Rt − Ω2(t)
]

= 1. (18.285)

En el caso avanzado, encontraŕıamos similarmente

Det
[

−∂2t − γ(t)∂At − Ω2(t)
]

= exp
[∫

dt γ(t)
]

. (18.286)
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Comparando los determinantes funcionales (18.269) y (18.282) vemos que la
prescripción del retardo se puede evitar transformando trivialmente la Lagrangiana
(18.235) a la forma

Le(x, ẋ) =
1

2w
[ẍ+Mγẋ+ V ′(x)]

2 − γ

2
. (18.287)

De esto, la integral de trayectoria se puede calcular mediante la segmentación tem-
poral usual, y el resultado se puede deducir directamente de la Ref. [8].

El Hamiltoniano asociado con esta Lagrangiana se modifica sólo ligeramente con
respecto a la forma sencilla dada en la Ec. (18.249):

H0(p, pv, x, v) =
w

2M2
p2v − iγpvv + ipv − γ

2
. (18.288)

El factor γ/2 extra, asegura que en el operador Hamiltoniano (18.239) p̂v está a la
izquierda de v.

18.9.3 Amortiguamiento Fuerte

Para γ ≫ V ′′(x)/M , la dinámica está controlada por la disipación, y la Lagrangiana
(18.235) tiene la forma más convencional en la cual sólo aparecen x y ẋ:

Le(x, ẋ) =
1

2w

[

MγẋR + V ′(x)
]2

=
1

4D

[

ẋR +
1

Mγ
V ′(x)

]2

, (18.289)

donde ẋR está ligeramente antes que V ′(x(t)). La distribución de probabilidad

P (xbtb|xata) = N
∫

Dx exp
[

−
∫ tb

ta
dt Le(x, ẋ

R)
]

(18.290)

puede verse como una integral de trayectoria Euclidiana ordinaria para la matriz
densidad de una part́ıcula de masaM = 1/2D. Como tal obedece una ecuación difer-
encial tipo Schrödinger. Olvidandonos por el momento de las sutilezas del retardo,
introducimos una integración auxiliar del momentum y usemos la representación
canónica de la Ec. (18.290):

P (xbtb|xata) =
∫

Dx
∫ Dp

2π
exp

{

∫ tb

ta
dt

[

ipẋ− 2D
p2

2
+ ip

1

Mγ
V ′(x)

]}

. (18.291)

Por lo tanto, esta distribución de probabilidad satisface la ecuación de Schrödinger

H(p̂b, xb)P (xbtb|xata) = −∂tbP (xbtb|xata), (18.292)

donde el operador Hamiltoniano es

H(p̂, x) ≡ 2D
p̂2

2
− ip̂

1

Mγ
V ′(x) = −D∂x

[

∂x +
1

DMγ
V ′(x)

]

. (18.293)
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Para conservar la probabilidad, el operador del momentum tiene que estar a la
izquierda del término potencial. Sólo entonces se anulará la integral sobre xb de la
Ec. (18.292). La Ec. (18.292) es la ecuación sobre–amortiguada de Klein-Kramers,
también llamada ecuación de Smoluchowski . Esta expresión es un caso especial de
la ecuación ordinaria de Fokker-Planck.

Sin el retardo sobre ẋ en la Ec. (18.290), la integral de trayectoria daŕıa como
resultado el operador simetrizado −i[p̂V ′(x) + V ′(x)p̂]/2 en el operador Ĥ . Esto se
sigue del hecho de que el acoplamiento (1/2DMγ)ẋV ′(x) tiene la misma apariencia
que el acoplamiento de una part́ıcula a un campo magnético con un “potencial
vectorial” A(x) = (1/2DMγ)V ′(x) [ver la Ec. (10.171)].

No es d́ıficil darse cuenta de esto, principalmente por el efecto del retardo de la
velocidad en la integral de trayectoria (18.289). Supongamos, por el momento, que
w es muy pequeño. Entonces la integral de trayectoria (18.290) sin el retardo,

P0(xbtb|xata) = N
∫

Dx exp
{

− 1

2w

∫ tb

ta
dt [Mγẋ+ V ′(x)]

2
}

, (18.294)

se puede calcular en la aproximación Gaussiana, dando como resultado para xb =
xa = 0 el determinante funcional inverso

P0(0 tb|0 ta) = Det−1 [∂t + V ′′(x)/Mγ] , (18.295)

cuyo valor, de acuerdo a la fórmula (3.134), será

Det [∂t + V ′′(x)/Mγ] = exp
[∫

dt V ′′(x)/2Mγ
]

. (18.296)

La versión retardada de este determinante es trivial:

Det
[

∂Rt + V ′′(x)/Mγ
]

= 1, (18.297)

como quedo claro de la Ec. (18.285). La versión avanzada seŕıa [comparemos con la
Ec. (18.286)]

Det
[

∂At + V ′′(x)/Mγ
]

= exp
[∫

dt V ′′(x)/Mγ
]

. (18.298)

A pesar de que los determinates (18.296), (18.297) y (18.298) han sido discutidos
únicamente para intervalos temporales tb − ta grandes, las fórmulas siguen siendo
válidas para todos los intervalos temporales, debido a la naturaleza trivial de primer
orden del operador diferencial. Sin embargo, para intervalos temporales cortos, la
segunda derivada es aproximadamente independiente del tiempo. Por esta razón la
diferencia entre las integrales de trayectoria ordinarias y retardadas (18.290) está
dada por la diferencia entre los determinantes funcionales (18.296) y (18.297), no sólo
para w muy pequeño sino que también para todo w. Aśı, como en la Eq. (18.287),
podemos evitar el retardo de la velocidad agregando a la Lagrangiana (18.289) un
término que contiene la segunda derivada del potencial:

Le(x, ẋ) =
1

4D

[

ẋ+
1

Mγ
V ′(x)

]2

− 1

2Mγ
V ′′(x). (18.299)
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A partir esto, la integral de trayectoria se puede calcular con la misma partición
usada para el acoplamiento invariante de norma de la Sección 10.5:

P0(xbtb|xata) = N
∫

Dx(t) exp


−
∫ tb

ta
dt







1

4D

[

ẋ+
V ′(x)

Mγ

]2

− V ′′(x)

2Mγ









 . (18.300)

Como un ejemplo consideremos un potencial armónico V (x) =Mω2
0x

2/2, donde
la Lagrangiana (18.299) se convierte en

Le(x, ẋ) =
1

4D
(ẋ+ κx)2 − κ

2
, (18.301)

donde hemos abreviado κ ≡ ω2
0/γ. La ecuación de movimiento será

−ẍ+ κ2x = 0, (18.302)

y su solución, que conecta xa, ta con xb, tb, es

x(t) =
1

e2κta−e2κtb
[

eκ(t+ta)xa−eκ(−t+ta+2κtb)xa−eκ(t+tb)xb+e
κ(−t+2 ta+tb)xb

]

. (18.303)

Este resultado tiene la siguiente acción Euclidiana total

Ae =
κ(eκtb xb − eκta xa)

2

2D (e2κtb − e2κta)
− κ

2
. (18.304)

Luego de una apropiada substitución de las variables y usando la Ec. (2.171), el
determinante de la fluctuación es

Fκ(tb − ta) =
1

√

2π sinh κ(tb−ta)
. (18.305)

Luego, la distribución de probabilidad estará dada por

P (xbtb|xata) = Fκ(tb−ta)e−Ae =
1

√

2πσ2(tb − ta)
exp

{

− [xb − x̄(tb−ta)]2
2σ2(tb−ta)

}

,(18.306)

donde x̄(t) y σ2(t) son los promedios

x̄(t) ≡ 〈x(t)〉 = xae
−κt, σ2(t) ≡ 〈[x(t)− x̄(t)]2〉 = D

κ

(

1− e−2κt
)

, (18.307)

obtenidos de las integrales 8

x̄(tb − ta) ≡ 〈x(tb − ta)〉 ≡
∫ ∞

−∞
xbP (xbtb|xata), (18.308)

〈[x(tb − ta)− x̄(tb − ta)]
2〉 ≡

∫ ∞

−∞
[xb − x̄(tb − ta)]

2P (xbtb|xata). (18.309)

8Un método alternativo para calcular tales valores esperados será presentado en la Sección
18.15.
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El momentum canónico asociado con la Lagrangiana (18.301) es p = (ẋ+κx)/2D,
de tal forma que mediante la transformada Euclidiana de Legendre (2.340) y fijando
el operador de orden según se discutió en la Ec. (18.247), el operador Hamiltoniano
será:

Ĥ(p, x) = Dp̂2 + iκp̂x, p ≡ −i∂x. (18.310)

Este es el mismo operador de la Ec. (18.293) para el potencial armónico, la ecuación
de Fokker-Planck (18.292) será:

(

−D∂2xb
+ κ∂xb

xb
)

P (xbtb|xata) = −∂tbP (xbtb|xata). (18.311)

Para tb → ta, la distribución de probabilidad (18.306) se comporta como una
función δ alrededor de la posición inicial xa. En el ĺımite de valores grandes de
tb − ta, la probabilidad converge a la distribución ĺımite

lim
tb→∞

P (xbtb|xata) =
√

κ

2πD
exp

{

−κ x
2
b

2D

}

. (18.312)

Reemplazando nuevamente κ por ω2
0/γ = V ′′(0)/Mγ, y usando la expresión para D

dada en la Ec. (18.219), tenemos

lim
tb→∞

P (xbtb|xata) =
√

V ′′(0)

2πkBT
exp

{

− 1

kBT
V (xb)

}

. (18.313)

Aśı, la distribución ĺımite de la Ec. (18.290) depende únicamente de xb. Este ĺımite
estrará dado por el factor de Boltzmann asociado con el potencial V (x), en el cual se
mueve la part́ıcula. El resultado se puede generalizar para incluir una gran variedad
de potenciales.

Un resultado interesante, relacionado con el anterior, se puede derivar intro-
duciendo un término fuente externo jb x(tb) en la Lagrangiana (18.299). Mediante
una diferenciación funcional repetida con respecto a jb encontramos que los valores
esperados

〈xn〉 = lim
tb→∞

〈xn(tb)〉 = lim
tb→∞

∫ Dxxn(tb)e−
∫ tb
ta

dt Le(x,ẋR)

∫ Dx e−
∫ tb
ta

dt Le(x,ẋR)
(18.314)

tienen el siguiente ĺımite para tiempos grandes

lim
tb→∞

〈xn(tb)〉 = 〈xn〉 =
∫

dx xne−V (x)/kBT

∫

dx e−V (x)/kBT
. (18.315)

La generalización de esta relación a la teoŕıa cuántica de campos forma la base de
la cuantización estocástica de la Sección 18.12.
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18.10 Ecuaciones de Langevin

Consideremos la integral de trayectoria hacia adelante–atrás (18.230) para valores
grandes de γT . El segundo exponente limita las fluctuaciones de y tal que se cumple
la relación |y| ≪ |x|, y se supone que K(t, t′) adopta la forma de Drude (18.226), la
cual se convierte en una función δ para el ĺımite ωD → ∞. Entonces podemos usar
el desarrollo

V
(

x+
y

2

)

− V
(

x− y

2

)

∼ yV ′(x) +
y3

24
V ′′′(x) + . . . , (18.316)

conservando sólo el primer término. Adicionalmente introducimos la cantidad auxi-
liar η(t), mediante la relación

η(t) ≡Mẍ(t) +MγẋR(t) + V ′(x(t)). (18.317)

Con esto y luego de una integración por partes del primer término usando las
propiedades de los puntos extremos y(tb) = y(ta) = 0, la función exponencial
(18.230) tendrá la forma:

exp
{

− i

h̄

∫ tb

ta
dt yη − w

2h̄2

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′ y(t)K(t, t′)y(t′)

}

. (18.318)

La variable y se puede integrar fácilmente y encontramos la siguiente distribución
de probabilidad

P [η] ∝ exp
{

− 1

2w

∫ tb

ta
dt
∫ tb

ta
dt′ η(t)K−1(t, t′)η(t′)

}

, (18.319)

donde el ancho de la fluctuación w está dado por la Ec. (18.218), y K−1(t, t′) denota
la matriz funcional inversa de K(t, t′).

La ecuación (18.317) que define a η(t), se puede ver como una ecuación diferencial

estocástica a ser resuelta para las posiciones arbitrarias iniciales x(ta) = xa y las
velocidades ẋ(ta) = va. La ecuación diferencial está restringida por una variable
Gaussiana aleatoria de ruido η(t) con la siguiente función de correlación

〈η(t)〉η = 0, 〈η(t)η(t′)〉η = wK(t− t′), (18.320)

donde el valor esperado de una funcional arbitraria F [x] está definido por medio de
la integral de trayectoria

〈F [x]〉η ≡ N
∫

x(ta)=xa

DxP [η]F [x]. (18.321)

El factor de normalización N se fija usando la condición N ∫ Dη P [η] = 1, de tal
manera que 〈 1 〉η = 1. En lo que sigue, este factor de normalización estará siempre
incluido en la norma Dη.

Para cada función η(t), la solución de la ecuación diferencial dará una integral
de trayectoria xη(xa, xb, ta) con una posición final xb = xη(xa, xb, tb) y velocidad
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vb = ẋη(xa, xb, tb), siendo todas funcionales de η(t). De esta solución podemos
calcular la distribución P (xbvbtb|xavata) para los valores finales xb y vb, sumando
sobre todas las trayectorias obtenidas de las funciones η(t) con la distribución de
probabilidad (18.319). El resultado es por supuesto el mismo que el de la distribución
(18.242), obtenido previamente mediante la integral de trayectoria conónica.

Es útil mostrar claramente la dependencia de las velocidades inicial y final sepa-
rando la ecuación diferencial estocástica (18.317) en dos ecuaciones de primer orden

Mv̇(t) +MγvR(t) + V ′(x(t)) = η(t), (18.322)

ẋ(t) = v(t), (18.323)

a ser resueltas para los valores iniciales x(ta) = xa y ẋ(ta) = va. Para una función
η(t) dada, las posiciones y velocidades finales tienen la distribución de probabilidad

Pη(xbvbtb|xavata) = δ(xη(t)− xb)δ(ẋη(t)− vb). (18.324)

Dadas estas distribuciones para todas las funciones η(t) posibles, de la integral de
trayectoria sobre toda η(t) calculada con la distribución de ruido (18.319), encon-
traremos la distribución de probabilidad final P (xbvbtb|xavata). El resultado tendrá
la expresión

P (xbvbtb|xavata) = 〈Pη(xbvbtb|xavata)〉η. (18.325)

Cambiemos la variable de integración de x(t) a η(t). Esto dará origen al Jaco-
biano

J [x] ≡ Det[δη(t)/δx(t′)] = det [M∂2t +Mγ∂Rt + V ′′(x(t))]. (18.326)

En la Ec. (18.285) hemos visto que debido al retardo de ∂Rt , este Jacobiano es uni-
tario. Por lo tanto podemos reescribir el valor esperado (18.321) como una integral
funcional

〈F [x]〉η ≡
∫

Dη P [η]F [x]
∣

∣

∣

x(ta)=xa
. (18.327)

De la distribución de probabilidad P (xbvbtb|xavata) podemos hallar la probabili-
dad dependiente sólo de la posición P (xbtb|xata) integrando sobre todas las veloci-
dades inicial y final como se hizo en la Ec. (18.241). Mostrando de esta forma que
la solución a la integral de trayectoria hacia adelante–atrás para el ĺımite de altas
temperaturas, Ec. (18.232), se puede obtener de una solución de las ecuaciones dife-
renciales estocásticas (18.317), o más espećıficamente, de las ecuaciones diferenciales
estocásticas (18.322) y (18.323).

La ecuación diferencial estocástica (18.317), junto con la función de correlación
Ec. (18.320), se conoce como la ecuación semiclásica de Langevin. El ancho de
la fluctuación w dado en la Ec. (18.320) se obtuvo de la Ec. (18.218). El llamarla
semiclásica enfatiza el truncamiento del desarrollo (18.316), donde hemos usado sólo
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el primer término, el cual se puede justificar sólo para el caso de potenciales ligera-
mente armónicos. Para una discusión más completa sobre el rango de aplicabilidad
del truncamiento ver la ver el trabajo relacionado en la Ref. [14]. La integral de
trayectoria no truncada es equivalente a la ecuación de Langevin en forma de ope-
rador, llamada ecuación cuántica de Langevin [15]. Esta equivalencia será discutida
más adelante en la Subsección 18.19.

La interpretación f́ısica de la Ec. (18.320) es como sigue. Para T → 0 y h̄ → 0,
donde el cociente h̄/T = const, la variable aleatoria η(t) no fluctua en lo absoluto y
la Ec. (18.317) se reduce a la ecuación clásica de movimiento de una part́ıcula en un
potencial V (x), con un término de fricción adicional proporcional a γ. Si tanto T
como h̄ son ambos finitos, la part́ıcula es agitada alrededor de su trayectoria clásica
por las fluctuaciones térmicas y cuánticas. En el ĺımite de altas temperaturas (para
h̄ fijo), K(ω′) se reduce a

lim
T→∞

K(ω′) ≡ 1. (18.328)

Luego, η(t) es una variable aletoria instantánea con valor promedio cero y función
de correlación no nula:

〈η(t)〉η = 0, 〈η(t)η(t′)〉η = w δ(t− t′), (18.329)

Todas las funciones de correlación de orden superior se anulan. Una variable aleato-
ria con estas caracteŕısticas se conoce como ruido blanco. La ecuación diferencial
estocástica (18.317) junto con el ruido blanco (18.329) se reduce a la ecuación clásica

de Langevin con inercia [16].
En el ĺımite opuesto de bajas temperaturas, K(ω′) diverge en la forma

K(ω′)−−−→
T→0

h̄|ω′|
2kBT

, (18.330)

de tal forma que wK(ω′) tiene el ĺımite finito

lim
T→0

wK(ω′) =Mγh̄|ω′|. (18.331)

Para encontrar la transformada de Fourier de este resultado, usamos la descom-
posición de Fourier de la función de Heaviside (1.306)

Θ(ω′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iω′t i

t + iη
(18.332)

con lo cual podemos construir la combinación antisimétrica

Θ(ω′)−Θ(−ω′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iω′t

(

i

t+ iη
+

i

t− iη

)

≡ i

π

∫ ∞

−∞
dt e−iω′tP

t
. (18.333)
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Multiplicando por ω′ tenemos

|ω′| = ω′[Θ(ω′)−Θ(−ω′)] = −1

π

∫ ∞

−∞
dt ∂te

−iω′tP
t
=

1

π

∫ ∞

−∞
dt e−iω′t∂t

P
t

= −1

π

∫ ∞

−∞
dt e−iω′tP

t2
. (18.334)

Comparando con la Ec. (18.331) vemos que en el ĺımite cuántico puro, K(t− t′) se
puede escribir como

wK(t− t′) =
T=0

−Mγh̄

π

P
(t− t′)2

. (18.335)

Por lo que el movimiento mecánico-cuántico en contacto con una fuente térmica
recupera la forma de un movimiento clásico, perturbado por una fuente aleatoria
con correlaciones temporales de largo alcance

〈η(t)η(t′)〉η = −Mγh̄

π

P
(t− t′)2

. (18.336)

El rango temporal se obtiene del promedio temporal

〈(∆t)2〉t ≡
∫ ∞

−∞
d∆t (∆t)2K(∆t) = − ∂2

∂ω′2
K(ω′)

∣

∣

∣

∣

ω′=0
= −1

6

(

h̄

kBT

)2

. (18.337)

Además del signo negativo (el cual seŕıa positivo para tiempos Euclidianos), la
variable aleatoria adquiere más y más memoria a medida que la temperatura decrece
y el sistema se mueve más y más en el régimen cuántico. Nótese que, debido a la
normalización unitaria de K(t − t′) dado en la Ec. (18.224), no se requiere ningún
factor extra de normalización al construir el promedio temporal (18.337).

En el ĺımite de sobreamortiguamiento, la ecuación clásica de Langevin con inercia
(18.317) se reduce a la ecuación sobreamortiguada de Langevin:

ẋ(t) = −V ′(x(t))/Mγ + η(t)/Mγ. (18.338)

En el ĺımite de altas temperaturas, la variable de ruido η(t) tiene las funciones de
correlación (18.329). En este caso se dice que la ecuación diferencial estocástica
(18.338) describe un proceso de Wiener . El primer término en el lado derecho
rx(x(t)) ≡ −V ′(x(t))/Mγ se conoce como la deriva del proceso.

La distribución de probabilidad x(t) que resulta de este proceso se calcula como
en las Ecs. (18.325) y (18.321), a partir de la integral de trayectoria

P (xbta|xata) =
∫

Dη P [η] δ(xη(t)− xb), (18.339)

y Dη se normaliza de tal forma que
∫ Dη P [η] = 1.
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Una representación en integrales de trayectoria relacionada con esto se obtuvo
usando la identidad

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx δ[ẋ− η] = δ(xη(tb)− xb), (18.340)

la cual se puede probar fácilmente usando la partición temporal de la representación
de Fourier de la fucional δ

δ[ẋ− η] =
∫

Dp ei
∫

dt p (ẋ−η) (18.341)

y hallando todas las integrales del momentum. Esto lleva la integral de trayectoria
(18.339) a la forma

P (xbtb|xata) =
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx
∫

Dη P [η] δ[ẋ− η]. (18.342)

Para un potencial armónico V (x) =Mω2
0x

2/2, donde la ecuación sobreamortiguada
de Langevin es

ẋ(t) = −ω2
0 x(t)/Mγ + η(t)/Mγ = −κ x(t)/Mγ + η̄(t), (18.343)

y donde la variable de ruido η̄(t) ≡ η(t)/Mγ tiene las funciones de correlación

〈η̄(t)〉 = 0, 〈η̄(t)η̄(t′)〉η =
w

M2γ2
δ(t− t′) = 2Dδ(t− t′), (18.344)

el cálculo de la integral de trayectoria estocástica dará de nuevo la probabilidad
(18.306).

18.11 Solución en Integrales de Trayectoria de la Ecuación
de Klein-Kramers

Para una part́ıcula libre a temperatura finita existe otra forma de representar la
solución dada por la Ec. (18.440). Consideremos la integral de trayectoria de la
Ec. (18.240) para la probabilidad, con el Hamiltoniano dado por la Ec. (18.288).

Introduzcamos la velocidad térmica vT ≡
√

kBT/M y escribamos la acción como

[comparar con la Ec. (2.340)]

Ae=
∫ tb

ta
dt [−i(pẋ+pvv̇) +H(p, pv, v, x)] , (18.345)

donde

H(p, pv, v, x) = γv2T

(

pv − i
v

2v2T

)2

+
γ

4v2T

(

v + 2i
v2T
γ
p

)2

+
v2T
γ
p2 +

γ

2
. (18.346)
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En la integral de trayectoria (18.240), podemos integrar sobre x(t), lo que convierte
a la integral de trayectoria sobre p(t) en una integral ordinaria, y obtenemos aśı la
representación integral

P (xbvbtb|xavata) =
∫

dp

2π
P (vbtb|vapa)peip(xb−xa)−v2T p2(tb−ta)/γ , (18.347)

donde

Pp(vbtb|vata) =
∫

Dv
∫ Dpv

2π
exp

{ ∫ tb

ta
dt [ipv v̇ −Hp(pv, v)]

}

, (18.348)

y donde el Hamiltoniano dependiente en p, que contiene tanto a pv como a v es:

Hp(pv, v) ≡ γv2T

(

pv − i
v

2v2T

)2

+
γ

4v2T

(

v + 2i
v2T
γ
p

)2

− γ

2
. (18.349)

En el operador Hamiltoniano asociado, el cambio de pv por −iv/2v2T se puede elimi-
nar por medio de la transformación de similaridad

H̃p(pv, v) ≡ ev
2/4v2T Ĥpe

−v2/4v2T = γv2Tp
2
v +

γ

4v2T

(

v + 2i
v2T
γ
p

)2

− γ

2
. (18.350)

Aśı, podemos reescribir Pp(vbtb|vata) como

Pp(vbtb|vata) = e−v2
b
/4v2T P̃p(vbtb|vata)ev

2
a/4v

2
T (18.351)

donde P̃p(vbtb|vata) es la probabilidad asociada con el Hamiltoniano H̃p(pv, v). Este
Hamiltoniano describe un oscilador armónico con frecuencia γ alrededor del centro
localizado en vp = −2iv2T p/γ dependiente de p. Si denotamos a la masa de este
oscilador por m = 1/2γv2T , podemos escribir inmediatamente las funciones de onda
propias como ψn(v− vp), donde ψ(x) está dada por la Ec. (2.302), y cuyas enerǵıas
son nγ. Aśı, podemos expresar la distribución de probabilidad de x y v como una
representación espectral

P (xbvbtb|xavata) = e−(v2b−v2a)/4v
2
T

∫ dp

2π

∞
∑

n=0

ψn(vb − vp)ψn(va − vp)e
−nγ(tb−ta)

× eip(xb−xa)−v2T p2(tb−ta)/γ , (18.352)

donde

ψn(v) =
1

(2nn!
√
π)1/2(

√
2vT )1/2

e−v2/4v2THn(v/
√
2vT ). (18.353)

En el ĺımite de amortiguamiento fuerte sólo n = 0 contribuye a la suma, de donde
encontramos

P (xbvbtb|xavata) =
e−(v2b−v2a)/4v

2
T√

2πvT

∫

dp

2π
e−[(vb−vp)2+(va−vp)2]/4v2T eip(xb−xa)−v2T p2(tb−ta)/γ .
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Integrando este resultado sobre vb tenemos

P (xbtb|xavata) =
∫ dp

2π
eip(xb−xa−va/γ)−v2T p2(tb−ta)/γ=

1
√

4πv2T/γ
e
−

γ(xb−xa−va/γ)2

4v2
T
(tb−ta) ,(18.354)

donde en la exponencial hemos omitido téminos de orden γ−2. En la Ec. (18.440),
por medio de cálculos estocásticos, será deducida una expresión compacta para la
solución general.

18.12 Cuantización Estocástica

En la Ec. (18.314) observamos que el valor esperado de las potencias de la variable
clásica x en un potencial V (x), se puede recuperar como un resultado de una integral
de trayectoria asociada con la Lagrangiana (18.299). De la Ec. (18.339) sabemos que
la integral de trayectoria (18.314) se puede reemplazar por la integral de trayectoria
estocástica:

〈xn〉 = lim
s→∞

〈xn(s)〉 = lim
s→∞

∫

Dη xnη (s)P [η] , (18.355)

donde

P [η] ≡
∫

Dηe−(1/4kBT )
∫ s

sa
ds′η2(s′)

, (18.356)

Para simplificar las ecuaciones, hemos reemplazado el tiempo f́ısico por un parámetro
reescalado s = t/Mγ.

En forma equivalente podemos decir que obtenemos los valores esperados
(18.355) resolviendo la ecuación diferencial estocástica del proceso de Wiener

x′(s) = −V ′(x) + η(s), (18.357)

donde η(s) es un ruido blanco, con el par de funciones de correlación

〈η(s)〉T = 0, 〈η(s)η(s′)〉T = 2kBT δ(s− s′), (18.358)

y vamos al ĺımite de valores grandes de s de los valores esperados 〈xn(s)〉.
Estos resultados se pueden generalizar fácilmente a la mecánica cuántica Eucli-

diana. Supongamos que queremos calcular las funciones de correlación (3.298)

〈x(τ1)x(τ2) · · ·x(τn)〉 ≡ Z−1
∫

Dxx(τ1)x(τ2) · · ·x(τn) exp
(

−1

h̄
Ae

)

. (18.359)

Introducimos una varible temporal auxiliar adicional s y construimos la ecuación
diferencial estocástica

∂sx(τ ; s) = − δAe

δx(τ ; s)
+ η(τ ; s), (18.360)
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donde η(τ ; s) tiene las funciones correlación

〈η(τ ; s)〉 = 0, 〈η(τ ; s)η(τ ′; s′)〉 = 2h̄δ(τ − τ ′)δ(s− s′). (18.361)

El papel del ancho de la fluctuación térmica 2kBT de la Ec. (18.358) lo tiene ahora
2h̄. Las funciones de correlación (18.359) se pueden calcular a partir de las funciones
de correlación auxiliares de x(τ, s), en el ĺımite de valores grandes de s:

〈x(τ1)x(τ2) · · ·x(τn)〉 = lim
s→∞

〈x(τ1, s)x(τ2, s) · · ·x(τn, s)〉. (18.362)

Debido a la variable temporal extra de la varible estocástica x(τ ; s), a diferencia de
la Ec. (18.357), la distribución de probabilidad asociada con la ecuación diferencial
estocástica (18.379) es una funcional P [xb(τ), sb; xa(τ), sa] dada por la generalización
funcional de la integral de trayectoria (18.300):

P [xb(τb), s; xa(τ), sa] = N
∫

Dx(τ ; s)

× e
−
∫ sb
sa

ds

{

1
4h̄

∫

∞

−∞
dτ[∂sx(τ ;s)+ δ

δx(τ ;s)
Ae]− 1

2h̄
δ2

δx(τ ;s)2
Ae

}

. (18.363)

Esta distribución de probabilidad cumple con la generalización funcional de la
ecuación de Fokker-Planck (18.292):

H [p̂(τ), x(τ)]P (x(τ)s|xa(τ); sa) = −∂sP (x(τ)s|xa(τ); sa), (18.364)

donde el Hamiltoniano es

H [p̂(τ), x(τ)] =
∫ ∞

−∞
dτ

[

h̄p̂2(τ)− ip̂(τ)
δ

δx(τ)
Ae

]

, (18.365)

y donde p̂(τ) ≡ δ/δx(τ). Por brevedad, hemos omitido el sub́ıdice b del estado final.
Expĺıcitamente, la ecuación de Fokker-Planck (18.364) tiene la forma

−
∫ ∞

−∞
dτ

h̄δ

δx(τ)

[

h̄δ

δx(τ)
+

δAe

δx(τ)

]

P [x(τ), s; xa(τ), sa]=−h̄∂sP [x(τ), s; xa(τ), sa].(18.366)

Para s → ∞, la distribución es independiente de la trayectoria inicial xa(τ) y
tiene el ĺımite [comparemos con la Ec. (18.314)]

lim
s→∞

P [x(τ), s; xa(τ), sa] =
e−Ae[x]/h̄

∫

Dx(τ) e−Ae[x]/h̄
, (18.367)

y las funciones de correlación (18.378) están dadas por la integral de trayectoria
usual, sin considerar la condición de normalización, la cual cumple con 〈1〉 = 1.

Como un ejemplo, consideremos un oscilador armónico donde la Ec. (18.360)
será

∂sx(τ ; s) = −M(−∂2τ + ω2)x(τ ; s) + η(τ ; s). (18.368)
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Cuya solución será

x(τ ; s) =
∫ s

0
ds′ e−M(−∂2

τ+ω2)(s′−s)η(τ ; s′). (18.369)

Por lo tanto, la función de correlación tiene la forma,

〈x(τ1; s1)x(τ2; s2)〉=
∫ s1

0
ds′1

∫ s2

0
ds′2 e

M(−∂2
τ+ω2)(s′1+s′2−s1−s2)〈η(τ1; s′1)η(τ2; s′2)〉. (18.370)

Insertando la expresión (18.361), esto se convierte en

〈x(τ1; s1)x(τ2; s2)〉= h̄
∫ ∞

0
ds
[

e−M(−∂2
τ+ω2)(s+|s1−s2|) − e−M(−∂2

τ+ω2)(s+s1+s2)
]

,(18.371)

o también

〈x(τ1; s1)x(τ2; s2)〉 =
h̄

M

1

−∂2τ + ω2

[

e−M(−∂2
τ+ω2)|s1−s2| − e−M(−∂2

τ+ω2)(s1+s2)
]

. (18.372)

Utilizando condiciones de frontera de Dirichlet (xb = xa = 0), donde el operador
(−∂2τ +ω2) tiene como solución las funciones propias sinusoidales de la forma (3.63),
con frecuecias propias dadas por la Ec. (3.64), obtenemos la siguiente representación
espectral

〈x(τ1; s1)x(τ2; s2)〉 =
h̄

M

2

tb − ta

∞
∑

n=1

1

ν2n + ω2
sin νn(τ1 − τa) sin νn(τ2 − τa)

×
[

e−M(ν2n+ω2)|s1−s2| − e−M(−ν2n+ω2)(s1+s2)
]

. (18.373)

Para valores grandes de s1, s2, se puede omitir el segundo término. Si además,
s1 = s2, obtenemos la función de correlación de tiempo imaginario [comparemos con
las Ecs. (3.69), (3.304) y (3.36)]:

lim
s1=s2→∞

〈x(τ1; s)x(τ2; s)〉 = 〈x(τ1)x(τ2)〉 =
h̄

M

1

−∂2τ + ω2
(τ1, τ2)

=
h̄

M

sinhω(τb − τ>) sinhω(τ< − τa)

ω sinhω(τb − τa)
. (18.374)

Podemos usar estos resultados para calcular la amplitud de evolución temporal de
acuerdo a la versión de tiempo imaginario de la Eq. (3.318):

(xbτb|xaτa) = C(xb,xa)e
−Ae(xb,xa;τb−τa)/h̄e

−
∫ τb
τa

M
2
dτ ′b〈Le,fl(xb,ẋb)〉/h̄, (18.375)

donde Ae(xb,xa; τb − τa) es la versión Euclidiana de la acción clásica (4.87). Si la
Lagrangiana tiene la forma estándar, entonces

〈Le,fl(xb, ẋb)〉 =
M

2
〈δẋ2

b〉, (18.376)
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y obtenemos la amplitud de evolución de tiempo imaginario de una expresión similar
a la dada en la Ec. (3.318). La constante de integración se determina resolviendo
la ecuación diferencial (3.319), y una ecuación similar para xa. Como antes, de esto
encontramos que C(xb,xa) es independiente de xb y xa.

Aplicando este resultado al oscilador armónico, donde usamos condiciones de
frontera de Dirichlet, obtenemos

M

2
〈δẋ2

b〉 =
h̄ω

2
D cothω(τb − τa). (18.377)

Integrando este resultado con respecto a τb obtenemos h̄(D/2) log[2 sinhω(τb − τa)],
de tal manera que el segundo exponencial en la Ec. (18.375) se reduce al factor de
fluctuación correcto, hallado en la amplitud de tiempo imaginario en D-dimensiones
[comparar con la Ec. (2.411)].

El formalismo se puede usar fácilmente en la mecánica cuántica de tiempo real.
Reemplazamos t → −iτ y Ae → −iA, y encontramos que las funciones de cor-
relación de tiempo real se obtienen en el ĺımite de valores grandes de s

〈x(t1)x(t2) · · ·x(τn)〉 = lim
s→∞

〈x(t1, s)x(t2, s) · · ·x(tn, s)〉, (18.378)

donde x(t; s) cumple con la ecuación diferencial estocástica

h̄∂sx(t; s) = i
δA

∂x(t; s)
+ η(t; s), (18.379)

y donde si reemplazamos τ por t, el ruido η(t; s) tiene las mismas funciones de
correlación que en la Ec. (18.361). Esta forma de calcular las funciones de correlación
mecánico-cuánticas es llamada la cuantización estocástica [17].

18.13 Cálculo Estocástico

La relación entre las ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck es un tema importante
del llamado cálculo estocástico. Dada una ecuación de Langevin, el orden temporal
con respecto a ẋ y ẍ en el potencial V (x) es cuestión de elección. Elecciones diferentes
forman la base del cálculo Itō o cálculo de Stratonovich. La posición retardada que
aparece naturalmente en la derivación de la integral de trayectoria hacia adelante–
atrás, favorece el uso del cálculo Itō. Un ordenamiento de punto medio, como en
las integrales de trayectoria invariantes de norma de la Sección 10.5, se corresponde
con el cálculo de Stratonovich.

18.13.1 Versión Estocástica de Kubo de la Ecuación de Liouville

Vale la pena rastrear como el operador de orden retardado del término de fricción
entra en el cálculo estocástico. Supondremos que las ecuaciones diferenciales es-
tocásticas (18.322) y (18.323) se han resuelto para alguna función espećıfica de ruido
η(t), de tal forma que conocemos la distribución de probabilidad Pη(x v t|xavata)
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dada por la Ec. (18.324). Ahora observamos que la dependencia temporal de esta dis-
tribución está regida por una ecuación diferencial simple conocida como la ecuación

estocástica de Kubo de la relación de Liouville [18], la cual se obtiene como sigue
[19]. Una derivada de la Ec. (18.324) dará

∂tPη(x v t|xavata) = ẋη(t)δ
′(xη(t)− x)δ(ẋη(t)− v) + ẍη(t)δ(xη(t)− x)δ′(ẋη(t)− v).

(18.380)

Inicialmente, las derivadas de las funciones δ son con respecto a los argumentos
xη(t) y ẋη(t). Sin embargo, estas derivadas se pueden expresar en términos de las
derivadas con respecto a −x y −v. Puesto que ẍη(t) depende de ẋη(t) tenemos que
ser cuidadosos al colocar la derivada −∂v. La fórmula general para esta operación se
puede expresar en la siguiente forma. Dada una variable dinámica arbitraria z(t), la
cual puede ser cualquier función local (local en el sentido temporal) de x(t) y ẋ(t),
y cuya derivada es una función de z(t), i.e., ż(t) = F (z(t)), entonces

d

dt
δ(z(t)−z) = ż(t)

∂

∂z(t)
δ(z(t)−z) = − ∂

∂z
[ż(t)δ(z(t)−z)] = − ∂

∂z
[F (z)δ(z(t)−z)].

(18.381)
Para demostrar esta fórmula, multiplicamos cada expresión por una función g(z)
arbitraria de prueba y suave e integramos sobre z. Cada integral dará el mismo
resultado ġ(z(t)) = ż(t)g′(z(t)) = F (z)g′(z(t)). Aplicando la identidad (18.381) a la
Ec. (18.380), obtenemos una ecuación para Pη(x v t|xavata):

∂tPη(x v t|xavata) = −[∂xẋη(t) + ∂vẍη(t)]Pη(x v t|xavata). (18.382)

Ahora, con la ayuda de la ecuación de Langevin (18.317), expresamos ẍη(t) en
términos de la fuerza de fricción −Mγẋη(t), la fuerza −V ′(xη(t)) y el ruido η(t). En
la virtud de la función δ, δ(ẋη(t)− v), la velocidad ẋη(t) se puede reemplazar por v,
y la Ec. (18.382) se convierte en

∂tPη(x v t|xavata) = −
{

v∂x +
1

M
[η(t) + f(x, v)]

}

Pη(x v t|xavata), (18.383)

donde

f(x, v) ≡ −Mγv − V ′(x) (18.384)

es la suma del potencial y las fuerzas de fricción. Esta es la ecuación estocástica de
Liouville debida a Kubo, la cual junto con la función de correlación (18.218), de la
varible de ruido, y la expresión para hallar los valores esperados, Ec. (18.325), deter-
mina el comportamiento temporal de la distribución de probabilidad P (x v t|xavata).

18.13.2 De la Ecuación de Kubo a la Ecuación de Fokker-Planck

Calculemos el valor esperado de Pη(x v t|xavata) con respecto a las fluctuaciones de
ruido y mostremos que P (x v t|xavata), dada por la Ec. (18.325), satisface la ecuación
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de Fokker-Planck, cuya inercia estará dada por la Ec. (18.243). Primero observamos
que en el valor esperado Gaussiano (18.321), la multiplicación de una funcional F [η]
por η produce el mismo resultado que la diferenciación funcional con respecto a η,
con una posterior multiplicación funcional por la función de correlación 〈η(t)η(t′)〉:

〈η(t)F [η]〉η =
∫

dt′〈η(t)η(t′)〉η
〈

δη(t)

δη(t′)
F [η]

〉

η

. (18.385)

Esto se sigue del hecho de que η(t) se puede obtener de una derivada funcional de
la distribución Gaussiana dada en la Ec. (18.321), en la forma:

η(t)e−
1
2w

∫

dtdt′η(t)K−1(t,t′)η(t′)= −w
∫

dt′K(t, t′)
δ

δη(t′)
e−

1
2w

∫

dtdt′η(t)K−1(t,t′)η(t′). (18.386)

Dentro de la integral funcional (18.321) sobre η(t), una integración por partes lleva
la derivada funcional −δ/δη(t′) al frente de F [η], además de un cambio de signo. Los
términos de superficie se pueden descartar ya que el integrando decrece exponen-
cialmente rápido para valores grandes del ruido η(t). Aśı, obtenemos la útil fórmula
dada en la Ec. (18.385).

Teniendo en mente el promedio Gaussiano (18.321), podemos por lo tanto reem-
plazar la Ec. (18.383) por

∂tPη(x v t|xavata) = −
{

v∂x+
1

M
∂v

[

w
∫

dt′K(t, t′)
δ

δη(t′)
+ f(x, v)

]}

Pη(x v t|xavata).

(18.387)

Después de esto, observamos que

δ

δη(t′)
δ(xη(t)−x)δ(ẋη(t)−v) = −

[

δxη(t)

δη(t′)
∂x +

δẋη(t)

δη(t′)
∂v

]

δ(xη(t)−x)δ(ẋη(t)−v).

(18.388)

De la ecuación estocástica diferencial (18.317), deducimos el siguiente compor-
tamiento de las derivadas funcionales:

δẍη(t)

δη(t′)
=

1

M
δ(t− t′)− γΘ(t− t′) + función suave de t− t′, (18.389)

δẋη(t)

δη(t′)
=

1

M
Θ(t− t′) +O(t− t′), (18.390)

δxη(t)

δη(t′)
= O((t− t′)2). (18.391)

Sustituyendo las Ecs. (18.380), (18.390) y (18.391) en la Ec. (18.387), se encuentra
que las derivadas funcionales (18.390) y (18.391) estarán multiplicadas por K(t, t′)
y se integran sobre t′.
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Consideremos ahora el régimen de altas temperaturas. En este ĺımite la función
K(t, t′) es extremadamente aguda alrededor de t = t′, representando casi una función
δ [recordemos la normalización unitaria (18.328)]. Enfatizamos este resultado escri-
biendo K(t, t′) ≡ δǫ(t− t′), donde el sub́ındice indica el ancho ǫ de K(t, t′), el cual
tiende a cero como h̄/kBT para valores grandes de T [recordemos la Ec. (18.337)].
En este ĺımite, la contribución de la derivada (18.391) se anula, mientras que factor
(18.390) contribuye a la Ec. (18.387) con el término

∫

dt′K(t, t′)
δ

δη(t′)
δ(xη(t)−x)δ(ẋη(t)−v) (18.392)

=−
∫

dt′δǫ(t−t′)
δẋη(t)

δη(t′)
∂vδ(xη(t)−x)δ(ẋη(t)−v) =− 1

2M
∂vδ(xη(t)−x)δ(ẋη(t)−v).

El factor 1/2 del lado derecho se obtiene del hecho de que la supuesta función δ,
δǫ(t−t′) es simétrica en t − t′, de tal manera que su convolución con la función de
Heaviside Θ(t − t′) es no nula sólo sobre la mitad del pico. Tomando el promedio
del ruido (18.325), obtenemos de la relación (18.387) la ecuación de Fokker-Planck
con el factor de inercia dado por la Ec. (18.243):

∂tP (x v t|xavata) =
{

−v∂x +
1

M
∂v

[

w

2M
∂v − f(x, v)

]}

P (x v t|xavata). (18.393)

Nótese que como una consecuencia de la fórmula (18.381), los operadores diferen-
ciales tienen el mismo orden que en la Ec. (18.239).

En el ĺımite sobreamortiguado, la derivación de la ecuación de Fokker-Planck
será muy simple. En este caso tenemos que considerar únicamente la distribución
en el espacio x puro

Pη(x t|xata) =
∫

dv Pη(x v t|xavata) = δ(xη(t)− x), (18.394)

cuya derivada temporal estará dada por

∂tPη(x t|xavata) = −∂xẋη(t)Pη(x t|xavata)
= − 1

Mγ
∂x[η(t)− V ′(x)]Pη(x t|xavata). (18.395)

Después de tratar al término de ruido η(t) de acuerdo a la regla (18.385)

η(t) → w
∫

dt′δǫ(t− t′)
δ

δη(t′)
, (18.396)

usando

δ

δη(t′)
δ(xη(t)− x) = −δxη(t)

δη(t′)
δ(xη(t)− x) (18.397)
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y

δẋη(t)

δη(t′)
=

1

Mγ
δ(t− t′) + función suave de t− t′,

δxη(t)

δη(t′)
=

1

Mγ
Θ(t− t′) +O(t− t′), (18.398)

encontramos la ecuación sobreamortiguada de Fokker-Planck (18.292):

∂tP (x t|xata) =
[

D∂2 +
1

Mγ
V ′(x)

]

P (x t|xata). (18.399)

Las distribuciones P (x t|xata) y P (x v t|xavata) se obtienen de las funciones δ de
distribución iniciales P (x ta|xata) = δ(x− xa) y P (x v ta|xata) = δ(x− xa)δ(v− xa).

Multipliquemos estas funciones δ por las probabilidades iniciales arbitrarias
P (x, ta) y P (x v, ta) e integremos sobre x y v, de donde obtenemos las integrales
de trayectoria estocástica

P (x , t) =
∫

Dη e−(1/2w)
∫

dtdt′ η(t)K−1(t,t′)η(t′)P (xaη(t), ta), (18.400)

P (x v, t) =
∫

Dη e−(1/2w)
∫

dtdt′ η(t)K−1(t,t′)η(t′)P (xaη(t), vaη, t), (18.401)

donde xaη y vaη son las posiciones y las velocidades iniciales de las trayectorias que
llegan a los valores finales x y v, de acuerdo a la ecuación de movimiento con ruido
fijo η(t):

xaη(t) = x−
∫ t

ta
dt′ ẋ(t′), vaη(t) = x−

∫ t

ta
dt′ v̇(t′). (18.402)

Usando la expresión (18.338), en el ĺımite de altas temperaturas la ecuación so-
breamortiguada se puede escribir como

P (x , t) =
∫

Dη e−(1/2w)
∫

dt η2(t)P

(

x− 1

Mγ

∫ t

ta
dt′ [η(t′)− V ′(x(t′))] , t

)

. (18.403)

La ecuación de evolución temporal (18.399) se obtiene de este resultado, haciendo
el cálculo para un incremento temporal muy corto ǫ:

P (x , t+ ǫ) =
∫

Dη e−(1/2w)
∫

dt η2(t)

{

− ǫ

Mγ

∫ t+ǫ

t
dt′ [η(t′)− V ′(x(t′))] ∂x

+
1

2M2γ2

∫ t+ǫ

t
dt′
∫ t+ǫ

t
dt′′ [η(t′)− V ′(x(t′))] [η(t′′)− V ′(x(t′′))] ∂2x + . . .

}

× P

(

x− 1

Mγ

∫ t

ta
dt′ [η(t′)− V ′(x(t′))] , t

)

. (18.404)

Ahora usando las funciones de correlación (18.329), conservando sólo potencias de
orden lineal en ǫ, en el ĺımite ǫ→ 0 encontramos directamente la ecuación (18.399).
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18.13.3 Lema de Itō

Una herramienta importante para el estudio de las variables estocásticas se obtiene
del lema de Itō. Sea x(t) una variable estocástica que sigue un proceso de Wiener
con término de deriva rx(x(t), t), el cual se supone que es una función suave de
x(t) y t [comparemos con la Ec. (18.338)], i.e., ẋ(t) fluctúa armónicamente con un
ruido blanco alrededor de su promedio 〈ẋ(t)〉 = rx(x(t), t) de acuerdo a la ecuación
diferencial estocástica

ẋ(t) = 〈ẋ(t)〉+ η(t) = rx + η(t). (18.405)

Omitiremos la dependencia de rx en sus argumentos suaves, ya que esto será irre-
levante para los argumentos posteriores. El ruido blanco tiene un promedio nulo
〈η(t)〉 = 0, y su única función de correlación no nula es

〈η(t)η(t′)〉 = σ2δ(t− t′). (18.406)

El valor de x(t) para un tiempo ligeramente posterior t+ǫ es x(t+ǫ) = x(t)+∆x(t),
donde

∆x(t) ≡
∫ t+ǫ

t
dt′ ẋ(t′) = ǫrx +

∫ t+ǫ

t
dt′ η(t′). (18.407)

Consideremos ahora una función arbitraria f(x(t)). Su valor al tiempo t + ǫ tiene
la serie de Taylor

f(x(t+ ǫ)) = f(x(t)) + f ′(x(t))∆x(t)

+
1

2
f ′′(x(t))[∆x(t)]2 +

1

3!
f (3)[∆x(t)]3 + . . . . (18.408)

El término lineal en ∆x(t) en el lado derecho de la Ec. (18.408), tendrá el prome-
dio

〈∆x(t)〉 =
∫ t+ǫ

t
dt′ 〈ẋ(t′) + η(t′)〉 =

∫ t+ǫ

t
dt′ 〈ẋ(t′)〉 ≈ ǫrx, (18.409)

donde hemos omitido los argumentos x(t) y t de rx(x(t), t) ya que, a orden menor
en ǫ, la variación de rx(x(t), t) en el pequeño intervalo (t, t + ǫ) se puede ignorar.

El promedio del término cuadrático 〈[∆x(t)]2〉 es

〈[∆x(t)]2〉 =
∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2 〈[〈ẋ(t1)〉+ η(t1)] [〈ẋ(t2)〉+ η(t2)]〉

≈ ǫ2r2x + 〈η(t1)η(t2)〉.

Debido a la presencia de la función δ en la función de correlación (18.406), el segundo
término es del orden de ǫ. Aśı, encontramos

〈[∆x(t)]2〉 = ǫσ2 +O(ǫ2). (18.410)
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El promedio del término cúbico 〈[∆x(t)]3〉 está dado por la integral

∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2

∫ t+ǫ

t
dt3 〈[〈ẋ(t1)〉+ η(t1)] [〈ẋ(t2)〉+ η(t2)] [〈ẋ(t3)〉+ η(t2)]〉

=
∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2

∫ t+ǫ

t
dt3

[

〈ẋ(t1)〉〈ẋ(t2)〉〈ẋ(t3)〉+ 〈ẋ(t1)〉〈η(t2)η(t3)〉

+ 〈ẋ(t2)〉〈η(t1)η(t3)〉+ 〈ẋ(t3)〉〈η(t1)η(t2)〉
]

=ǫ3r3x + 3ǫ2rxσ
2 = O(ǫ2). (18.411)

Los promedios de las potencias de orden superior [∆x(t)]n son obviamente al menos
de orden ǫn/2. Aśı en el ĺımite ǫ→ 0, encontramos la fórmula simple

〈ḟ(x(t))〉 = 〈f ′(x(t))〉〈ẋ(t)〉+ σ2

2
〈f ′′(x(t))〉. (18.412)

Nótese que en la formulación de partición temporal, f(x(t))ẋ(t) tiene la forma
f(xn)(xn+1 − xn)/ǫ, donde xn y xn+1 fluctúan de manera independiente, de tal
forma que podemos tratar a xn y (xn+1 − xn)/ǫ como las varibles independientes de
la fluctuación. En el ĺımite continuo x(t) y ẋ(t) serán independientes.

El punto importante señalado por Itō es que este resultado no sólo es verdadero
para los promedios, sino que también para las mismas derivadas ḟ(x(t)), i.e., f(x(t))
obedece la ecuación diferencial estocástica

ḟ(x(t)) = f ′(x(t)) ẋ(t) +
σ2

2
f ′′(x(t)), (18.413)

la cual es conocida como el lema de Itō.
Para demostrar este resultado debemos probar que las fluctuaciones omitidas

en los términos de orden superior [∆x(t)]n, donde n ≥ 2, son de orden mayor, en
función de ǫ, comparado con el término principal en la fluctuación de ∆x(t), la cual
es de orden ǫ. Denotando la parte fluctuante de [∆x(t)]n por zn(t), para n = 1, 2,
tenemos

z1(t) =
∫ t+ǫ

t
dt η(t), z2(t) ≡ [z2,1(t) + z2,2(t)] , (18.414)

donde las dos partes de z2(t) son

z2,1(t)=2
∫ t+ǫ

t
dt1 〈ẋ(t1)〉 z1(t) ≈ 2ǫrx z1(t), z2,2(t)=[z1(t)]

2. (18.415)

Las fluctuaciones de z2,1(t) son menores, por un factor ǫ, que los términos dominantes
de z1(t). Por lo tanto, en el ĺımite ǫ→ 0, estas fluctuaciones se puede ignorar.

El tamaño de la fluctuaciones z2,2(t) se estiman calculando la varianza
〈[z2,2(t)]2〉 − 〈z2,2(t)〉2. El primero de los dos valores esperados es

〈

[z2,2(t)]
2
〉

=
∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2

∫ t+ǫ

t
dt3

∫ t+ǫ

t
dt4 〈η(t1)η(t2)η(t3)η(t4)〉. (18.416)
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De acuerdo a la regla de Wick (3.305), para las fluctuaciones armónicas, el valor
esperado en el lado derecho es igual a la suma de los tres pares de contraciones

〈η(t1)η(t2)〉〈η(t3)η(t4)〉+ 〈η(t1)η(t3)〉〈η(t2)η(t4)〉〈η(t1)η(t4)〉〈η(t2)η(t3)〉. (18.417)

Sustituyendo la Ec. (18.406) y realizando las integrales, obtenemos
〈

[z2,2(t)]
2
〉

= 3ǫ2σ4. (18.418)

El segundo término en la varianza de z2,2(t) es

〈z2,2(t)〉2 = 〈z21(t)〉2 =
[∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2 〈η(t1)η(t2)〉

]2

= ǫ2σ4. (18.419)

Por lo tanto, obtenemos que la varianza de z2,2(t) es:

〈[z2,2(t)]2〉 − 〈z2,2(t)〉2 = 2σ4ǫ2. (18.420)

Este resultado se debe de comparar con la varianza de las fluctuaciones dominantes
z1(t) de la Ec. (18.413):

〈[z1(t)]2〉 − 〈z1(t)〉2 =
∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2 〈η(t1)η(t2)〉 = ǫσ2, (18.421)

lo que implica que el orden de z1(t) es σ
√
ǫ. De tal manera que la fluctuación de

[∆x(t)]2 es menor que el de ∆x(t) por un factor
√
ǫ, y en el ĺımite continuo ǫ → 0

puede ser ignorado.
Con esto hemos probado que no sólo el valor esperado 〈[∆x(t)]2〉 será igual a

ǫσ2, como se estableció en la Ec. (18.410), sino que también la misma fluctuación
[∆x(t)]2:

[∆x(t)]2 = ǫσ2 +O(ǫ2). (18.422)

De manera similar podemos derivar las estimaciones [∆x(t)]n = O((σ
√
ǫ)n) para

las fluctuaciones de orden superior zn(t) en la serie de Taylor (18.408). Las cuales
se pueden ignorar comparadas con z1(t), probando aśı el lema de Itō(18.413).

Para una función exponencial, el lema de Itō dará

d

dt
ePx =

(

P ẋ+
σ2P 2

2

)

ePx. (18.423)

Lo cual se puede integrar

ePx = e
∫ t

0
dt′ P ẋ eP

2σ2t/2. (18.424)

El valor esperado de esta cantidad también se puede formular como una regla
para calcular el valor esperado de la exponencial de una integral sobre una variable
Gaussiana con ruido promedio cero:

〈

eP
∫ t

0
dt′ η(t′)

〉

= eP
2
∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′〈η(t′)η(t′′)〉 = eP

2σ2t/2. (18.425)
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Esta regla también se puede deducir directamente de la regla de Wick (3.310). El
lado derecho corresponde al factor de Debye-Waller , utilizado en la f́ısica del estado
sólido para describir la reducción de la intensidad de los picos de Bragg por medio
de las fluctuaciones térmicas de las posiciones atómicas [ver la Ec. (3.311)].

Existe una forma mnemotéctica simple para formalizar la derivación de la
Ec. (18.413) en una notación diferencial informal. Desarrollamos

f(x(t+ dt)) = f(x(t) + ẋdt) = f(x(t)) + f ′(x(t))ẋ(t)dt+
1

2
f ′′(x(t))ẋ2(t)dt2 + . . . ,

(18.426)
e insertamos en los términos de orden superior del desarrollo el factor ẋ = 〈ẋ〉+η(t),
donde 〈η(t)〉 = 0 y cuyo valor esperado es

〈η2(t)〉 dt = σ2, (18.427)

el cual expresa infinitesimalmente la ecuación correcta

∫ t+ǫ

t
dt′ 〈η(t′)η(t)〉 =

∫ t+ǫ

t
dt′ σ2 δ(t′ − t) = σ2. (18.428)

La variable ẋ2(t)dt2 tiene el valor esperado σ2dt y una varianza 〈[ẋ2(t)dt2]2 −
〈ẋ2(t)dt〉2〉 = 2σ2dt2, de tal forma que en la Ec. (18.426) ẋ2(t)dt2 se puede reemplazar
como sigue:

ẋ2(t)dt2 → σ2dt/2. (18.429)

Una estimación apropiada se cumple para todos los términos de orden superior:

zn ≈ O((σ
√
ǫ)n). (18.430)

o
ẋn(t)dtn ≈ O((σ

√
dt)n). (18.431)

Estos términos se pueden omitir en el desarrollo (18.426), con lo cual regresamos a
la regla (18.412) de Itō.

Debe de hacerse notar que el lema de Itō es válido sólo en el ĺımite ǫ → 0.
Para un eje temporal discreto con una partición ∆t = ǫ pequeña pero finita, las
fluctuaciones de zn(t) no se pueden ignorar extrictamente, sino que se reemplazarán
por un factor pequeño σ

√
∆T . La versión discreta del lema de Itō dará el desarrollo

de la diferencia de la fluctuación ∆f(x(tn)) ≡ f(x(tn+1))− f(x(tn)), en la siguiente
forma:

∆f(x(tn))

∆t
= f ′(x(tn))

∆x(tn)

∆t
+
σ2

2
f ′′(x(tn)) +O(σ

√
∆t). (18.432)

18.14 Solución de la Ecuación de Langevin

En la Ec. (18.306) hemos encontrado la distribución de probabilidad para el
movimiento de una part́ıcula con mucha disipación, para ello resolvimos la inte-
gral de trayectoria (18.300) para el potencial del oscilador armónico V (x) = ω2

0x
2/2.
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Por completes, hallaremos el mismo resultado usando el cálculo estocástico. La
ecuación diferencial estocástica asociada con la Lagrangiana (18.301) es

ẋ(t) = −κx(t) + η̄(t), (18.433)

donde

〈η̄(t)〉η, 〈η̄(t)η̄(t′)〉η = 2Dδ(t− t′). (18.434)

Esta ecuación se resuelve usando la relación

x(t) = x0e
−κt +

∫ t

0
dt1 e

−κ(t−t1)η̄(t1), (18.435)

de tal manera que obtenemos 〈x(t)〉η = x0e
−γt, y además

〈x(t)x(t′)〉η = x20e
−κ(t+t′) + 2D

∫ t

0
dt1 e

−κ(t−t1)
∫ t′

0
dt2 e

−(t′−t2)δ(t1 − t2)

= x20e
−κ(t+t′) + κ−1D

(

e−κ|t−t′|−e−κ(t+t′)
)

, (18.436)

y la desviación cuadrática media será

〈[x(t)− 〈x(t)〉]2〉η = κ−1D
(

1− e−2κt
)

. (18.437)

De estos valores esperados recuperamos inmediatamente la función de distribución
previa (18.306).

Este resultado se puede generalizar fácilmente a una ecuación de Langevin con
D-componentes

ẋ(t) = −�x(t) + �̄(t), (18.438)

donde � es una matriz, y �̄(t) un vector de ruido. Sus funciones de correlación se
pueden expresar en términos de una matriz de difusión D, en la forma

〈�̄(t)〉 = 0, 〈�̄(t)�̄T (t′)〉
�

= 2Dδ(t− t′), (18.439)

las cuales han de ser comparadas con las expresiones en una dimensión (18.329).
Entonces la probabilidad (18.306) será

P (xbtb|xata) =
1

√
2π

D

1
√

det [σ2(tb − ta)]
D

× exp
{

−1

2
[xb − x̄(tb−ta)]i[σ2

ij(tb−ta)]−1[xb − x̄(tb−ta)]j
}

, (18.440)

donde
x̄(t) = e−�t xa , (18.441)

y
σ2
ij(t) ≡ 〈[x(t)− x̄(t)]i[x(t)− x̄(t)]j〉

�

. (18.442)
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La probabilidad (18.440) es solución de la ecuación de Fokker-Planck (18.245)

∂tP (x t|taxa) = (−κij∂ixj +Dij∂i∂j)P (x t|taxa). (18.443)

El resultado en D componentes (18.440) nos permite resolver la ecuación de
Langevin con inercia, dada en la Ec. (18.317). Simplemente reescribimos el par de
ecuaciones equivalentes (18.322) y (18.323) en la forma matricial (18.438), donde
x1 = x y x2 = v, e identificamos

� =

(

0 −1
ω2
0 γ

)

, �̄(t) =
1

M

(

0
η(t)

)

, (18.444)

de tal manera que la matriz de difusión tendrá la forma de la Ec. (18.246).
Los valores propios de la matriz no hermı́tica � dada por la Ec. (18.441), son

κ1,2 = 1
2
(γ ±

√

γ2 − 4ω2
0 ). Los vectores propios asociados u(1,2), que cumplen la

relación �u(1,2) = κ1,2u
(1,2), son (−1, κ1) y (1,−κ2), respectivamente, mientras

que los vectores de la izquierda, que cumplen la relación v(1,2)
� = κ(1,2)v

(1,2), son
(κ2, 1)/(κ1−κ2) y (κ1, 1)/(κ1−κ2), respectivamente. Los dos conjuntos de vectores

propios son mutuamente ortonormales y completos: u(i)·v(j) = δij ,
∑

k v
(k)
i u

(k)
j = δij.

Entonces, la matriz � tiene la representación espectral κij =
∑

k κku
(k)
i v

(k)
j , y la repre-

sentación de la exponencial es: (e−�t)ij =
∑

k e
−κktu

(k)
i v

(k)
j . La cual expĺıcitamente

será

e−�t =
1

κ1 − κ2

(

κ1e
−κ2t − κ2e

−κ1t e−κ2t − e−κ1t

ω2
0(e

−κ1t − e−κ2t) κ1e
−κ1t − κ2e

−κ2t

)

. (18.445)

La matriz inversa [σ2
ij(tb−ta)]−1 está dada por

[σ2
ij(t)]

−1 =
[

det σ2
ij(t)

]−1
(

σ2
vv(t) −σ2

xv(t)
−σ2

xv(t) σ2
xx(t)

)

(18.446)

donde los elementos de matriz σ2
ij(tb−ta) se calculan de los valores esperados (18.442).

Esto se hace expresando la solución (18.438) como en la Ec. (18.435), en la forma

x(t) = e−�t xa +
∫ t

ta
dt �̄(t), (18.447)

y usando las funciones de correlación (18.439) para encontrar

σ2
xx(t) =

γ2D

(κ1 − κ2)2

[

1

κ1

(

1− e−2κ1t
)

+
1

κ2

(

1− e−2κ2t
)

− 4

κ1 + κ2

(

1− e−κ1+κ2)t
)

]

,

σ2
xv(t) =

γ2D

(κ1 − κ2)2

(

e−κ1t − e−κ2t
)2
, (18.448)

σ2
vv(t) =

γ2D

(κ1 − κ2)2

[

κ1
(

1− e−2κ1t
)

+ κ2
(

1− e−2κ2t
)

− 4

κ−1
1 +κ−1

2

(

1− e−κ1+κ2)t
)

]

.
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En el ĺımite de tiempos muy grandes, estas funciones convergen a

σ2
xx(t) →

γD

κ1κ2
=
γD

ω2
0

, σ2
xv(t) → 0, σ2

vv(t) → γD, (18.449)

por lo que el determinante det σ2
ij(t) se convierte en γ2D2/ω2

0, y la distribución
(18.440) será la distribución de Boltzmann

lim
tb→∞

P (xbvbtb|xavata) =
ω0

2πγD
e−(v2b+ω2

0x
2
b)/2γD =

Mω0

2πkBT
e−M(v2b+ω2

0x
2
b)/2kBT . (18.450)

La velocidad muestra la forma bien conocida de la distribución de Maxwell :

P (vb) =
1√

2πγD
e−v2b /2γD =

1
√

2πkBT/M
e−Mv2b/2kBT =

1√
2πvT

e−v2b /2v
2
T ,(18.451)

la cual tendrá la siguiente velocidad térmica media

vT ≡
√

kBT/M. (18.452)

Si integramos el resultado bidimensional P (xbvbtb|xavata) sobre todas las veloci-
dades finales, obtenemos

P (xbtb|xavata)=
∫

dvb P (xbvbtb|xavata)=
1

√

2πσ2
xx(tb−ta)

exp

{

−1

2

[xb−x̄(tb−ta)]2
σ2
xx(tb−ta)

}

.

(18.453)
Nótese que este resultado depende de va, mediante la relación x̄(tb− ta) = xa +
γ−1(1− e−γ(tb−ta))va.

En ausencia de un potencial externo, i.e. para ω0 = 0, los valores propios κ1,2
son γ y 0, respectivamente, y la matriz e−�t se reduce a

e−�t =

(

1 γ−1(1− e−γt)
0 e−γt

)

. (18.454)

Los elementos de matriz σ2
ij(t) son simplemente9

σ2
xx(t)=γ

−1D(2γt−3+4e−γt− e−2γt), σ2
xv(t) = D(1−e−γt)2, σ2

vv(t) = γD(1−e−2γt),

(18.455)
cuyo determinante es

det σ2
ij(t) = D2

[

2γt(1− e−2γt) + (1− e−γt)2(−4 − 2e−γt + e−3γt)
]

. (18.456)

En el ĺımite de tiempos muy grandes, estos elementos de matriz se convierten en

σ2
xx(t) → 2Dt, σ2

xv(t) → D, σ2
vv(t) → γD, det σ2

ij(t) → 2γtD2. (18.457)

Por supuesto, el último resultado se puede deducir integrando sucesivamente
el par de ecuaciones de Langevin con inercia (18.322) y (18.323), para el poten-
cial V (x) cero. Primeramente la ecuación para v(t), la cual es v(t) = v0e

−γt +
∫ t
0 dt1 e

−γ(t−t1)η(t1)/M , y dará 〈v(t)v(t′)〉η = v20e
−γ(t+t′) + γD

(

e−γ|t−t′|−e−γ(t+t′)
)

,

donde se han usado las funciones de correlación de ruido blanco (18.329). Las ecua-
ciones para x(t) se obtienen de las relaciones para v(t), luego de integrar sobre t.

9Para un cálculo alterno de los valores esperados (18.442), ver la Sección 18.15.
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18.15 Evolución de la Probabilidad en la Imagen de
Heisenberg

Se puede desarrollar una descripción en términos de los operadores de Heisenberg para hallar la
dependencia temporal de valores térmicos esperados. Esta descripción está en completa analoǵıa
con lo presentado de la Sección 2.23 para la amplitud de evolución temporal mecánico-cuántica.
Consideremos los valores térmicos esperados de x y x2 para una part́ıcula que se localiza en xa al
tiempo inicial t = ta. Estos valores térmicos estarán dados por las integrales

〈x〉 ≡
∫ ∞

−∞

dxb xbP (xbtb|xata), (18.458)

〈x2〉 ≡
∫ ∞

−∞

dxb x
2
bP (xbtb|xata). (18.459)

Por simplicidad, veamos primero el caso de un término de fricción. Al igual que en la mecánica
cuántica, es útil introducir para las probabilidades una notación tipo bra-ket, en lugar de hacerlo
para las amplitudes,

〈xbtb|xata〉 ≡ |(xbtb|xata)|2. (18.460)

El hecho de que esta probabilidad obedezca una ecuación del tipo Fokker-Planck implica que
podemos escribirla en la forma

〈xbtb|xata〉 = e−(tb−ta)H(p̂b,xb)δ(xb − xa). (18.461)

Aśı, podemos introducir una base de vectores independientes del tiempo |xa〉, los cuales cumplen
la relación

〈xb|xa〉 = δ(xb − xa). (18.462)

En esta base, los operadores p̂ y x̂ están definidos de la forma usual. Los operadores cumplen las
relaciones

〈xb|x̂ = xb〈xb|, 〈xb|p̂ = −i ∂
∂xb

〈xb|. (18.463)

Ahora podemos reescribir la Ec. (18.461) en la notación bra-ket, en la forma

〈xbtb|xata〉 = 〈xb|e−H(p̂,x̂)(tb−ta)|xa〉. (18.464)

El valor esperado de una función f(x) se calcula como sigue

〈f(x)〉 =

∫ ∞

−∞

dxb f(xb)〈xb|e−(tb−ta)H(p̂,x̂)|xa〉

=

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|f(x̂)e−(tb−ta)H(p̂,x̂)|xa〉 (18.465)

=

∫ ∞

−∞

dxb

∫ ∞

−∞

dx 〈xb|e−(tb−ta)H(p̂,x̂)|x〉〈x|f(x̂(tb − ta))|xa〉.

En el último término hemos introducido el operador de Heisenberg dependiente del tiempo

x̂(t) ≡ etH(p̂,x̂)x̂e−tH(p̂,x̂). (18.466)

La probabilidad P (xbtb|xata) cumple con la condición de normalización
∫ ∞

−∞

dxb P (xbtb|xata) =

∫ ∞

−∞

dxb 〈xbtb|xata〉 (18.467)

=

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|e−(tb−ta)H(p̂,x̂)|xa〉 = 1.
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Aplicando esta condición a la última ĺınea de la Ec. (18.465), llegamos a la fórmula

〈f(x)〉 =

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|f(x̂(tb − ta))|xa〉. (18.468)

Para el movimiento Browniano de una part́ıcula, donde

Le =
ẋ2

4D
, H = Dp2, (18.469)

los operadores de Heisenberg son

p̂(t) = p̂, x̂(t) = eĤtx̂e−Ĥt = x̂− i2Dp̂t, (18.470)

y

x̂2(t) = x̂2 − i2D · (p̂x̂+ x̂p̂)t− 4D2p̂2t2,

= x̂2 + 2Dt− i2D · 2x̂p̂− 4D2p̂2t. (18.471)

Es directo calcular los siguientes elementos de matriz:

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|x̂|xa〉 = xa,

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|p̂|xa〉 = −i
∫ ∞

−∞

dxb
∂

∂xb
δ(xb − xa) = 0,

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|x̂2|xa〉 =

∫ ∞

−∞

dxb xb
2δ(xb − xa) = xa

2, (18.472)

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|p̂2|xa〉 = −
∫ ∞

−∞

dxb
∂2

∂xb2
δ(xb − xa) = 0,

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|p̂x̂|xa〉 = −i
∫ ∞

−∞

dxb
∂

∂xb
δ(xb − xa)xa = 0.

Las integrales que se anulan reflejan la invariancia translacional de la integración de estado bra
∫∞

−∞
dxb 〈xb|, el cual es por tanto aniquilado por un operador de translación p̂b sobre su derecha:

∫ ∞

−∞

dxb 〈xb|p̂ = 0. (18.473)

Con ayuda de la Ecs. (18.472), obtenemos

〈x〉 = xa, 〈x2〉 = xa
2 + 2D(tb − ta), (18.474)

y

〈(x− xa)
2〉 = 2D(tb − ta). (18.475)

Claramente, se puede desarrolar un formalismo similar para el caso general donde la La-
grangiana conteniene términos del tipo ẍ. Todo lo que tenemos que hacer es definir operadores
de Heisenberg dependientes del tiempo para ambos conjuntos de coordenadas canónicas x, p, v,
pv. Por ejemplo, consideremos el caso de una part́ıcula libre, donde V (x) = 0 y la Hamiltoniana
(18.239) se reduce a

H =
w

2M2
p2v − iγpvv + ipv. (18.476)
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Si queremos calcular los valores esperados 〈f(x, v)〉, para una part́ıcula inicialmente en xa con una
velocidad inicial ẋa = va, ahora tenemos que evaluar integrales de la forma

〈f(x, v)〉 =

∫ ∞

−∞

dxb

∫ ∞

−∞

dvb f(xb, vb)P (xbvbtb|xavata)

=

∫ ∞

−∞

dxb

∫ ∞

−∞

dvb 〈xbvb|f(x̂(tb − ta), v̂(tb − ta))|xava〉. (18.477)

Introducimos aqúı los vectores base |xv〉 que diagonalizan los operadores x̂, v̂. Los operadores de
momento cumplen la relación

〈xv|p̂ = − ∂

∂x
〈xv|, 〈xv|p̂v = − ∂

∂v
〈xv|. (18.478)

Aśı, tenemos

〈x2〉 =

∫ ∞

−∞

dxb

∫ ∞

−∞

dvb 〈xbvb|x̂2(tb − ta)|xava〉, (18.479)

donde x̂(t) es el operador de Heisenberg definido por

x̂(t) = etH(p̂,p̂v,x̂,v̂)x̂e−tH(p̂,p̂v,x̂,v̂). (18.480)

Las ecuaciones de movimiento de Heisenberg son

˙̂p(t) = [Ĥ, p̂(t)] = 0,
˙̂pv(t) = [Ĥ, p̂v(t)] = γp̂v(t) − p̂(t),
˙̂x(t) = [Ĥ, x̂(t)] = v̂(t),

˙̂v(t) = [Ĥ, v̂(t)] = −i w
M2

p̂v(t) − γv̂(t). (18.481)

De acuerdo a la primera ecuación, p̂(t) es un operador constante:

p̂(t) ≡ p̂ = const.

La segunda ecuación tiene como solución la expresión

p̂v(t) = p̂ve
γt − 1

γ
p̂(eγt − 1), (18.482)

donde p̂v es el valor inicial de p̂v(t) en t = 0. Con este resultado, la cuarta ecuación de las relaciones
(18.481) se puede integrar para dar

v̂(t) = v̂e−γt − i
w

M2

∫ t

0

dt′ e−γ(t−t
′)p̂v(t

′)

= v̂e−γt − i
w

γM2

[

p̂v sinh γt− 1

γ
p̂(cosh γt− 1)

]

. (18.483)

Sustituyendo este resultado en la tercera ecuación de (18.481) obtenemos inmediatamente

x̂(t) = x̂+ v̂
1

γ
(1 − e−γt) − i

w

γM2

[

pv cosh γt− 1

γ
p(sinh γt− γt)

]

. (18.484)

Usando ahora las relaciones que extienden la Ec. (18.473), para expresar la invarianza translacional
del estado integrado:

∫ ∞

−∞

dxb

∫ ∞

−∞

dx2b 〈xbx2b|
{

p̂
p̂v

}

= 0, (18.485)
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encontramos directamente

〈x〉 = xa + ẋa
1

γ

(

1 − e−γ(tb−ta)
)

, 〈v〉 = vae
−γ(tb−ta), (18.486)

de acuerdo con las Ecs. (18.441) y (18.454). Se encuentra que los valores esperados de los cu-
mulantes cuadráticos

〈

(x − 〈x〉)2
〉

,
〈

(x − 〈x〉)(v − 〈v〉)
〉

,
〈

(v − 〈v〉)2
〉

son los mismos que en la
Ec. (18.457).

18.16 Supersimetŕıa

Se puede derivar una nueva e interesante simetŕıa a partir del determinante funcional (18.296),
el cual da origen al último término extra en el exponencial de la integral de trayectoria (18.300).
Reescribamos impĺıcitamente este resultado como

P0(xbtb|xata) ∝
∫

Dx(t)Det

[

∂t +
V ′′(x)

Mγ

]

exp

{

−
∫ tb

ta

dt
1

4D

[

ẋ+
V ′(x)

Mγ

]2
}

.

(18.487)

En esta expresión, el ordenamiento temporal de la velocidad ẋ con respecto a V ′(x)/Mγ es
arbitrario. Puede ser del tipo mecánico-cuántico (de Stratonovich), pero también retardado (tipo
Itō) o avanzado, siempre que se use el mismo ordenamiento temporal tanto en la Lagrangiana como
en el determinante.

La nueva simetŕıa surge si se genera el determinante con la ayuda de un campo auxiliar de
fermiones c(t) a partir de una integral de trayectoria sobre c(t):

det [∂t + V ′′(x(t))/Mγ] ∝
∫

DcDc̄ e−
∫

dtc̄(t)[Mγ∂t+V ′′(x(t))]c(t). (18.488)

En teoŕıa cuántica de campos, a tales campos fermiónicos auxiliares se les refiere como campos
fantasmas . Con estos campos podemos reescribir la integral de trayectoria (18.290), para la dis-
tribución de probabilidad, como una integral de trayectoria ordinaria

P (xbtb|xata) =

∫

Dx
∫

DcDc̄ exp {−APS[x, c, c̄]} , (18.489)

donde APS es la acción Euclidiana

APS =
1

2DM2γ2

∫ tb

ta

dt

{

1

2
[Mγẋ+ V ′(x)]

2
+ c̄(t) [Mγ∂t + V ′′(x(t))] c(t)

}

, (18.490)

hallada por primera vez por Parisi y Sourlas [20] y por McKane [21]. Esta acción tiene una
propiedad particular. Si denotamos la expresión en el primer bracket por

Ux ≡Mγ∂tx+ V ′(x), (18.491)

el operador entre las variables de Grassmann en (18.490), es simplemente la derivada funcional de
Ux:

Uxy ≡ δUx

δy
= Mγ∂t + V ′′(x). (18.492)

Aśı, tenemos

APS =
1

2D

∫ tb

ta

dt

[

1

2
U2
x + c̄(t)Uxy c(t)

]

, (18.493)
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donde Uxyc(t) es la notación usual abreviada de la multiplicación matricial funcional
∫

dt′Uxy(t, t
′)c(t′). La relación entre los dos términos permite que esta acción sea supersimétrica.

La acción es invariante bajo transformaciones que mezclen grados de libertad de Fermi y Bose.
Denotando una pequeña variable de Grassmann anticonmutante y a su conjugada (ver la Sección
7.10) por medio de ε y ε̄, la acción es invarante bajo las transformaciones de campo

δx(t) = ε̄c(t) + c̄(t)ε, (18.494)

δc̄(t) = −ε̄Ux, (18.495)

δc(t) = Uxε. (18.496)

La invarianza se sigue inmediatamente después de observar que

δUx = ε̄Uxyc(t) + c̄(t)Uxyε. (18.497)

Formalmente, también es posible hallar una construcción similar para una part́ıcula con un
término de inercia en la integral de trayectoria (18.232), la cual es una integral de trayectoria
ordinaria que involucra a la Lagrangiana (18.287). Aśı, tenemos

P (xbtb|xata) = N
∫

DxJ [x] exp

{

− 1

2w

∫ tb

ta

dt [Mẍ+Mγẋ+ V ′(x)]2
}

, (18.498)

donde J [x] es una abreviatura del determinante

J [x] = det [M∂2t +Mγ∂t + V ′′(x(t))], (18.499)

el cual se conoce a partir de la fórmula (18.274). La integral de trayectoria (18.498) es válida para
todo ordenamiento del término de velocidad, siempre y cuando sea el mismo ordenamiento en la
exponencial y en el determinante funcional.

Ahora podemos expresar al determinante funcional como una integral de trayectoria sobre
campos fermiónicos fantasmas

J [x] = det [M∂2t +Mγ∂t + V ′′(x(t))] ∝
∫

DcDc̄ e−
∫

dt c̄(t)[M∂2
t +Mγ∂t+V ′′(x(t))]c(t),

(18.500)
y reescribir la distribución de probabilidad P (xbtb|xata) como una integral de trayectoria ordinaria

P (xbtb|xata) ∝
∫

Dx
∫

DcDc̄ exp{−AKS[x, ,̧c̄]}, (18.501)

donde A[x, ,̧c̄] es la accion Euclidiana

AKS[x, ,̧c̄] ≡
∫ tb

ta

dt

{

1

2w
[Mẍ+Mγẋ+V ′(x)]2 + c̄(t)

[

M∂2t +Mγ∂t+V
′′(x(t))

]

c(t)

}

.

(18.502)

Esta expresión formal contiene sutilezas que surgen de las condiciones de frontera, cuando calcu-
lamos el Jacobiano (18.500) de la integral funcional del lado derecho. Es necesario factorizar el
operador de segundo orden en el determinante funcional, expresar el determinante de cada factor
de primer orden como una integral funcional en variables de Grassmann como en la Ec. (18.488).
Al final, la acción es nuevamente supersimétrica, pero existen el doble de campos auxiliares de
Fermi [22].

Como una comprobación de esta fórmula, podemos dejar que el acoplamiento con el reservorio
térmico tienda a cero, γ → 0. Entonces el primer factor en la Ec. (18.501),

exp

(

−
∫ tb

ta

dt

{

1

2w
[Mẍ+Mγẋ+V ′(x)]2

})
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será proporcional a una funcional δ, δ[Mẍ+V ′(x)]. El argumento es simplemente la derivada
funcional de la acción original del sistema cuántico dada en la Ec. (18.191), de tal forma que en el
ĺımite obtenemos δ[δA/δx]. Por otra parte, la matriz funcional entre los campos de Grassmann en
la Ec. (18.501) se reduce a δ2A/δx(t)δx(t′) y obtenemos la integral de trayectoria

P (xbtb|xata) ∝
γ→0

∫

Dx δ[δA/δx]

×
∫

DcDc̄ exp

{

−
∫ tb

ta

dt

∫ tb

ta

dt′ c̄(t)δ2A/∂x(t)∂x(t′)c(t′)
}

. (18.503)

Llevando a cabo la integral sobre las variables de los campos de Grassmann

P (xbtb|xata) ∝
γ→0

∫

Dx δ[δA/δx] Det
[

δ2A/∂x(t)∂x(t′)
]

. (18.504)

La funcional δ selecciona de todas las trayectorias sólo aquellas que obedecen las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange. Con ayuda de la identidad funcional

δ[Mẍ+ V ′(x)] = δ[x− xcl] × Det−1[Mẍ+ V ′′(x)], (18.505)

la cual generaliza la identidad δ(f(x)) = δ(x)/f ′(x), para f(0) = 0, la integral de trayectoria
anterior será simplemente

P (xbtb|xata) ∝
γ→0

∫

Dx δ[x − xcl], (18.506)

la cual es la distribución de probabilidad usual hallada en la f́ısica clásica. Nótese la diferencia
importante con respecto a la amplitud clásica de la Ec. (4.96), donde la concentración de la integral
de trayectoria sobre la trayectoria clásica es forzada por una expresión compleja, la cual oscila de
manera importante, por lo cual se necesita del factor de la fluctuación semi-clásico de la Ec. (4.97)
para obtener una normalización apropiada. En la probabilidad (18.506) esta concentración se logra
por medio de una funcional δ real.

Nótese que por medio de una descomposición de Fourier de la funcional δ de la Ec. (18.503),
obtenemos la representación alternativa de la integral de trayectoria de la f́ısica clásica

P (xbtb|xata) ∝
γ→0

∫

DxDλDcDc̄ e−
∫

tb

ta
dtδA/δx(t)λ(t)−

∫

tb

ta
dt
∫

tb

ta
dt′c̄(t)δ2A/δx(t)δx(t′)c(t′)

. (18.507)

Esta representación es supersimétrica bajo las transformaciones

δx = ε̄c , δc = 0 , δc̄ = −ε̄λ , δλ = 0 , (18.508)

como fue señalado por Gozzi [23].
Existe un forma compacta de reescribir la acción usando supercampos . Definimos un superes-

pacio tridimensional que consta de un tiempo y dos variables auxiliares de Grassmann θ̄ y θ.
Entonces definimos un supercampo

X(t) ≡ x(t) + iθ̄c(t) − iθ̄c(t) − θ̄λ(t). (18.509)

Ahora consideramos la super acción

Asuper ≡
∫

dθ̄dθA[X ] ≡
∫

dθ̄dθA[x + iθ̄c− iθc̄− θ̄θλ] (18.510)

y desarrollamos la acción en una serie funcional de Taylor:

∫

dθ̄dθ

{

A[x] +
δA
δx

(iθ̄c− iθc̄− θ̄θλ) +
1

2
(iθ̄c− iθc̄− θ̄θλ)

∂2A
δxδx

(iθ̄c− iθc̄c− θ̄θλ)

}

.
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Debido a la nilpotencia de las variables de Grassmann, dada por la Ec. (7.375), el desarrollo se
detiene después del segundo término. Recordando ahora las reglas de integración de las Ecs. (7.378)
y (7.379), obtenemos

δA
δx
λ+

1

2
c̄
∂2A
δxδx

c,

que corresponde precisamente a la notación funcional breve para el exponente negativo de la integral
de trayectoria (18.507).

18.17 Ecuación Estocástico–Cuántica de Liouville

A bajas temperaturas, donde las fluctuaciones cuánticas son importantes, la integral de trayectoria
hacia adelante–atrás (18.230) no nos permite derivar una ecuación diferencial tipo Schrödinger para
la distribución de probabilidad P (x v t|xavatt). Para ver la razón de ello veamos la representación
canónica de la Ec. (18.230):

|(xbtb|xata)|2 =

∫

DxDy
∫ Dp

2π

Dpy
2π

exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt [pẋ+ py ẏ −HT ]

}

, (18.511)

donde

HT =
1

M
pypx + γpyy + V (x + y/2)− V (x− y/2) − i

w

2h̄
yK̂Ohmy (18.512)

representa un cuasi-Hamiltoniano dependiente de la temperatura para un sistema Óhmico asocia-
do con la Lagragiana de una integral de trayectoria hacia adelante–atrás (18.230). La notación
K̂Ohmy(t) abrevia el producto de la matriz funcional KOhm(t, t′) con el vector funcional y(t′),
definido por K̂Ohmy(t) ≡

∫

dt′KOhm(t, t′)y(t′). Por lo tanto HT es una objeto no local (en el
sentido temporal), esta es la razón por la cual se le llama cuasi-Hamiltoniano.

Resulta de utilidad omitir la integración respecto a y en los puntos extremos de la integral
de trayectoria (18.511), y construir una representación en términos de una integral de trayectoria
para el producto de las amplitudes

U(xbybtb|xayata) ≡ (xb + yb/2 tb|xa + ya/2 ta)(xb − yb/2 tb|xa − ya/2 ta)
∗. (18.513)

Dada alguna matriz densidad inicial ρ(x+, x−; t) = ρ(x+y/2, x−y/2; t) en el tiempo t = ta, la cual
podŕıa de hecho estar en equilibrio y ser estacionaria, como en la Ec. (2.367), la matriz funcional
U(xbybtb|xayata) nos permite calcular ρ(x+, x−; t) para todo tiempo mediante la ecuación de
evolución temporal

ρ(x + y/2, x− y/2; t)=

∫

dxa dya U(x y t|xayata) ρ(xa + ya/2, xa − ya/2; ta). (18.514)

Recordemos que, con respecto a y, la transformada de Fourier de ρ(x+y/2, x−y/2; t) es la función
de Wigner (ver la Ec. (1.224)).

Cuando se considera el cambio de U(x y t|xayata) sobre un pequeño intervalo de tiempo ǫ, las
variables de los momenta p y py tienen el mismo efecto que los operadores diferenciales −i∂xb

y
−i∂yb

, respectivamente. Sin embargo, el último término en HT es no local temporalmente, por lo
cual no se puede deducir una ecuación diferencial tipo Schrödinger.

El problema de localidad se puede eliminar introduciendo una variable de ruido η(t), con
función correlación determinada por la Ec. (18.321):

〈η(t)η(t′)〉T =
w

2
[KOhm]−1(t, t′). (18.515)



18.17 Ecuación Estocástico–Cuántica de Liouville 1407

Con esto, podemos definir un operador Hamiltoniano temporalmente local dependiente de η

Ĥη ≡ 1

M
(p̂x + γy) p̂y + V (x+ y/2) − V (x− y/2)− yη, (18.516)

el cual controla la evolución de las versiones dependientes de η del producto de las amplitudes
(18.513), mediante la ecuación estocástica de Schrödinger

ih̄∂tUη(x y t|xayata) = Ĥη Uη(x y t|xayata). (18.517)

La misma ecuación es cierta para la matriz densidad ρη(x, y; t), dependiente del ruido.
Promediando esta ecuación sobre η con la distribución (18.321), para ya = yb = 0, obtenemos

la misma distribución de probabilidad que la integral de trayectoria hacia adelante–atrás (18.230):

|(xbtb|xata)|2 = U(xb 0 tb|xa 0 ta) ≡ 〈U(xb 0 tb|xa ya ta)〉η. (18.518)

En el ĺımite de altas temperaturas, el promedio de la ecuación estocástica de Schrödinger (18.517)
toma la forma

ih̄∂tU(x y t|xa ya ta) = ˆ̄HTU(x y t|xa ya ta), (18.519)

donde ahora ˆ̄H es local (en el sentido temporal)

ˆ̄HT ≡ 1

M
p̂y p̂x + γyp̂y + V (x+ y/2)− V (x− y/2) − i

w

2h̄
y2, (18.520)

de donde, del Hamiltoniano (18.512), en el ĺımite de altas temperaturas obtenemos KOhm → 1
[recordemos la Ec. (18.223)]. En términos de las posiciones separadas de la trayectoria x± = x±y/2,
donde px = ∂+ + ∂− y py = (∂+ − ∂−)/2, este resultado tiene la forma familiar [24]

ˆ̄HT ≡ 1

2M

(

p̂2+ − p̂2−
)

+ V (x+) − V (x−) +
γ

2
(x+ − x−)(p̂+ − p̂−) − i

w

2h̄
(x+ − x−)2.

(18.521)
Con frecuencia, el último témino se escribe como −ih̄Λ(x+ − x−)2, donde Λ es la llamada razón
de decoherencia por longitud al cuadrado

Λ ≡ w

2h̄2
=
MγkBT

h̄2
. (18.522)

Esta razón de decoherencia está compuesta por la razón de amortiguamiento γ y la longitud térmica
cuadrática (2.353):

Λ =
2πγ

l2e(h̄β)
, (18.523)

y regula el decamiento de los picos de interferencia [25].
Nótese que el orden de los operadores en el término de mezclado en la Ec. (18.520), el cual es

de la forma yp̂y, es opuesto al término de mezclado −ip̂vv dado en el operador diferencial de la
Ec. (18.239) de la relación de Fokker-Planck. Este orden es necesario para garantizar la conser-
vación de la probabilidad. De hecho, multiplicando la ecuación de evolución temporal (18.519) por
δ(y) e intengrando ambos lados sobre x y y el lado izquierdo se anula.

El que este orden es correcto, se puede verificar calculando la fluctuación del determinante de
la integral de trayectoria para el producto de las amplitudes (18.513) en la forma Lagrangiana,
la cual luce igual que en la Ec. (18.230), excepto que la diferencia entre las trayectorias hacia
adelante y hacia atrás y(t) = x+(t) − x−(t) es diferente de cero en los puntos extremos. Cuando
la fluctuación se anula en los puntos extremos, esto es irrelevante. Como se explicó anteriormente,
el orden es un problema de tiempos cortos, y podemos utilizar tb − ta → ∞. Más aún, ya que el
orden es independiente del potencial, podemos considerar sólamente el caso libre V (x± y/2) ≡ 0.
El determinante relevante de la fluctuación se calculó en la fórmula (18.254). En el operador
Hamiltoniano (18.520), y con respecto al término simétricamente ordenado γ{y, p̂y}/2, esto implica
una enerǵıa adicional −iγ/2, la cual tiende hacia γyp̂y, y aśı al orden en la Ec. (18.521).



1408 18 Estad́ıstica Cuántica Fuera de Equilibrio

18.18 Ecuación Clave para la Evolución Temporal

En el ĺımite de altas temperaturas, el Hamiltoniano (18.521) será local. Entonces la ecuación de
evolución temporal (18.514), para la matriz de densidad ρ(x+a, x−a; ta), se puede convertir en una
ecuación de operadores

ih̄∂tρ(x+, x−; ta) = ˆ̄HTρ(x+, x−; ta), (18.524)

donde ˆ̄HT es el operador del Hamiltoniano dependiente de la temperatura (18.521). Debido a la no
localidad del último término en la Ec. (18.512), no existe una ecuación como esta para el ĺımite de
bajas temperaturas. Por esta razón no se puede evitar el tener que resolver la ecuación estocástica
de Schrödinger (18.517), junto con el promedio (18.518). Sin embargo, para temperaturas modera-
damente altas, se puede construir un formalismo en términos de un Hamiltoniano, aunque esto
requiere resolver una relación de recurrencia. Para este propósito escribimos el cuasi-Hamiltoniano
en D dimensiones

ˆ̄HT ≡ 1

2M

(

p̂2
+ − p̂2

−

)

+ V (x+) − V (x−) +
Mγ

2
(x̂+ − x̂−)(ˆ̇x+ + ˆ̇x−)R

− i
w

2h̄
(x̂+ − x̂−)K̂Ohm(x̂+ − x̂−), (18.525)

donde la transformada de Fourier de KOhm(t, t′) se desarrolla en potencias de ω′ [recordemos la
Ec. (18.223)]

KOhm(ω′) = 1 +
1

3

(

h̄ω′

2kBT

)2

+ . . . . (18.526)

Para cada operador −
←

∂t ∂t, aparece una potencia ω′2. De esta forma, para el último término
encontramos un desarrollo de apariencia local en el ĺımite de alta temperatura

−i(x̂+−x̂−)K̂Ohm(x̂+−x̂−)=−i(x̂+−x̂−)2 + i
wh̄

24(kBT )2
(ˆ̇x+− ˆ̇x−)2 + . . . . (18.527)

La expresión no es realmente local, ya que el operador ˆ̇x está definido impĺıcitamente como una
abreviatura del conmutador

ˆ̇x ≡ i

h̄
[ ˆ̄HT , x̂]. (18.528)

Si el desarrollo (18.527) se calcula a orden superior, obtenemos derivadas de orden mayor de x, las
cuales se definen recursivamente:

ˆ̈x ≡ i

h̄
[ ˆ̄HT , ˆ̇x], ˆ̇̈x ≡ i

h̄
[ ˆ̄HT , ˆ̈x], . . . . (18.529)

Aśı la Ec. (18.525), junto con el desarrollo (18.527), es una ecuación recursiva para el operador

Hamiltoniano ˆ̄HT . Para valores pequeños de γ (y para aśıw = 2MγkBT ), la relación de recurrencia
se puede resolver interactivamente, en un primer paso sustituimos ˆ̇x ≈ p̂/M en la Ec. (18.530).

Es últil re-expresar la Ec. (18.524) en la forma del operador de Dirac, donde la matriz densidad
tiene una representación en bra–ket ρ̂(t) =

∑

mn ρmn(t)|m〉〈n|. Denotando p̂2/2M + V̂ en la

Ec. (18.525) como Ĥ , obtenemos junto con el desarrollo (18.527), la ecuación clave local:

ih̄∂tρ̂ = ˆ̄HT ρ̂ ≡ [Ĥ, ρ̂] +
Mγ

2

(

x̂ˆ̇xρ̂− ρ̂ˆ̇xx̂ + x̂ ρ̂ ˆ̇x− ˆ̇x ρ̂ x̂
)

− iw

2h̄
[x̂, [x̂, ρ̂]] − iwh̄2

24(kBT )2
[ˆ̇x, [ˆ̇x, ρ̂]] + . . . . (18.530)
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La válidez del procedimiento interactivo anterior es fácil de probar usando la partición temporal
de la integral de trayectoria. El segmento final de magnitud infinitesimal ǫ será

U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, tb − ǫ)

=

∫

dp+(tb)

(2π)3

∫

dp−(tb)

(2π)3
e

i
h̄{p+(tb)[x+(tb)−x+(tb−ǫ)]−p−ẋ−−H̄T (tb)}. (18.531)

Consideremos ahora un término de la forma genérica Ḟ+(x+(t))F−(x−(t)) en H̄T (t). Cuando
derivamos U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, tb−ǫ) con respecto al tiempo final tb, en el integrando obtenemos
el factor −H̄T (tb). En tb, el término Ḟ+(x+(t))F−(x−(t)) del hamiltoniano H̄T (t) tiene la forma
expĺıcita ǫ−1 [F+(x+(tb)) − F+(x+(tb − ǫ))]F−(x−(tb)), el cual se puede extraer de la integral, de
donde obtenemos

ǫ−1 [F+(x+(tb))U − UF+(x+(tb − ǫ))]F−(x−(tb)). (18.532)

En el lenguaje de operadores, la amplitud U está asociada con Û ≈ 1− iǫ ˆ̄HT /h̄, de tal forma que el

término Ḟ+(x+(t))F−(x−(t)) en ˆ̄HT dará un operador de Schrödinger en la ecuación de evolución
temporal (18.530),

i

h̄

[

ˆ̄HT , F̂+(x+)
]

F−(x−). (18.533)

Para las funciones dependientes de la segunda derivada ẍ, tenemos que separar los dos últimos
segmentos temporales en la Ec. (18.531) y convertir las dos integrales intermedias sobre x en

expresiones con operadores, las cuales conducen de nueva cuenta al conmutador de ˆ̄HT con x̂, y
aśı sucesivamente.

El operador de orden en los términos entre paréntesis de la Ec. (18.530) está determinado por
el retardo de ẋ± con respecto a x± en la Ec. (18.521). Esto implica que el operador asociado ˆ̇x(t),
tiene un argumento temporal que está ligeramente antes del de x̂±, actuando aśı primero sobre
ρ̂ antes que sobre x̂. Esto coloca a ˆ̇x(t) a la derecha de x̂, i.e., junto a ρ̂. En el lado derecho de
ρ̂, el tiempo va en la dirección opuesta, de tal forma que ˆ̇x se debe ubicar a la izquierda de x̂, de
nuevo junto a ρ̂. De esta manera obtenemos un operador de orden que asegura que la Ec. (18.530)
conserva la probabilidad total.

De hecho, esta propiedad y la positividad de ρ̂ están garantizadas por la observación de que la
ecuación clave (18.530) se puede escribir en la forma de Lindblad [26]

∂tρ̂ = − i

h̄
[Ĥ, ρ̂] −

2
∑

n=1

(

1

2
L̂nL̂

†
nρ̂+

1

2
ρ̂L̂nL̂

†
n − L̂†nρ̂L̂n

)

, (18.534)

donde usamos los dos operadores de Lindblad [27]

L̂1 ≡
√
w

2h̄
x̂, L̂2 ≡

√
3w

2h̄

(

x̂− i
h̄

3kBT
ˆ̇x

)

. (18.535)

Nótese que en la Ec. (18.530), el operador de orden evita que el término x̂ˆ̇xρ̂ se convierta
en una divergencia pura. Si reescribimos este término como la suma de un conmutador y un
anticonmutador, [x̂, ˆ̇x]/2+{x̂, ˆ̇x}/2, entonces el último término representará una divergencia pura,
y podemos pensar que los dos primeros términos γ en la Ec. (18.530) se obtienen de un término
adicional anti-Hermı́tico en el operador Hamiltoniano Ĥ , el operador de disipación

Ĥγ = γM
1

4
[x̂, ˆ̇x]. (18.536)
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18.19 Relación con la Ecuación Cuántica de Langevin

La ecuación estocástica de Liouville (18.517) también se puede derivar de la versión de operadores
de la ecuación de Langevin (18.317), obteniendo la llamada ecuación Cuántica de Langevin

M ¨̂x(t) +Mγ ˙̂x(t) + V ′(x̂(t)) = η̂(t), (18.537)

donde η̂(t) es una variable de un operador de ruido, que cumple con la siguiente regla de con-
mutación

[η̂t, η̂t′ ] = w
ih̄

kBT
∂tδ(t− t′), (18.538)

y con la función de correlación [28]

1

2
〈[η̂t, η̂t′ ]+〉η̂ = wK(t, t′). (18.539)

El conmutador (18.538) y la función de correlación (18.539) están relacionadas entre śı como
se requiere por el teorema de fluctuación-disipación. Omitiendo el factor coth(h̄ω/2kBT ) en la
Ec. (18.223), la integral de Fourier (18.221) para K(t, t′) se reduce a (h̄/2kBT )∂tδ(t − t′). Una
comparación con la representación espectral general, Ec. (18.53), muestra que el valor esperado
dado por la Ec. (18.539) tiene la siguiente función espectral

ρb(ω
′) = 2Mγh̄ω′. (18.540)

Sutituyendo este resultado en la representación espectral (18.53) obtenemos el lado derecho de la
Ec. (18.538).

Se puede construir una variable de ruido con las propiedades dadas en las Ec. (18.538) y
(18.539), superponiendo las velocidades de osciladores cuantizados con frecuencia ω en la siguiente
forma:

η̂(t) = −i
√

Mh̄γ

π

∫ ∞

0

dΩ′
√

Ω′[aΩ′e−iω
′t − a†ω′e

iω′t]. (18.541)

Es apropiado señalar que existe una derivación directa de la ecuación cuántica de Langevin
(18.537), cuyo operador de ruido η̂(t) cumple con las propiedades de conmutador y de fluctuación
dadas en las Ecs. (18.538) y (18.539), a partir de la ecuación de Kubo para la relación estocástica
de Liouville, y por lo tanto utilizando la integral de trayectoria hacia adelante–atrás (18.230) [29].

18.20 Disipación Electromagnética y Decoherencia

Analicemos el caso de un baño térmico de particular importancia: generalmente los átomos se
observan a temperatura finita donde interactúan con un ensemble gran canónico de fotones en
equilibrio térmico. Aún cuando se eliminen todos los mecanismos principales de ensanchamiento,
esta interacción ensachará el ancho de ĺınea natural de los niveles atómicos. Para estudiar esta
situación, construyamos una descripción en integrales de trayectoria hacia adelante–atrás de un
baño de fotones y derivemos de esto una ecuación clave para la matriz densidad que describe
la disipación y decoherencia electromagnética. Como una aplicación, calcularemos la fórmula
de Wigner-Weisskopf para el ancho de ĺınea natural de un estado atómico a temperatura cero,
encontraremos los efectos de temperatura finita y calcularemos la desplazamiento de Lamb entre
estados atómicos de ondas tipo s y p para el número cuántico principal n = 2, con la notación
2S1/2 y 2P1/2. Eventualmente, la ecuación clave puede tener aplicaciones en el caso de gases
interestelares diluidos o sistemas de varias part́ıculas en cavidades.
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18.20.1 Integrales de trayectoria hacia adelante–atrás

Teniendo en mente la aplicación a la f́ısica atómica, consideremos un sistema cuántico tridimen-
sional descrito por una matriz densidad mecánico-cuántica independiente del tiempo ρ(x+,x−; t).
Contrario a la Ec. (18.514), aqúı usamos las variables hacia adelante–atrás como argumentos y
escribimos la ecuación de evolución temporal en la forma

ρ(x+b,x−a; tb) =

∫

dx+a dx−a U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, ta)ρ(x+a,x−a; ta). (18.542)

Para un potencial vectorial electromagnético externo A(x, t), el kernel de la evolución temporal
está determinado por integrales de trayectoria hacia adelante–atrás del tipo dado en la Ec. (18.192),
en las cuales las trayectorias hacia adelante–atrás comienzan en diferentes puntos iniciales y finales
x+a,x−a y x+b,x−b, respectivamente:

U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, ta) ≡ (x+b, tb|x+a, ta)(x−b, tb|x−a, ta)∗ =

∫

Dx+Dx−

× exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

[

M

2

(

x2
+ − x2

−

)

− V (x+) + V (x−) − e

c
ẋ+A(x+, t) +

e

c
ẋ−A(x−, t)

]}

.

(18.543)

El potencial vectorial A(x, t) es una superposición de osciladores Xk(t), de frecuencia Ωk = c|k|,
contenidos en el volumen V :

A(x, t) =
∑

k

ck(x)Xk(t), ck =
eikx√
2ΩkV

,
∑

k

=

∫

d3kV

(2π)3
. (18.544)

Para una temperatura finita T , suponemos que estos osciladores están en equilibrio, por lo que
debemos escribir sus funciones de correlación ordenadas temporalmente como

Gij
kk′(t, t

′) = 〈T̂ X̂ i
k(t), X̂j

−k′(t
′)〉 = δij tr

kk′ GΩk
(t, t′) ≡ δkk′P⊥k

ijGΩk
(t, t′). (18.545)

La matriz de proyección tranversal se obtiene luego de sumar sobre los vectores de polarización
transversal de los fotones:

P⊥k
ij =

∑

h=±

ǫi(k, h)ǫj ∗(k, h) = (δij − kikj/k2). (18.546)

La función GΩk
(t, t′) en el lado derecho de la Ec. (18.545) es la función de Green (18.185) de

un oscilador individual con frecuencia Ωk. Esta función se separa en sus partes real e imagi-
naria, definidas por AΩk

(t, t′) y CΩk
(t, t′), como en la Ec. (18.185), las cuales son las funciones

de conmutador y anticonmutador del oscilador a temperatura T : CΩk
(t, t′) ≡ 〈[X̂(t), X̂(t′)]〉T y

AΩk
(t, t′) ≡ 〈[X̂(t), X̂(t′)]〉T , respectivamente.
Entonces, el promedio térmico del kernel de la evolución temporal, Ec. (18.543), estará dado

por la integral de trayectoria hacia adelante–atrás

U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, ta) =

∫

Dx+(t)

∫

Dx−(t)

× exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
(ẋ2

+ − ẋ2
−) − (V (x+) − V (x−))

]

+
i

h̄
AFV[x+,x−]

}

, (18.547)

donde exp{iAFV[x+,x−]/h̄} es la funcional de Feynman-Vernon de la influencia definida en la
Ec. (18.200). La acción de la influencia AFV[x+,x−] es la suma de una parte disipativa y una
parte fluctuante AFV

D [x+,x−] y AFV
F [x+,x−], cuyas formas expĺıcitas son

AFV
D [x+,x−] =

ie2

2h̄c2

∫

dt

∫

dt′Θ(t− t′)
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×
[

ẋ+(t)Cb(x+ t,x
′
+ t
′)ẋ+(t′) − ẋ+(t)Cb(x+ t,x

′
− t
′)ẋ−(t′)

− ẋ−(t)Cb(x− t,x
′
+ t
′)ẋ+(t′) + ẋ−(t)Cb(x− t,x

′
− t
′)ẋ−(t′)

]

, (18.548)

y

AFV
F [x+,x−] =

ie2

2h̄c2

∫

dt

∫

dt′Θ(t− t′)

×
[

ẋ+(t)Ab(x+ t,x
′
+ t
′)ẋ+(t′) + ẋ+(t)Ab(x+ t,x

′
− t
′)ẋ−(t′)

+ ẋ−(t)Ab(x− t,x
′
+ t
′)ẋ+(t′) + ẋ−(t)Ab(x− t,x

′
− t
′)ẋ−(t′)

]

, (18.549)

donde Cb(x− t,x
′
− t
′) y Ab(x− t,x

′
− t
′) agrupan las funciones 3 × 3 del conmutador y anticon-

mutador del baño de fotones. Estas expresiones son la suma de las funciones de correlación
sobre el baño de los osciladores de frecuencia Ωk, cada contribución tiene como peso el factor
ck(x)c−k(x′) = eik(x−x

′)/2ΩkV . Aśı, generalizando las Ecs. (18.197) y (18.198) tendremos el
resultado

Cij
b (x t,x′ t′) =

∑

k

c−k(x)ck(x′)
〈

[X̂ i
−k(t), X̂j

k
(t′)]

〉

T

= −ih̄
∫

dω′d3k

(2π)4
ρk(ω′)P⊥k

ijeik(x−x
′) sinω′(t− t′), (18.550)

Aij
b (x t,x′ t′) =

∑

k

c−k(x)ck(x′)
〈{

X̂ i
−k(t), X̂j

k
(t′)
}〉

T

= h̄

∫

dω′d3k

(2π)4
ρk(ω′)P⊥k

ij coth
h̄ω′

2kBT
eik(x−x

′) cosω′(t− t′), (18.551)

donde ρk(ω′) es la densidad espectral con la cual contribuye el oscilador de momento k:

ρk(ω′) ≡ 2π

2Ωk

[δ(ω′ − Ωk) − δ(ω′ + Ωk)]. (18.552)

A temperatura cero, identificamos en las Ecs. (18.550) y (18.551) una contribución doble de la
parte imaginaria y real del propagador de Feynman para una part́ıcula sin masa en t > t′, la cual
en notación de cuadri-vector, donde usamos k = (ω/c,k) y x = (ct,x), será

G(x, x′) =
1

2
[A(x, x′) + C(x, x′)] =

∫

d4k

(2π)4
eik(x−x

′) ih̄

k2 + iη

=

∫

dω d3k

(2π)4
ich̄

ω2 − Ω2
k

+ iη
e−i[ω(t−t′)−k(x−x′)], (18.553)

y donde η es un número positivo infinitesimalmente pequeño.
Ahora, enfocaremos nuestra atención a sistemas tan pequeños, tal que se puedan ignorar los

efectos de retardo. Entonces podemos ignorar la dependencia en x de las Ecs. (18.551) y (18.552),
con lo cual tendremos

Cij
b (x t,x′ t′) ≈ Cij

b (t, t′) = i
h̄

2πc

2

3
δij∂tδ(t− t′). (18.554)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (18.548) e integrando por partes, obtendremos dos contribu-
ciones. La primera es un término divergente

∆Aloc[x+,x−] =
∆M

2

∫ tb

ta

dt (ẋ2
+ − ẋ2

−)(t), (18.555)
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donde

∆M ≡ −e
2

c2

∫

dω′d3k

(2π)4
σk(ω′)

ω′
δij trkk = − e2

3π2c3

∫ ∞

0

dk (18.556)

diverge linealmente. Este resultado simplemente renormaliza el término cinético en la integral de
trayectoria (18.547), cuya renormalización será

i

h̄

∫ tb

ta

dt
Mren

2

(

ẋ2
+ − ẋ2

−

)

. (18.557)

Indentificando M con Mren podemos ignorar esta renormalización.
El segundo término tiene la forma [comparemos con la Ec. (18.205)]

AFV
D [x+,x−] = −γM

2

∫ tb

ta

dt (ẋ+ − ẋ−)(t)(ẍ+ + ẍ−)R(t), (18.558)

donde usamos la constante de fricción del baño de fotones, hallada anteriormente en la Ec. (3.444):

γ ≡ e2

6πc3M
=

2

3

α

ωM
, (18.559)

α ≡ e2/h̄c ≈ 1/137 es la constante de estructura fina (1.505) y ωM ≡ Mc2/h̄ es la frecuencia de
Compton asociada con la masa M . Nótese una vez más que contrario con la constante de fricción
usual γ de la Sección 3.13, este resultado tiene dimensiones de 1/frecuencia.

Como se discutió en la Sección 18.8, el retardo forzado por la función de Heaviside en el
exponente de la Ec. (18.548) elimina la mitad izquierda de la función δ [ver la Ec. (18.214)]. Este
resultado asegura la causalidad de las fuerzas de dispación, lo cual se mostró en la Sección 18.9.2
y que es crucial para obtener la conservación de la probabilidad de la evolución temporal de la
distribución probabilidad [13]. El supeŕındiceR en la Ec. (18.558) mueve la aceleración (ẍ++ẍ−)(t)
hacia tiempos ligeramente anteriores con respecto al factor de velocidad (ẋ+ − ẋ−)(t).

Veamos ahora la función anticonmutador. Sustituyendo la Ec. (18.552) y la constante de
fricción γ hallada en la Ec. (18.559), obtenemos

e2

c2
Ab(x t,x

′ t′) ≈ 2γkBTK
Ohm(t, t′), (18.560)

al igual que en la Ec. (18.216) y con la misma función KOhm(t, t′) de la Ec. (18.223), cuyos primeros
términos del desarrollo de alta temperatura recuerdan a los de la Ec. (18.526).

En términos de la función KOhm(t, t′), la parte fluctuante de la funcional de la influencia en
las Ecs. (18.549), (18.548) y (18.547) será [comparemos con la Ec. (18.227)]

AFV
F [x+,x−] = i

w

2h̄

∫ tb

ta

dt

∫ tb

ta

dt′ (ẋ+ − ẋ−)(t)KOhm(t, t′) (ẋ+ − ẋ−)(t′). (18.561)

Aqúı hemos usado la simetŕıa de la función KOhm(t, t′) para eliminar la función de Heaviside
Θ(t − t′) del integrando, extendiendo el rango de integración t′ al intervalo completo (ta, tb).
También, por brevedad, hemos introducido la constante

w ≡ 2MkBTγ. (18.562)

En el ĺımite de altas temperaturas, la amplitud de evolución temporal de la matriz densidad
está dada por medio de la integral de trayectoria

U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, ta) =

∫

Dx+(t)

∫

Dx−(t)

× exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
(ẋ2

+ − ẋ2
−) − (V (x+) − V (x−))

]}

(18.563)

× exp

{

− i

2h̄
Mγ

∫ tb

ta

dt (ẋ+ − ẋ−)(ẍ+ + ẍ−)R − w

2h̄2

∫ tb

ta

dt (ẋ+ − ẋ−)2
}

,
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donde, ahora, el último término es local, ya que KOhm(t, t′) → δ(t − t′). En este ĺımite (como en
el ĺımite clásico h̄ → 0), este término reune en uno solo las trayectorias hacia adelante–atrás. La
matriz densidad (18.563) será diagonal. Sin embargo, se conserva el término γ, el cual describe el
amortiguamiento de la radiación clásica.

Para temperaturas moderadamente altas, debemos de incluir también el primer término de la
corrección dado en la Ec. (18.526), el cual agregará al exponente en un término adicional

− w

24(kBT )2

∫ tb

ta

dt (ẍ+ − ẍ−)2. (18.564)

La expresión extendida es la buscada integral de trayectoria de tiempo-cerrado de una part́ıcula en
contacto con un reservorio térmico.

18.20.2 Ecuación Clave para la Evolución Temporal en un Baño
Térmico

Es posible derivar una ecuación clave para la evolución temporal de la matriz densidad
ρ(x+a,x−a; ta), análoga a la Ec. (18.530) para una part́ıcula cuántica en un baño térmico. Puesto
que las partes de disipación y fluctuantes de la funcional de la influencia en las Ecs. (18.555) y
(18.561) coinciden con los términos correspondientes de la Ec. (18.230), con la excepción de un
punto extra sobre las coordenadas, el operador Hamiltoniano asociado, dependiente de la tempera-
tura, se obtiene directamente de la Ec. (18.525) usando el desarrollo dado en la Ec. (18.527), donde
sólo basta agregar los puntos extras. En el ĺımite de altas temperaturas

Ĥ ≡ 1

2M

(

p̂2
+−p̂2

−

)

+ V (x+) − V (x−) +
Mγ

2
(ˆ̇x+− ˆ̇x−)(ˆ̈x++ˆ̈x−)R − i

w

2h̄
(ˆ̇x+− ˆ̇x−)2,

(18.565)
que se puede extender a temperaturas moderadamente altas mediante el Hamiltoniano correspon-
diente a la Ec. (18.564):

∆ ˆ̄HT ≡ i
wh̄

24(kBT )2
(ˆ̈x+ − ˆ̈x−)2. (18.566)

La ecuación clave correspondiente a la ecuación Óhmica (18.530), será

ih̄∂tρ̂ = ˆ̄HT ρ̂ ≡ [Ĥ, ρ̂] +
Mγ

2

(

ˆ̇xˆ̈xρ̂− ρ̂ˆ̈xˆ̇x + ˆ̇x ρ̂ ˆ̈x− ˆ̈x ρ̂ ˆ̇x
)

− iw

2h̄
[ˆ̇x, [ˆ̇x, ρ̂]] − iwh̄2

24(kBT )2
[ˆ̈x, [ˆ̈x, ρ̂]]. (18.567)

La conservación de la probabilidad total y la positividad de ρ̂ quedan aseguradas por la observación
de que la Ec. (18.567) se puede escribir en la forma de Lindblad

∂tρ̂ = − i

h̄
[Ĥ, ρ̂] −

2
∑

n=1

(

1

2
L̂nL̂

†
nρ̂+

1

2
ρ̂L̂nL̂

†
n − L̂†nρ̂L̂n

)

, (18.568)

donde usamos los operadores de Lindblad

L̂1 ≡
√
w

2h̄
ˆ̇x, L̂2 ≡

√
3w

2h̄

(

ˆ̇x− i
h̄

3kBT
ˆ̈x

)

. (18.569)

Como se hizo notar en la discusión de la Ec. (18.530), el operador de orden en la Ec. (18.567)
evita que término ˆ̇xˆ̈xρ̂ sea una divergencia pura. Reescribiendo este término como la suma de un
conmutador y un anticonmutador, [ˆ̇x, ˆ̈x]/2 + {ˆ̇x, ˆ̈x}/2, el último término es una divergencia pura.
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Con lo cual podemos suponer que el primero de los dos términos γ de la Ec. (18.567) se debe a un
operador de disipación anti-Hermı́tico adicional

Ĥγ = γM
1

4
[ˆ̇x, ˆ̈x]. (18.570)

Para una part́ıcula libre donde V (x) ≡ 0 y [Ĥ, p̂] = 0, tenemos que a todo orden en γ
ˆ̇x± = p̂±/M , de tal manera que la ecuación de evolución temporal (18.567) será

ih̄∂tρ̂ = [Ĥ, ρ̂] − iw

2M2h̄
[p̂, [p̂, ρ̂]]. (18.571)

En la representación del momentum de la matriz densidad ρ̂ =
∑

pp′ ρpp′ |p〉〈p′|, el último término

se simplifica a −iΓ ≡ −iw(p− p′)2/2M2h̄2, el cual multiplica a ρ̂, lo que muestra que una part́ıcula
libre no disipa enerǵıa por radiación y que los elementos fuera de la diagonal de la matriz decaen
con la razón Γ.

Para e2 pequeña, la Ec. (18.565) junto con el término del desarrollo (18.566), se puede resolver
aproximadamente en un sóla interacción, sustituyendo ˆ̇x ≈ p̂/M y ˆ̈x ≈ −∇V/M .

18.20.3 Ancho de Ĺınea

Apliquemos la ecuación clave (18.567) a los átomos, donde V (x) será el potencial de Coulomb,
suponemos que inicialmente el sistema está en el estado propio |i〉 de H , donde la matriz densidad
será ρ̂(0) = |i〉〈i|. Ya que los átomos decaen muy lentamente, podemos tratar al término γ en la
Ec. (18.567) de manera perturbativa. Esto conduce a una derivada temporal de la matriz densidad

∂t〈i|ρ̂(t)|i〉 = − γ

h̄M
〈i|[Ĥ, p̂] p̂ ρ̂(0)|i〉 =

γ

M

∑

f 6=i

ωif 〈i|p|f〉〈f |p|i〉

= −Mγ
∑

f

ω3
if |xfi|2, (18.572)

donde h̄ωif ≡ Ei − Ef , y xfi ≡ 〈f |x|i〉 son los elementos de matriz del operador dipolar.
Una ancho extra viene de los dos últimos términos de la Ec. (18.567):

∂t〈i|ρ̂(t)|i〉 = − w

M2h̄2
〈i|p2|i〉 − w

12M2(kBT )2
〈i|ṗ2|i〉

= −w
∑

n

ω2
if

[

1 +
h̄2ω2

if

12(kBT )2

]

|xfi|2. (18.573)

La dependencia temporal se obtiene por la emisión espontánea, lo mismo que por la emisión y
absorción inducida. Para identificar las diferentes contribuciones, reescribimos la descomposición
espectral dada en las Ecs. (18.550) y (18.551) en la aproximación independiente de x, donde

Cb(t, t
′) +Ab(t, t

′) (18.574)

=
4π

3
h̄

∫

dω′d3k

(2π)4
π

2MΩk

{

1 + coth
h̄ω′

2kBT

}

[δ(ω′ − Ωk) − δ(ω′ + Ωk)] e−iω
′(t−t′),

o

Cb(t, t
′) +Ab(t, t

′) (18.575)

=
4π

3
h̄

∫

dω′d3k

(2π)4
π

2MΩk

{

2δ(ω′− Ωk)+
2

eh̄Ωk/kBT−1
[δ(ω′−Ωk) + δ(ω′+Ωk)]

}

e−iω
′(t−t′).

Siguiendo la interpretación intuitiva de Einstein, el primer término entre corchetes será la emisión
espontánea, los otros dos términos acompañados por la función de ocupación de Bose dan cuenta
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de la emisión y absorción inducida. Para temperaturas altas e intermedias la Ec. (18.575) tiene el
siguiente desarrollo

4π

3
h̄

∫

dω′d3k

(2π)4
π

2MΩk

{

2δ(ω′ − Ωk)

+

(

2kBT

h̄Ωk

− 1 +
1

6

h̄Ωk

kBT

)

[δ(ω′ − Ωk) + δ(ω′ + Ωk)]

}

e−iω
′(t−t′). (18.576)

El primer término entre corchetes corresponde a la emisión espontánea. Esta emisión contribuye
a la razón de cambio ∂t〈i|ρ̂(t)|i〉 con el término −2Mγ

∑

f<i ω
3
if |xfi|2. Este resultado difiere del

hallado en el lado derecho de la Ec. (18.572) en dos aspectos importantes. Primero, la suma está
restringida a los estados de menor orden f < i, donde ωif > 0, ya que la función δ permite sólo
decaimientos. Segundo, obtenemos un factor 2 extra. Efectivamente, comparando la Ec. (18.574)
con la Ec. (18.576) vemos que la emisión espontánea recibe contribuciones iguales tanto del factor 1
como del factor coth(h̄ω′/2kBT ), contenidos en los corchetes de la Ec. (18.574), i.e., de los términos
de disipación y fluctuación Cb(t, t′) y Ab(t, t

′).
Aśı, el ancho de ĺınea natural de los niveles atómicos obtenido de nuestra ecuación clave estará

dado por la relación

Γ = 2Mγ
∑

f<i

ω3
if |xfi|2, (18.577)

de acuerdo con la histórica fórmula de Wigner-Weisskopf .
Por lo tanto, en términos de Γ la razón (18.572) se puede escribir como

∂t〈i|ρ̂(t)|i〉 = −Γ +Mγ
∑

f<i

ω3
if |xfi|2 +Mγ

∑

f>i

|ωif |3 |xfi|2. (18.578)

El segundo y tercer términos no contribuyen a la razón de cambio de 〈i|ρ̂(t)|i〉, ya que se cancelan
con los términos de emisión y absorción inducida asociados con el factor −1 que aparece en el
paréntesis grande de la parte de la fluctuación de la Ec. (18.576). El tiempo de vida media finito
cambia la dependencia temporal del estado |i, t〉, desde |i, t〉 = |i, 0〉e−iEt hasta |i, 0〉e−iEt−Γt/2.

Nótese que debido a la restricciones para f < i en la Ec. (18.577), no existe operador local
temporal cuyo valor esperado sea Γ. Sólo la combinación emisión–absorción inducida espontánea de
la Ec. (18.578) se puede obtener de un operador local, el cual es de hecho el operador de disipación
de la Ec. (18.570).

Para toda temperatura, las transiciones espontáneas e inducidas conducen a la razón de cambio
de 〈i|ρ̂(t)|i〉:

∂t〈i|ρ̂(t)|i〉 = −2Mγ





∑

f<i

ω3
if +

∑

f

ω3
if

1

eh̄ωif/kBT − 1



 |xfi|2. (18.579)

Para un estado con número cuántico principal n, los efectos de la temperatura serán detectables
sólo si T es mayor por el factor −1/(n+ 1)2 + 1/n2 ≈ 2/n3 a la temperatura de Rydberg, TRy =
157886.601K. Este será el caso sólo si n >∼ 20, donde los efectos a temperatura ambiente seŕıan
observables.

18.20.4 Corrimiento de Lamb

En el caso de los átomos, la funcional de la influencia de Feynman (18.547) nos permite calcular
el célebre corrimiento de Lamb. Estando interesados en el comportamiento temporal de la matriz
densidad del estado puro ρ = |i〉〈i|, podemos calcular perturbativamente el efecto de las acciones
(18.548) y (18.549). Para esto, consideremos la parte disipativa de la acción de la influencia (18.548)
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sobre el primer término que contiene x+(t) y x+(t′), e integramos las posiciones externas en la
integral de trayectoria (18.547) sobre las funciones de onda iniciales, con lo cual tenemos

Uii,tb;ii,ta =

∫

dx+b dx−b

∫

dx+a dx−a〈i|x+b〉〈i|x−b〉

× U(x+b,x−b, tb|x+a,x−a, ta)〈x+b|i〉〈x−b|i〉. (18.580)

A menor orden en γ, el efecto del término Cb en la Ec. (18.548) se puede evaluar en la aproxi-
mación local (18.554), en la siguiente forma. Consideremos la aproximación lineal para el exponente
exp[

∫

dtdt′O(t, t′)] ≈ 1 +
∫

dtdt′O(t, t′) y propagemos el estado inicial con ayuda de la amplitud
Uii,t′;ii,ta para un primer tiempo t′, luego con Ufi,t;fi,t′ hacia un tiempo posterior t y finalmente
con Uii,ta;ii,t para el tiempo final tb. El estado intermedio, entre los tiempos t y t′, es arbitrario y
debe de sumarse. Los detalles de como hallar este tipo de perturbación, están dados en la Sección
3.17. Aśı encontramos

∆CUii,tb;ii,ta = i
e2

2h̄2c2

∫ tb

ta

dtdt′
∑

f

∫

dx+

∫

dx′+ Uii,ta;ii,t〈i|x+〉x+〈x+|f〉

×[∂t∂t′Cb(t, t
′)]Ufi,t;fi,t′〈f |x′+〉x′+〈x′+|i〉Uii,t′;ii,ta . (18.581)

Sustituyendo Uii,ta;ii,t = e−iEi(ta−t)/h̄ etc., obtenemos

∆CUii,tb;ii,ta = − e2

2h̄2c2

∫ tb

ta

dtdt′ 〈i|x̂(t) [∂t∂t′Cb(t, t
′)] x̂(t′)|i〉

= − e2

2h̄2c2

∑

f

∫ tb

ta

dtdt′ eiωif (t−t
′)〈i|ˆ̇x|f〉Cb(t, t

′)〈f |ˆ̇x|i〉. (18.582)

En la Ec. (18.554), si expresamos Cij
b (t, t′) en la forma

Cij
b (t, t′) =

h̄

2πc

2

3
δij
∫

dω

2π
ω e−iω(t−t′), (18.583)

la integración sobre t y t′ dará

∆CUii,tb;ii,ta = −i e2

4πh̄c3
2

3

∫ tb

ta

dt

∫

dω

2π

∑

f

ω

ω − ωif − iη
|ˆ̇xfi|2. (18.584)

El mismo tratamiento se aplica al factor Ab en la acción (18.549), donde el primer término que
contiene a x+(t) y x+(t′) cambia la Ec. (18.585) a la forma

∆Uii,tb ;ii,ta=−i e2

4πh̄c3
2

3

∫ tb

ta

dt

∫

dω

2π

∑

f

ω

ω − ωif + iη

(

1+coth
h̄ω

2kBT

)

|ˆ̇xfi|2. (18.585)

La integral en ω se puede segmentar, de manera conveniente, en una parte de temperatura cero

I(ωif , 0) ≡
∫ ∞

0

dω

π

∑

f

ω

ω − ωif + iη
, (18.586)

y una corrección de temperatura finita

∆IT (ωif , T ) ≡ 2

∫ ∞

0

dω

π

∑

f

ω

ω − ωif + iη

1

eh̄ω/kBT − 1
. (18.587)

Descomponiendo 1/(ωif − ω + iη) = P/(ω − ωif )− iπδ(ωif −ω), la parte imaginaria de la integral
en ω dará la mitad del ancho natural de ĺınea de la Ec. (18.572). La otra mitad se obtiene de la
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parte de la integral de la Ec. (18.548) que contiene a x−(t) y x−(t′). El valor principal de la integral
de temperatura cero diverge linealmente, de donde obtenemos nuevamente la renormalización de
la masa (18.556). Substrayendo esta divergencia de I(ωif , 0), la integral resultante mantiene la
misma forma que I(ωif , 0), pero donde en el numerador ω se reemplaza por ωif = 0. Esta integral
diverge logaŕıtmicamente en la forma (ωif/π) log[(Λ−ωif)/|ωif |], donde Λ es el parámetro de corte
de Bethe [30]. Para Λ ≫ |ωif |, el resultado (18.585) implica un cambio en enerǵıa del nivel atómico
|i〉:

∆Ei =
e2

4πc3
2

3π

∑

f

ω3
if |x̂fi|2 log

Λ

|ωif |
, (18.588)

llamado corrimiento de Lamb.
Generalmente, la variación lenta del logaritmo se aproxima por el promedio L = log[Λ/〈|ωif |〉],

donde 〈|ωif |〉 es el factor de peso, sobre los niveles de enerǵıa y se extrae de la integral. Entonces,
la contribución del término (18.585) se puede atribuir a un factor extra

ĤLS ≈ −iL
π
γM

1

4
[ˆ̇x, ˆ̈x] (18.589)

en el Hamiltoniano (18.567). De esta forma, el corrimiento de Lamb aparece como una co-
rrección Hermı́tica, logaŕıtmicamente divergente, al operador (18.570), el cual controla la emisión
espontánea de fotones.

A menor orden en γ, el conmutador para un potencial de Coulomb V (x) = −e2/r es igual a

− i

M2
[p̂, ˆ̇p] =

h̄

M2
∇

2V (x) =
h̄2c α

M2
4πδ(3)(x), (18.590)

de donde hallamos

∆Ei =
4α2h̄3

3M2c
〈i|δ(3)(x)|i〉. (18.591)

Para un estado atómico con número cuántico principal n y función de onda ψn(x), obtenemos

∆En =
4αh̄3

3M2c2
αL |ψn(0)|2. (18.592)

Sólo los estados atómicos s contribuyen, ya que las fuciones de onda para el resto de los momenta
angulares se anulan en el origen. Expĺıcitamente, en el origen, los estados s del átomo de hidrógeno
(13.219) tendrán el valor

ψn(0) =
1√
n3π

(

1

aH

)3/2

, (18.593)

donde aH = h̄/Mcα es el radio de Bohr (4.376). Si la carga nuclear es Z, entonces aB estará
disminuido por este factor. Aśı, obtenemos que el corrimiento de enerǵıa será

∆En =
4α2h̄3

3M2c

(

Mcα

h̄

)3
L

n3π
. (18.594)

Para el átomo de hidrógeno con n = 2, obtenemos

∆E2 =
α3

6π
α2Mc2L. (18.595)

La cantidad Mc2α2 es la enerǵıa unitaria de la f́ısica atómica, la cual determina el espectro del
átomo de hidrógeno, a saber, En = −Mc2α2/2n2. Aśı

Mα2 = 4.36 × 10−11erg = 27.21eV = 2 Ry = 2 · 3.288 × 1015Hz. (18.596)
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Sustituyendo este resultado, y α ≈ 1/137.036, en la Ec. (18.595) obtenemos10

∆E2 ≈ 135.6MHz× L. (18.597)

Se encuentra que, aproximadamente, la constante L es

L ≈ 9.3, (18.598)

de donde encontramos la estimación

∆E2 ≈ 1261MHz. (18.599)

El valor experimental del corrimiento de Lamb

∆ELamb shift ≈ 1057 MHz (18.600)

estará contenido en este rango. En este cálculo se han ignorado dos efectos: la polarización del
vaćıo del fotón y el factor de forma del electrón, el cual se obtiene de las correcciones radiativas.
Estos efectos reducen la frecuencia (18.599) en la cantidad (27.3+51)MHz, con lo cual la estimación
teórica estará más cerca del valor experimental. La polarización del vaćıo será discutida en detalle
en la Sección 19.4.

Para temperaturas finitas, la Ec. (18.588) cambia a

∆Ei =
e2

4πc3
2

3π

∑

f

ω3
if |x̂fi|2

[

log
Λ

|ωif |
+

(

kBT

h̄ωij

)2

J

(

h̄ωif

kBT

)

]

, (18.601)

donde J(z) denota a la integral

J(z) ≡ z

∫ ∞

0

dz
P

z′ − z

z′

ez′ − 1
, (18.602)

cuyo desarrollo a baja temperatura (valores grandes de z) es: J(z) = −π2/6 − 2ζ(3)/z + . . . , y
tiende a cero en el ĺımite de altas temperatura ( valores pequeños de z), en la forma −z log z, como
se muestra en la Fig. 18.2.

10 20 30 40 50

-1.5

-1.25

-1

-0.75

-0.5

-0.25

z = h̄ωij/kBT

6J(z)/π2

Figure 18.2 Comportamiento de la función 6J(z)/π2 en el corrimiento de Lamb para

temperatura finita.

Las ecuaciones anteriores se pueden aplicar al caso de gases interestelares diluidos o, después de
una reformulación para un volumen finito, a sistemas de varias part́ıculas contenidas en cavidades.
Hasta ahora hemos construido una ecuación clave para un número finito de modos [31].

10El valor exacto de la constante de Lamb, α4M/6π, es 135.641± 0.004 MHz.
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18.20.5 Ecuaciones de Langevin

Para valores altos de γT , el último término en la integral de trayectoria hacia adelante–atrás
(18.563) implica que, en la diferencia entre las trayectorias y(t) ≡ x+(t) − x−(t), el tamaño de
las fluctuaciones es muy pequeño. Entonces, es conveniente introducir el promedio de las dos
trayectorias en la forma x(t) ≡ [x+(t) + x−(t)] /2, y hallar el desarrollo

V
(

x +
y

2

)

− V
(

x− y

2

)

∼ y ·∇V (x) + O(y3) . . . , (18.603)

manteniendo sólo el primer término. Adicionalmente, introducimos una cantidad auxiliar �(t),
mediante la relación

�̇(t) ≡M ẍ(t) −Mγ ˙̈x(t) + ∇V (x(t)). (18.604)

Con esto, la función exponencial en la Ec. (18.563) será

exp

[

− i

h̄

∫ tb

ta

dt ẏ�− w

2h̄2

∫ tb

ta

dt ẏ2(t)

]

, (18.605)

donde w es la constante dada en la Ec. (18.562).
Consideremos ahora la parte diagonal de la amplitud (18.603), donde x+b = x−b ≡ xb y

x+a = x−a ≡ xa, lo cual implica que yb = ya = 0. Esto representa la distribución de probabilidad

P (xb tb|xa ta) ≡ |(xb, tb|xa, ta)|2 ≡ U(xb,xb, tb|xa,xa, ta). (18.606)

Ahora, en la Ec. (18.605), la variable y se puede integrar y encontramos la distribución de proba-
bilidad

P [�] ∝ exp

[

− 1

2w

∫ tb

ta

dt�2(t)

]

. (18.607)

El valor esperado de una funcional arbitraria de F [x] se puede calcular mediante la integral de
trayectoria

〈F [x]〉η ≡ N
∫

DxP [�]F [x], (18.608)

donde el factor de normalización N se fija por la condición 〈 1 〉 = 1. Por medio del cambio de
las variables de integración de x(t) a η(t), el valor esperado de la Ec. (18.608) se puede reescribir
como una integral funcional

〈F [x]〉η ≡ N
∫

D�P [�] F [x]. (18.609)

Notemos que la distribución de probabilidad (18.607) es independiente de h̄. Por lo que en la
aproximación (18.603) obtenemos la ecuación clásica de Langevin. En principio, el integrando
contiene un factor J−1[x], donde J [x] es el Jacobiano funcional

J [x] ≡ Det[δηi(t)/δxj(t′)] = det [
(

M∂2t −Mγ∂3Rt
)

δij + ∇i∇jV (x(t))]. (18.610)

Por medio del mismo procedimiento dado en la Sección 18.9.2 se puede demostrar que el determi-
nante es unitario, esto debido al retardo del término de fricción, justificando aśı su omisión en la
Ec. (18.609).

La integral de trayectoria (18.609) se puede interpretar como el valor esperado con respecto a
la soluciones de una ecuación diferencial estocástica (18.604), forzada por una variable Gaussiana
aleatoria de ruido η(t), la cual obedece la función de correlación

〈ηi(t)ηj(t′)〉T = δijw δ(t− t′). (18.611)
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Puesto que la disipación tiene una tercera derivada temporal, el tratamiento de las condiciones
iniciales no es trivial y será discutida en otra parte. En la mayoŕıa de las aplicaciones f́ısicas γ
conduce a una razón lenta de decamiento. En este caso el procedimiento más simple para resolver
la Ec. (18.604) es escribir la ecuación estocástica en la forma

M ẍ(t) + ∇V (x(t)) = �̇(t) +Mγ ˙̈x(t), (18.612)

y resolverla iterativamente, primero sin el término γ, sustituyendo la solución en el lado derecho,
tal procedimiento es equivalente a un desarrollo perturbativo respecto de γ de la Ec. (18.563).

Notemos que la iteración de menor orden de la Ec. (18.612), donde � ≡ 0, se puede multiplicar
por ẋ y obtenemos la ecuación para el cambio de enerǵıa de la part́ıcula

d

dt

[

M

2
ẋ2 + V (x) −Mγẋẍ

]

= −Mγ ẍ2. (18.613)

El lado derecho es la potencia electromagnética clásica radiada por una part́ıcula acelerada. El
término extra entre paréntesis es conocido como el término de Schott [32].

18.21 Ecuación de Fokker-Planck en Espacios con
Curvatura y Torsión

De acuerdo al nuevo principio de equivalencia encontrado en el Caṕıtulo 10, en espacios con cur-
vatura y torsión las ecuaciones de movimiento se pueden transformar por medio de una trans-
formación no holónomica dxi = eiµ(q)dqµ. En estos espacios las ecuaciones son aplicables a la
difusión de átomos en cristales con defectos [33]. Si denotamos gµν q̇

ν por medio de vµ, la ecuación
de Langevin (18.317) tendrá la forma

v̇µ = Fµ(q, v) + eiµ(q)ηi (18.614)

donde Fµ(q, v) es la suma de todas las fuerzas, obtenida luego de la transformación no holonómica:

Fµ(q, v) ≡M
[

Γνλµ(q)vνvλ − γvµ
]

− ∂µV (q). (18.615)

Además de la fuerza transformada dada en la Ec. (18.384), Fµ(q, v) contiene las fuerzas resultantes
obtenidas de la transformación de coordenadas. Para la distribución

Pη(qvt|qavata) = δ(qη(t) − q)δ(q̇η − vµ), (18.616)

en lugar de la Ec. (18.383) obtenemos la ecuación de Kubo

∂tPη(q v t|qavata) =

{

−∂µgµν(q)vν − 1

M
∂vµ
[

eiµ(q)ηi + Fµ(q, v)
]

}

Pη(q v t|qavata),

(18.617)

y de esta ecuación, obtenemos la generalización de la ecuación de Fokker-Planck (18.393) para
espacios con curvatura y torsión:

∂tP (x v t|xavata)=
{

−∂µgµνvν +
1

M
∂vµ

[ w

2M
∂vµ − Fµ(q, v)

]

}

P (x v t|xavata). (18.618)

En el ĺımite de sobreamortiguamiento, las distribuciones de probabilidad integradas

P (q t|qata) ≡
∫

dDvP (q v t|qavata) (18.619)
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cumplen con la relación [generalizando de esta forma la Ec. (18.399)]

∂tP (q t|qat) =

[

D∂µei
µ∂νei

ν +
1

Mγ
∂νg

µνVν(q)

]

P (q t|qat), (18.620)

donde Vν(q) ≡ ∂νV (q).
En las ecuaciones de Fokker-Planck (18.617) y (18.620), las distribuciones de probabilidad

P (q v t|qavata) y P (qt|qat) están normalizadas a la unidad
∫

dDqdDv P (q v t|qavata) = 1,

∫

dDq P (q t|qata) = 1, (18.621)

como se puede ver de la definición dada por las Ecs. (18.616) y (18.619). Para distribuciones
normalizadas con la integral invariante de volumen

∫

dDq
√
g, a ser denotadas como P inv(qt|qata) ≡√

g−1P (qt|qat), de la Ec. (18.620) obtenemos la siguiente ecuación invariante de Fokker-Planck:

∂tP
inv(q t|qata) =

{

D√
g
∂µg

µν√g
[

∂ν + 2Sν +
1

kBT
Vν(x)

]}

P inv(q t|qata). (18.622)

El primer término en el lado derecho contiene el operador de Laplace-Beltrami, dado en la
Ec. (11.13).

Con ayuda de la derivada covariante D∗µ definida en la Ec. (11.96), la cual se obtiene de Dµ

mediante una integración por partes, esta ecuación también se puede escribir como

∂tP
inv(q t|qata) =

[

D gµνD∗µD
∗
ν +

1

Mγ
D̄µV

µ(x)

]

P inv(q t|qata), (18.623)

donde D̄µ es la derivada covariante dada por la Ec. (10.37) y asociada con el śımbolo de Christoffel.

18.22 Interpretación Estocástica de las Amplitudes
Mecánico-Cuánticas

En la última sección hemos visto que la distribución de probabilidad |(xb, tb|xa, ta)|2, es el resultado
de una ecuación diferencial estocástica que describe una trayectoria clásica perturbada con un
término de ruido η(t), el cual cumple con la función de correlación dada en la Ec. (18.320). Es
interesante observar que la amplitud mecánico-cuántica (xb, tb|xa, ta) posee una interpretación
estocástica bastante similar, a pesar de tener algunos factores imaginarios i y, como veremos, un
aspecto poco satisfactorio. Recordemos la representación en términos de la integral de trayectoria
de la amplitud de evolución temporal dada en la Ec. (2.712). Esta integral involucra a la acción
A(x, t;xa, ta), desde el punto inicial xa hasta la posición actual de la part́ıcula x. Recordando la
definición del factor de fluctuación F (xb, xa; tb − ta) dada en la Ec. (4.97), vemos que este factor
está dado por la integral de trayectoria

F (xb, xa; tb − ta) =

∫

(xa,ta)❀(xb,tb)

Dx exp

[

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
(ẋ− v)

2

]

, (18.624)

donde v(x, t) = (1/M)∂xA(x, xa; tb − ta) es la velocidad clásica de la part́ıcula. Además del factor
i y la ausencia del śımbolo de retardo, esta integral de trayectoria tiene la misma forma que la
de la probabilidad (18.290), la cual incluye un amortiguamiento grande. Como en la Ec. (2.713),
introducimos la variable de momentum p(t) y obtenemos la integral de trayectoria canónica

F (xb, xa; tb−ta) =

∫

(xa,ta)❀(xb,tb)

D′x Dp
2πh̄

e
(i/h̄)

∫

tb

ta
dt{p(t)[ẋ(t)−v(x(t),t)]−p2(t)/2M}

, (18.625)

la cual es muy similar a la integral de trayectoria estocástica dada por la Ec. (18.290). El papel de
la constante de difusión D = kBT/Mγ lo tiene ahora el factor h̄/2. En analoǵıa con la integral de
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trayectoria de una part́ıcula en un campo magnético dada en la Ec. (2.654), el factor de fluctuación
cumple con una ecuación tipo Schrödinger

(

p̂2b
2M

+
1

2
{p̂b, vb}

)

F (xb, xa; tb − ta) = ih̄F (xb, xa; tb − ta). (18.626)

Esto se puede verificar fácilmente para el caso de una part́ıcula libre, donde vb = (xb−xa)/(tb− ta)
y el factor de fluctuación es F (xb, xa; tb − ta) =

√

2πih̄(tb − ta), ver la Ec. (2.130). Notemos el
orden del operador simétrico en el producto p̂v de acuerdo con la partición temporal dada en la
Sección 10.5, y el consiguiente orden del operador observado en la Ec. (11.88). Reordenamos el
operador Hamiltoniano en el lado izquierdo de la Ec. (18.626), para colocar p̂ a la izquierda de la
velocidad,

Ĥ → p̂2

2M
+ p̂v +

i

2
∇v. (18.627)

Sin el último término, la integral de trayectoria de la Ec. (18.625) describiŕıa la fluctuación de
las trayectorias que obedecen una ecuación diferencial estocástica análoga a la ecuación clásica de
Langevin, Ec. (18.338) [34]:

ẋ(t) − v(x(t), t) = p(t)/M. (18.628)

La variable del momentum p(t) tiene el papel de la variable de ruido η(t). Además de un factor i,
este ruido cuántico tiene la misma función de correlación que la variable de ruido blanco:

〈p(t)p(t′)〉 = −iMh̄δ(t− t′). (18.629)

La “ecuación de Fokker-Planck” asociada con este “proceso” seŕıa la ecuación ordinaria de
Schrödinger para la amplitud (xbtb|xata).

Para un part́ıcula libre, el problema del ordenamiento se puede resolver notando que en la inte-
gral de trayectoria de la Ec. (18.624), la constante v se puede eliminar de la integral de trayectoria,
con lo cual tendŕıamos

F (xb, xa; tb − ta)=e
−iA(xb,xa;tb−ta)/h̄

∫

(xa,ta)❀(xb,tb)

Dx exp

(

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2
ẋ2
)

, (18.630)

donde el factor de la derecha es aśı mismo la integral de trayectoria para la amplitud (xbtb|xata).
Esta amplitud es idéntica con la integral de trayectoria para la distribución de probabilidad del
movimiento Browniano, y las fluctuaciones mecánico-cuánticas están determinadas por el proceso

ẋ(t) = p(t)/M, (18.631)

donde el ruido cuántico esta dado por la Ec. (18.629).
En presencia de un potencial, también se puede construir un proceso que represente apropia-

damente las fluctuaciones mecánico-cuánticas, aunque la situación es más complicada [35]. Para
encontrar este proceso reescribimos la acción dada en la Ec. (18.624) en la forma

A =

∫ tb

ta

dt
M

2
(ẋ− v)

2
=

∫ tb

ta

dt
M

2

[

(ẋ− s)
2 − ih̄

2
s′2
]

, (18.632)

donde no se conoce aún la función s(x). Ahora, el Hamiltoniano será

Ĥ → p̂2

2M
+

1

2
{p̂, s} + ih̄s′2 =

p̂2

2M
+ p̂s, (18.633)

con el operador de orden apropiado. Para que se cumpla la Ec. (18.632), la función s(x) debe
satisfacer las ecuaciones

v = s′, − ih̄s′2 + s2 = v2. (18.634)
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Recordando las Ecs. (4.12) y (4.5) vemos que las ecuaciones (18.634) se pueden resolver con la
ayuda del eikonal completo S(x):

s(x) = S(x)/M. (18.635)

Por lo tanto, el proceso que describe las fluctuaciones mecánico-cuánticas es

ẋ(t) − S(x)/M = p(t)/M. (18.636)

Sin embargo, la analoǵıa no es realmente satisfactoria, ya que el eikonal completo contiene
información sobre todas las fluctuaciones. De hecho, por la definición (4.4), el eikodal está
dada por el logaritmo de la amplitud (x t|xata), o por alguna otra superposición ψ(x, t) =
∫

dxa (x t|xata)ψ(xata) de la amplitud:

S(x) = −ih̄ log(x t|xata). (18.637)

Para el factor de fluctuación esto implica que

s(x) − v(x) = δv(x) ≡ − i

M
h̄F (x t|xata). (18.638)

Por lo tanto, en términos de la integral de trayectoria (18.624), la representación para el factor de
fluctuación que tiene una analoǵıa máxima con la integral de trayectoria estocástica (18.300), será

F (xbtb, xata)=

∫

(xa,ta)❀(xb,tb)

Dx exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt
M

2

[

ẋR − v +
i

M
h̄ logF (xbtb, xata)

]2
}

.

(18.639)

Puesto que sabemos que F (xbtb, xata) describe las fluctuaciones mecánico-cuánticas como un pro-
ceso, encontramos que esta representación es de poca utilidad práctica. Sin embargo, la repre-
sentación inicial dada en la Ec. (18.624), la cual no corresponde a un proceso propio, se puede usar
para resolver problemas mecánico-cuánticos.

18.23 Ecuación Estocástica para la Función de Onda de
Schrödinger

Es posible escribir una integral de trayectoria tipo estocástico para la función de onda de
Schrödinger ψ(x, t) en D dimensiones. En analoǵıa con la Ec. (18.403), tendremos

ψ(xb, tb) =

∫

Dv e
(i/h̄)

∫

tb

ta
dt [(M/2)v2(t)−V (xv(tb,t))]

ψ (xv(tb, ta), ta) , (18.640)

donde

xv(tb, t) ≡ x(tb) −
∫ tb

t

dt′ v(t′) (18.641)

es una funcional de v(t′) que parametriza las fluctuaciones de todas las trayectorias posibles que
llegan al punto fijo final x(tb), después de haber empezado en un punto inicial arbitrario x(t).
Estos son los puentes Brownianos entre los dos puntos. Las variables v(t) son las fluctuaciones
de las velocidades independientes de la part́ıcula. La aparición natural de las velocidades en la
norma de la integral de trayectoria estocástica (18.640) está de acuerdo con nuestra observación
dada en la Ec. (10.141), de que la norma de la partición temporal debe contener las diferencias
de las coordenadas ∆xn como las varibles de integración, en lugar de ser solamente propiamente
coordenadas, lo que fue el punto de partida para hallar las transformaciones no holonómicas de las
coordenadas a espacios con curvatura y torsión.
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Es fácil verificar que la Ec. (18.640) cumple con la Schrödinger equation, para ello calculamos
la función de onda para un tiempo ligeramente posterior tb + ǫ y desarrollando el lado derecho en
potencias de ǫ. Con ayuda de las funciones de correlación

〈vi(t)〉 = 0, 〈vi(t)vj(t′)〉 = ih̄δij δ(t− t′), (18.642)

encontramos, mediante un paso intermedio similar al usado en la Ec. (18.404), que el resultado
deseado será:

i∂tψ(x, t) =

[

− h̄2

2M
∂2x + V (x)

]

ψ(x, t). (18.643)

También podŕıamos escribir una integral de trayectoria para la amplitud de evolución temporal

(xbtb|xata)=

∫

Dv e
(i/h̄)

∫

tb

ta
dt [(M/2)v2(t)−V (xv(tb,t))]

δ(D)(xa − xb +

∫ tb

ta

dtv(t)), (18.644)

de donde podemos obtener la amplitud de Schrödinger (18.640) después de hallar la convolución
con la función de onda ψ(xa, ta) (misma que se reduce a la función δ(D)(xa − xb) para tb → ta,
como es de esperar).

El tratamiento de una interacción con un potencial vectorial no es un caso trivial. La interac-
ción electromagnética dada en la Ec. (10.168)

Aem =

∫ t

ta

dtA(x(t)) · ẋ (18.645)

no se puede introducir simplemente en el exponente de la integral de trayectoria (18.640), ya que
en su evaluación, mediante las funciones de correlación (18.642), se supone la independencia de
las variables de ruido v(t). Lo cual ya no será cierto en presencia de la interacción (18.645).
Recordemos la discusión dada en la Sección 10.6, donde se muestra que la partición temporal de
la interacción (18.645) debe contener el ordenamiento de punto medio del potencial vectorial con
respecto a los intervalos ∆x, para ser compatible con la ecuación clásica de campo. Además, en la
Sección 11.3 hemos visto que esto garantiza la invariancia de norma. Para la partición temporal
de la acción, esto implica que la Ec. (18.645) tiene la forma [ver la Ec. (10.179)]

Aǫ
em = A(x̄) · ∆x. (18.646)

En esta expresión, una variación de ∆x cambia también a x̄, implicando que en la suma sobre
todas las particiones de las acciones, ∆x no son independientes. Esto sólo se logra por medio de
la interacción de post-punto del nuevo desarrollo [ver la Ec.(10.178)]. En el continuo, debemos de
indicar el producto del post-punto somo se hizo antes en la Ec. (18.231), por medio de un śımbolo
de retardo R, y reescribir la Ec. (18.645) en la forma

Aem =

∫ t

ta

dt

[

A(x(t))ẋR(t) − iǫ
h̄

2M
∇·A(x(t))

]

. (18.647)

En la teoŕıa de ecuaciones diferenciales estocásticas, esta expresión de post-punto se conoce como
la integral de Itō . La integral de punto ordinario de la Ec. (18.645) se conoce como la integral de
Stratonovich.

Ahora, podemos agregar la integral de Itō a la acción dada en la Ec. (18.644), donde ẋ(t) se
reemplaza por v(t), y obtenemos

(xbtb|xata) =

∫

Dv exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

M

2
v2(t) + A(xv(tb, t))v

R(t) − V (xv(tb, t))

]}

× exp

{

i

h̄

∫ tb

ta

dt

[

−iǫ h̄

2M
∇·A(xv(tb, t))

]}

δ(D)(xa − xb +

∫ tb

ta

dtv(t)). (18.648)
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Desarrollando el integrando funcional en potencias de v(t), como en la Ec. (18.403), y usando las
funciones de correlación dadas en la Ec. (18.642), obtenemos la ecuación de Schrödinger

i∂t(x t|xata) =

[

− h̄2

2M
[∇− iA(x)]

2
+ V (x)

]

(x t|xata). (18.649)

La ventaja de la integral de Itō es que, usando las funciones de correlación (18.642), el cálculo se
vuelve bastante simple. Sin embargo, es muy complicado manejar la integral misma, ya que no se
puede modificar por medio de una integración por partes. Esto sólo puede hacerse para la integral
ordinaria de Stratonovich.

18.24 Ecuación Estocástica Real y Determinista para la
Función de Onda de Schrödinger

La variable de ruido de la ecuación diferencial estocástica previa tiene una función de correlación
imaginaria dada por la Ec. (18.629). Sin embargo, se puede construir una ecuación diferencial
estocástica real y modificar este hecho en un modelo determinista simple que posea las propiedades
cuánticas de una part́ıcula en un potencial arbitrario. En particular, el modelo tiene un espectro
discreto de enerǵıas con una enerǵıa de estado base bien definida, en este sentido vamos más alla
del un modelo propuesto anteriormente por ’tHooft [36], cuyo espectro no tiene ĺımite inferior.

Sea u(x) =
(

u1(x), u2(x)
)

un campo independiente del tiempo en dos dimensiones, a llamarse
campo madre. La reparametrización del grado de libertad de las coordenadas espaciales se fija
usando coordenadas armómonicas, en cuyo caso

∇
2u(x) = 0, (18.650)

donde ∇
2 es el operador de Laplace. En forma equivalente, se puede suponer que las componentes

u1(x) y u2(x) cumplen con las ecuaciones de Cauchy-Riemann

∂µu
ν = ǫµ

ρǫνσ∂ρu
σ, (µ, ν, . . . = 1, 2), (18.651)

donde ǫµν es el pseudo-tensor antisimétrico de Levi-Civita. La métrica es δµν , tal que los ı́ndices
pueden estar colocados en la parte inferior o superior de las variables.

18.24.1 Ecuación Diferencial Estocástica

Consideremos ahora una part́ıcula puntual en contacto con una baño térmico con “temperatura”
h̄. Se supone que su órbita clásica x(t) obedece una ecuación diferencial estocástica, que consta de
una rotación y una translación aleatoria en la dirección diagonal n ≡ (1, 1):

ẋ(t) = !× x(t) + n η(t), (18.652)

donde ! es el vector de rotación de longitud ω, cuya dirección es ortogonal al plano, y η(t) un
variable de ruido blanco, con valor esperado nulo y función de correlación

〈η(t)η(t′)〉 = h̄ δ(t− t′). (18.653)

Para una part́ıcula que inicia en x(0) = x, la posición x(t) a un tiempo posterior t es una función
de x y para 0 < t′ < t será una funcional de la variable de ruido η(t′):

x(t) = Xη(x, t). (18.654)

Como se hizo anteriomente en la Sección 18.13, usamos el sub́ındice η para indicar la dependencia
funcional en la variable de ruido ν.
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Ahora usamos las órbitas que terminan en todos los puntos finales posibles x = x(t), con esto
definimos un campo dependiente del tiempo u(x; t), el cual es igual a u(x) en t = 0, y evoluciona
en el tiempo como sigue:

u(x; t) = ut[x; η] ≡ u (X0[t,x; η]) , (18.655)

donde la notación ut[x; η] indica las variables en la misma forma que en la Ec. (18.654).
Como una consecuencia de la ecuación dinámica de la Ec. (20A.1), el cambio temporal del

campo u(x, t) para un pequeño intervalo desde t = 0 a t = ∆t, tendrá el desarrollo

∆uη(x, 0) = ∆t [!× x] ·∇uη(x, 0) +

∫ ∆t

0

dt′ η(t′) (n ·∇)uη(x, 0)

+
1

2

∫ ∆t

0

dt′
∫ ∆t

0

dt′′ η(t′)η(t′′) (n ·∇)
2
uη(x, 0) + . . . . (18.656)

Los términos omitidos son del orden de ∆t3/2.

18.24.2 Ecuación para el Ruido Promedio

Ahora hallamos el promedio del ruido dado en la Ec. (20A.2), definiendo el campo promedio

u(x, t) ≡ 〈uη(x, t)〉. (18.657)

Usando el carácter nulo del promedio de η(t) y la función de correlación (18.653), obtenemos en el
ĺımite ∆t→ 0 la derivada temporal

∂tu(x, t) = Ĥu(x, t), para t = 0, (18.658)

donde el operador de evolución temporal es

Ĥ ≡ {[!× x] ·∇} +
h̄

2
(n ·∇)2. (18.659)

El promedio sobre η ha hecho que el operador Ĥ sea independiente del tiempo. Por esta razón, el
campo promedio u(x, t), para un tiempo arbitrario t, se obtiene por medio de la operación

u(x, t) = Û(t)u(x, 0), (18.660)

donde Û(t) es una simple exponencial

Û(t) ≡ eĤt, (18.661)

como se sigue inmediatamente de la Ec. (18.658) y la propiedad trivial Ĥ Û(t) = Û(t)Ĥ.
Nótese que el operador Ĥ conmuta con el operador de Laplace ∇

2, asegurando aśı que la
propiedad armónica dada en la Ec. (18.650) de u(x) sea válida para todo tiempo, i.e.,

∇
2u(x, t) ≡ 0. (18.662)

18.24.3 Oscilador Armónico

Ahora mostramos que la Ec. (18.658) describe la mecánica cuántica de un oscilador armónico.
Restringamos nuestra atención a una ĺınea, donde x1 ≡ x es arbitraria y x2 = 0. Aplicando las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (18.651), podemos reescribir la Ec. (18.658) en términos sólo de x

∂tu
1(x, t) = ω x∂xu

2(x, t) − h̄

2
∂2x u

2(x, t), (18.663)

∂tu
2(x, t) = −ω x∂xu1(x, t) +

h̄

2
∂2x u

1(x, t), (18.664)
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donde hemos omitido las segundas coordenades espaciales x2 = 0. Ahora introducimos un campo
complejo

ψ(x, t) ≡ e−ωx2/2h̄
[

u1 (x, t) + iu2 (x, t)
]

. (18.665)

El cual cumple con la ecuación diferencial

ih̄∂tψ(x, t) =

(

− h̄
2

2
∂2x +

ω2

2
x2 − h̄ω

2

)

ψ(x, t), (18.666)

que es la ecuación de Schrödinger de un oscilador armónico, con el espectro discreto de enerǵıas
dado por En = (n+ 1/2)h̄ω, n = 0, 1, 2, . . . .

18.24.4 Potencial General

El método se puede generalizar fácilmente a un potencial arbitrario. Simplemente reemplazamos
la Ec. (18.652) por las relaciones

ẋ1(t) = −∂2S1(x(t)) + n1 η(t),

ẋ2(t) = −∂1S1(x(t)) + n2 η(t), (18.667)

donde S(x) comparte con u(x) la propiedad armónica dada por la Ec. (18.650):

∇
2S(x) = 0, (18.668)

i.e., las funciones Sµ(x), donde µ = 1, 2, satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann tal como
lo hace uµ(x) según la Ec. (18.651). Repitiendo los pasos anteriores, en lugar del operador de la
Ec. (18.659), encontramos

Ĥ ≡ −(∂2S
1)∂1 − (∂1S

1)∂2 +
h̄

2
(n ·∇)2, (18.669)

y las Ecs. (18.663) y (18.664) serán:

∂tu
1(x, t) = (∂xS

1)∂xu
2(x, t) − h̄

2
∂2x u

2(x, t), (18.670)

∂tu
2(x, t) = −(∂xS

1) ∂xu
1(x, t) +

h̄

2
∂2x u

1(x, t). (18.671)

Esta evolución temporal preserva la naturaleza armónica de u(x). De hecho, usando la propiedad
armónica ∇

2S(x) = 0 podemos derivar fácilmente la siguiente dependencia temporal de las com-
binaciones de Cauchy-Riemann dadas en la Ec. (18.651):

∂t(∂1u
1 − ∂2u

2) = Ĥ(∂1u
1 − ∂2u

2) − ∂2∂1S
1(∂1u

1 − ∂2u
2) + ∂22S

1(∂2u
1 + ∂1u

2),

∂t(∂2u
1 + ∂1u

2) = Ĥ(∂2u
1 + ∂1u

2) − ∂2∂1S
1(∂2u

1 + ∂1u
2) − ∂22S

1(∂1u
1 − ∂2u

2).

Aśı ∂1u
1 − ∂2u

2 y ∂2u
1 + ∂1u

2, las cuales son cero para cualquier tiempo, seguirán siendo cero en
todo momento.

En acuerdo con las Ecs. (18.671), la combinación

ψ(x, t) ≡ e−S
1(x)/h̄

[

u1 (x, t) + iu2 (x, t)
]

(18.672)

cumple con la ecuación de Schrödinger

ih̄∂tψ(x, t) =

[

− h̄
2

2
∂2x + V (x)

]

ψ(x, t), (18.673)

donde el potencial está relacionado con S1(x) por medio de la ecuación diferencial de Riccati

V (x) =
1

2
[∂x S

1(x)]2 − h̄

2
∂2x S

1(x). (18.674)

El oscilador armónico se recupera usando el siguiente par de funciones

S1(x) + iS2(x) = ω(x1 + ix2)2/2. (18.675)
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18.24.5 Ecuación Determinista

En la ecuación diferencial estocástica Ec. (18.667), el ruido η(t) también se puede reemplazar por
medio de una fuente compuesta de osciladores clásicos deterministas qk(t), k = 1, 2, . . . cuyas
ecuaciones de movimiento serán

q̇k = pk, ṗk = −ω2
kqk, (18.676)

donde

η(t) ≡
∑

k

q̇k(t). (18.677)

Se supone que las posiciones iniciales qk(0) y los momenta pk(0) están aleatoriamente distribuidos
con un factor de Boltzmann e−βHosc/h̄, de tal forma que

〈qk(0)qk(0)〉 = h̄/ω2
k, 〈pk(0)pk(0)〉 = h̄. (18.678)

Usando la ecuación de movimiento

q̇k(t) = ωkqk(0) sinωkt+ pk(0) sinωkt, (18.679)

encontramos la función de correlación

〈q̇k(t)q̇k(t′)〉 = ω2
k cosωkt cosωkt

′〈qk(0)qk(0)〉 + sinωkt sinωkt〈pk(0)pk(0)〉
= cosωk(t− t′). (18.680)

Ahora podemos suponer que los osciladores qk(t) son las componentes de Fourier de un campo
no masivo, por ejemplo el campo gravitacional cuyas frecuencias son ωk = k y cuyas condiciones
aleatorias iniciales fueron causadas por el big bang. Si la suma anterior sobre k es simplemente
una integral sobre el momentum

∫∞

−∞
dk, entonces de la Ec. (18.680) obtenemos la función de

correlación de ruido blanco dada en la Ec. (18.653) para η(t).
De esta forma, se muestra que es posible simular las funciones de onda mecánico-cuánticas

ψ(x, t) y el espectro de enerǵıas de un potencial arbitrario por medio de ecuaciones deterministas
y con condiciones iniciales aleatorias en el inicio del universo.

Queda por resolver el problema abierto de encontrar un origen clásico del segundo ingrediente
importante de la teoŕıa cuántica: la teoŕıa de las medidas cuánticas, las cuales se han de extraer
de la función de onda ψ(x, t). Sólo entonces entenderemos como Dios tira los dados [37].

Apéndice 18A Desigualdades para las Funciones
Diagonales de Green

Introduzcamos varias funciones diagonales de Green, que constan de los promedios térmicos de con-
mutadores y anticonmutadores de tiempos iguales de operadores de campo bosónicos y fermiónicos,
elementales o compuestos. Por brevedad, escribimos

〈. . .〉T = Tr
[

exp(−Ĥ/T ) . . .
]

/

Tr
[

exp(−Ĥ/T )
]

= 〈. . .〉T (18A.1)

y definimos los promedios con las representaciones espectrales obvias

c ≡ 〈[ψ̂, ψ̂†]∓〉T =

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω),

a ≡ 〈[ψ̂, ψ̂†]±〉T =

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω) tanh∓1

ω

2T
.

(18A.2)
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Debemos introducir también una cantidad obtenida por integración de la función de Green de
tiempo imaginario sobre un periodo τ ∈ [0, 1/T ). Esto dará las expresiones no negativas para los
campos bosónicos y fermiónicos [ver la Ec. (18.23)]

g ≡ G(ωm = 0) =

∫ 1/T

0

dτ 〈ψ̂(τ)ψ̂†(0)〉T

=

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω)

1

ω

{

1

tanh(ω/2T )

}

≥ 0. (18A.3)

Nótese que para campos fermiónicos, los pesos espectrales en esta integral están acompañados por
el factor extra tanh(ω/2T ). Esto se debe al hecho de que ωm = 0 no es una frecuencia fermiónica
de Matsubara, sino una bosónica “equivocada”. De hecho, la suma en la Ec. (18.23) para G(ωm)
contiene un factor 1 − e(En−En′)/T tanto para bosones como para fermiones, mientras que en la
representación espectral dada por la Ec. (18A.3) ρ12(ω) introduce, mediante la Ec. (18.59), un
factor 1− e−ω/T para bosones y un factor 1+ eω/T para fermiones, explicando aśı el factor relativo
tanh(ω/2T ) en la Ec. (18A.3).

La integración sobre τ permite obtener el factor 1/ω en la Ec. (18A.3). Este factor también
se encuentra integrando la función retarda de Green G12(t) y la función conmutador C12(t) sobre
todos los tiempo reales, de donde obtenemos las representaciones espectrales

i

∫ ∞

−∞

dtΘ(t)〈[ψ̂(t), ψ̂†(0)]∓〉T =
∫ dω

2π ρ12(ω) 1
ω ,

i

∫ ∞

−∞

dtΘ(t)〈[ψ̂(t), ψ̂†(0)]±〉T =
∫ dω

2π ρ12(ω) 1
ω tanh∓1 ω

2T .

(18A.4)

Otro conjunto de valores térmicos esperados involucrará el producto de operadores de campo
con derivadas temporales en lugar de integrales. Sus representaciones espectrales contienen un
factor ω extra. Por ejemplo, la derivada τ del valor esperado dado en la Ec. (18A.3) conduce a la
expresión

−〈 ˙̂
ψ(0), ψ̂†(0)〉T =

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ12(ω)ω(1 ± nω). (18A.5)

Las derivadas de tiempo real de los valores esperados dados en la Ec. (18A.4) tienen las integrales
espectrales

d ≡ i〈[ ˙̂ψ(0), ψ̂†(0)]∓〉T =
∫∞

−∞
dω
2π ρ12(ω)ω,

e ≡ i〈[ ˙̂ψ(0), ψ̂†(0)]±〉T =
∫∞

−∞
dω
2π ρ12(ω)ω tanh∓1 ω

2T .
(18A.6)

Los valores esperados c, a, g, d, e satisfacen varias desigualdades rigurosas. Para derivar estas
desigualdades, observamos que

µ(ω) =
1

g

1

2π
ρ12(ω)

1

ω

{

1

tanh(ω/2T )

}

(18A.7)

es una función positiva. Esto se sigue directamente de la Ec. (18.59), de acuerdo a la cual para
ω negativa ρ12(ω) es negativa para bosones, mientras que será positiva para fermiones. Dividimos
ahora por la integral total g definida en la Ec. (18A.3), donde la integral sobre µ(ω) está normalizada
a la unidad,

∫ ∞

−∞

dω µ(ω) = 1, (18A.8)
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tanto para bosones como para fermiones. Usando µ(ω), formamos las siguientes razones:

c

g
=

∫ ∞

−∞

dω µ(ω)ω

{

1

coth(ω/2T )

}

, (18A.9)

a

g
=

∫ ∞

−∞

dω µ(ω)ω

{

coth(ω/2T )

1

}

, (18A.10)

d

g
=

∫ ∞

−∞

dω µ(ω)ω2

{

1

coth(ω/2T )

}

, (18A.11)

e

g
=

∫ ∞

−∞

dω µ(ω)ω2

{

coth(ω/2T )

1

}

. (18A.12)

Las desigualdades a derivarse están basadas en la desigualdad de Jensen-Peierls para las funciones
convexas deducidas en el Caṕıtulo 5. Recordemos que una función convexa f(ω) satisface la relación

f

(

ω1 + ω2

2

)

≤ f(ω1) + f(ω2)

2
, (18A.13)

lo cual puede generalizarse a la forma

f

(

∑

i

µiωi

)

≤
∑

i

µif(ωi), (18A.14)

donde µi es un conjunto arbitrario de números positivos, con la condición
∑

i µi = 1. En el ĺımite
continuo, este resultado se convierte en

f

(
∫ ∞

−∞

dω µ(ω)ω

)

≤
∫ ∞

−∞

dω µ(ω)f(ω). (18A.15)

Es claro que una desigualdad de Jensen-Peierls similar se cumple para funciones cóncovas, donde
el signo de la desigualdad estará en el sentido opuesto.

Ahora, aplicamos la desigualdad de Jensen-Peierls (18A.15) a la función

f(ω) = ω coth
ω

2T
, (18A.16)

la cual luce igual que una hipérbola ligeramente distorsionada, que se acerca al origen desde infinito
a lo largo de ĺınea diagonal |ω| y cruzando el eje f en ω = 0, f(0) = 2T . La segunda derivada de
f(ω) es positiva para toda ω, asegurando de esta forma la convexidad. La función (18A.16) aparece
en el integrando de la parte bosónica de la Ec. (18A.10). Por lo tanto, el lado derecho de la integral
(18A.15) se puede escribir como a/g. El lado izquierdo es obviamente igual a (c/g) coth(c/2Tg).
Por lo que llegamos a la desigualdad

c coth
c

2Tg
≤ a. (18A.17)

En términos de los operadores de campos originales, esto equivale a

〈[ψ̂, ψ̂†]+〉T ≥ 〈[ψ̂, ψ̂†]−〉T coth
〈[ψ̂, ψ̂†]−〉T

2T
∫ 1/T

0 dτ 〈ψ̂(τ)ψ̂†(0)〉T
. (18A.18)

En el caso especial donde ψ̂ sea un campo canónico de interacción bosónico con momentum p, el
conmutador es simplemente [ψ̂, ψ̂†]− = 1, y la desigualdad será

1 + 2〈ψ̂†pψ̂p〉T ≥ coth(1/2Tg) = 1 +
2

e1/gT − 1
= 1 + 2ng−1 , (18A.19)
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i.e.,

〈ψ̂†pψ̂p〉T ≥ 1

e1/gT − 1
≡ ng−1 , (18A.20)

donde ng−1 es la función de distribución de bosón libre, Ec. (18.36), con enerǵıa g−1.

Ésta es una relación bastante interesante. La cantidad g es la función de Green de equilibrio
Euclidiano G(ωm,p), para ωm = 0. Para part́ıculas libres en contacto con un reservorio, la función
estará dada por

g−1 = G(0,p)−1 =
p2

2M
− µ ≡ ξ(p), (18A.21)

i.e., la función de Green es igual a la enerǵıa de la part́ıcula, medida con respecto al potencial
qúımico µ. Mas aún, sabemos que para part́ıculas libres

〈ψ̂†pψ̂p〉T = nξ(p), (18A.22)

de tal manera que la desigualdad (18A.20) se convierte en una igualdad. Por lo tanto, el contenido
de la desigualdad (18A.20) se puede parafrasear como sigue: para cualquier interacción, la ocu-
pación de un estado con momentum p nunca es menor que la ocupación del nivel del bosón libre
con enerǵıa g−1 = G(0,p).

Se puede derivar otra desigualdad de la función cóncava

f̄(y) =
√
y coth

√
y

2T
, (18A.23)

usando y = ω2 y la norma
∫ ∞

−∞

dω µ(ω) =

∫ ∞

0

dy√
y
µ(
√
y) = 1. (18A.24)

Como se argumentó antes, las funciones cóncavas satisfacen una desigualdad opuesta a la dada en
la Ec. (18A.15), de lo cual derivamos la desigualdad

f̄

(∫ ∞

0

dy√
y
µ(
√
y)y

)

≥
∫ ∞

0

dy√
y
µ(
√
y)f̄(y), (18A.25)

la cual se puede reescribir como

f̄

(∫ ∞

−∞

dω µ(ω)ω2

)

≥
∫ ∞

−∞

dω µ(ω)f̄(ω2). (18A.26)

De nuevo, el lado derecho es igual a a/g, pero ahora está acotado por arriba por medio de

a

g
≤
√

d

g
coth

(

1

2T

√

d

g

)

. (18A.27)

La desigualdad combinada

c coth
c

2Tg
≤ a ≤

√

dg coth

(

1

2T

√

d

g

)

(18A.28)

puede usarse para derivar más desiguladades:

c2 ≤ dg,

c coth(d/2Tc) ≤ a,

g ≤ coth(c/2Ta),

c ≤ d tanh(c/2Ta),

c ≤ a tanh(d/2Tc).

(18A.29)
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Para campos fermiónicos vemos que se cumple una desigualdad como la dada en la Ec. (18A.17),
donde c y a son intercambiados, i.e.,

a coth
a

2Tg
≤ c, (18A.30)

lo cual conduce a

〈[ψ̂, ψ̂†]−〉T ≤ 〈[ψ̂, ψ̂†]+〉T tanh
〈[ψ̂, ψ̂†]+〉T

2T
∫ 1/T

0 dτ 〈ψ̂(τ)ψ̂†(0)〉T
. (18A.31)

Para campos fermiónicos canónicos donde [ψ̂, ψ̂†]+ = 1, este resultado se convierte en

1 − 2〈ψ̂†ψ̂〉T ≤ tanh(1/2gT ) = 1 − 2

e1/gT + 1
, (18A.32)

i.e., la contraparte fermiónica de la Ec. (18A.20):

〈ψ̂†pψ̂p〉T ≤ 1

e1/gT + 1
= ng−1 , (18A.33)

donde ng−1 es la función de distribución del fermión libre, Ec. (18.36), con la enerǵıa g−1. Como
en el caso de Bose, las part́ıculas libres satisfacen

〈ψ̂†pψ̂p〉T = nξ(p), (18A.34)

donde g−1 = ξ(p), de tal manera que la desigualdad de la Ec. (18A.33) se convierte en una igualdad.
La desigualdad implica que la ocupación un nivel fermiónico de interacción nunca será mayor que
la ocupación correspondiente al nivel del fermión libre de enerǵıa g−1 = G(0,p)−1.

La segunda desigualdad dada en la Ec. (18A.29) también se puede hallar para fermiones, lo
que equivale a la Ec. (18A.30), pero donde a y d son reemplazados por c y e.

Apéndice 18B Funcional Generatriz General

Para un operador de campo a(t) con frecuencia Ω y su Hermı́tico conjugado a†(t), las funciones
de Green retardas y avanzadas y los valores esperados de conmutadores y anticonmutadores se
derivaron en las Ecs. (18.68)–(18.77):

GR
Ω(t, t′) = Θ(t− t′)e−iΩ(t−t′),

GA
Ω(t, t′) = −Θ(t′ − t)e−iΩ(t−t′),

CΩ(t, t′) = e−iΩ(t−t′),

AΩ(t, t′) =

(

tanh
Ω

2T

)∓1

e−iΩ(t−t′). (18B.1)

Introduciendo las fuentes complejas η(t) y η†(t) asociadas con estos operadores, la funcional gene-
ratriz para estas funciones es

Z0[ηP, η
†
P] = Tr

{

ρ̂ T̂P exp

[

−i
∫ tb

ta

dt(â†η + η†â)

]}

. (18B.2)

Las fuentes complejas se distinguen por los contornos temporales cerrados con el sub́ındice P. Con
esto, la funcional generatriz se puede escribir inmediatamente, y será

Z0[ηP, η
†
P] = exp

{

−
∫

dt

∫

dt′η†P(t)GP(t, t′)ηP(t′)

}

, (18B.3)
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con lo cual generalizamos la Ec. (18.179), donde la matriz

Gp =
1

2

(

AΩ +GR
Ω +GA

Ω AΩ −GR
Ω +GA

Ω

AΩ +GR
Ω −GA

Ω AΩ −GR
Ω −GA

Ω

)

(18B.4)

contiene los siguientes valores esperados de los operadores sobre los dos ramales temporales:

Gp(t, t
′) =

(

〈T̂PâH(t+)â†H(t′+)〉T 〈T̂PâH(t+)â†H(t′−)〉T
〈T̂PâH(t−)â†H(t′+)〉T 〈T̂PâH(t−)â†H(t′−)〉T

)

=

(

〈T̂ âH(t+)â†H(t′+)〉T ±〈â†H(t′−)âH(t+)〉T
〈âH(t−)â†H(t′+)〉T 〈T̂ âH(t−)â†H(t′−)〉T

)

. (18B.5)

Notemos que los operadores âH(t+), â†H(t+) y âH(t−), â†H(t−) obedecen las ecuaciones de
movimiento de Heisenberg, donde los Hamiltonianos son

Ĥ+ ≡ Ω

2

[

â†H(t+)âH(t+) ± âH(t+)â†H(t+)
]

,

Ĥ− ≡ −Ω

2

[

â†H(t−)âH(t−) ± âH(t−)â†H(t−)
]

. (18B.6)

En la interpretación de segunda cuantización, tendremos

Ĥ+ ≡ Ω

2
â†H(t+)âH(t+),

Ĥ− ≡ −Ω

2
â†H(t−)âH(t−).

La dependencia temporal expĺıcita de los elementos de matriz de GP(t, t′), dada en la Ec. (18B.5),
será

GP(t, t′) = e−iΩ(t−t′)

(

Θ(t− t′) ± nΩ ±nΩ

1 ± nΩ Θ(t′ − t) ± nΩ

)

, (18B.7)

donce nΩ = (eΩ/T ± 1)−1.
Por otro lado, esta función de Green se puede descomponer en la forma

G0
P(t, t′) +GN

P (t, t′), (18B.8)

donde G0
P(t, t′) es la función de Green a temperatura cero, i.e., la expresión (18B.7) para nΩ ≡ 0.

La matriz GN (t, t′) contiene los valores esperados de los productos normales :

GN
P (t, t′) ≡

(

〈N̂ âH(t+)â†H(t′+)〉T 〈N̂ âH(t+)â†H(t′−)〉T
〈N̂ âH(t−)â†H(t′+)〉T 〈N̂ âH(t−)â†H(t′−)〉T

)

≡ ±
(

〈â†H(t′+)âH(t+)〉T 〈â†H(t′−)âH(t+)〉T
〈â†H(t′+)âH(t−)〉T 〈â†H(t′−)âH(t−)〉T

)

. (18B.9)

Para un producto arbitrario de operadores, el producto normal de N̂(. . .) se define reordenando los
operadores de tal manera que todos los operadores de aniquilación actuarán primero sobre el estado
localizado al lado derecho. Al final, el producto recibe el factor de fase (−)F , donde F es el número
de permutaciones de fermiones utilizadas para llegar al orden normal. Existe una descomposición
similar para los operadores antes de hallar los valores esperados. Para cualquier par de operadores
Â(t), B̂(t′) que son una combinación lineal de operadores de creación y aniquilación, el producto
ordenado temporalmente se puede descomponer en la forma

T̂ Â(t)B̂(t′) = 〈T̂ Â(t)B̂(t′)〉0 + N̂Â(t)B̂(t′), (18B.10)
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donde 〈. . .〉0 ≡ Tr (|0〉〈0| . . .) denota el valor esperado a temperatura cero. Esta descomposición
está demostrada en el Apéndice 18C, donde también está generalizado el producto para el caso de
más de dos operadores.

Veamos también la base de Keldysh:

η̃P = QηP =
1√
2

(

1 −1
1 1

)

η̂P. (18B.11)

Entonces la funcional generatriz será [en lugar de la funcional dada en la Ec. (18.180)]:

Z0[η
∗
P, ηP] = exp

[

−
∫

dt

∫

dt′ (η∗+,−η∗−)Q−1

(

0 GA
Ω

GR
Ω A

)

Q

(

η+

−η−

)]

= exp
{

− 1

2

∫

dt

∫

dt′
[

(η∗+ − η∗−)(t)GR
Ω(t− t′)(η+ + η−)(t′)

+ (η∗+ + η∗−)(t)GA
Ω(t− t′)(η+ − η−)(t′)

+ (η∗− − η∗−)(t)AΩ(t− t′)(η+ − η−)(t′)
]

}

, (18B.12)

donde hemos usado la notación

η+(t) ≡ η(t+), η−(t) ≡ η(t−). (18B.13)

La expresión (18B.12) se puede simplificar [como hicimos antes en la Ec. (18.180)] usando la relación
de inversión temporal dada en la Ec. (18.62), en la forma

AΩ(t, t′) = Θ(t, t′)AΩ(t, t′) ± Θ(t′ − t)AΩ(t′, t), (18B.14)

con lo cual obtenemos

Z0[η
∗
P, ηP] = exp

{

− 1

2

∫ ∞

−∞

dt

∫ t

−∞

dt′

×
[

(η+ − η−)∗(t)GR
Ω(t, t′)(η+ + η−)(t′)

− (η+ − η−)(t)GR
Ω(t, t′)∗(η+ + η−)∗(t′)

+ (η+ − η−)∗(t)AΩ(t, t′)(η+ − η−)(t′)

+ (η+ − η−)(t)AΩ(t, t′)∗(η+ − η−)∗(t′)
]

}

. (18B.15)

Para el caso de un campo de segunda cuantización, este resultado es la funcional generatriz más
útil.

La expresión (18B.15) se puede usar para deducir la funcional generatriz para las funciones
de correlación entre uno o más campos ϕ(t) y los momenta canónicamente conjugados asocia-
dos. Como un ejemplo, consideremos un oscilador armónico con ϕ(t) = x(t) y los momenta p(t).
Queremos encontrar la funcional generatriz

Z[jP, kP] = Tr

(

ρ̂ T̂P exp

{

i

∫

P

dx [jP(t)xP(t) + kP(t)pP(t)]

})

. (18B.16)

La variable de posición x(t) se descompone como en la Ec. (18.92), en la suma de operadores de
creación y aniquilación:

x̂(t) =

√

h̄

2MΩ

[

âe−iΩt + â†eiΩt
]

. (18B.17)
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La inversa de esta descomposición es
{

â
â†

}

= (MΩ ϕ̂± ip̂)/
√

2MΩh̄, (18B.18)

y existe una relación análoga para las fuentes complejas:
{

η
η†

}

= (j ± iMΩ k) /
√

2MΩh̄. (18B.19)

Sustituyendo estas fuentes en la Ec. (18B.15), obtenemos la funcional generatriz

Z0[jP, kP] = exp

{

− 1

2MΩ

∫ ∞

−∞

dt

∫ t

−∞

dt′ (j+ − j−)(t)

×
{

[ReAΩ(t, t′) + iImGR
Ω(t, t′)]j+(t′)

− [ReAΩ(t, t′) − iImGR
Ω(t, t′)]j−(t′)

}

(18B.20)

−1

2

∫ ∞

−∞

dt

∫ t

−∞

dt′ (k+ − k−)(t) {[ImAΩ(t, t′) − iReGR
Ω(t, t′)]j+(t′)

− [ImAΩ(t, t′) + iReGR
Ω(t, t′)]j−(t′)

}

+ (j ↔ kMΩ)

}

.

En este momento es útil introducir las cantidades

α(t, t′) =
1

2MΩ

[

ReAΩ(t, t′) + iImGR
Ω(t, t′)

]

,

β(t, t′) =
1

2MΩ

[

ImAΩ(t, t′) − iReGR
Ω(t, t′)

]

. (18B.21)

Entonces la funcional generatriz será

Z0[j+, j−, k+, k−]= exp

{

−
∫ ∞

−∞

dt

∫ t

−∞

dt′ (j+−j−)(t) [α(t, t′)j+(t′)−α∗(t, t′)j−(t′)] + (j ↔ kMΩ)

−MΩ

∫ ∞

−∞

dt

∫ t

−∞

dt′ (k+−k−)(t) [β(t, t′)j+(t′)−β∗(t, t′)j−(t′)] + (j ↔ kMΩ)

}

.

(18B.22)

Si el oscilador está acoplado sólo a la fuente real j, i.e., si su funcional generatriz es de la forma

Z[jP] = Tr

{

ρ̂ T̂P exp

[

i

∫

P

dx jP(t)x̂P(t)

]}

, (18B.23)

en el exponencial de la Ec. (18B.22) podemos omitir todos los términos excepto la primera ĺınea,
con lo cual tendremos

Z0[j+, j−] = exp

{

−
∫ ∞

−∞

dt

∫ t

−∞

dt′ (j+ − j−)(t) [α(t, t′)j+(t′) − α∗(t, t′)j−(t′)]

}

.

(18B.24)

Puesto que las Ecs. (18B.22) y (18B.24) contienen sólo el orden temporal causal t > t′, en la
Ec. (18B.21) la función de Green retardada GR

Ω(t, t′) se puede reemplazar por el valor esperado del
conmutador [ver las Ecs. (18.40), (18.41) y (18.42)]. Aśı, para t > t′, las funciones α(t, t′) y β(t, t′)
son iguales a 11

α(t, t′) =
1

2MΩ
[ReAΩ(t, t′) + iImCΩ(t, t′)] , t > t′,

β(t, t′) =
1

2MΩ
[ImAΩ(t, t′) − iReCΩ(t, t′)] , t > t′. (18B.25)

11Note que α(t, t′) = 〈x(t)x(t′)〉T .
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Para un oscilador simple de frecuencia Ω usamos la función espectral (18.74), las propiedades
dadas en las Ecs. (18.44) y (18.53) para AΩ(t, t′) y CΩ(t, t′), y encontramos las expresiones:

α(t, t′) =
1

2MΩ

[

Re e−iΩ(t−t′)

{

coth Ω
2T

tanh Ω
2T

}

+ iIm e−iΩ(t−t′)

]

=
1

2MΩ

[

cosΩ(t− t′)

{

coth Ω
2T

tanh Ω
2T

}

− i sinΩ(t− t′)

]

, (18B.26)

β(t, t′) =
1

2MΩ

[

Im e−iΩ(t−t′)

{

coth Ω
2T

tanh Ω
2T

}

− iRe e−iΩ(t−t′)

]

= − 1

2MΩ

[

sin Ω(t− t′)

{

coth Ω
2T

tanh Ω
2T

}

+ i cosΩ(t− t′)

]

. (18B.27)

Note que las partes real e imaginaria de las funciones ᾱ(t − t′) se pueden combinar en una sola
expresión (β = 1/T )

ᾱ(t− t′) =
1

2MΩ















cosh[Ω(β/2 − i(t− t′)]

sinh(Ωβ/2)
para bosones,

sinh[Ω(β/2 − i(t− t′)]

cosh(Ωβ/2)
para fermiones.

(18B.28)

La función bosónica concuerda con la función de Green ordenada temporalmente, Ec. (18.101),
para t > t′ y continuada anaĺıticamente para t < t′.

En un espacio de Fourier, las funciones (18B.26) y (18B.27) corresponden a

α(ω′) =
π

2MΩ

(

coth±1
ω′

2T
+ 1

)

[δ(ω′ − Ω) − δ(ω′ + Ω)] ,

β(ω′) = − iπ

2MΩ

(

coth±1
ω′

2T
+ 1

)

[δ(ω′ − Ω) + δ(ω′ + Ω)] .

Separemos estas funciones en una contribución de temperatura cero más un remanente

α(ω′) =
π

MΩ

{

δ(ω′ − Ω) ± 1

eΩ/T ∓ 1
[δ(ω′ − Ω) + δ(ω′ + Ω)]

}

,

β(ω′) =
π

MΩ

{

δ(ω′ − Ω) ± 1

eΩ/T ∓ 1
[δ(ω′ − Ω) − δ(ω′ + Ω)]

}

.

Como fundamento de este fórmula recordamos que, Einstein explicó primeramente la emisión y
absorción inducida de la luz en los átomos con lo que él cosideró como momentos dipolares oscilando
armónicamente en contacto con un reservorio térmico, el cual constaba de las componentes de
Fourier del campo electromagnético en equilibrio térmico. A dicho baño térmico se le llama un
cuerpo negro. Al primer término, puramente disipativo e independiente de la temperatura, de
α(ω′) Einstein le atribuyó la emisión espontánea de fotones. El segundo término tiene su origen en
las fluctuaciones del baño, dando origen a que la enerǵıa entre y salga via la emisión y absorción
inducida de fotones. Este término es proporcional del número de ocupación del estado del oscilador
nΩ = (e−Ω/T ∓1)−1. La igualdad de los prefactores al frente a los dos términos, es la manifestación
importante del teorema de fluctuación-disipación encontrada anteriormente [ver la Ec. (18.53)].

Apéndice 18C Descomposición de Wick del Producto de
Operadores

Consideremos dos operadores Â(t) y B̂(t), los cuales son una combinación lineal de operadores de
creación y aniquilación

Â(t) = α1â(t) + α2â
†(t),
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B̂(t) = β1â(t) + β2â
†(t). (18C.1)

Queremos mostrar que el ordenamiento temporal del producto de los dos operadores tiene la
descomposición mencionada en la Ec. (18B.10):

T̂ Â(t)B̂(t) = 〈T̂ Â(t)B̂(t)〉0 + N̂Â(t)B̂(t). (18C.2)

El primer término en el lado derecho, es el valor esperado ordenado temporalmente del producto
a temperatura cero; el segundo término es el producto normal de los dos operadores.

Si Â y B̂ son ambos operadores de creación y aniquilación, la afirmación es trivial donde
〈T̂ ÂB̂〉0 = 0. Si uno de los dos, digamos Â(t), es un operador de creación y el otro, B̂(t), un
operador de aniquilación, entonces

T̂ â(t)â†(t′) = Θ(t− t′)â(t)â†(t′) ± Θ(t′ − t)â†(t′)â(t)

= Θ(t− t′)[â(t)â†(t′)]∓ ± â†(t′)â(t). (18C.3)

Debido al conmutador (anticommutador) el primer término es un número c. Como tal es igual al
valor esperado del producto ordenado temporalmente a temperatura cero. El segundo término es
un producto normal, aśı que podemos escribir

T̂ â(t)â†(t′) = 〈T̂ â(t)â†(t′)〉0 + N̂ â(t)â†(t′). (18C.4)

El mismo argumento se aplica si a y a† se intercambian (tal intercambio sólo produce un cambio
de signo en ambos lados de la ecuación). La afirmación general para Â(t)B̂(t′) se sigue de la
bilinealidad del producto.

La descomposición (18C.2) del ordenamiento temporal del producto de dos operadores se puede
extender al producto de n operadores, de donde obtenemos

T̂ Â(t1) . . . Â(tn) =
n
∑

i=2

N̂
˙̂
A(t1) . . .

˙̂
A(ti) . . . Â(tn). (18C.5)

Un par de puntos en común sobre una pareja de operadores denota una contracción de Wick , del
tipo discutido en la Sección 3.10. Esto indica que la pareja de operadores se ha reemplazado por
el valor esperado 〈T̂ Â(t1)Â(ti)〉0, multiplicado por un factor (−)F , donde F = es la permutación
de fermiones necesaria para traer el operador contraido a las posiciones adyacentes. Los factores
restantes se contraen en la misma forma. De este modo, cualquier producto ordenado temporal-
mente

T̂ Â(t1) · · · Â(tn) (18C.6)

se puede desarrollar como una suma de productos normales de estos operadores conteniendo de
manera sucesiva uno, dos, tres, etc., pares de operadores contraidos.

La regla del desarrollo se puede representar en forma más compacta por medio de una funcional
generatriz

T̂ e
i
∫

∞

−∞

dtÂ(t)j(t)
= e
− 1

2

∫

∞

−∞

dtdt′j(t)〈T̂ Â(t)Â(t′)〉0j(t
′)
N̂

(

e
i
∫

∞

−∞

dtÂ(t)j(t)
)

. (18C.7)

La diferenciación con respecto a las fuentes j(t), en ambos lados de la expresión, da origen a las
descomposiciones anteriores.

Hallando los promedios térmicos esperados de la expresión (18C.7) a la temperatura T , encon-
tramos

〈

T̂ e
i
∫

∞

−∞

dtÂ(t)j(t)
〉

T

= e
− i

2

∫

∞

−∞

dtdt′j(t)G(t,t′)j(t′)
, (18C.8)

donde

G(t, t′) = 〈T̂ Â(t)Â(t′)〉0 + 〈N̂Â(t)Â(t′)〉T . (18C.9)

El primer término en el lado derecho se calcula a temperatura cero. Todos los efectos de tempera-
tura finita residen en el segundo término.
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19

Órbitas de Part́ıculas Relativistas

Las part́ıculas que se mueven a grandes velocidades, cercanas a la velocidad de
la luz, son llamadas part́ıculas relativistas . Si tales part́ıculas interactúan unas
con otras o con un potencial externo, exhiben efectos cuánticos que no se pueden
describir por las fluctuaciones de la órbita de una sola part́ıcula. En intervalos
temporales cortos, se crean o aniquilan part́ıculas adicionales o pares de part́ıculas
y antipart́ıculas, por lo que el número total de las órbitas de las part́ıculas ya no
es un invariante. La mécanica cuántica ordinaria, en la que se supone siempre
un número fijo de part́ıculas, no puede describir tales procesos. La integral de
trayectoria asociada tiene el mismo problema, ya que es una suma sobre un número
dado de órbitas de part́ıculas. Aśı, aún si la cinemática relativista se incorpora
apropiadamente, la integral de trayectoria no puede dar una descripción precisa
de las part́ıculas relativistas. Será necesaria una extensión que incluya un número
arbitrario de órbitas fluctuantes mutuamente eslabonas y sus ramales .

Afortunadamente, existe una manera más eficiente de lidiar con part́ıculas re-
lativistas. La provee la teoŕıa cuántica de campos . En la Sección 7.14, hemos de-
mostrado que un ensemble gran canónico de órbitas de part́ıculas se puede describir
por medio de la integral funcional de un solo campo fluctuante. Los puntos rama
de las part́ıculas filamentales recien creadas se tienen en cuenta mediante términos
anarmónicos en la acción del campo. El cálculo de los efectos se hace en teoŕıa de
perturbación, la cual se realiza sistemáticamente en términos de diagramas de Feyn-
man, cuyas reglas de cálculo son muy similares a las de la Sección 3.18. Nuevamente
habrá ĺıneas y vértices de interacción, la diferencia principal se encuentra en que las
ĺıneas son funciones de correlación de los campos y no sólo varibles de posición x(t).
Las ĺıneas y los vértices representan una imagen directa de la topoloǵıa de la ĺınea
universo de las part́ıculas y sus posibles colisiones y creaciones.

La teoŕıa cuántica de campos ha sido tan exitosa, por lo cual resulta muy ven-
tajoso describir la mecánica estad́ıstica de muchos objetos filamentales completa-
mente diferentes en términos campos fluctuantes. Un ejemplo importante es la
teoŕıa cuántica de poĺımeros de la Sección 15.12. Otro dominio importante donde
la teoŕıa ha sido extremadamente exitosa es en la teoŕıa de defectos filamentales en
cristales, superfluidos y superconductores. En los dos últimos sistemas, los defec-
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tos aparecen en forma de ĺıneas de vórtices cuantizadas o ĺıneas de flujo magnético
cuantizado, respectivamente. La entroṕıa, de perfil clásico, de sus fluctuaciones de-
termina la temperatura a la que tienen lugar las transiciones de fase. En lugar de
describir estos sistemas como ensembles de part́ıculas con sus interacciones, lo cual
es la forma usual, se ha desarrollado una teoŕıa de campo cuyos diagramas de Feyn-
man son una representación directa de los defectos filamentales, la llamada teoŕıa

de campo desordenado [1].

La ventaja más importante de la teoŕıa de campo es que describe muy fácilmente
las transiciones de fase, en las cuales las part́ıculas forman un condensado. La teoŕıa
de desorden es por lo tanto particularmente apropiada para entender transiciones
de fase en las cuales proliferan defectos, vórtices o ĺıneas de flujo, mismos que se
observan en el proceso de fusión de cristales, transiciones del estado superfluido
al estado normal o del estado superconductor al estado normal, respectivamente.
De hecho, la teoŕıa de desorden es hasta ahora la única teoŕıa en la cual el com-
portamiento cŕıtico de los superconductores cerca de la transición de fase queda
entendido apropiadamente [2].

Una teoŕıa cuántica de campos particular, llamada electrodinámica cuántica,
describe con gran éxito las interacciones electromagnéticas de electrones, muones,
quarks y fotones. La teoŕıa se ha extendido exitosamente para incluir las interac-
ciones débiles entre estas part́ıculas y adicionalmente neutrinos, usando sólo algunos
campos cuantizados de Dirac lo mismo que el uso de potenciales vectoriales elec-
tromagnéticos cuantizados. La inclusión de un campo con norma no abeliana, el
campo del gluón, es un buen candidato para explicar todas las caracteŕısticas de las
interacciones fuertes.

En realidad es innecesario reproducir en una formulación orbital la gran canti-
dad de resultados obtenidos en el pasado utilizando la actual teoŕıa de interacciones
electromagnéticas débiles y fuertes. De hecho, la formulación orbital fue propuesta
anteriormente por Feynman, en 1950 [3], pero nunca fue más alla debido al éxito de la
teoŕıa cuántica de campos. Sin embargo, recientemente esta formulación se reactivó
debido a la aparición de una gran cantidad de publicaciones [4, 5]. La principal mo-
tivación de esto se encuentra en otro campo de investigación fudamental: la teoŕıa de

cuerdas de las part́ıculas fudamentales. En esta teoŕıa, todas las part́ıculas elemen-
tales se supone que son estados excitados de un solo objeto filamental con tensión,
diversas dificultades para obtener una teoŕıa consistente en el espacio-tiempo han
conducido a una extensión, utilizando grados de libertad fermiónicos, cuyo resultado
obtenido es la llamada supercuerda. Las cuerdas que se mueven en el espacio-tiempo
forman superficies universo en lugar de ĺıneas universo. Estas cuerdas no poseen una
formulación en la teoŕıa cuántica de campos de segunda cuantización. Se han de-
sarrollado elaboradas reglas para las integrales funcionales que describen la división
y aparición de las cuerdas. Si se cancela un grado de libertad en tal supercuerda,
tenemos una teoŕıa de la división y surgimiento de ĺıneas universo de las part́ıculas.
Como una aplicación de las reglas de cálculo de las cuerdas, se han recalculado
procesos conocidos en la teoŕıa cuántica de campos usando las reglas reducidas de
las supercuerdas. En este texto, daremos una pequeña probada de tales cálculos
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evaluando el cambio de la enerǵıa del vaćıo de campos electromagnéticos causado
por fluctuaciones relativistas de part́ıculas sin esṕın y con esṕın 1/2.

Debe de hacerse notar que hasta ahora no se ha obtenido ningún resultado de
importancia de la teoŕıa de supercuerdas,1 no hay necesidad de ahondar más en el
tema.

Mediante una breve introducción al tema, daremos un tributo a algunos de-
sarrollos históricos en la mecánica cuántica, donde la generalización relativista de
la ecuación de Schrödinger fue un paso importante hacia el desarrollo de la teoŕıa
cuántica de campos [6]. Por esta razón, muchos textos de teoŕıa cuántica de cam-
pos empiezan con una discusión de la mecánica cuántica relativista. En analoǵıa,
incorporaremos la cinemática relativista en las integrales de trayectoria.

Notemos que una posibilidad estética para obtener una estad́ıstica en términos
de trayectorias de Fermi se basa en la teoŕıa de Chern-Simons del entrelazamiento,
discutida en el Caṕıtulo 16. Sin embargo, este enfoque está aún restringido a 2 + 1
dimensiones espacio-temporales [7], una extensión al espacio-tiempo f́ısico de 3 + 1
dimensiones no parece vislumbrarse aún.

19.1 Caracteŕısticas Especiales de las Integrales de
Trayectoria Relativistas

Considérese un part́ıcula puntual de masa M moviendose libremente en el espacio-
tiempo de Minkowski de 3+1 dimensiones a una velocidad relativista. Su descripción
en términos de las integrales de trayectoria se formula en forma conveniente en
el espacio-tiempo Euclidiano de cuatro dimensiones donde las fluctuaciones de las
ĺıneas universo son bastante parecidas a las fluctuaciones de los poĺımeros, discutidas
en el Caṕıtulo 15.

Aśı, usaremos un tiempo imaginario, i.e.,

t = −iτ = −ix4/c, (19.1)

y la longitud del cuatro-vector x = (x, x4) estará dada por

x2 = x2 + (x4)2 = x2 + c2τ 2. (19.2)

Si xµ(λ) representa una parametrización arbitraria de la órbita, la acción Euclideana
clásica es proporcional a la longitud invariante de la órbita en el espacio-tiempo:

S =
∫ λb

λa

dλ
√

x′2(λ), (19.3)

de donde tendremos

Acl,e =McS, (19.4)

1Esta teoŕıa paga el precio de haber gozado del más alto nivel de popularidad en la historia de
la ciencia, donde sus desarrolladores disfrutaron de un gran apoyo económico. La situación es muy
similar a la medieval visión geocéntrica del universo.



1446 19 Órbitas de Part́ıculas Relativistas

o, expĺıcitamente,

Acl,e =Mc
∫ λb

λa

ds(λ), (19.5)

donde

ds(λ) ≡ dλ
√

x′2(λ) = dλ
√

x′2(λ) + c2τ ′2(λ). (19.6)

Las variables primadas representan las derivadas con respecto al parámetro λ. La
acción es independiente de la elección de la parametrización. Si λ se reemplaza por
un nuevo parámetro

λ→ λ̄ = f(λ), (19.7)

entonces

x′2 → 1

f ′2
x′2, (19.8)

dλ → dλ f ′, (19.9)

de tal manera que tanto ds como la acción permanecen invariantes.
Calculemos ahora la amplitud Euclidiana de la ĺınea universo de la part́ıcula

que va del punto del espacio-tiempo xa = (xa, cτa) al punto xb = (xb, cτb). Por
generalidad, tratamos el caso de un espacio-tiempo Euclidiano en D dimensiones.
Observemos antes que la acción dada en la Ec. (19.5) no permite por śı misma un
cálculo fácil de la integral de trayectoria sobre e−Acl,e/h̄. Por otro lado, existe una
forma alternativa de la acción clásica, la cual es más conveniente para el propósito
actual. Esta otra forma involucra un campo auxiliar h(λ), con lo cual tenemos:

Āe =
∫ λb

λa

dλ

[

Mc

2h(λ)
x′2(λ) + h(λ)

Mc

2

]

. (19.10)

Esta expresión tiene la ventaja de que contiene la órbita de la part́ıcula en su forma
cuadrática, tal como el caso de la acción libre no-relativista. El campo auxiliar h(λ)
se introduce para asegurar que las órbitas clásicas de la acción (19.10) coinciden
con las órbitas de la acción original (19.5). De hecho, extremizando la acción Āe

respecto de h(λ) obtenemos la relación

h(λ) =
√

x′2(λ). (19.11)

Sustituyendo de nuevo este resultado en Āe, obtenemos la acción clásica

Acl,e =Mc
∫ λb

λa

dλ
√

x′2(λ), (19.12)

la cual es igual a la acción dada por la Ec. (19.5).
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En este momento el lector puede creer que a pesar de que nueva acción (19.10)
describe la misma f́ısica clásica que la acción original (19.12), para el caso de una
part́ıcula relativista esta acción podŕıa conducir a una f́ısica cuántica completamente
diferente. Sin embargo, con un poco de esfuerzo, se puede demostrar que esto no es
aśı. Dado que la demostración es bastante técnica, será dada en Apéndice 19A.

Para una configuración arbitraria de las fluctuaciones de las trayectorias, la
acción dada en la Ec. (19.12) y la acción de la Ec. (19.10) tienen en común la
propiedad de invarianza respecto a la reparametrización (19.7). Lo único que nece-
sitamos es asignar un comportamiento apropiado a la transformación del campo
extra h(λ). Si λ se reemplaza por un nuevo parámetro λ̄ = f(λ), entonces x′2 y dλ
se transforman según las Ecs. (19.8) y (19.9) y la acción permanece invariante, y si
además h(λ) cambia simultáneamente en la forma

h→ h/f ′. (19.13)

Ahora construiremos una integral de trayectoria para la part́ıcula relativista aso-
ciada con la acción (19.10). Primero hallamos las sumas sobre las fluctuaciones de la
órbita considerando a h(λ) fija. Para encontrar la norma correcta de la integración,
usamos la formulación canónica en la cual la acción Euclidiana tiene la forma

Āe[p, x] =
∫ λb

λa

dλ

[

−ipx′ + h(λ)

2Mc

(

p2 +M2c2
)

]

. (19.14)

Esta expresión debe particionarse en función del parámetro λ. Como es usual,
construimos N + 1 segmentos, escogiendo valores arbitrariamente pequeños ǫn =
λn − λn−1 dependientes de n, de donde hallamos que la partición de la acción tiene
la forma

ĀN
e [p, x] =

N+1
∑

n=1

[

−ipn(xn − xn−1) + hnǫn
p2n

2Mc
+ ǫnhn

Mc

2

]

. (19.15)

En el espacio fase universal, la norma de esta integral de trayectoria es de la forma
[recordemos la Ec. (2.28)]

∫

DDx
∫ DDp

(2πh̄)D
e−Āe[p,x]/h̄ ≈

N
∏

n=1

[∫

dDxn

]N+1
∏

n=1

[

∫

dDpn
(2πh̄)D

e−ĀN
e [p,x]/h̄

]

. (19.16)

Las variables del momentum pn se pueden integrar para obtener las integrales en el
espacio de las configuraciones (donde usamos λN+1 ≡ λb, hN+1 ≡ hb) [comparemos
con la Ec. (2.79)]

1
√

2πh̄ǫbhb/Mc
D

N
∏

n=1







∫

dDxn
√

2πh̄ǫnhn/Mc
D





 exp
(

−1

h̄
ĀN

e [x]
)

, (19.17)

y donde la partición temporal de la acción en el espacio de las configuraciones es

ĀN
e [x] =

N+1
∑

n=1

[

Mc

2hnǫn
(∆xn)

2 + ǫnhn
Mc

2

]

. (19.18)
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Con esto, en la Ec. (19.17) las integrales Gaussianas sobre xn se pueden evaluar
usando sucesivamente la fórmula (2.75), de donde encontramos [tal como hemos
hallado en la Ec. (2.80)]

1
√

2πh̄S/Mc
D exp

[

−Mc

2h̄

(xb − xa)
2

S
− Mc

2h̄
S

]

, (19.19)

donde S es la longitud total de la órbita particionada

S ≡
N+1
∑

n=1

ǫnhn, (19.20)

y donde el ĺımite continuo tendremos

S =
∫ λb

λa

dλ h(λ). (19.21)

El resultado de la Ec. (19.19) no depende de la función h(λ) pero śı de S, lo
cual es una consecuencia de la invariancia de la integral de trayectoria ante la
reparametrización. Mientras que el intervalo total de λ cambia bajo la transfor-
mación, la longitud total S de la Ec. (19.21) es invariante bajo las transformaciones
de juntura de las Ecs. (19.7) y (19.13). Esta invariancia es la que permite que sólo
la longitud invariante S aparezca en la expresión integrada (19.19), y la integral de
trayectoria sobre h(λ) se puede reducir a un integral simple sobre S. La integral de
trayectoria apropiada para la amplitud de evolución temporal será

(xb|xa) = N
∫ ∞

0
dS

∫

DhΦ[h]
∫

DDx e−Āe/h̄, (19.22)

donde N es el factor de normalización y Φ[h] una funcional que fija la norma en
forma apropiada.

19.1.1 La Elección más Simple de la Norma

La elección más simple de la funcional que fija norma es una funcional δ,

Φ[h] = δ[h− 1], (19.23)

la cual obliga a que h(λ) sea igual a la velocidad de la luz en todas partes y tiene la
relación

S = λb − λa. (19.24)

Este parámetro de longitud, que es un invariante de Lorentz, es la llamada longitud
propia de la relatividad especial, y es igual al producto de c por el tiempo propio.
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En analoǵıa con la discusión termodinámica del Caṕıtulo 2 denotaremos a λb − λa
por ch̄β y escribimos la Ec. (19.24) en la forma

S = λb − λa ≡ c h̄β. (19.25)

Si además usamos la invariancia translacional de tal forma que λa = 0, obtenemos
la integral de trayectoria de norma fija

(xb|xa) = N c h̄
∫ ∞

0
dβ e−βMc2/2

∫

DDx e−A0,e/h̄, (19.26)

donde

A0,e =
∫ h̄β

0
dλ

M

2
ẋ2. (19.27)

Aqúı hemos usado un parámetro con propiedades de tiempo τ = λ/c, por lo que
el punto sobre la variable denotará la derivada temporal: ẋ(τ) ≡ dx(λ)/dτ . Sor-
prendentemente, la acción para el caso de norma fija coincide con la acción de una
part́ıcula libre no relativista en un espacio-tiempo Euclidiano de D dimensiones. Ha-
biendo eliminado de la acción (19.14) el término trivial

∫ h̄β
0 dτ Mc2/2h̄, la expresión

(19.26) contiene un factor de Boltzmann e−βMc2/2 para cada órbita de la part́ıcula
de masa M .

La solución de la integral de trayectoria estará dada por

(xb|xa) =N c h̄
∫ ∞

0
dβ

1
√

2πh̄2β/M
D exp

[

−M
2h̄

(xb − xa)
2

h̄β
−βMc2

2

]

. (19.28)

Por medio de una transformada de Fourier, para la dependencia espacial en x, la
amplitud también se puede escribir como

(xb|xa) = N c h̄
∫ ∞

0
dβ e−βMc2/2

∫

dDk

(2π)D
exp

[

ik(xb − xa)− β
h̄2k2

2M

]

, (19.29)

y evaluarse para obtener

(xb|xa) = N 2Mc

h̄

∫

dDk

(2π)D
1

k2 +M2c2/h̄2
eik(xb−xa). (19.30)

Expresando la constante de normalización N = λCM/2, donde

λCM ≡ h̄/Mc, (19.31)

es la longitud de onda de Compton de una part́ıcula de masa M [recordemos la
Ec. (4.377)], misma que es la función de Green de la ecuación de campo de Klein-
Gordon para el tiempo Euclidiano:

(−∂2b +M2c2/h̄2)(xb|xa) = δ(D)(xb − xa). (19.32)
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En la representación de Fourier de la Ec. (19.30), se puede evaluar la integral
sobre k [o la integral sobre β en la Ec. (19.28)] de donde el resultado expĺıcito para
la función de Green será

(xb|xa) =
1

(2π)D/2

(

Mc

h̄
√
x2

)D/2−1

KD/2−1

(

Mc
√
x2/h̄

)

, (19.33)

donde Kν(z) es la función modificada de Bessel y x ≡ xb − xa. En el ĺımite no
relativista c → ∞, el comportamiento asimptótico de la función modificada de

Bessel Kν(z) →
√

π/2ze−z [ver la Ec. (1.357)] conduce al resultado

(xb|xa) = (xbτa|xaτa)
c→∞−−−→ h̄

2Mc
e−Mc2(τb−τa)/h̄ (xbτb|xaτa)Schr , (19.34)

donde obtenemos la amplitud de evolución temporal Euclidiana usual de la ecuación
libre de Schrödinger

(xbτb|xaτa)Schr =
1

√

2πh̄(τb − τa)/M
D−1 exp

{

−M
2h̄

(xb − xa)
2

τb − τa

}

. (19.35)

La prefactor exponencial de la Ec. (19.34) contiene el efecto de la enerǵıa en
reposo Mc2, el cual se ignora en la teoŕıa no relativista de Schrödinger.

Nótese que se puede calcular el mismo ĺımite utilizando la aproximación del
método del punto silla a la integral sobre β de la Ec. (19.28). Para c → ∞, el
exponente tiene un extremum agudo en

β=

√

(xb−xa)2
ch̄

=

√

(xb−xa)2+c2(τb−τa)2
ch̄

→
c→∞

τb−τa
h̄

+
(xb−xa)

2

2c2h̄(τb − τa)
+ . . . ,(19.36)

y la integral respecto de β se puede evaluar en una aproximación cuadrática alrededor
de este valor. Este proceso dará una vez más el resultado hallado en la Ec. (19.34).

19.1.2 Función de Partición de un Ensemble de Part́ıculas de
Lazos Cerrados

La amplitud diagonal (19.26), donde xb = xa, contiene la suma sobre todas las
longitudes y formas de un lazo cerrado de una part́ıcula en el espacio-tiempo. Esta
suma se puede convertir en una función de partición de un lazo cerrado si eliminamos
el factor de degeneración proporcional a 1/L de la integral sobre L. Luego, todas las
permutaciones ćıclicas de los puntos del lazo se cuentan solamente una vez. Además
de un factor de normalización arbitrario, a fijar más adelante, la función de partición
de un solo lazo cerrado será

Z1 =
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫

DDx e−A0,e/h̄. (19.37)
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Sustituyendo la integral del lado derecho en la expresión (19.29) de la integral de
trayectoria (donde usamos xb = xa), obtenemos

Z1 = VD

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫ dDk

(2π)D
exp

(

−β h̄
2k2

2M

)

, (19.38)

donde VD es el volumen total del espacio-tiempo. Este resultado se puede evaluar
inmediatamente. Por cada una de las D dimensiones, la integral Gaussiana dará un

factor 1/
√

2πh̄2β/M , por lo cual de la fórmula (2.498) obtenemos

Z1 = VD

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 1

√

2πh̄2β/M
D =

VD

λCM
D

Γ(1−D/2)

(4π)D/2
, (19.39)

donde λCM es la longitud de onda de Compton dada en la Ec. (19.31). Con ayuda de la
fórmula (2.506), en la substracción mı́nima de la regularización anaĺıtica introducida
en la Subsección 2.15.1, el lado derecho de la Ec. (19.38) se puede escribir como

Z1 = −VD
∫

dDk

(2π)D
log

(

k2 +M2c2/h̄2
)

. (19.40)

El lado derecho de esta expresión se puede escribir en forma funcional como

Z1 = −Tr log
(

−∂2 +M2c2/h̄2
)

= −Tr log
(

−h̄2∂2 +M2c2
)

, (19.41)

donde las dos expresiones son iguales a la regularización anaĺıtica de la Sección 2.15,
ya que de acuerdo a la regla de Veltman (2.508) una constante dentro del logaritmo
no aporta ninguna contribución a la función Z1.

La función de partición de un ensemble gran canónico se obtiene por exponen-
ciación de este resultado:

Z = eZ1 = e−Tr log(−h̄2∂2+M2c2). (19.42)

Para interpretar f́ısicamente esta expresión separamos la integral
∫

dDk/(2π)D en
una integral sobre la componente temporal kD y un remanente espacial, escribiendo

k2 +M2c2/h̄2 =
(

kD
)2

+ ω2
k
/c2, (19.43)

donde las frecuencias son

ωk ≡ c
√

k2 +M2c2/h̄2. (19.44)

Recordando el resultado dado por la Ec. (2.505) para la integral (2.491), obtenemos

Z1 = −2VD

∫

dD−1k

(2π)D−1

h̄ωk

2c
. (19.45)
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El exponente es la suma de la enerǵıa del estado base de dos osciladores con enerǵıa
h̄ωk/2, que es la enerǵıa asociada en el vaćıo a dos part́ıculas relativistas. En
teoŕıa cuántica de campos las llamamos part́ıcula y antipart́ıcula. Muchas part́ıculas
neutras son idénticas a sus antipart́ıculas, por ejemplo los fotones, gravitones y el
pión de carga cero. En el caso de estas part́ıculas no obtenemos el factor 2. La
integral (19.38) contiene un factor 1/2 que da cuenta del hecho de que distinguimos
las trayectorias en el espacio-tiempo que van a lo largo de la misma curva pero en
sentido contrario.

Comparando la Ec. (19.42) con las Ecs. (3.559) y (3.622), para j = 0, hallamos
la relación entre −Z1h̄, −W [0] y la acción Euclidiana efectiva Γ del ensemble de
lazos:

−Z1 = −W [0]/h̄ = Γe/h̄. (19.46)

19.1.3 La Amplitud de Enerǵıa Fija

La amplitud de enerǵıa fija está relaciona con la Ec. (19.22) por medio de una
transformada de Laplace:

(xb|xa)E ≡ −i
∫ ∞

τa
dτb e

E(τb−τa)/h̄ (xb|xa) , (19.47)

donde τb, τa son una vez más las componentes temporales de xb, xa. Como se explicó
en el Caṕıtulo 9, en esta amplitud los polos y la singularidad a lo largo del eje de
la enerǵıa contienen toda la información sobre los estados propios, discretos y del
continuo, del sistema. En la representación invariante de la reparametrización de
la integral de trayectoria, usando las convenciones de la Ec. (19.10), la amplitud de
enerǵıa fija tiene la forma

(xb|xa)E =
h̄

2Mc

∫ ∞

0
dL

∫

DhΦ[h]
∫

DDx e−Āe,E/h̄, (19.48)

donde la acción Euclidiana es

Āe,E =
∫ λb

λa

dλ

[

Mc

2h(λ)
x′2(λ)− h(λ)

E2

2Mc3
+ h(λ)

Mc

2

]

. (19.49)

Para demostrarlo, escribimos la parte temporal xD de la partición D dimensional de
la acción (19.18) en la forma canónica de la Ec. (19.15). En la integral de trayectoria
asociada (19.16), integrando todas las variables xDn , obtenemos N funciones δ. Esto
elimina las integrales sobre las N variables de momentum pDn , dejando solamente
una única integral sobre un pD común. Finalmente, la transformada de Laplace
(19.47) elimina también esta integral al igualar a pD con −iE/c. Aśı, en el ĺımite
continuo obtenemos la acción dada en la Ec. (19.49).

La integral de trayectoria de la Ec. (19.48) es la base para el estudio de problemas
con potenciales relativistas. En lo que sigue, sólo algunos ejemplos relevantes serán
estudiados.
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19.2 El Tunelamiento en F́ısica Relativista

La relatividad desembocó en varios fenómenos nuevos de tunelamiento, de los cuales
queremos discutir dos especialmente interesantes.

19.2.1 Razón de Decaimiento del Vaćıo en el Campo Eléctrico

En f́ısica relativista, un espacio de Minkowski vaćıo con un campo eléctrico constante
E es inestable. Existe una probabilidad finita de que se pueda crear un par part́ıcula-
antipart́ıcula. Para part́ıculas de masa M , esto requiere la enerǵıa

Epair = 2Mc2. (19.50)

Esta enerǵıa puede ser proporcionada por un campo eléctrico externo. Si el par de
carga ±e se separa una distancia aproximadamente igual al doble de la longitud de
onda de Compton λCM = h̄/Mc, dada por la Ec. (19.31), el par ganará la enerǵıa
2|E|λCMe. Por lo tanto el decaimiento será significativo cuando

|E| > Ec =
M2c3

eh̄
. (19.51)

Acción Euclidiana

En el Caṕıtulo 17 mostramos que en el ĺımite semiclásico donde la razón de de-
caimiento es pequeña, esta razón es proporcional al factor de Boltzmann e−Acl,e/h̄,
donde Acl,e es la acción de la solución clásica Euclidiana que regula el decaimiento.
Esta solución es fácil de encontrar. Usamos la acción clásica en la forma dada por
la Ec. (19.12), mientras el parámetro utilizado para hallar el tiempo imaginario será
λ = τ = it = x4/c. Con esto, la acción toma la forma

Acl,e =
∫ τb

τa
dτ
[

Mc2
√

1 + ẋ2(τ)/c2 − eE · x(τ)
]

. (19.52)

Ahora, el extremum de esta expresión estará dado por la ecuación clásica de
movimiento

M
d

dτ

ẋ(τ)
√

1 + ẋ2(τ)/c2
= −eE, (19.53)

cuyas soluciones en el espacio–tiempo son ćırculos de radio lE , el cual depende de la
magnitud del campo E:

(x− x0)
2 + c2(τ − τ0)

2 = l2E ≡
(

Mc2

eE

)2

, E ≡ |E|. (19.54)

Para calcular la acción parametrizamos los ćırculos en el plano Ê − τ utilizando el
ángulo θ, en la forma

x(θ) = lEÊ cos θ + x0, τ(θ) =
lE
c
sin θ + τ0, (19.55)
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aqúı Ê es un vector unitario en la dirección de E. Un ćırculo cerrado tiene la acción

Acl,e =Mc2
lE
c

∫ 2π

0
dθ cos θ

[

1

cos θ
− cos θ

]

=Mc lEπ = h̄
Ec

E
π. (19.56)

Por lo tanto, la razón de decaimiento del vaćıo es proporcional a

Γ ∝ e−πEc/E . (19.57)

Por supuesto, los ćırculos (19.54) son la imagen espacio-temporal de la creación y
aniquilación del par part́ıcula-antipart́ıcula para los tiempos τ0 − lE/c, τ0 + lE/c y
las posiciones x0, respectivamente (ver la Fig. 19.1). Una part́ıcula también puede

(x0cτ0)

(x0, cτ0 + lE)

(x0, cτ0 − lE)

❄ ✻

r

r

Figure 19.1 Imagen espacio-temporal de la creación de un par en el punto x0, al tiempo

τ0 − lE/c y la posterior aniquilación al tiempo τ0 + lE/c.

moverse continuamente a lo largo del ćırculo. Esto conduce a la fórmula

Γ ∝
∞
∑

n=1

Fn e
−nπEc/E, (19.58)

donde los factores de fluctuación Fn serán determinados a continuación.

Fluctuaciones

Como se explicó anteriormente, las fluctuaciones deben de calcularse con ayuda de
la acción Euclidiana clásica (19.10), en la cual tenemos que incluir el campo eléctrico
por medio de un acoplamiento mı́nimo:

Āe =
∫ λb

λa

dλ

[

M

2h(λ)
x′2(λ) + h(λ)

Mc

2
− i

e

c
A(x(λ)) x′(λ)

]

. (19.59)

El vaćıo decaerá por medio de la creación de un ensemble de pares, el cual en el
espacio-tiempo Euclideano corresponde a un ensemble de lazos de part́ıculas. Para
part́ıculas libres, la función de partición Z de la Ec. (19.42) se obtuvo como la expo-
nencial de la función de partición de un lazo Z1 dada en la Ec. (19.37). La función
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de partición Z1 correspondiente, en la presencia de un campo electromagnético, es
la función de partición de un lazo

Z1 =
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫

D4x e−Āe/h̄, (19.60)

donde la acción Euclidiana será

Āe =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
x′2(τ)− i

e

c
A(x(τ)) x′(τ)

]

. (19.61)

Ahora, las ecuaciones de movimiento son

x′′ =
e

Mc
(x′4E− ix′ ×B) , x′′4 = − e

Mc
x′ · E, (19.62)

Si tenemos tanto campos eléctricos como campos magnéticos constantes, el potencial
vectorial es Aµ = −Fµνx

ν/2 y la acción (19.61) tiene la cuadratura simple

Āe =
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
x′2 − i

e

2c
Fµνx

µx′ν
]

, (19.63)

de donde las ecuaciones de movimiento (19.62) son

x′′µ = −i e
c
F µνx′ν , y donde Fij = −ǫijkBk, F i4 = iF i0 = iEi. (19.64)

En caso que sólo tengamos un campo eléctrico, las soluciones son órbitas circulares:

x(τ) = ÊA cosωE
L (τ − τ0) + c2, x4(τ) = A sinωE

L (τ − τ0) + c4, (19.65)

donde hallamos la versión eléctrica de la frecuencia de Landau o ciclotrón (2.648)

ωE
L ≡ eE

Mc
. (19.66)

Las órbitas circulares son las mismas que hallamos en la formulación previa (19.55).
Si E está dirigido en la dirección z, la acción (19.63) se puede separar en dos acciones
cuadráticas desacopladas Ā(12)

e + Ā(34)
e , para el movimiento en los planos x1 − x2 y

x3 − x4, respectivamente, y función de partición (19.60) de un lazo se factoriza en
la forma:

Z1 =
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫

D2x(12) e−Ā
(12)
e /h̄

∫

D2x(34) e−Ā
(34)
e /h̄

≡
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2Z(12)(0)Z(34)(E). (19.67)

La integral de trayectoria para Z(12)(0), que contiene las flluctuaciones en el plano
x1 − x2, tienen la acción trivial

Ā(12)
e =

∫ h̄β

0
dτ

M

2
(x′1

2 + x′2
2), (19.68)
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donde el determinante de la fluctuación es trivialmente Det (−∂2τ ) = 1, de tal mane-
ra que para Z(12)(0) obtenemos la función de partición de la part́ıcula libre en dos
dimensiones

Z(12)(0) = ∆x1∆x2

√

M

2πh̄2β

2

. (19.69)

El factor ∆x1∆x2 es el área total del sistema en el plano x1 − x2. Nótese que en la
presente métrica Euclideana los ı́ndices superior e inferior son indiferentes.

Para el movimiento en el plano x3 − x4, utilizando condiciones de frontera
periódicas, las fluctuaciones cuadráticas tienen el determinante funcional

Det

(

−∂2τ −ωE
L∂τ

ωE
L∂τ −∂2τ

)

= Det
(

−∂2τ
)

×Det
(

−∂2τ − ωE
L

2
)

= 1× sin h̄ωE
Lβ/2

h̄ωE
Lβ/2

, (19.70)

de donde obtenemos la función de partición

Z(34)(E) = ∆x3∆x4

√

M

2πh̄2β

2
sin h̄ωE

Lβ/2

h̄ωE
Lβ/2

, . (19.71)

Por supuesto, este resultado puede obtenerse también sin cálculo alguno, obser-
vando que la integral de trayectoria Euclidiana para el campo eléctrico es comple-
tamente análoga a la integral de trayectoria magnética de tiempo real resuelta en
la Sección 2.18. De hecho, con el campo E orientado en la dirección z y para el
movimiento en el plano x3 − x4, la acción (19.63) será

Ā(34)
e =

∫ h̄β

0
dτ
M

2

[

x′3
2 + x′4

2 +
e

c
E(x3x

′
4 − x4x

′
3)
]

. (19.72)

Este resultado coincide con la acción magnética (2.635) de tiempo real, si sustituimos
en esta expresión el potencial vectorial magnético (2.636) y reemplazamos a B por
E. Las ecuaciones de movimiento (19.62) se reducen a

x′′3 = ωE
Lx

′
4, x′′4 = −ωE

L x
′
3, (19.73)

en total acuerdo con las ecuaciones magnéticas de movimiento (2.672) de tiempo
real. Aśı, si el campo magnético B, orientado en la dirección z, se intercambia por
un campo E de igual magnitud orientado sobre el eje x3, en función del pseudo-
tiempo τ el movimiento en el plano x3 − x4 es el mismo que el movimiento en el
plano x − y para el tiempo real. Por lo tanto, podemos utilizar directamente la
amplitud obtenida en la Ec. (2.668), — sólo tenemos que reemplazar la diferencia
temporal real tb − ta por h̄β. En todo caso, esta diferencia es cero para toda órbita
cerrada.

Otra forma de obtener el resultado (19.71) es sumar sobre los factores de Boltz-
mann de tiempo imaginario eiβEm , donde las enerǵıas Em = (m+ 1

2)h̄ω
E
L corresponden

al Hamiltoniano asociado con la acción Euclidiana (19.72):

Z(34)(E) = ∆x3∆x4

√

M

2πh̄2β

2

h̄ωE
Lβ

∞
∑

m=0

e−i(m+ 1
2 )h̄ω

E
L . (19.74)
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Sustituyendo las Ecs. (19.69) y (19.71) en la Ec. (19.67), obtenemos la función
partición para la órbita cerrada de una part́ıcula en un espacio-tiempo Euclidiano
de cuatro dimensiones:

Z1 = ∆x4 V
∫ ∞

0

dβ

β

√

M

2πh̄2β

4
ωE
L h̄β/2

sinωE
L h̄β/2

e−βMc2/2, (19.75)

donde V ≡ ∆x1∆x2∆x3 es el volumen espacial total. Ahora extendemos el cálculo
al caso de tiempo real, para ello usamos la relación ∆x4 = ic∆t. Como se hizo en la
Ec. (19.42), obtenemos la función de partición del ensemble gran canónico hallando
la exponencial de la expresión substraida (19.75), y podemos identificar a Z1 con el
producto de i por la acción electromagnética efectiva originada por las fluctuaciones
del ensemble de lazos de las part́ıculas

Z1 = i∆Aeff/h̄ = i∆t V ∆Leff/h̄. (19.76)

En la Ec. (19.75) la integral sobre β diverge. Para hacerla converger, hacemos dos
substracciones. En la expresión substraida cambiamos la varible de integración por
la cantidad adimensional ζ = βMc2/2, de donde obtenemos la densidad Lagrangiana
efectiva

∆Leff = h̄c
(

Mc

h̄

)4 1

4(2π)2

∫ ∞

0

dζ

ζ3

[

Eζ/Ec

sinEζ/Ec
− 1− 1

6

(

E

Ec

)2
]

e−ζ . (19.77)

La primera substracción ha eliminado la divergencia que se obtiene de la singularidad
1/ζ3 del integrando. Esto da origen a una contribución infinita real e independiente
del campo a la acción efectiva, la cual se puede omitir ya que no es observable
mediante experimentos electromagnéticos.2 Después de substraer esta divergencia,
la integral contiene todav́ıa una divergencia logaŕıtmica, la cual se puede interpretar
como una contribución a la densidad Langrangiana proporcional a E2

∆Leff
div = h̄c

(

Mc

h̄

)4 1

24(2π)2

(

E

Ec

)2 ∫ ∞

0

dζ

ζ
e−ζ =

α

24π

∫ ∞

0

dζ

ζ
e−ζ , (19.78)

misma que cambia el término de Maxwell E2/2 a la forma ZAE
2/2, donde

ZA = 1 +
α

12π

∫ ∞

0

dζ

ζ
e−ζ . (19.79)

De acuerdo a las reglas de la teoŕıa de renormalización, el prefactor se elimina
renormalizando la intensidad del campo, reemplazando E → E/Z

1/2
A e identificando

el campo reemplazado con el campo f́ısico renormalizado E/Z
1/2
A ≡ ER.

Debido a la presencia de la acción efectiva, el vaćıo ya no es independiente del
tiempo, sino que tiene una dependencia temporal de la forma e−i(H−iΓh̄/2)∆t/h̄. Aśı,

2Sin embargo, esta enerǵıa debeŕıa ser observable en la evolución cosmológica a ser discutida
en la Subsección 19.2.3.
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la razón de decaimiento por unidad de volumen del vaćıo está dada por la parte
imaginaria de la densidad Lagrangiana efectiva

Γ

V
=

2

h̄
Im∆Leff . (19.80)

Para calcular esta razón de decaimiento hacemos el reemplazo de Eζ/Ec por z en
la Ec. (19.77), mientras que en el integrando desarrollamos el cociente

z

sin z
= 1 + 2

∞
∑

n=1

(−1)n
z2

z2 − n2π2
= 2

∞
∑

n=1

(−1)n
ζ2

ζ2 − ζ2n
, ζn ≡ nπ

Ec

E
. (19.81)

Agregando a los polos, en el plano complejo, el cambio infinitesimal usual iη (ver
pág. 122) y con ayuda de la descomposición dada en la Ec. (1.329) hacemos el
reemplazo

ζ

ζ2 − ζ2n
→ ζ

ζ2 − ζ2n + iη
= i

π

2
δ(ζ + ζn)− i

π

2
δ(ζ − ζn) + ζ

P
ζ2 − ζ2n

. (19.82)

Las funciones δ dan la parte imaginaria y de ah́ı obtenemos directamente la razón
de decaimiento

Γ

V
=

2

h̄
ImLeff = c

(

Mc

h̄

)4 ( E

Ec

)2 1

4π3

1

2

∞
∑

n=1

(−1)n−1 (−1)n−1

n2
e−nπEc/E

=
1

8π3

e2

h̄c
E2

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n2
e−nπEc/E . (19.83)

El valor principal contiene la densidad Lagrangiana efectiva real

∆Leff
P = h̄c

(

Mc

h̄

)4 1

4(2π)2
P
∫ ∞

0

dζ

ζ3

(

Eζ/Ec

sinEζ/Ec
− 1− E2ζ2

6E2
c

)

e−ζ . (19.84)

Si usamos el desarrollo

z

sin z
= 1 +

z2

6
+

7

360
z4 +

31

15120
z6 + . . . (19.85)

y evaluamos las integrales sobre ζ , encontramos

∆Leff = h̄c
(

Mc

h̄

)4 1

4(2π)2

[

7

360

(

E

Ec

)4

+
31

2520

(

E

Ec

)6

+ . . .

]

, (19.86)

o también

Leff =
1

2







E2 +
7α2

180

(h̄c)3

(Mc2)4
E4 +

31πα3

315

[

(h̄c)3

(Mc2)4

]2

E6 + . . .







, (19.87)

En la expresión para L se omitió el sub́ındice P debido a que la parte imaginaria
de la densidad Lagrangiana efectiva (19.83) no tiene desarrollo de Taylor. Cada
coeficiente en la Ec. (19.87) es exacto a primer orden en α.
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Los términos extras del desarrollo en la Ec. (19.87) implican que el vaćıo f́ısico
tiene una constante dieléctrica no trivial, dependiente de la enerǵıa ǫ(E). Este efecto
se debe a la creación y aniquilación virtual de los pares part́ıcula-antipart́ıcula.
Puesto que el desplazamiento dieléctrico D(E) se obtiene de la primera derivada
de Leff , la constante dieléctrica estará dada por ǫ(E) = D(E)/E = ∂Leff/E∂E. A
partir de la Ec. (19.87) encontramos los términos de menor orden del desarrollo

ǫ(E) = 1 +
7α2

90

(h̄c)3

(Mc2)4
E2 +

31πα3

105

[

(h̄c)3

(Mc2)4

]2

E4 + . . . . (19.88)

Estos términos dan origen a una pequeña amplitud de la dispersión fotón-fotón en
el vaćıo, proceso que ha sido observado en el laboratorio.

Otra forma de evaluar la Ec. (19.83) utiliza la representación dada por la
Ec. (19.74) para la función de partición en términos de los valores propios de la
enerǵıa Em = (m + 1

2)h̄ω
E
L del Hamiltoniano asociado con la Ec. (19.72). Con esto,

Z1 estará dada por

Z1 = ∆x4 V
∫ ∞

0
dβ

√

M

2πh̄2β

4

ωE
L h̄

∞
∑

n=0

e−i(n+ 1
2 )h̄ω

E
L
β, (19.89)

Luego, la representación integral de la Ec. (19.77) será (antes de hacer uso de la
substracción)

∆Leff = h̄c
(

Mc

h̄

)4 1

2(2π)2

∫ ∞

0

dζ

ζ2
E

Ec

[

∞
∑

m=0

ei(m+ 1
2 )2Eζ/Ec

]

e−ζ . (19.90)

Este resultado también se puede reescribir como

∆Leff
reg = h̄c

(

Mc

h̄

)4 i

2(2π)2

[

∞
∑

k=4,6,...

(−1)k/2−1

(k−1)(k−2)
(21−k−1)ζ(1− k)2k−1

(

E

Ec

)k
]

α=1

,

(19.91)

Desarrollando los términos de la suma en potencias de E/Ec, obtenemos dos
términos divergentes más una serie regular

∆Leff
reg = h̄c

(

Mc

h̄

)4 i

2(2π)2

[

∫

dα
∫

dα
∞
∑

k=4,6,...

×
∞
∑

m=0

(−1)k/2−1

αk
(−1)k/2−1[(m+ 1

2)]
k−12k−1

(

E

Ec

)k
]

α=1

. (19.92)

Evaluando la suma sobre m, haciendo uso de las funciones de zeta de Riemann
(2.521), obtenemos

∆Leff
reg = h̄c

(

Mc

h̄

)4 i

2(2π)2

[

∞
∑

k=4,6,...

(−1)k/2−1

(k − 1)(k − 2)
(21−k − 1)ζ(1− k)2k−1

(

E

Ec

)k
]

α=1

,

(19.93)

resultado que coincide con el hallado previamente en la Ec. (19.87).
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Inclusión de un Campo Magnético Constante Paralelo al Campo
Eléctrico

Veamos como se modifica tanto la razón de decaimiento dada por la Ec. (19.83) como
el Lagrangiano efectivo de la Ec. (19.77) por la adición de un campo magnético cons-
tante B. Inicialmente supondremos que el campo magnético es paralelo al campo
E, donde ambos campos están orientados en la dirección z. Entonces la acción que
describe el movimiento en el plano x1 − x2, dada por la Ec. (19.68), será

Ā(12)
e =

∫ h̄β

0
dτ
M

2

[

x′1
2 + x′2

2 +
e

c
iB(x1x

′
2 − x2x

′
1)
]

. (19.94)

Por lo tanto, la función de partición en el plano x1 − x2 tendrá la misma forma que
la expresión (19.71), excepto que ωE

L se reemplaza por iωB
L :

Z(12)(B) = Z(34)(iB). (19.95)

Aśı el campo B cambia la función de partición dada en la Ec. (19.89), para una sola
órbita cerrada, a la forma

Z1 = ∆x4 V
∫ ∞

0

dβ

β

√

M

2πh̄2β

4
ωE
L h̄β/2

sinωE
L h̄β/2

ωB
L h̄β/2

sinhωB
L h̄β/2

e−βMc2/2, (19.96)

y la Lagrangiana efectiva (19.77) será

∆Leff = h̄c
(

Mc

h̄

)4 1

4(2π)2

∫ ∞

0

dζ

ζ3

[

Eζ/Ec

sinEζ/Ec

Bζ/Ec

sinhBζ/Ec
− 1− (E2 −B2)ζ2

6E3
c

]

e−ζ .

(19.97)

En el término substraido libre de campo de la Ec. (19.78), el término E2 se cambia
por la combinación invariante de Lorentz E2 − B2. La razón de decaimiento dada
por la Ec. (19.83) se modifica a la forma

Γ

V
=

2

h̄
Im∆Leff = c

(

Mc

h̄

)4( E

Ec

)2 1

4π3

1

2

∞
∑

n=1

(−1)n−1 1

n2

nπB/E

sinhnπB/E
e−nπEc/E. (19.98)

En las Ecs. (7.521)–(7.525) hemos mostrado que todos los resultados halla-
dos para campos eléctricos y magnéticos paralelos constantes son válidos si reem-
plazamos E → E , B → B, donde E y B están dados en la Ec. (7.524). Después
de esto podemos hallar el desarrollo, en potencias de ε y β, del integrando de la
Ec. (19.97) usando la Ec. (19.85)

1

τ 3
eβτ

sin eβτ

eετ

sinh eετ
=

1

τ 3
− e2

6τ

(

ε2 − β2
)

+ e4
τ

360

(

7ε4 − 10ε2β2 + 7β4
)

− e6
τ 3

1520

(

31ε6 − 49ε4β2 + 49ε2β4 − 31β6
)

+ . . . . (19.99)
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y obtenemos el Lagrangiano efectivo que generaliza la Ec. (19.87):

Leff =
1

2

{

(E2 −B2) +
7α2

180

(h̄c)3

(Mc2)4
(E2 −B2)2

+
31πα3

315

[

(h̄c)3

(Mc2)4

]2

(E2 −B2)[2(E2 −B2)2 − 4(EB)2] + . . .







,(19.100)

Para campos intensos, la aproximación del punto de silla a la forma generalizada
de la integral (19.97) dará la forma asimptótica

Leff ≡ − e2

192π2
(E2 −B2) log

[

−4e2
(h̄c)3

(Mc2)4
(E2 −B2)

]

+ . . . . (19.101)

Part́ıculas de Esṕın 1/2

Comentamos ahora sobre la modificación necesaria para obtener el resultado análogo
para el caso de fermiones de esṕın 1/2. Las herramientas para este caso se desarrolla-
rán en las Subsecciones 19.5.1–19.5.3. De hecho, la fórmula relevante se ha derivado
ya en la Ec. (7.520). Extendiendo esa ecuación a un tensor de campo constante,
que contiene tanto campo magnético como campo eléctrico, y utilizando el tiempo
imaginario τ = λ/c, con condiciones de frontera antiperiódicas en el intervalo tb −
ta = ih̄β, encontramos el determinante funcional

4Det1/2
(

−gµν ∂λ + i
e

Mc2
Fµν

)

= 4det 1/2

(

cosh
e

Mc
Fµν

h̄β

2

)

, (19.102)

el cual contiene al determinante ordinario de la matriz de dimensión 4×4 del coseno
en el lado derecho. De acuerdo a las Ecs. (7.520) y (7.525), el resultado será

4 Det1/2
(

−gµν ∂λ + i
e

Mc2
Fµν

)

= 4 cosh(µBBβ/2) cos(µBEβ/2). (19.103)

donde µB = eh̄/Mc es el magnetón de Bohr (2.649), y B y E están definidos en la
Ec. (7.525).

Para el caso donde solamente tenemos campo eléctrico, el lado derecho será de la
forma 4 cos(µBEβ/2) = 4 cos(ωE

L h̄β/2) [recordemos la Ec. (19.66)]. Multiplicando
el factor cos por el desarrollo hallado en la Ec. (19.81), obtenemos

z
cos z

sin z
= 1 + 2

∞
∑

n=1

z2

z2 − n2π2
= 2

∞
∑

n=1

ζ2

ζ2 − ζ2n
, ζn ≡ nπ

Ec

E
. (19.104)

Hallando ahora la integral singular sobre ζ en la Ec. (19.77), obtenemos la misma
fórmula hallada en la Ec. (19.83) para la razón de decaimiento, excepto que los signos
alternantes están ausentes. El factor 4 en la Ec. (19.103) se reduce a un factor 2 en
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la acción efectiva. Por lo tanto, la densidad lagrangiana efectiva para fermiones de
esṕın 1/2 es

∆Leff
esṕın 1

2
=−h̄c

(

Mc

h̄

)4 1

2(2π)2

∫ ∞

0

dζ

ζ3

(

Eζ/Ec

tanEζ/Ec
− 1 +

E2ζ2

3E3
c

)

e−ζ , (19.105)

resultado deducido por primera vez por Heisenberg y H. Euler en 1935 [8]. De la
parte imaginaria obtenemos la razón de decaimiento del vaćıo debido a la creación
del par

Γesṕın 1
2

V
=

2

h̄
Im∆Leff

esṕın 1
2
= c

(

Mc

h̄

)4 ( E

Ec

)2 1

4π3

∞
∑

n=1

1

n2
e−nπEc/E

=
1

4π3

e2

h̄c
E2

∞
∑

n=1

1

n2
e−nπEc/E . (19.106)

La causa por la cual se reduce el factor 4 a 2 es que, la suma sobre las trayectorias
bosónicas tienen que ser divididas por una factor 2 para eliminar su orientanción
antes de aplicar el factor fermiónico 4. Este procedimiento no es tan obvio en este
momento, pero será entendido después de la Subsección 19.5.2. El factor 2 resultante
tiene en cuenta las dos orientaciones de esṕın de las part́ıculas cargadas.

La serie de Taylor del integrando en la Ec. (19.105)

z

tan z
= 1− z2

3
− 1

45
z4 − 2

945
z6 − . . . (19.107)

conduce al desarrollo

∆Leff = h̄c
(

Mc

h̄

)4 2

16π2

[

1

45

(

E

Ec

)4

+
4

315

(

E

Ec

)6

+ . . .

]

, (19.108)

de donde hallamos

Leff =
1

2







E2 +
4α2

45

(h̄c)3

(Mc2)4
E4 +

64πα3

315

[

(h̄c)3

(Mc2)4

]2

E6 + . . .







. (19.109)

El término proporcional al factor α2 representa una pequeña amplitud de la dis-
persión fotón-fotón que puede observarse en el laboratorio [9].

Al igual que en el caso del bosón, dado por la Ec. (19.100), cada coeficiente es
exacto a primer orden en α, mientras que la creación y aniquilación virtual de los
pares fermión-antifermión dota al vaćıo f́ısico de una constante dieléctrica no trivial
dependiente de E

ǫ(E) =
1

E

∂Leff

∂E
= 1 +

8α2

45

(h̄c)3

(Mc2)4
E2 +

64πα3

105

[

(h̄c)3

(Mc2)4

]2

E4 + . . . . (19.110)

Si incluimos también un campo B constante y paralelo a E, las fórmulas (19.106)
y (19.105) para las part́ıculas de esṕın 1

2
se modifican en la misma manera que
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las fórmulas bosónicas (19.83) y (19.84), excepto que en espacios espinoriales el
determinante (19.102) introduce el factor adicional cosh(eB/Mc). Aśı obtenemos

∆Leff
esṕın 1

2
=−h̄c

(

Mc

h̄

)4 1

2(2π)2

∫ ∞

0

dζ

ζ3

[

Eζ/Ec

tanEζ/Ec

Bζ/Ec

tanhBζ/Ec
− 1 +

(E2−B2)ζ2

3E3
c

]

e−ζ .

(19.111)

Para una combinación general de campos eléctricos y magnéticos constantes, sim-
plemente intercambiamos E y B por los invariantes de Lorentz ε y β. De la parte
imaginaria obtenemos la razón de decaimiento

Γesṕın 1
2

V
=

2

h̄
Im∆Leff

esṕın 1
2
= c

(

Mc

h̄

)4 ( ε

Ec

)2 1

4π3

∞
∑

n=1

1

n2

nπβ/ε

tanhnπβ/ε
e−nπEc/ε.(19.112)

Para campos intensos, la aproximación de punto de silla a la integral generalizada
(19.105) dará la forma asimptótica

Leff ≡ − e2

48π2
(E2 −B2) log

[

−4e2
(h̄c)3

(Mc2)4
(E2 −B2)

]

+ . . . . (19.113)

19.2.2 Nacimiento del Universo

Una fenómeno de tunelamiento similar podŕıa explicar el nacimiento de un universo
en expansión [10].

Como una idealización de la densidad de materia observada, generalmente se
supone que el universo es isotrópico y homogenéo. Por lo tanto, resulta conveniente
describirlo en un marco de referencia en el cual la métrica sea rotacionalmente
invariante. Para dar cuenta de la expansión, tenemos que permitir una dependencia
temporal expĺıcita en la parte espacial de la métrica. En la parte espacial, utilizamos
las coordenadas que participan en la expansión. Estas coordenadas se pueden ver
como ligadas al gas de part́ıculas en un universo homogeneizado. Entonces el tiempo
en cada punto coordenado es el tiempo propio. En este contexto lo llamamos tiempo

estándar cósmico, a denotarse por t. Imaginemos que somos un observador en el
punto dxi/dt = 0, y medimos el tiempo t contando el número de órbitas de un
electrón alrededor de un protón en un átomo de hidrógeno, empezando a partir del
big bang (olvidandonos de momento que en los primeros segundos del universo el
átomo aún no existe).

Geometŕıa

Con esta calibración temporal, la componente g00 del tensor de la métrica es
idénticamente igual a la unidad

g00(x) ≡ 1, (19.114)

de tal manera que para un punto coordenado fijo, el tiempo propio coincide con la
coordenada temporal, dτ = dt. Mas aún, ya que todos los relojes en el espacio siguen
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la misma prescripción, no existe relación alguna entre el tiempo y las coordenadas
espaciales, una propiedad llamada ortogonalidad del tiempo, aśı que

g0i(x) ≡ 0. (19.115)

En consecuencia, el śımbolo de Christoffel Γ̄00
µ [recordemos la Ec. (10.7)] se anula

idénticamente:

Γ̄00
µ ≡ 1

2
gµν(∂0g0ν + ∂0g0ν − g00) ≡ 0. (19.116)

Esta es la forma matemática de expresar el hecho de que una part́ıcula situada en un
punto coordenado donde dxi/dt = 0, y aśı dxµ/dt = uµ = (c, 0, 0, 0), no experimenta
aceleración alguna

duµ

dτ
= −Γ̄00

µc2 = 0. (19.117)

Las coordenadas mismas son trivialmente comóviles.
Bajo tales condiciones, la distancia invariante tiene la siguiente forma general

ds2 = c2dt2 − (3)gij(x)dx
idxj . (19.118)

Ahora imponemos la isotroṕıa espacial sobre la métrica espacial gij. Denotamos el
elemento de longitud espacial por dl, de tal manera que

dl2 = (3)gij(x)dx
idxj. (19.119)

La isotroṕıa y homogeneidad del espacio se expresa más fácilmente considerando la
curvatura del espacio (3)Rijk

l, calculada a partir de la métrica espacial (3)gij(x). El
espacio corresponde a una superficie esférica. Si su radio es a, el tensor de curvatura
es, de acuerdo a la Ec. (10.161),

(3)Rijkl(x) =
1

a2

[

(3)gil(x)
(3)gjk(x)− (3)gik(x)

(3)gjl(x)
]

. (19.120)

En la Sección 10.4 la derivada de esta expresión utilizó la hipótesis de una super-
ficie esférica con curvatura K ≡ 1/a2 positiva. Si además permitimos espacios
hiperbólicos y parabólicos, con curvatura negativa y nula, y caracterizamos la cur-
vatura por la constante

k = universo











esférico 1
parabólico 0
hiperbólico − 1











, (19.121)

entonces, en la Ec. (19.120) el prefactor 1/a2 se reemplaza por K ≡ k/a2. Para
k = −1 y 0, el espacio tiene una topoloǵıa abierta y un volumen total infinito.
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Para estos tres casos el tensor de Ricci y la curvatura escalar son [comparemos
con las Ecs. (10.163) y (10.156)]

(3)Ril = k
2

a2
gil(x),

(3)R = k
6

a2
. (19.122)

Por construcción, es obvio que para k = 1 el espacio tri-dimensional tiene una
topoloǵıa cerrada y un volumen espacial finito, el cual es igual a la superficie de la
esfera de radio a en cuatro dimensiones

4Sa = 2π2a3. (19.123)

Un ćırculo en este espacio tiene el radio máximo a y circunferencia máxima 2πa.
Una esfera con radio r0 < a tiene el volumen

(3)V a
r0 =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin θ

∫ r

0
dr

r2
√

1− r2/a2
(19.124)

= 4π





a3

2
arcsin

r0
a
− a2r0

2

√

1− r02

a2



 .

Para valores pequeños de r0, la curvatura es irrelevante y el volumen depende de r0
en la misma forma que una esfera en tres dimensiones:

(3)V a
r0
≈ Vr0 =

4π

3
r0

2. (19.125)

Sin embargo, para r0 → a, (3)V a
r0

se aproxima al volumen de saturación 2πa3.
Las expresiones análogas para el caso de curvaturas negativas y cero son obvias.

Métrica de Robertson-Walker

En coordenadas esféricas, la distancia invariante cuatro-dimensional (19.118) define
la métrica de Robertson-Walker .

ds2 = c2dt2 − dl2 (19.126)

dl2 =
dr2

1− kr2/a2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (19.127)

Será de utilidad introducir el ángulo α sobre la superficie de la cuatro-esfera, en
lugar de r, de tal forma que

r = a sinα. (19.128)

La métrica tiene la forma angular cuatro-dimensional

ds2 = c2dt2 − a2(t)[dα2 + f 2(α)(dθ2 + sin2 θdϕ2)], (19.129)
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donde para espacios esféricos, parabólicos e hiperbólicos f(α) será igual a

f(α) =











sinα k = 1,
α k = 0,
sinhα k = −1.

(19.130)

Para tener la simetŕıa máxima, es útil absorber a(t) en el tiempo y definir una
nueva variable temporal η por medio de

c dt = a(η) dη, (19.131)

de tal manera que la distancia invariante estará dada por

ds2 = a2(η)[dη2 − dα2 − f 2(α)(dθ2 + sin2 θdϕ2)]. (19.132)

Entonces la métrica será simplemente

gµν = a2(η)











1
−1

−f 2(α)
−f 2(α) sin2 θ,











(19.133)

y los śımbolos de Christoffel estarán dados por

Γ00
0 =

aη
a
, Γ00

i = 0, Γ0i
0 = 0, Γ0i

j =
aη
a
δi

j , Γij
0 = −aη

a3
gij, Γij

k = 0, (19.134)

donde los sub́ındices denotan derivadas con respecto a las variables correspondientes:

aη ≡
da

dη
=
a

c

da

dt
≡ a

c
at. (19.135)

Calculemos ahora la componente 00 del tensor de Ricci:

R00 = ∂µΓ00
µ − ∂0Γµ0

µ − Γµ0
νΓ0ν

µ + Γ00
µΓνµ

ν . (19.136)

Sustituyendo los śımbolos de Christoffel (19.134), encontramos

∂µΓ00
µ − ∂0Γµ0

µ = −∂0Γi0
i = −3

d

dη

aη
a

= −3
1

a2

(

aηηa− a2η
)

, (19.137)

Γµ0
νΓ0ν

µ = Γ00
0Γ00

0 + Γ00
iΓ0i

0 + Γi0
0Γ00

i + Γi0
jΓ0j

i =
(

aη
a

)2

+ 3
(

aη
a

)2

, (19.138)

Γ00
µΓνµ

ν = Γ00
0Γ00

0 + Γ00
0Γi0

i + Γ00
iΓ0i

0 + Γ00
iΓki

k =
(

aη
a

)2

+ 3
(

aη
a

)2

, (19.139)

de tal forma que

R00 = − 3

a2
(aaηη − a2η), R0

0 = g00R00 = − 3

a4
(aaηη − a2η). (19.140)
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Las otras componentes se pueden determinar mediante su relación con el tensor de
curvatura tridimensional (3)Rij , que tiene la forma simple dada por la Ec. (19.120).
Aśı hallamos que

Rij = Rµij
µ = Rkij

k +R0ij
0 (19.141)

= (3)Rij − Γkj
0Γi0

k + Γij
0Γk0

k +R0ij
0.

Sustituyendo

R0ij
0 = ∂0Γij

0 − ∂iΓ0j
0 − Γ0j

lΓil
0 − Γ0j

0Γi0
0 + Γij

lΓ0l
0 + Γij

0Γ00
0, (19.142)

(3)Rij = k
2

a2
gij (19.143)

y los anteriores śımbolos de Christoffel (19.134) obtenemos

Rij = − 1

a4
(2ka2 + a2η + aaηη)gij (19.144)

de donde la curvatura escalar será

R = g00R00 + gijRij = − 1

a2

[

3

a2
(aaηη − a2η)

]

− 3

a4
(2ka2 + a2η + aaηη)

= − 6

a3
(aηη + ka). (19.145)

Acción y Ecuación de Campo

En ausencia de materia, la acción de Einstein-Hilbert de un campo gravitacional es

f

A=
∫

d4x
√−g

f

L= − 1

2κ

∫

d4x
√−g(R + 2λ), (19.146)

donde κ está relacionada con la constante de gravitación de Newton

GN ≈ 6.673 · 10−8 cm3g−1s−2 (19.147)

por medio de

1

κ
=

c3

8πGN
. (19.148)

Una escala natural de longitud en f́ısica gravitacional es la longitud de Planck , la
cual se puede obtener a partir de una combinación de la constante de gravitación de
Newton (19.147), la velocidad de la luz c ≈ 3× 1010 cm/s y la constante de Planck
h̄ ≈ 1.05459× 10−27:

lP =

(

c3

GN h̄

)−1/2

≈ 1.615× 10−33 cm. (19.149)
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La cual corresponde a la longitud de onda de Compton lP ≡ h̄/mPc asociada con la
masa de Planck

mP =

(

ch̄

GN

)1/2

≈ 2.177× 10−5 g = 1.22× 1022MeV/c2. (19.150)

En la acción (19.146), la constante 1/κ se puede expresar en términos de la
longitud de Planck en la forma

1

κ
=

h̄

8πl2P
. (19.151)

Si a la acción (19.146) le agregamos una acción de materia y variamos la acción
combinada con respecto a la métrica gµν , obtenemos la ecuación de Einstein

1

κ

(

Rµν −
1

2
gµνR− λgµν

)

= Tµν , (19.152)

donde Tµν es el tensor de enerǵıa-momento de la materia. La constante λ es la
llamada constante cosmológica. Se cree que aparece de las oscilaciones del punto
cero de todos los campos cuánticos en el universo.

Un solo campo contribuye a la densidad Lagrangiana
f

L de la Ec. (19.146) con
el término −Λ ≡ −λ/κ, el cual es t́ıpicamente del orden de h̄/l4P. Para bosones, el
signo es positivo, para fermiones negativo, reflejando el llenado de todas las ener-
ǵıas negativas en el vaćıo. Una constante de esta magnitud es mucho mayor que
la presente estimación experimental. En la literatura generalmente encontramos
estimaciones para la cantidad adimensional

Ωλ0 ≡
λ c2

3H2
0

. (19.153)

dondeH0 es la constante de Hubble, cuyo inversa es aproximadamente igual al tiempo
de vida del universo

H−1
0 ≈ 14× 109 años. (19.154)

Ajustes recientes a supernovas distantes y otros datos cosmológicos dan la estimación
[11]

Ωλ0 ≈ 0.68± 0.10. (19.155)

El valor de la constante cosmológica λ asociada, será

λ = Ωλ0
3H2

0

c2
≈ Ωλ0

(6.55× 1027 cm)2
≈ Ωλ0

(6.93× 109 ly)2
≈ Ωλ0

(2.14Runiverso)2
. (19.156)

Nótese que en presencia de λ, la solución de Schwarzschild alrededor de una masa
M tiene la métrica

ds2 = B(r)c2dt2 − B−1dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2, (19.157)
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donde

B(r) = 1− 2MGN

c2r
− 2

3
λ r2 = 1− M

mP

lP
r
− 2

3
Ωλ0

r2

(2.14Runiverso)2
. (19.158)

Si las distancias son del orden del radio del universo, el término λ agrega una pequeña
fuerza de repulsión a la fuerza de Newton entre masas puntuales.

El valor de la constante Λ asociado con la expresión (19.155) es

Λ =
λ

κ
= Ωλ0

3H2
0

c2
l2P
8π

≈ 10−122 h̄

l4P
. (19.159)

Un prefactor tan pequeño como éste sólo se puede obtener de una cancelación casi
perfecta de las contribuciones de los campos bosónicos y fermiónicos. Esta can-
celación es la principal razón para postular una supersimetŕıa rota en el universo,
en la cual cada bosón tiene una contraparte fermiónica. Hasta ahora, el espectro
conocido de part́ıculas no muestra trazas de tal simetŕıa. Existe por lo tanto una
necesidad de explicar este hecho por medio de algún otro mecanismo no conocido
aún.

El modelo más simple del universo regido por la acción (19.146) es llamado el
modelo de Friedmann o universo de Friedmann.

19.2.3 Modelo de Friedmann

Sustituyendo las Ecs. (19.140) y (19.145) en la componente 00 de la ecuación de
Einstein (19.152), obtenemos la ecuación para la enerǵıa

3

a4

(

a2η + ka2
)

− λ = κT0
0. (19.160)

En términos del tiempo cósmico estándar t, la ecuación general será

3

[

(

at
a

)2

+ k
c2

a2

]

− λc2 = c2κT0
0. (19.161)

El modelo más simple de Friedmann utiliza el concepto del tensor de enerǵıa-
momento T0

0 de un gas ideal despresurizado de densidad de masa ρ:

Tµ
ν = cρuµu

ν , (19.162)

donde uµ es la velocidad cuatro-vectorial uµ = (γ, γv/c) de las part́ıculas cuyas

componentes son uµ = (γ, γv/c), donde γ ≡ 1/
√

1− v2/c2, suponiendo que las

cuatro componentes se transforman en la forma (dx0 = cdt, dx). Suponemos además
que el gas está en reposo en nuestras coordenadas comóviles, de tal forma que la
única componente distinta de cero es T0

0:

T0
0 = cρ. (19.163)
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Esta componente es invariante bajo la transformación temporal (19.131).
Como un accidente afortunado, esta componente de la ecuación de Einstein no

tiene ningún término aηηa. Aśı que podemos estudiar simplemente la ecuación dife-
rencial de primer orden

3

a4

(

a2η + ka2
)

− λ = cκρ. (19.164)

Puesto que el volumen total del universo es 2πa3, podemos expresar a ρ en términos
de la masa total M como sigue

ρ =
M

2π2a3
. (19.165)

De esta manera llegamos a la ecuación diferencial

3

a4
(a2η + ka2)− λ =

κMc

2π2a3
=

4GNM

πc2a3
. (19.166)

Esta ecuación de movimiento también se puede obtener de otra forma. Expre-
samos la acción (19.146) en términos de a(η) usando para R la ecuación (19.145).
Usando el volumen (19.123) y la relación (19.131) reescribimos la norma de inte-
gración como

∫

d4x
√−g =

∫

dt (4)Sa = 2π2
∫

dη a4(η), (19.167)

aśı que

f

A =
2π2

2κ

∫

dη
[

6a(aηη + ka)− 2λa4
]

=̂
2π2

κ

∫

dη
[

−3a2η + 3ka2 − λa4
]

.(19.168)

La segunda expresión se obtiene de la primera mediante una integración par-
cial donde ignoramos los términos de frontera que no influyen en la ecuación de
movimiento. La materia de la discusión anterior está descrita por la acción

m

A = −
∫

d4x
√−gcρ = −2π2

∫

dη
Mc

2π2
a(η). (19.169)

La variación con respecto a a dará la ecuación de Euler-Lagrange

6(aηη + ka)− 4λa3 − κMc

2π2
= 0. (19.170)

Nótese que en términos del tiempo de Robertson-Walker t [recordemos la
Ec. (19.131)], la ecuación de movimiento será

ä =
λ

3
a− 1

6

κMc

2π2a2
. (19.171)
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Como es de esperar, la expansión cosmológica es desacelerada por la materia, debido
a la atracción gravitacional. Por otra parte, una constante cosmológica positiva,
acelera la expansión. Para el valor especial

λ = λEinstein ≡ κMc

2π2a3
=

4GNM

πc2a3
=

4πGNρ

c
, (19.172)

los dos efectos se cancelan entre śı y existe una solución independiente del tiempo
con radio a y densidad ρ. Este es el valor para la constante cosmológica que escogió
Einstein para reproducir el modelo de universo estacionario de Hoyle, antes del
descubrimiento de Hubble de la expansión del universo (elección que después él
llamaŕıa la más grande tonteŕıa de su vida).

Multiplicando la Ec. (19.170) por aη e integrando sobre η obtenemos la ley de la
conservación de pseudo-enerǵıa

3(a2η + ka2)− λa4 − κMc

2π2
a = const, (19.173)

en total acuerdo con la Ec. (19.166), para el caso de una pseudo-enerǵıa nula.
Esta ecuación también se puede escribir como

a2η + ka2 − amáxa−
λ

3
a4 = 0, (19.174)

donde

amáx ≡
κMc

6π2
=

4GNM

3πc2
. (19.175)

Este resultado se parece a la ley de la conservación de la enerǵıa para part́ıculas
puntuales de masa “2” en el potencial efectivo del universo

V univ(a) = ka2 − amáxa−
λ

3
a4, (19.176)

con enerǵıa total cero. Para el caso esférico k = 1, el potencial es muestra en la
Fig. 19.2.

El modelo de Friedmann ignora la constante cosmológica y considera la ecuación

a2η + ka2 − amáxa = 0. (19.177)

La solución de la ecuación diferencial para esta trayectoria se encuentra por inte-
gración directa. Suponiendo k = 1, obtenemos

η =
∫ da
√

−V univ(a)
=
∫ da
√

−(a− amáx/2)2 + a2máx/4
= − arccos

2a

amáx
. (19.178)

Con la condición inicial a(0) = 0, esto implica que

a(η) =
amáx

2
(1− cos η). (19.179)
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a

amáx

V univ(a)/a2máx

a0
amáx

✻

Figure 19.2 Potencial para un universo cerrado de Friedman en función del radio re-

ducido a/amáx, donde λa2máx = 0.1. Nótese que el mı́nimo metaestable conduce a una

posible solución a ≡ a0. En la región a la derecha, un proceso de tunelamiento conduce a

un universo en expansión.

Integrando la Ec. (19.131), encontramos la relación entre η y el tiempo f́ısico
(=tiempo propio)

t =
1

c

∫

dη a(η) =
amáx

2c

∫

dη (1− cos η) =
amáx

2c
(η − sin η). (19.180)

La solución a(t) es el cicloide mostrado en la Fig. 19.3. El radio del universo se
repite periódicamente con periodo t0 = πamáx/c, desde cero hasta amáx. Aśı el radio
surge a partir del big bang , se expande con una velocidad de expansión decreciente,
debido a la atracción gravitacional, y se recontrae a un punto.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0.5

1

1.5

2

2.5

t/t0

a

amáx

Figure 19.3 Radio del universo como una función del tiempo en el modelo de Friedman,

medido en términos del periodo t0 ≡ πamáx/c (curva sólida= universo cerrado, curva a

trazos= universo hiperbólico, curva punteada= universo parabólico). La curva para el

universo cerrado es una cicloide.

Por otro lado, encontramos que para una densidad alta la solución es inaplicable,
ya que la aproximación del gas ideal despresurizado (19.163) no es correcta.
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Consideremos ahora el caso de curvatura negativa, k = −1. Entonces la ecuación
diferencial (19.177) será

a2η − a2 − amáxa−
λ

3
a4 = 0. (19.181)

Para comparar las curvas deberemos introducir de nuevo un parámetro de masa
M y reescribir la densidad como en la Ec. (19.165), aún cuando M ya no tiene el
significado de masa total del universo (la cual ahora es infinita). Para el caso λ = 0,
la solución será

a(η) =
amáx

2
(cosh η − 1), (19.182)

t =
amáx

2c
(sinh η − η). (19.183)

Nuevamente, la solución se bosqueja en la Fig. 19.3. Después del big bang , el universo
se expande, aunque con velocidad decreciente, debido al frenado gravitacional. La
cantidad amáx ya no es el radio extremum, ni t0 tampoco es el periodo.

Considérese finalmente el caso parabólico k = 0, donde la ecuación de
movimiento (19.177) será

a2η − amáxa−
λ

3
a4 = 0, (19.184)

donde M es el parámetro de masa definido anteriormente para el caso de curvatura
negativa. Ahora la solución para λ = 0 es simplemente

η = 2

√

a

amáx
, (19.185)

la cual se puede invertir en la forma

a(η) = amáx
η2

4
. (19.186)

Luego, la solución de la Ec. (19.131) será

t =
amáx

12c
η3, (19.187)

de donde

a(t) =
(

9

4
amáx

)1/3

(ct)2/3. (19.188)

Esta solución es simplemente la continuación del término principal hallado en las
dos soluciones previas, para valores grandes de t.
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19.2.4 Tunelamiento de un Universo en Expansión

Resulta interesante observar que el potencial para el universo esférico de la Fig. 19.2
permite una solución independiente del tiempo, en la cual el radio se encuentra en un
mı́nimo metaestable, el cual podemos llamar a0. La solución a ≡ a0 corresponde a
un universo independiente del tiempo. Ahora, podemos imaginarnos que el universo
en expansión surge del universo independiente del tiempo mediante un proceso de
tunelamiento hacia el abismo a la derecha del potencial [10]. Su razón de decaimiento
se puede calcular a partir de la acción Euclidiana asociada con la solución clásica
para el tiempo imaginario correspondiente al movimiento desde a0 hacia la derecha
en el potencial invertido −V univ(a).

Obsérvese que este proceso sólo puede conducir a un universo de curvatura po-
sitiva. Para una curvatura negativa, donde el término a2 en la Ec. (19.176) tiene
signo opuesto, no existe el mı́nimo metaestable.

19.3 Sistema Relativista Coulombiano

En la integral de trayectoria (19.48), se puede introducir un potencial externo inde-
pendiente del tiempo V (x), sustituyendo la enerǵıa E por E − V (x). En el caso de
un potencial atractivo Coulombiano, el segundo término en la acción (19.49) será

Aint = −
∫ λb

λa

dλ h(λ)
(E + e2/r)2

2Mc3
, (19.189)

donde r = |x|. La integral de trayectoria asociada se calcula mediante una transfor-
mada de Duru-Kleinert en la siguiente forma [12].

Considérese el sistema Coulombiano tri-dimensional donde la dimensión del
espacio-tiempo es D = 4. Incrementemos el espacio tri-dimensional por medio
de una cuarta componente muda x4, tal como se hizo en el tratamiento no rela-
tivista de la Sección 13.4. Al final, la variable adicional x4 se elimina mediante
la integral

∫

dx4a/ra =
∫

dγa, como en las Ecs. (13.120) y (13.127). Luego, hace-
mos uso de la transformada de Kustaanheimo-Stiefel (13.106), dxµ = 2A(u)µνdu

ν.
Este proceso cambia x′µ2 a 4~u2~u′ 2, donde el śımbolo vectorial indica la naturaleza
cuatro-vectorial. La acción transformada será:

Ãe,E =
∫ λb

λa

dλ
{

4Mc~u2

2h(λ)
~u ′ 2(λ) +

h(λ)

2Mc3~u2

[

(M2c4−E2)~u2 −2Ee2− e4

~u2

]

}

. (19.190)

Si ahora usamos la norma h(λ) = 1 y luego cambiamos de λ a un nuevo parámetro
adimensional s, via la transformación dependiente de la trayectoria dλ = fds, en
donde f = ~u2. El resultado es la acción transformada DK

ĀDK
e,E =

∫ sb

sa

ds

c

{

4Mc2

2
~u ′ 2(s) +

1

2Mc2

[

(

M2c4 − E2
)

~u2 − 2Ee2 − e4

~u2

]

}

. (19.191)
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Esta acción describe una part́ıcula de masa µ = 4M moviendose, en función del
“pseudotiempo” s, en un potencial armónico oscilatorio de “frecuencia” adimen-
sional

ω =
1

2Mc2

√
M2c4 − E2. (19.192)

El oscilador posee un potencial adicional atractivo −e4/2Mc2~u2, que se parametriza
convenientemente mediante una barrera centŕıfuga

Vextra = h̄2
l2extra
2µ~u2

, (19.193)

cuyo momento angular cuadrático tiene un valor negativo

l2extra ≡ −4α2. (19.194)

Aqúı α denota la constante de estructura fina α ≡ e2/h̄c ≈ 1/137. Adicionalmente,
existe también un potencial constante trivial

Vconst = − E

Mc2
e2. (19.195)

Si por el momento ignoramos la barrera centŕıfuga Vextra, se obtiene inmediatamente
la solución de la integral de trayectoria [ver la Ec. (13.127)]:

(xb|xa)E = −i h̄

2Mc

1

16

∫ ∞

0
dS ee

2ES/Mc2h̄
∫ 4π

0
dγa (~ubS|~ua0) , (19.196)

donde (~ubS|~ua0) es la amplitud de evolución pseudotemporal del oscilador armónico
cuatro-dimensional.

No existen correcciones debidas a la partición temporal por la misma razón que
nos las hay en el caso tri-dimensional. Esta afirmación se obtiene de la conección
af́ın de la transformada de Kustaanheimo-Stiefel, la cual cumple la relación

Γµ
µλ = gµνei

λ∂µe
i
ν = 0 (19.197)

(ver la discusión dada en la Sección 13.6).
Efectuando la integral sobre γa en la Ec. (19.196), obtenemos

(xb|xa)E = −i h̄

2Mc

Mκ

πh̄

∫ 1

0
d̺

̺−ν

(1− ̺)2
I0

(

2κ
2
√
̺

1− ̺

√

(rbra + xbxa)/2

)

× exp

[

−κ1 + ̺

1 − ̺
(rb + ra)

]

, (19.198)

donde usamos la varible

h ≡ e−2ωS , (19.199)
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y los parámetros

ν =
e2

2ωh̄

E

Mc2
=

α
√

M2c4/E2 − 1
, (19.200)

κ =
µω

2h̄
=

1

h̄c

√
M2c4 − E2 =

E

h̄c

α

ν
. (19.201)

Como en el tratamiento posterior a la Ec. (13.203), el uso de la fórmula

I0(z cos(θ/2)) =
2

z

∞
∑

l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)I2l+1(z) (19.202)

nos permite hallar la descomposición en ondas parciales

(xb|xa)E =
1

rbra

∞
∑

l=0

(rb|ra)E,l
2l + 1

4π
Pl(cos θ)

=
1

rbra

∞
∑

l=0

(rb|ra)E,l

l
∑

m=−l

Ylm(x̂b)Y
∗
lm(x̂a). (19.203)

La amplitud radial se normaliza de forma ligeramente diferente a la dada en la
Ec. (13.210):

(rb|ra)E,l = −i h̄

2Mc

√
rbra

2M

h̄

∫ ∞

0
dy

1

sinh y
e2νy (19.204)

× exp [−κ coth y(rb + ra)] I2l+1

(

2κ
√
rbra

1

sinh y

)

.

A partir de este momento, incorporamos la barrera centŕıfuga mediante el reem-
plazo

2l + 1 → 2l̃ + 1 ≡
√

(2l + 1)2 + l2extra, (19.205)

como se hizo en las Ecs. (8.146) y (14.223). De acuerdo a la Ec. (9.29), la integración
sobre y será

(rb|ra)E,l = −i h̄

2Mc

M

h̄κ

Γ(−ν + l̃ + 1)

(2l̃ + 1)!
Wν,l̃+1/2 (2κrb)Mν,l̃+1/2 (2κra) . (19.206)

Esta expresión posee polos en la función Gamma, cuyas posiciones satisfacen las
ecuaciones ν − l̃ − 1 = 0, 1, 2, . . . . Mismos que determinan los estados ligados del
sistema Coulombiano. Para simplificar las expresiones subsecuentes introducimos el
parámetro de valores positivos pequeños dependiente en l

δl ≡ l − l̃ = l + 1/2−
√

(l + 1/2)2 − α2 ≈ α2

2l + 1
+O(α4). (19.207)
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De donde los polos cumplen con la relación ν = ñl ≡ n− δl, para n = l+1, l+2, l+
3, . . . . Usando la relación (19.200), obtenemos las enerǵıas de los estados ligados:

Enl = ±Mc2
[

1 +
α2

(n− δl)2

]−1/2

≈ ±Mc2
[

1− α2

2n2
− α4

n3

(

1

2l + 1
− 3

8n

)

+O(α6)

]

. (19.208)

Nótese que la aparición del signo más-menos es una propiedad caracteŕıstica de
las enerǵıas en la mecánica cuántica relativista. Una interpretación correcta de la
enerǵıa negativa como la enerǵıa positiva de las anti-part́ıculas es inmediata sólo
en la teoŕıa cuántica de campos y no será discutida aqúı. Aún si ignoramos las
enerǵıas negativas, existe un acuerdo pobre con el espectro experimental del átomo
de hidrógeno. Debemos de incluir el esṕın del electrón para obtener resultados más
satisfactorios.

Para encontrar las funciones de onda, hacemos la siguiente aproximación cerca
de los polos ν ≈ ñl:

Γ(−ν + l̃ + 1) ≈ −(−)nr

nr!

1

ν − ñl
,

1

ν − ñl
≈ 2

ñl

h̄2κ2

2M

(

E

Mc2

)2 2Mc2

E2 − E2
nl

,

κ ≈ E

Mc2
1

aH

1

ñl

, (19.209)

donde el número cuántico radial es nr = n− l − 1. En analoǵıa con la ecuación no
relativista (13.213), la última ecuación se puede reescribir como

κ =
1

ãH

1

ν
, (19.210)

donde

ãH ≡ aH
Mc2

E
(19.211)

representa el radio modificado de Bohr dependiente de la enerǵıa [comparemos con
la Ec. (4.376)]. Este radio determina la escala de los estados relativistas ligados
en términos de la enerǵıa E. En lugar de ser igual a la longitud de Compton del
electrón h̄/Mc multiplicada por 1/α ≈ 137, el radio modificado de Bohr es igual al
producto de 1/α por h̄c/E.

Cerca de los polos de enerǵıa positiva, tenemos la aproximación

−iΓ(−ν + l̃ + 1)
M

h̄κ
≈ (−)nr

ñ2
l nr!

1

ãH

(

E

Mc2

)2 2Mc2ih̄

E2 − E2
nl

. (19.212)
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Usando este comportamiento y la fórmula (9.48) para las funciones de Whittaker
[en adición con la Ec. (9.50)], tenemos que la contribución de los estados ligados a
la representación espectral de la amplitud de enerǵıa fija será

(rb|ra)E,l =
h̄

Mc

∞
∑

n=l+1

(

E

Mc2

)2 2Mc2ih̄

E2 −E2
nl

Rnl(rb)Rnl(ra) + . . . . (19.213)

Una comparación entre los polos de la Ec. (19.206) y la Ec. (19.213) nos permite
hallar la función de onda radial

Rnl(r) =
1

ã
1/2
H ñl

1

(2l̃ + 1)!

√

√

√

√

(ñl + l̃)!

(n− l − 1)!

×(2r/ñlãH)
l̃+1e−r/ñlãHM(−n + l + 1, 2l̃ + 2, 2r/ñlãH) (19.214)

=
1

ã
1/2
H ñl

√

√

√

√

(n− l − 1)!

(ñ + l̃)!
e−r/ñãH (2r/ñlãH)

l̃+1L2l̃+1
ñl−l−1(2r/ñlãH).

Las funciones de onda normalizadas apropiadamente serán

ψnlm(x) =
1

r
Rnl(r)Ylm(x̂). (19.215)

Las funciones de onda continuas se obtienen en la misma forma como se hizo en el
caso de las amplitudes no relativistas que nos llevó a las fórmulas (13.221)–(13.229).

19.4 Part́ıcula Relativista en un Campo Electromagnético

Consideremos ahora a la part́ıcula relativista en un campo vectorial electro-
magnético Aµ(x) dependiente de un espacio-tiempo general.

19.4.1 Acción y Función de Partición

En la acción canónica (19.14) se puede incluir un campo electromagnético Aµ(x) de
la forma usual, mediante la substitución mı́nima (2.644):

Āe[p, x] =
∫ λb

λa

dλ

{

−ipẋ+ h(λ)

2Mc

[

(

p− e

c
A
)2

+M2c2
]}

, (19.216)

con lo que la amplitud (19.22):

(xb|xa) =
h̄

2Mc

∫ ∞

0
dS

∫

DhΦ[h]
∫

DDx e−Āe/h̄, (19.217)

donde la acción de acoplamiento mı́nimo será [comparemos con la Ec. (2.706)]

Āe =
∫ λb

λa

dλ

[

Mc

2h(λ)
ẋ2(λ) + i

e

c
ẋ(λ)A(x(λ)) + h(λ)

Mc

2

]

, (19.218)
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por lo que en la norma más simple de la Ec. (19.23), la amplitud se reduce a la
extensión dada en la Ec. (19.26):

(xb|xa) =
h̄2

2M

∫ ∞

0
dβ e−βMc2/2

∫

D4x e−Ae , (19.219)

cuya acción es

Ae = Ae,0 +Ae,int ≡
∫ h̄β

0
dτ
[

M

2
ẋ2(τ) + i

e

c
ẋ(τ)A(x(τ))

]

. (19.220)

La función de partición para un lazo de cualquier forma y longitud de una part́ıcula
en un campo electromagnético externo es, de acuerdo a la Ec. (19.37),

Z1 =
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫

DDx e−Ae/h̄. (19.221)

Como en las Ecs. (19.45) y (19.46) esto dará, hasta un factor de 1/h̄, la acción
efectiva de un ensemble de lazos cerrados de part́ıculas en un campo electromagnético
externo.

19.4.2 Desarrollo Perturbativo

Dado que el acoplamiento electromagnético es muy pequeño, podemos separar el
exponente e−A/h̄ como e−A0/h̄e−Aint/h̄ y desarrollar el segundo factor en potencias de
Aint:

e−Aint/h̄ =
∞
∑

n=0

(−ie/h̄c)n
n!

n
∏

i=1

[ ∫ h̄β

0
dτi ẋ(τi)A(x(τi))

]

. (19.222)

Si la acción efectiva no interactuante contenida en las Ecs. (19.39), (19.37) y (19.46)
se denota por

Γe,0

h̄
≡−Z1=−

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 VD

√

2πh̄2β/M
D = − VD

λCM
D

1

(4π)D/2
Γ(1−D/2), (19.223)

utilizando la longitud de onda de Compton λCM dada por la Ec. (19.31), obtenemos
el desarrollo no perturbativo

Γe

h̄
=
Γe,0

h̄
−
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 VD

√

2πh̄2β/M
D

∞
∑

n=1

(−ie/c)n
n!

〈

n
∏

i=1

[ ∫ h̄β

0
dτi ẋ(τi)A(x(τi))

]

〉

0

,

(19.224)

donde 〈 . . . 〉0 representa los valores esperados de la part́ıcula libre [comparemos
con las Ecs. (3.483)–(3.486)] hallados de la integral de trayectoria libre utilizando
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trayectorias periódicas para valores fijos de β [comparemos con las Ecs. (19.38) y
(19.41)]:

〈O[x]〉0 ≡
∫ DDxO[x] e−Ae,0/h̄

∫ DDx e−Ae,0/h̄
. (19.225)

El denominador es igual a VD/
√

2πh̄2β/M
D

.
En el desarrollo (19.224) se puede omitir la acción efectiva libre permitiendo que

la suma empieze a partir de n = 0.
La evaluación de los cumulantes se obtiene por descomposición de Fourier de los

campos vectoriales, usando la forma

A(x) =
∫

dDk

(2π)D
eikxA(k), (19.226)

y reescribiendo la Ec. (19.224) como

Γe

h̄
=

Γe,0

h̄
−
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 VD

√

2πh̄2β/M
D

×
∞
∑

n=1

(−ie/h̄c)n
n!

n
∏

i=1

[

∫

dDki
(2π)D

Aµi(ki)

]〈

n
∏

i=1

[ ∫ h̄β

0
dτi ẋ

µi(τi)e
ikix(τi)

]

〉

0

.(19.227)

Primero evaluamos los valores esperados
〈

ẋ(τ1)e
ik1x(τ1) · · · ẋ(τn)eiknx(τn)

〉

0
. (19.228)

Debido a las condiciones de frontera periódicas, como en la Sección 3.25, separamos
la trayectoria promedio x0 = x̄(τ) [recordemos la Ec. (3.807)], escribiendo

x(τ) = x0 + δx(τ), (19.229)

y factorizando la Ec. (19.228) en la forma
〈

ei(k1+...+kn)x0

〉

0

〈

δẋ(τ1)e
ik1δx(τ1) · · · δẋ(τn)eiknδx(τn)

〉

0
. (19.230)

El primer promedio se puede encontrar como un promedio con respecto a la parte
x0 de la integral de trayectoria cuya norma se dio en la Ec. (3.811). Esto dará una
función δ, asegurando con ello la conservación de la enerǵıa total y el momentum
de los n fotones involucrados:

〈

ei(k1+...+kn)x0

〉

0
=

1

VD
(2π)Dδ(D)(k1 + . . .+ kn). (19.231)

El denominador se obtiene de la normalización de aquel valor esperado que tiene
una integral

∫

dDx0 en el denominador.
El segundo promedio se obtiene usando el teorema de Wick. La función de co-

rrelación 〈δxµ(τ1)δxν(τ2)〉0, se obtiene a partir de la Ec. (3.842) en el ĺımite Ω → 0,



19.4 Part́ıcula Relativista en un Campo Electromagnético 1481

donde τ1, τ2 ∈ (0, β). Esta función de correlación es el propagador periódico cuyo
modo cero se ha substraido:

〈δxµ(τ1)δxν(τ2)〉0 = δµνG(τ1, τ2) = δµν
h̄

M
∆̄(τ1, τ2), (19.232)

donde ∆̄(τ1 − τ2) es la función de Green periódica substraida Ga
ω,e(τ − τ ′), co-

rrespondiente al operador diferencial −∂2τ , calculada en la Ec. (3.254), y donde se
utiliza la notación abreviada de la Subsección 10.12.1 [ver la Ec. (10.565)]. En las
unidades actuales tendremos:

∆̄(τ, τ ′) ≡ ∆̄(τ − τ ′) =
(τ − τ ′)2

2h̄β
− τ − τ ′

2
+
h̄β

12
, τ ∈ [0, h̄β]. (19.233)

Usando la Ec. (10.566), las derivadas temporales de la Ec. (19.233) serán:

˙∆̄(τ, τ ′) = −∆̄̇ (τ, τ ′) ≡ τ − τ ′

h̄β
− ǫ(τ − τ ′)

2
, τ, τ ′ ∈ [0, h̄β]. (19.234)

Con estas funciones y usando la regla de Wick (3.310) para j(τ) =
∑n

i kiδ(τ−τi),
es directo calcular el valor de esperado:

〈

eik1δx(τ1) · · · eiknδx(τn)
〉

0
= e−

1
2

∑n

i,j=1
kikjG(τi,τj). (19.235)

Reescribiendo el lado derecho en la forma

e−
1
2

∑n

i,j=1
kikjG(τi,τj) = e−

1
2

∑n

i,j=1
kikj [G(τi,τj)−G(τi,τi)]−

1
2(
∑n

i=1
ki)

2
G(τi,τi), (19.236)

vemos que, si la suma de los momenta ki es cero
∑n

i=1 ki = 0, podemos reemplazar
la Ec. (19.235) por

〈

eik1δx(τ1) · · · eiknδx(τn)
〉

0
= exp







−
n
∑

i<j

kikj [G(τi, τj)−G(τi, τi)]







. (19.237)

Por lo tanto, es útil introducir la función substraida de Green

G′(τi, τj) ≡ G(τi, τj)−G(τi, τi). (19.238)

Recordemos la situación similar hallada en la evaluación de la Ec. (5.377).
Una extensión obvia de la Ec. (19.235) será

〈

ei[k1δx(τ1)+q1ẋ(τ1)] · · · ei[knδx(τn)+qnẋ(τn)]
〉

0
(19.239)

= e−
1
2

∑n

i,j=1
kikjG(τi,τj)−

1
2

∑n

i,j=1
qikj Ġ (τi,τj)−

1
2

∑n

i,j=1
kiqj G˙(τi,τj)−

1
2

∑n

i,j=1
qiqj Ġ˙(τi,τj),

donde los puntos tienen el mismo significado que el dado en la Ec. (10.395).
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19.4.3 Polarización del Vaćıo a Orden Menor

Considérese el caso no trivial de orden menor n = 2. Diferenciando la Ec. (19.237)
con respecto a iq1 e iq2 y usando el valor qi = 0, para k2 = −k1 = −k obtenemos:
〈

ẋ(τ1)e
ikδx(τ1)ẋ(τ2)e

−ikδx(τ2)
〉

0
=
[

Ġ˙(τ1, τ2)+k
2 Ġ (τ1, τ2)G˙(τ1, τ2)

]

ek
2[G(τ1,τ2)−G(τ1,τ1)].

(19.240)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (19.227), después de hacer una factorización
de acuerdo a la Ec. (19.230), obtenemos la corrección de orden menor a la acción
efectiva

∆Γe=− e2

2h̄c2

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 1

√

2πh̄2β/M
D

2
∏

i=1

[

∫

dDki
(2π)D

]

(2π)Dδ(D)(k1+k2)A
µ(k1)A

ν(k2)

×
∫ h̄β

0
dτ1

∫ h̄β

0
dτ2 [ Ġ˙(τ1, τ2)δ

µν+ kµ1k
ν
1 Ġ (τ1, τ2)G˙(τ1, τ2)] e

k21G
′(τ1,τ2), (19.241)

donde mostramos los ı́ndices vectoriales apropiados. Una integración por partes
sobre τ1 permite escribir la segunda ĺınea en la forma

−
∫ h̄β

0
dτ1

∫ h̄β

0
dτ2

(

k21δ
µν − kµ1k

ν
1

)

Ġ (τ1, τ2)G˙(τ1, τ2) e
k21G

′(τ1,τ2). (19.242)

Expresando a G′(τ1, τ2) en la forma (h̄/M)
[

∆̄(τ1 − τ2)− ∆̄(0)
]

y usando la periodi-
cidad sobre τ2, obtenemos

h̄2

M2

(

k21δ
µν − kµ1k

ν
1

)

h̄β
∫ h̄β

0
dτ ∆̇′

p
2(τ)eh̄k

2
1M[∆′

p(τ)−∆′

p(0)]. (19.243)

Ahora, introducimos los tiempos reducidos u ≡ τ/h̄β y reescribimos las funciones
de Green para τ ∈ (0, h̄β) y u ∈ (0, 1) en la forma

∆̄(τ1 − τ2) = − h̄β
2

[

u(1− u)− 1

6

]

, (19.244)

˙̄∆(τ1 − τ2) = u− 1

2
, (19.245)

de tal manera que en la Ec. (19.243) la integral será de la forma

1

4

∫ 1

0
du (2u− 1)2e−βh̄2k21u(1−u)/2M . (19.246)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (19.241) y eliminando los sub́ındices irrele-
vantes de k1 llegamos a la expresión

∆Γe=
e2

2h̄c2

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 1

√

2πh̄2β/M
D

∫

dDk

(2π)D
Aµ(k)Aν(−k)

×
(

k2δµν − kµkν
) h̄4β2

4M2

∫ 1

0
du (2u− 1)2e−βh̄2k22Mu(1−u)/2M . (19.247)
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Luego de reemplazar h̄2β/2M → β, la integral sobre β se puede resolver fácilmente
usando la fórmula (2.498), de donde obtenemos

∆Γe =
e2h̄

c2
1

(4π)D/2

1

2c

∫

dDk

(2π)D
Aµ(k)Aν(−k)

(

k2δµν − kµkν
)

× Γ (2−D/2)
∫ 1

0
du (2u− 1)2

[

u(1− u)k2 +M2c2/h̄2
]D/2−2

. (19.248)

En el prefactor reconocemos la constante de estructura fina α = e2/h̄c [recordemos
la Ec. (1.505)]. La integral del momentum se puede reescribir como

1

2

∫ dDk

(2π)D
Aµ(k)Aν(−k)

(

k2δµν − kµkν
)

=
1

4

∫ dDk

(2π)D
Fµν(−k)Fµν(k), (19.249)

donde

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) (19.250)

es el tensor de intensidad del campo electromagnético. Ahora abreviamos la integral
sobre u como sigue:

Π(k2) ≡ α
4π

(4π)D/2
Γ (2−D/2)

∫ 1

0
du (2u− 1)2

[

u(1− u)k2 +M2c2/h̄2
]D/2−2

.(19.251)

Esto nos permite re-expresar la Ec. (19.248) en el espacio de configuraciones:

∆Γe =
1

16πc

∫

d4xFµν(x)Π(−∂2)Fµν(x), (19.252)

donde Fµν(x) es la versión Euclidiana del rotacional 4-dimensional invariante de
norma del potencial vectorial:

Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x). (19.253)

En el espacio de Minkowski, las componentes de Fµν son los campos eléctricos y
magnéticos:

F0i = −F 0i = −∂0Ai + ∂iA0 = −∂0Ai − ∂iA
0 = −Ei, (19.254)

Fij = F ij = ∂iAj + ∂jAi = −∂iAj + ∂jA
i = −ǫijkBk. (19.255)

Esto está de acuerdo con las definiciones de la electrodinámica

E ≡ −1

c
Ȧ−∇φ, B ≡ ∇×A, (19.256)

donde A0(x) se identifica con el potencial eléctrico φ(x).
En términos de Fµν(x) la acción de Maxwell, en presencia de una densidad de

carga ρ(x) y una densidad de corriente eléctrica j(x),

Aem =
∫

dt d3x
{

1

4π

[

E2(x)−B2(x)
]

−
[

ρ(x)φ(x)− 1

c
j(x) ·A(x)

]}

, (19.257)
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se puede escribir covariantemente como

Aem = −
∫

d4x
[

1

8πc
F 2
µν(x) +

1

c2
jµ(x)Aµ(x)

]

, (19.258)

donde

jµ(x) = (cρ(x), j(x)) (19.259)

es el cuatro-vector formado por la densidad de carga y la corriente eléctrica.
Maximizando la acción (19.258) con respecto al campo vectorial Aµ(x), encon-

tramos las ecuaciones de Maxwell en forma covariante

∂νF
νµ(x) =

1

c
jµ(x), (19.260)

cuyas componentes cero y espaciales se reducen a las famosas leyes de Gauss y de
Ampère:

∇ · E = 4πρ (ley de Gauss), (19.261)

∇×B =
4π

c
j (ley de Ampère). (19.262)

Expresando el campo eléctrico E(x) en términos del potencial, usando la Ec. (19.256)
e insertando esto en la ley de Gauss obtenemos la ecuación de Poisson para una carga
puntual e estática y localizada en el origen

−∇
2φ(x) = 4πeδ(3)(x). (19.263)

Un electrón de carga −e experimenta un potencial mecánico atractivo V (x) =
−eφ(x). En el espacio del momentum este potencial cumple la ecuación

k2V (k) = −4πe2. (19.264)

De esta expresión hallamos directamente el potencial de Coulomb del átomo de
hidrógeno

V (x) = (∇2)−14πeδ(3)(x) = −
∫

d3k

(2π)3
4πe2

k2
= −e

2

r
, r ≡ |x|, (19.265)

donde e2 se puede expresar en términos de la constante de estructura fina α usando
la relación e2 = h̄c α (ver la Ec. (1.505)).

El resultado Euclidiano dado en la Ec. (19.252) implica que la fluctuación de la
órbita cerrada de una part́ıcula cambia el primer término de la acción de Maxwell
(19.258) a la forma

Aeff
em = −

∫

dDx
1

16πc
Fµν(x)

[

1 + Π(−∂2)
]

Fµν(x). (19.266)
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La cantidad Π(−∂2) es la auto-enerǵıa del campo electromagnético, la cual se origina
por la fluctuación de la órbita cerrada de la part́ıcula.

La auto-enerǵıa lleva las ecuaciones de Maxwell (19.261) y (19.262) a la forma

[

1 + Π(−∂2)
]

∇ · E = 4πρ,
[

1 + Π(−∂2)
]

∇×B =
4π

c
j. (19.267)

Luego, la ecuación estática (19.264) para el potencial atómico cambia a la forma

[

1 + Π(k2)
]

k2V (k) = −4πe2. (19.268)

Ya que el orden de magnitud de Π(k2) es α ≈ 1/137, esta ecuación se puede resolver
aproximadamente usando la expresión

V (k) ≡ −4πe2
[

1−Π(k2)
] 1

k2
. (19.269)

En el espacio real, a orden menor en α el potencial atómico atractivo tendrá la forma

−α
r
→ −

[

1− Π(∇2)
] α

r
. (19.270)

Calculemos expĺıcitamente este cambio. En D = 4−ǫ dimensiones y para valores
pequeños de ǫ y k2, desarrollamos la auto-enerǵıa dada en la Ec. (19.251) en la forma

Π(k2) =
α

24π

[

−2

ǫ
+ log

M2c2eγ

4πh̄2

]

− αh̄2k2

160πM2c2
+O

(

ǫ,
k2

M2c2/h̄2

)

. (19.271)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (19.269) y usando la ecuación Poisson −∇
2 ×

1/r = 4πδ(3)(x), vemos que la auto-enerǵıa lleva el potencial de Coulomb a la forma:

−α
r
→ −

[

1−Π(∇2)
] α

r
≈ −

{

1− α

24π2

[

−2

ǫ
+log

M2c2eγ

4πh̄2

]}

α

r
− α2h̄2

40M2c2
δ(3)(x).

(19.272)

El primer término representa un pequeño factor de renormalización del acoplamiento
electromagnético, el factor dentro de los corchetes, el cual es aproximadamente igual
a la unidad para valores finitos de ǫ, ya que α es pequeño. Sin embargo, estamos
interesados en el resultado para un espacio-tiempo de D = 4 dimensiones, donde
ǫ→ 0 y la Ec. (19.272) diverge. La solución f́ısicamente aceptable de este problema
divergente es suponer que, en la interacción electromagnética, la carga puntual inicial
e0 difiere de la carga observada experimentalmente, para compensar precisamente
el factor de renormalización, i.e.,

e20 = e2
{

1 +
α

24π2

[

−2

ǫ
+log

M2c2eγ

4πh̄2

]}

. (19.273)
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Con esto la Ec. (19.272) se obtiene en términos de e0, i.e., reemplazamos α por α0.
Luego, usando la Ec. (19.273) encontramos que a orden α2 el potencial atómico es

V eff(x) = −α
r
− α2h̄2

40M2c2
δ(3)(x). (19.274)

El segundo término representa una interacción adicional atractiva de contacto. Esta
interacción cambia las enerǵıas, dadas en la Ec. (19.208), de los estados ligados de
una onda tipo s hacia valores ligeramente menores.

19.5 Integrales de Trayectoria para Part́ıculas de Esṕın 1/2

Para part́ıculas de esṕın 1/2 la formulación de la integral de trayectoria es alge-
braicamente más complicada. Recordemos primero algunos hechos de la teoŕıa del
electrón de Dirac.

19.5.1 Teoŕıa de Dirac

En la teoŕıa de Dirac, los electrones se describen en el espacio-tiempo por un campo
de cuatro-componentes ψα(x), parametrizado por xµ = (ct,x), donde µ = 0, 1, 2, 3.
El campo satisface la ecuación de onda

(ih̄/∂ −Mc)ψ(x) = 0, (19.275)

donde /∂ es una notación abreviada para γµ∂µ y γµ son las matrices 4× 4 de Dirac,
que cumplen con las reglas de anticonmutación

{γµ, γν} = 2gµν , (19.276)

donde gµν es la métrica de Minkowski

gµν =











1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1











. (19.277)

Una representación expĺıcita de estas reglas se puede escribir fácilmente en
términos de las matrices de Pauli (1.448):

γ0 =

(

σ0 0
0 −σ0

)

, γi =

(

0 σi

− σi 0

)

, (19.278)

donde σ0 es la matriz unidad de dimensión 2 × 2. Las reglas de anticonmutación
dadas en la Ec. (19.276) se siguen directamente de la regla de multiplicación para
las matrices de Pauli:

σiσj = δij + iǫijkσk. (19.279)
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la acción del campo de Dirac es

A =
∫

d4x ψ̄(x) (ih̄/∂ −Mc)ψ(x), (19.280)

donde el campo conjugado ψ̄(x) está definido como

ψ̄(x) ≡ ψ†(x)γ0. (19.281)

Se puede mostrar que este resultado permite que, bajo las transformaciones de
Lorentz, ψ̄(x)ψ(x) se comporta como un campo escalar, ψ̄(x)γµψ(x) es un campo
vectorial y A es un invariante. Si descomponemos a ψ(x) en sus componentes de
Fourier

ψ(x) =
∑

k

1√
V
eikxψk(t), (19.282)

donde V es el volumen espacial, la acción será

A =
∫ tb

ta
dt
∑

k

ψ†
k
(t) [ih̄∂t −H(h̄k)]ψk(t), (19.283)

donde la matriz Hamiltoniana de dimensión 4× 4 es

H(p) ≡ γ0p c+ γ0Mc2. (19.284)

Esta matriz se puede reescribir en términos de submatrices de dimensión 2 × 2, en
la forma

H(p) =

(

Mc p�

− p� −Mc

)

c. (19.285)

Puesto que la matriz es Hermitiana, se puede diagonalizar por medio de una trans-
formación unitaria

Hd(p) =

(

εk 0
0 −εk

)

, (19.286)

donde

εk ≡ c
√

p2 +M2c2 (19.287)

son las enerǵıas de las part́ıculas relativistas de masa M y momentum p. Cada
entrada en la Ec. (19.286) es una submatriz 2× 2.

Este resultado se obtiene por medio de la tranformación de Foldy-Wouthuysen

Hd = eiSHe−iS, (19.288)

donde

S = −i · �/2, � ≡ arctan (v/c), v ≡ p/M = velocidad. (19.289)
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El vector � está orientado en la dirección de la velocidad v y tiene la longitud
ζ = arctan (v/c), tal que

cos ζ =
Mc√

p2 +M2c2
, sin ζ =

|p|√
p2 +M2c2

. (19.290)

Una función de un vector v se define por su serie de Taylor, donde las potencias pares
de v son escalares v2n = v2n y las potencias impares son vectores v2n+1 = v2nv. Si
v̂ denota, como es usual, la dirección del vector v̂ ≡ v/|v|, la matriz  · v̂ tiene la
propiedad de que todas las potencias pares de ésta son iguales a la matriz unidad
4 × 4, hasta signos alternantes: ( · v̂)2n = (−1)n. Aśı S = −i · v̂ζ y la serie de
Taylor de eiS será expĺıcitamente

eiS=
∑

n=0,2,4,...

(−1)n

n!

(

ζ

2

)n

+ ( · v̂)
∑

n=1,3,5,...

(−1)n−1

n!

(

ζ

2

)n

= cos
ζ

2
+  · v̂ sin

ζ

2
. (19.291)

Ahora, S conmuta trivialmente con  ·p =  · �̂ |p|, mientras que, debido a las reglas
de anticonmutación (19.276), anticonmuta con γ0. Por lo que en la Ec. (19.288),
podemos mover la transformación del lado derecho al lado izquierdo simplemente
con un cambio de signo de S, obteniendo

Hd = e2iSH. (19.292)

Es fácil calcular e2iS: simplemente tenemos que multiplicar la rapidez en la
Ec. (19.291) por un factor dos, de donde obtenemos

e2iS = cos ζ +  · v̂ sin ζ =
Mc√

p2 +M2c2
(1 +  · p/Mc) . (19.293)

Aśı obtenemos

Hd = e2iSH =
Mc√

p2 +M2c2
(1 +  · p/Mc)Mc2γ0 (1 +  · p/Mc) . (19.294)

Moviendo el paréntesis del lado derecho de γ0 hacia la izquierda obtenemos un
cambio de signo de . De tal forma que el producto (1 +  · p/Mc) (1−  · p/Mc)
es simplemente 1 + p2/M2c2, por lo que

Hd = c
√

p2 +M2c2 γ0 = εk γ
0 = h̄ωk γ

0. (19.295)

Dado que γ0 tiene la forma de la Ec. (19.278), tenemos entonces que Hd tiene la
forma diagonal mostrada por la Ec. (19.286).

Utilizando los campo diagonales ψd
k
(t) = eiSψk(t), la acción será

A =
∫ tb

ta
dt
∑

k

ψd†
k
(t)
[

ih̄∂t −Hd(h̄k)
]

ψd
k
(t). (19.296)
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Aśı el campo de Dirac es equivalente a la suma de un número infinito de esta-
dos del momentum, donde cada estado se asocia con cuatro osciladores armónicos
tipo Fermi. La integral de trayectoria es el producto de integrales de trayectoria
armónicas independientes con frecuencias ±ωk.

Luego, es fácil calcular la función de partición mecánico-cuántica utilizando el
resultado de la Ec. (7.419) para cada oscilador, usando la continuación a tiempos
reales:

ZQM =
∏

k

{

2 cosh4[ωk(tb − ta)/2]
}

. (19.297)

Esto también se puede escribir como

ZQM = exp

(

4
∑

k

log {2 cosh[ωk(tb − ta)/2]}
)

, (19.298)

o en la forma

ZQM = exp

[

4
∑

k

Tr log (ih̄∂t − h̄ωk)

]

= exp

{

∑

k

Tr log
[

ih̄∂t −Hd(h̄k)
]

}

. (19.299)

Puesto que la traza es invariante bajo transformaciones unitarias, podemos reescribir
este resultado como

ZQM = exp

{

∑

k

Tr log [ih̄∂t −H(h̄k)]

}

, (19.300)

o ya que el determinante de γ0 es la unidad, en la forma

ZQM=exp

{

∑

k

Tr log
[

ih̄γ0∂t−γ0Hd(h̄k)
]

}

=exp

{

∑

k

Tr log
[

ih̄γ0∂t−h̄ck−Mc2
]

}

.

Si incluimos las coordenadas espaciales en la traza de la funcional, esto también se
puede escribir como

ZQM= exp
[

Tr log
(

ih̄γ0∂t − ih̄c∇−Mc2
)]

= exp {Tr log [c (ih̄/∂ −Mc)]} .

En la regularización análitica de la Sección 2.15, se puede omitir el factor c de la
traza logaŕıtmica. Más aún, tenemos la indentidad algebraica

(ih̄/∂ +Mc)(ih̄/∂ −Mc) = −h̄2∂2 −M2c2. (19.301)

Los factores en el lado izquierdo tienen el mismo determinante funcional ya que
[comparemos con las Ecs. (7.338) y (7.420)]

Det(ih̄/∂ −Mc) = eTr log(ih̄/∂−Mc) = e
V4

∫

d4p

(2π)4
Tr log(h̄ /p−Mc)

= e
V4

∫

d4p

(2π)4
Tr log(−h̄ /p−Mc)

= Det(−ih̄/∂ −Mc). (19.302)
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Como una generalización de la Ec. (7.420), este resultado nos permite escribir

Det(ih̄/∂ −Mc) = Det(ih̄/∂ +Mc) =
√

Det(−h̄2∂2 −M2c2)14×4, (19.303)

donde 14×4 es una matriz unidad de dimensión 4× 4. De esta forma llegamos a la
función de partición mecánico-cuántica

ZQM = exp
[

4× 1

2
Tr log(−h̄2∂2 −M2c2)

]

≡ eiΓ
f
0/h̄. (19.304)

El factor 4 se obtiene de la traza en el espacio de las matrices 4 × 4, cuyos ı́ndices
han desaparecido en la fórmula. El exponente determina la acción efectiva Γ del
sistema cuántico, en analoǵıa con la relación Euclidiana de la Ec. (19.46).

La función de Green de la ecuación de Dirac (19.275) es una matriz 4×4 definida
por la relación

(ih̄/∂ −Mc)αβ (x|xa)βγ = ih̄δ(D)(x− xa)δαγ. (19.305)

Suprimiendo los ı́ndices de Dirac, esta expresión tiene la representación espectral

(xb|xa) =
∫

d4p

(2πh̄)4
ih̄

/p −Mc + iη
e−ip(xb−xa)/h̄. (19.306)

Este resultado se puede escribir formalmente como una matriz funcional

(xb|xa) = 〈xb|
ih̄

ih̄/∂ −Mc
|xa〉, (19.307)

que obviamente satisface la ecuación diferencial (19.305).

19.5.2 La Integral de Trayectoria

La representación en térmimos de la integral de trayectoria de la amplitud (19.307)
es directa:

(xb|xa) =
∫ ∞

0
dS

∫ xb=x(λb)

xa=x(λa)
D4x

∫ D4p

(2πh̄)4
eiA/h̄, (19.308)

donde la acción es

A[x, p] =
∫ S

0
dλ [−pẋ+ (/p −Mc)] . (19.309)

Al igual que en la Sección 19.1, el parémetro λ es la longitud definida a lo largo de
las órbitas, pero contrario a esa sección aqúı trabajaremos con el tiempo real t, λ
estará relacionada con el tiempo t mediante la relación λ = ct y S es la longitud de
reparametrización invariante total. El punto denota la derivada ẋ ≡ dx(λ)/dλ. La
integral de trayectoria sobre x(λ) asegura que el momento es independiente de λ,
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de tal manera que la integral de trayectoria sobre p(λ) se reduce a una integral de
Fourier ordinaria [comparar con la Ec. (2.41)]:

∫ xb=x(λb)

xa=x(λa)
D4x

∫ D4p

(2πh̄)4
=
∫

d4p

(2πh̄)4
eip(xb−xa)+iS(/p−Mc)/h̄ (19.310)

Efectuando la integral sobre s en la Ec. (19.308) obtenemos

(xb|xa) =
∫

d4p

(2πh̄)4
eip(xb−xa)

ih̄

/p −Mc
, (19.311)

de acuerdo con la amplitud (19.307). El signo menos enfrente del término pẋ es
necesario para obtener el signo positivo en la parte espacial pẋ de la métrica de
Minkowski (19.277).

La acción (19.309) se puede generalizar inmediatamente a la forma

Ā[x, p] =
∫ S

0
dλ [−pẋ+ h(λ) (/p −Mc)] , (19.312)

para toda función h(λ) > 0. Con lo cual tenemos una expresión invariante ante la
reparametrización

λ→ f(λ), h(λ) → h(λ)/f(λ). (19.313)

La integral de trayectoria (19.308) contiene entonces una integración funcional extra
sobre h(λ) con una funcional Φ[h] que fija la norma, como en la Ec. (19.22), donde
en la Ec. (19.309) se uso la función Φ[h] = δ[h− 1].

La integral de trayectoria misma representa la amplitud

〈x|eiS(ih̄/∂−Mc)/h̄|xa〉, (19.314)

y en la Ec. (19.308) la integral sobre S da como resultado el propagador de la
Ec. (19.307). Al evaluar esta expresión se debe de suponer, como es usual, que la
masa contiene una parte infinitesimal imaginaria negativa iη. Esto es necesario para
garantizar la convergencia de la integral de trayectoria (19.308).

El electromagnetismo se introduce como es usual por medio de la substitución
mı́nima (2.644). En la versión de operadores, tenemos que hacer la substitución

∂µ −−−→ ∂µ + i
e

h̄c
Aµ. (19.315)

Aśı, obtenemos la acción invariante de norma

Ā[x, p] =
∫ S

0
dλ

[

−pẋ+ h(λ)

(

/p − eh̄

c
/A −Mc

)]

. (19.316)

Otra representación de la integral de trayectoria muy parecida al caso sin esṕın
se obtiene reescribiendo la Ec. (19.307) en la forma

(x|xa) = (ih̄/∂ +Mc) 〈x| ih̄

−h̄2∂2 −M2c2
|xa〉, (19.317)
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donde, por brevedad hemos omitido el término infinitesimal imaginario negativo −ih̄
de la masa, y usado el hecho de que

(ih̄/∂ +Mc)(ih̄/∂ −Mc) = −h̄2∂2 −M2c2, (19.318)

al considerar la relación de anticonmutación (19.276). Reecribiendo la Ec. (19.317)
como una integral de tiempo propio

(x|xa) =
1

2Mc
(ih̄/∂ +Mc)

∫ ∞

0
dS〈x|eiS(−h̄2∂2−M2c2)/2Mch̄|xa〉, (19.319)

encontramos inmediatamente la integral de trayectoria canónica

(x|xa) =
1

2Mc
(ih̄/∂ +Mc)

∫ ∞

0
dS

∫ x=x(λb)

xa=x(λa)
D4x

∫ D4p

(2πh̄)4
eiA/h̄, (19.320)

donde la acción será

A[x, p] =
∫ S

0
dλ
[

−pẋ+ 1

2Mc

(

p2 −M2c2
)

]

. (19.321)

La eliminación de los ı́ndices de Dirac de la amplitud 4 × 4 en el lado izquierdo,
(x|xa)αβ , se debe por completo al prefactor (ih̄/∂ +Mc)αβ del lado derecho.

Como en el caso de la generalización de la Ec. (19.309) a la Ec. (19.312), esta
acción se puede generalizar a la forma

Ā[x, p] =
∫ S

0
dλ

[

−pẋ +
h(λ)

2Mc

(

p2 −M2c2
)

]

, (19.322)

para toda función h(λ) > 0, siendo aśı invariante ante la reparametrización dada
por la Ec. (19.313), y la integral de trayectoria de la Ec. (19.308) contiene entonces
una integración funcional extra

∫ Dh(λ) Φ[h]. La acción (19.322), es por tanto la
versión de Minkowski de la integral de trayectoria de la part́ıcula sin esṕın vista en
la sección previa [ver la Ec. (19.14)].

Introduciendo ahora el electromagnetismo mediante la substitución mı́nima,
dada por la Ec. (19.315), en el prefactor de la Ec. (19.317) y en el lado izquierdo de
la Ec. (19.318), el resultado anterior será entonces

(

ih̄/∂ − e

c
/A +Mc

)(

ih̄/∂ − e

c
/A −Mc

)

= h̄2
[

(

i∂ − e

h̄c
A
)2

− e

h̄c
ΣµνFµν

]

−M2c2,

(19.323)
donde

Σµν ≡ i

4
[γµ, γν ] = −Σνµ (19.324)

son los generadores de las transformaciones de Lorentz en el espacio de espinores
de Dirac. Para todo ı́ndice fijo µ, estos generadores cumplen con las reglas de
conmutación:

[Σµν ,Σµκ] = igµµΣνκ. (19.325)
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Debido a la antisimetŕıa de los ı́ndices, de aqúı obtenemos todos los conmutadores
no cero del grupo de Lorentz.

Usando las Ecs. (19.254), podemos escribir el último término de la interacción
de la Ec. (19.323) en la forma

ΣµνFµν = −2ΣiBi + 2Σ0iEi, (19.326)

donde Σi son los generadores de rotación

Σi ≡ 1

2
ǫijkΣ

jk =
1

2

(

σi 0
0 σi

)

, (19.327)

y

Σ0i ≡ iαi ≡ iγ0γi = i

(

−σi 0
0 σi

)

(19.328)

son los generadores libres de rotación de las transformaciones de Lorentz. Aśı

ΣµνFµν = −
(

�(B+ iE) 0
0 �(B− iE)

)

. (19.329)

19.5.3 Amplitud con Interacción Electromagnética

La generalización obvia de la integral de trayectoria dada por la Ec. (19.320), la cual
incluye interacciones electromagnéticas mı́nimas, es entonces

(x|xa)=
1

2M

[(

ih̄/∂ − e

c
/A
)

+Mc
]∫ ∞

0
dS
∫

Dh(λ) Φ[h]
∫ x=x(λb)

xa=x(λa)
D4x

∫ D4p

(2πh̄)4
T̂ eiA/h̄,

(19.330)
donde la acción será

Ā[x, p] =
∫ S

0
dλ

{

−pẋ+ h(λ)

2Mc

[

(

p− e

c
A
)2

− h̄e

c
ΣµνFµν −M2c2

]}

. (19.331)

El śımbolo T̂ es el operador de ordenamiento temporal definido en la Ec. (1.241),
aplicado aqúı al tiempo propio λ, el cual tiene que aparecer expĺıcitamente para tener
en cuenta la posible no conmutabilidad de FµνΣ

µν/2 para diferentes λ. Integrando
las variables del momentum obtenemos la integral de trayectoria en el espacio de
configuraciones

(x|xa) =
1

2M

[(

ih̄/∂ − e

c
/A
)

+Mc
] ∫ ∞

0
dS
∫

Dh(λ) Φ[h]
∫ x=x(λb)

xa=x(λa)
D4x T̂eiA/h̄,(19.332)

donde la acción es

Ā[x] =
∫ S

0
dλ

[

− Mc

2h(λ)
ẋ2 − e

c
ẋA− h(λ)

h̄e

2Mc2
ΣµνFµν − h(λ)

Mc

2

]

. (19.333)
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El acoplamiento del campo magnético agrega a la enerǵıa en reposo, Mc2, una
enerǵıa de interacción

Hint = − h̄e

Mc
� ·B. (19.334)

De este resultado obtenemos el momento magnético del electrón. Comparamos la
Ec. (19.334) con la enerǵıa de interacción general dada por la Ec. (8.316) e identifi-
camos el momento magnético como

� =
h̄e

Mc
�. (19.335)

Recordermos que en 1926 Uhlenbeck y Goudsmit explicaron la separación de los
niveles atómicos, observada por Zeeman, atribuyendo al electrón un esṕın semi-
entero. Sin embargo, el momento magnético del eletrón resulto ser aproximadamente
el doble de lo que se esperaŕıa para una esfera cargada en rotación con momento
angular L, cuyo momento magnético es

� = µB
L

h̄
, (19.336)

donde µB ≡ h̄e/Mc es el magnetón de Bohr dado en la Ec. (2.649). Teniendo
en cuenta esta relación, es costumbre parametrizar el momento magnético de una
part́ıcula elemental de esṕın S, en la forma:

� = gµB
S

h̄
. (19.337)

Comparada con la Ec. (19.336), a la razón adimensional g se le llama la razón

giromagnética o factor de Landé. Para una part́ıcula de esṕın 1/2, S es igual a �/2,
y comparando con la Ec. (19.335) tenemos que la razón giromagnética será

g = 2, (19.338)

este resultado fue encontrado por primera vez por Dirac, el cual predice que el
momento magnético intŕınseco µ de un electrón es igual al magnetón de Bohr µB,
siendo aśı dos veces el doble del valor que esperaŕıamos de la relación (19.336), si
sustituimos en esa expresión el esṕın 1/2 para el momento angular orbital.

En electrodinámica cuántica podemos calcular correcciones de orden superior al
resultado de Dirac mediante un desarrollo perturbativo en potencias de la constante
de estructura fina α [recordemos la Ec. (1.505)]. La primera corrección a g debido
a los diagramas de los Feynman para un rizo fue encontrada por Schwinger:

g = 2×
(

1 +
α

2π

)

≈ 2× 1.001161, (19.339)

donde α es la constante de estructura fina, ver la Ec. (1.505). Experimentalmente,
la razón giromagnética se ha medido con una increible precisión:

g = 2× 1.001 159 652 193(10), (19.340)
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en excelente acuerdo con la expresión (19.339). Si el desarrollo perturbativo se
calcula a orden superior, podemos reproducir los últimos d́ıgitos conocidos experi-
mentalmente [14].

En la literatura, existen otras representaciones de las integrales de trayectoria
para las part́ıculas de Dirac que involucran variables de Grassmann. Para verlo
recordemos la discusión de la Subsección 7.11.3, donde vimos que una integral de
trayectoria sobre cuatro campos reales de Grassmann θµ, µ = 0, 1, 2, 3

∫

D4θ exp

[

i

h̄

∫

dt

(

−ih̄
4
θµθ̇

µ

)]

, (19.341)

genera un espacio de matrices que corresponden a los operadores θ̂µ, mismos que
obedecen las reglas de anticonmutación

{

θ̂µ, θ̂ν
}

= 2gµν , (19.342)

y cuyos elementos de matriz son

〈β|θ̂µ|α〉 = (γ5γ
µ)βα , β, α = 1, 2, 3, 4. (19.343)

Entonces, es posible reemplazar la integral de trayectoria dada en la Ec. (19.332)
por

(x|xa) =
1

2M

∫ ∞

0
dS

∫

DhΦ[h]

×
∫

DχΦ[χ]
∫

D4θ
∫

Dx
∫ Dp

(2πh̄)4
ei(Ā[x]+AG[θµ,A])/h̄, (19.344)

donde tenemos una acción relativista de la part́ıcula sin esṕın [la acción dada por
la Ec. (19.333) sin el acoplamiento de esṕın]

Ā[x, p] =
∫ S

0
dλ

{

−pẋ+ h(λ)

2Mc

[

(

p− e

c
A
)2

−M2c2
]}

, (19.345)

y una acción que involucra los campos de Grassmann θµ:

AG[θ
µ, A] =

∫ S

0
dλ

{

−ih̄
4
θµ(λ)θ̇

µ(λ) + h(λ)
ih̄e

4Mc2
Fµν(x(λ))θ

µ(λ)θν(λ)

}

. (19.346)

Este resultado se sigue directamente de la Ec. (7.513). La función h(λ) es la misma
función hallada en la acción bosónica (19.14) y la integral de trayectoria (19.22)
garantiza la invariaza ante la reparametrización (19.13).

Después de integrar las variables del momentum en la integral de trayectoria
(19.344), la acción canónica se reemplaza por la acción en el espacio de configura-
ciones (19.218). En la norma más simple (19.23), la acción total será

Ā[x, θµ] =
∫ S

0
dλ

[

−Mc

2
ẋ2 − e

c

(

ẋA− i
h̄

4Mc
Fµνθ

µθν
)

− Mc

2
+
ih̄

4
θµ(τ)θ̇

µ(τ)

]

.

(19.347)
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Las variables de Grassmann se pueden integrar usando la fórmula (19.103), de lo
cual obtenemos [comparar con la Ec. (7.501)]:

∫

D4θ e
i
4

∫

dt[−iθµ(t)θ̇µ(t)+(ie/4Mc)Fµνθµθν] = 4Det1/2
[

−iδµν ∂t+
ie

Mc
Fµν(x(λ))

]

. (19.348)

Para una tensor de campo constante Fµν , con las condiciones de frontera anti-
periódicas usuales en el intervalo ct = λ ∈ (0, S), el lado derecho se obtuvo an-
teriormente en la Ec. (19.103). En el caso actual tenemos:

4Det1/2
(

−igµν ∂λ + i
e

Mc2
Fµν

)

= 4 cos
(

e

Mc2
BS
2

)

cosh
(

e

Mc2
E S
2

)

. (19.349)

19.5.4 Acción Efectiva en el Campo Electromagnético

En ausencia de electromagnetismo, la acción efectiva para las órbitas de fermiones
está dada por la Ec. (19.304). Su versión Euclidiana difiere de la expresión de
Klein-Gordon, dada en la Ec. (19.38), por el factor −2:

Γf
e,0

h̄
= −2Tr log

[

−h̄2∂2 +M2c2
]

. (19.350)

De las Ecs. (19.39), (19.41) y (19.46) tendremos expĺıcitamente:

Γf
e,0

h̄
= 2VD

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 1

√

2πh̄2β/M
D = 2

VD

λCM
D

1

(4π)D/2
Γ(1−D/2). (19.351)

El factor 2 se puede ver como el producto 4 × 1/2, donde el factor 4 se obtiene de
la integral de trayectoria libre sobre el campo de Grassmann,

∫

DDθ e−Ae,0[θ]/h̄ = 4. (19.352)

la cual da cuenta de las cuatro componentes del campo de Dirac. Recordemos que
de la Ec. (19.286), el campo de Dirac posee cuatro modos, uno de enerǵıa h̄ωk, con
dos grados de libertad de esṕın, el otro de enerǵıa −h̄ωk con dos grados de esṕın.
Se demuestra en teoŕıa cuántica de campos que, lo anterior corresponde a una anti-
part́ıcula con esṕın 1/2. La integral de trayectoria sobre x (λ), la cual cuenta las
trayectorias en direcciones opuestas para la enerǵıa del estado base (19.39), describe
part́ıculas y anti-part́ıculas [recordemos todos los comentarios dados después de la
Ec. 19.45]. Esto explica el porque en la Ec. (19.351) sólo se mantiene el factor de
esṕın 2.

Incluyendo el potencial vectorial via la substitución mı́nima p̂ → p̂ − (e/c)A,
obtenemos la acción Euclidiana efectiva a partir de la Ec. (19.221), y aśı tenemos
inmediatamente la representación de la integral de trayectoria

Γ̃f
e

h̄
= 2

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫

DDx e−Ae/h̄, (19.353)
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donde la acción Euclidiana está dada por la Ec. (19.220).
Este resultado no es aún la función de partición Γe verdadera de la part́ıcula de

esṕın 1/2, ya que la integral de trayectoria propia contiene los términos de Grass-
mann adicionales de la acción (19.347). En la versión Euclidiana, la interacción
completa es

Ae,int[x, θ] =
∫ h̄β

0
dλ

e

c

[

i ẋµ(λ)Aµ(x(λ))−
i

4M
Fµν(x(λ))θ

µ(λ)θν(λ)
]

. (19.354)

De donde obtenemos la representación de la integral de trayectoria

Γf
e

h̄
= 2

∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2

∫

DDx
∫

DDθ e−{Ae,0[x,θ]+Ae,int[x,θ]}/h̄, (19.355)

y donde la parte libre de la acción Euclidiana es

Ae,0[x, θ] = Ae,0[x] +Ae,0[θ] ≡
∫ h̄β

0
dτ
M

2
ẋ2(τ) +

∫ h̄β

0
dτ

h̄

4
θµ(τ)θ̇µ(τ). (19.356)

19.5.5 Desarrollo Perturbativo

El desarrollo perturbativo es una generalización directa de la representación (19.224):

Γf
e

h̄
=

Γf
e,0

h̄
+
∫ ∞

0

dβ

β
e−βMc2/2 2VD

√

2πh̄2β/M
D

∞
∑

n=1

(−ie/c)n
n!

(19.357)

×
〈

n
∏

i=1

{

∫ h̄β

0
dτi

[

ẋµ(τi)Aµ(x(τi))−
h̄

4Mc
Fµν(x(τi))θ

µ(τi)θ
ν(τi)

]}

]

〉

0

.

Es claro que el término principal de la acción efectiva libre coincide con el término
n = 0 de la suma [comparemos con la Ec. (19.351)].

Los valores esperados estarán ahora definidos por la extensión de Grassmann de
la integral Gaussiana (19.225):

〈O[x, θ]〉0 ≡
∫ DDx

∫ DDθO[x, θ] e−Ae,0[x,θ]/h̄

∫ DDx e−Ae,0[x]/h̄
∫ DDθ e−Ae,0[θ]/h̄

. (19.358)

donde el denominador es igual a (1/2)VD/
√

2πh̄2β/M
D

× 4.
Existe también un desarrollo análogo al dado por la Ec. (19.227), donde se

utilizan las componentes de Fourier de los potenciales vectoriales de acuerdo a la
Ec. (19.226). De donde obtenemos un desarrollo igual al hallado en la Ec. (19.227),
excepto por un factor −2, y donde los valores esperados se reemplazan por la si-
guiente expresión:

〈

n
∏

i=1

[
∫ h̄β

0
dτi ẋ

µi(τi)e
ikix(τi)

]

〉

0

→
〈

n
∏

i=1

{ ∫ h̄β

0
dτi

[

ẋµi(τi) +
ih̄

2Mc
kνii θ

νi(τi)θ
µi(τi)

]

eikix(τi)
]

〉

0

. (19.359)
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La evaluación de estos valores esperados se obtiene como en las Ecs. (19.228)–
(19.239), excepto que también tenemos que formar las contracciones de Wick de
las variables de Grassmann de las funciones de correlación libres

〈θµ(τ)θν(τ ′)〉 = 2δµνGa
ω,e(τ − τ ′), (19.360)

donde

Ga
ω,e(τ − τ ′) =

1

2
ǫ(τ), τ ∈ [−h̄β, h̄β) (19.361)

es la versión Euclidiana de la función anti-periódica de Green (3.109), la cual es
solución de la ecuación inhomogénea

∂τG
a
ω,e(τ) = δ(τ). (19.362)

Fuera del intervalo base [−h̄β, h̄β) necesitamos la continuación antiperiódica de la
función de acuerdo con la naturaleza fermiónica de las variables de Grassmann.

En el lenguaje de operadores, la función de correlación (19.360) representa el
ordenamiento temporal del valor esperado 〈T̂ θ̂(τ)θ̂(τ ′)〉0 [recordemos la Ec. (3.299)].
Usando el ĺımite τ → τ ′ una vez para valores superiores y otra para valores inferiores,
la función de correlación concuerda con la regla de anti-conmutación (19.342). Para
comprobar este resultado debemos usar el hecho de que el ordenamiento temporal
del producto de los operadores fermiónicos está definido por la siguiente modificación
de la definición bósonica de la Ec. (1.241):

T̂ (Ôn(tn) · · · Ô1(t1)) ≡ ǫP Ôin(tin) · · · Ôi1(ti1), (19.363)

donde tin , . . . , ti1 son los tiempos tn, . . . , t1 reetiquetados en el orden causal, de tal
manera que

tin > tin−1 > . . . > ti1 . (19.364)

La diferencia se encuentra en el signo del factor ǫP , el cual es igual a 1 para una
permutación par y −1 para una permutación impar de las variables fermiónicas.

19.5.6 Polarización del Vaćıo

Veamos como las fluctuaciones del electrón a un lazo cambian la acción del campo
electromagnético. A orden menor, debemos de formar el valor esperado (19.359)
para n = 0 y k1 = −k2 ≡ k:

〈[

ẋµ1(τ1)+
ih̄

2Mc
kν1θν1(τ1)θ

µ1(τ1)

]

eikδx(τ1)
[

ẋµ2(τ2)−
ih̄

2Mc
kν2θν2(τ2)θ

µ2(τ2)

]

e−ikδx(τ2)

〉

0

.

(19.365)
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De la contracción de las velocidades ẋµ1(τ1) y ẋµ2(τ2) obtenemos nuevamente el
resultado para el caso sin esṕın hallado en la Ec. (19.240), con lo cual el integrandro
de la Ec. (19.242) será

(

k21δ
µ1ν2 − kµ1

1 k
µ2
1

)

Ġ 2(τ1, τ2) =
(

k21δ
µ1ν2 − kµ1

1 k
µ2
1

) h̄2

M2c2
(u− 1/2)2. (19.366)

Además, tenemos las contracciones de Wick de las variables de Grassmann:
〈[

h̄

2Mc
kν1θν1(τ1)θ

µ1(τ1)

]

eikδx(τ1)
[

ih̄

2Mc
kν2θν2(τ2)θ

µ2(τ2)

]

e−ikδx(τ2)

〉

0

= −
(

k21δ
µ1ν2 − kµ1

1 k
µ2
1

) h̄2

M2c2
1

4
ǫ2(τ1 − τ2). (19.367)

Dado que ǫ2(τ1 − τ2) = 1, obtenemos que el resultado sin esṕın (19.366) tendrá la
forma

(

k21δ
µ1ν2 − kµ1

1 k
µ2
1

)

Ġ 2(τ1, τ2) =
(

k21δ
µ1ν2 − kµ1

1 k
µ2
1

) h̄2

M2c2
[(u−1/2)2−1/4]. (19.368)

Recordando que en el desarrollo (19.358) se obtiene el factor −2 respecto al caso
sin esṕın, encontramos que la polarización del vaćıo, debido a las fluctuaciones de
las órbitas de esṕın 1/2, se obtiene del caso sin esṕın (19.251) cambiando en el
integrando el factor 4(u−1/2)2 = (2u−1)2 por el factor −2×4u(u−1) = 8u(1−u).
La función resultante Π(k2) tiene el desarrollo

Π(k2) =
1

3π

[

2

ǫ
− log

M2c2eγ

4πh̄2

]

− h̄2k2

15πM2c2
+O

(

ǫ,
k2

M2c2/h̄2

)

. (19.369)

El primer término da lugar a una renormalización de la carga, la cual se trata como
en el caso bosónico [recordemos las Ecs. (19.271)–(19.274)], lo que da origen a una
interacción de contacto adicional

−α
r
→ −α

r
− 4α2h̄2

15M2c2
δ(3)(x). (19.370)

Entonces, hallamos que la polarización del vaćıo tiene el efecto de disminuir el estado
2S1/2, el cual es el estado s con número cuántico principal n = 2, a costa del estado
2P1/2 en la enerǵıa 27.3 MHz. El cambio experimental de la frecuencia es positivo
≈ 1057MHz [recordemos la Ec. (18.600)], y se debe principalmente al efecto del
movimiento del electrón a través de un baño de fotones, como se calculó en la
Ec. (18.599).

El efecto de la polarización del vaćıo fue calculada por primera vez por Uehling
[13], quien supuso que esta era la causa principal del corrimiento de Lamb. Uehling
quedo decepcionado al encontrar que su resultado era sólo el 3% del valor experi-
mental, además de hallar un signo incorrecto.

La situación en átomos muónicos es diferente. En este caso la polarización del
vaćıo śı es la causa principal del corrimiento de Lamb, la razón es simple: Mientras
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que el resto de los efectos contienen el factorM/M2
µ, dondeM

2
µ es la masa del muón,

la polarización del vaćıo contiene solamente un electrón a un lazo lo que incluye sólo
la masa del electrón M , por lo que esta polarización es mayor por un factor de
(Mµ/M)2 ≈ 2102 comparada con los otros efectos.

En electrodinámica cuántica se han calculado las correcciones a orden superior
para el caso de un electrón en el átomo[14]. El cálculo anterior pretende mostrar
que es posible obtener el resultado de la teoŕıa cuática de campo en el formalismo
de las integrales de trayectoria. Mayores detalles pueden hallarse en el art́ıculo de
revisión [5].

Como se mencionó al inicio, los cálculos anteriores son versiones muy simpli-
ficadas del cálculo análogo hecho en la teoŕıa de supercuerdas, misma que hasta
ahora no ha producido ningún resultado interesante. Sin embargo, si esto llega a
suceder, es de esperar que también en este caso una teoŕıa de campos de segunda
cuantización pueda ayuda a obtener datos observables. Hasta la fecha, tal teoŕıa
está por desarrollarse [15].

19.6 Supersimetŕıa

Vale la pena notar que las diferentes acciones para las part́ıculas de esṕın 1/2 son
invariantes bajo ciertas transformaciones de supersimetŕıa.

19.6.1 Invariancia Global

Consideremos primero la acción con norma fija (19.347). Su apariencia se puede

hacer algo más simétrica absorbiendo el factor
√

h̄/2M en las varibles de Grassmann

θµ(τ), de manera tal que tenemos

Ā[x, θµ]=
∫

dτ

[

−M
2
ẋ2 − e

c

(

ẋA+
i

2
Fµνθ

µθν
)

− Mc2

2
+
M

2
iθµ(τ)θ̇

µ(τ)

]

. (19.371)

Con esto, las funciones de correlación (19.360) para las variables θ serán

〈θµ(τ)θν(τ ′)〉 = δµνGf(τ, τ ′) ≡ δµν
h̄

M
∆f

0(τ − τ ′), (19.372)

donde ∆f
0(τ − τ ′) = ǫ(τ − τ ′)/2. En esta normalización, Gf(τ, τ ′) coincide, salvo

un signo, con el primer término de la derivada Ġ(τ, τ ′) de la función de correlación
bosónica [recordemos la Ec. (19.232) y el primer término de la Ec. (19.234)].

Hagamos la siguiente transformación infinitesimal en las variables

δxµ(τ) = iαθµ(τ), δθµ(τ) = αẋµ(τ). (19.373)

donde α es una parámetro arbitrario de Grassmann. Para los términos libres el
resultado es obvio. Los términos de la interacción cambian en la forma

−iα
∫

d4x
e

c

(

θ̇µAµ + Fµν ẋ
µθν

)

. (19.374)
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Sustituyendo Fµν ẋ
µ(τ) = dAν(x(τ))/dτ − ∂ν [A

µ(x(τ))ẋµ(τ)], el primer término se
cancela y el segundo es un término de superficie, de tal forma que la acción es
invariante.

Las teoŕıas supersimétricas tienen una representación compacta en un espacio
extendido llamado superespacio. Este espacio está formado por las parejas (τ, ζ),
donde ζ es una variable de Grassmann que resulta ser el conjugado supersimétrico
del parámetro temporal τ . Las coordenadas xµ(τ) se extienden de igual manera
definiendo

Xµ(τ) ≡ xµ(τ) + iζθµ(τ). (19.375)

La derivada supersimétrica se define por la relación

DXµ(τ) ≡
(

∂

∂ζ
+ iζ

∂

∂τ

)

Xµ(τ) = iθµ(τ) + iζẋµ(τ). (19.376)

Si ahora definimos la integral, usando la fórmula de Grassmann (7.379),

∫

dτ
dζ

2π
iẊµ(τ)DX

µ(τ) =
∫

dτ
dζ

2π
i
[

ẋ(τ)+iζθ̇µ(τ)
]

[iθµ(τ) + iζẋµ(τ)] , (19.377)

encontramos
∫

dτ
(

−ẋ2 + iθµθ̇
µ
)

, (19.378)

la cual es proporcional a la parte libre de la acción (19.347). Como una propiedad
curiosa de la diferenciación en un superespacio notamos que

D2Xµ(τ) = iẋµ(τ)− ζθ̇µ(τ), D3Xµ(τ) = −θ̇µ(τ)− ζẍ(τ), (19.379)

de tal manera que el término cinético (19.377) se puede escribir también como

−
∫

dτ
dζ

2π
Xµ(τ)D

3Xµ(τ). (19.380)

La interacción se encuentra de la integral en el superespacio

i
∫

dτ
dζ

2π
Aµ(X(τ))DX(τ)

= i
∫

dτ
dζ

2π
[Aµ(x(τ)) + i∂νA

µ(x(τ))θν(τ)] [iθµ(τ) + iζẋµ(τ)] , (19.381)

la cual es igual a

−
∫

dτ
[

Aµ (τ) ẋ(τ) +
i

2
Fµνθ

µ(τ)θν(τ)
]

,

reproduciendo aśı la interacción de la Ec. (19.347). Por lo tanto, en forma simple la
acción en el superespacio se puede escribir como

A[X ] = i
∫

dτ
dζ

2π

[

−M
2
Xµ(τ)D

3Xµ(τ) +
e

c
Aµ(X(τ))DX(τ)

]

. (19.382)



1502 19 Órbitas de Part́ıculas Relativistas

19.6.2 Invarianza Local

Existen muchas más transformaciones supersimétricas para la acción sin norma fija,
la cual es la suma de la parte libre dada por la Ec. (19.345) más la interacción

dada por la Ec. (19.346). Absorbiendo de nuevo el factor
√

h̄/2M en la variable

de Grassmann θµ(τ) y reescalando adicionalmente a h(τ) por el factor 1/c, ante la
reparametrización la acción invariante será

Ā[x, p, θ, h] =
∫

dτ

{

−pẋ+ h(τ)

2M

[

(

p− e

c
A
)2

−M2c2
]

+
M

2
iθµ(τ)θ̇

µ(τ)− ih(τ)
e

c
Fµν(x(τ))θ

µ(τ)θν(τ)
}

. (19.383)

Construyamos ahora la acción a partir de elementos invariantes. Por simplicidad,
ingnoremos la interacción electromagnética. En un primer paso también omitimos
el término de masa. La variable extra h(τ) require, por simetŕıa, del conjugado de
Grassmann χ(τ), y formamos la acción

Ā1[x, p, θ, h, χ]=
∫

dτ

{

−pẋ+h(τ)
2M

p2+
M

2
iθµ(τ)θ̇

µ(τ)+
i

2
χ(τ)θµ(τ)pµ(τ)

}

. (19.384)

Esta acción posee una supersimetŕıa local. Ahora hallamos las versiones dependien-
tes de τ de las transformadas supersimétricas (19.373)

δxµ = iα(τ)θµ, δθµ = α(τ)p, δp = 0,

δh = iα(τ)χ, δχ = 2α̇(τ). (19.385)

Si integramos los momenta en la integral de trayectoria, la acción (19.384) tendrá
la forma

Ā1[x, θ, h, χ]=
∫

dτ

{

− ẋ2

2h(τ)
+
M

2
iθµ(τ)θ̇

µ(τ) +
i

2h(τ)
χ(τ)θµ(τ)ẋµ(τ)

}

, (19.386)

donde se ha omitido un término proporcional a χ2(τ), ya que se anula debido a la
nilpotencia dada en la Ec. (7.375). Esta acción es localmente supersimétrica bajo
las transformaciones

δxµ = iα(τ)θµ, δθµ =
α(τ)

h(τ)

[

ẋ− i

2
χ θµ

]

,

δh = iα(τ)χ, δχ = 2α̇(τ). (19.387)

Ahora agregamos el término de masa

AM = −1

2

∫

dτ h(τ)Mc2. (19.388)

Este término requiere un conjugado supersimétrico para compensar la variación de
Am según la Ec. (19.387).

A5 =
i

2

∫

dτ
[

θ5(τ)θ̇5(τ) +Mcχ(τ)θ5(τ)
]

. (19.389)
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De hecho, al agregar a la Ec. (19.387) la transformación

δθ5 =Mcα(τ), (19.390)

vemos que la sumaAM+A5 es invariante. Agregando este resultado a la Ec. (19.384),
obtenemos la acción canónica localmente invariante

Ā[x, p, θ, θ5, h, χ] =
∫

dτ

{

−pẋ+ h(τ)

2M
p2− h(τ)

2
Mc +

M

2
i
[

θµ(τ)θ̇
µ(τ) + θ5(τ)θ̇5(τ)

]

+
i

2
χ(τ) [θµ(τ)pµ(τ) +Mcθ5(τ)]

}

. (19.391)

Apéndice 19A Demostración de que la Acción Modificada
contiene la Misma F́ısica Cuántica

Consideremos la partición de la integral de trayectoria para una part́ıcula puntual relativista aso-
ciada con la acción original (19.12). Si fijamos los parámetros iniciales y finales λa y λb igual a λ0

y λN+1 y segmentamos el eje λ en los sitios λn (n = 1, 2, . . . , N), la acción será

Acl,e = Mc
N+1
∑

n=1

|xn − xn−1|, (19A.1)

donde |xn − xn−1| =
√

(xn − xn−1)2 son las distancias Euclidianas [recordemos la Ec. (19.2)]. La
amplitud Euclidiana para la part́ıcula que va desde xa = x0 hasta xb = xN+1 estará dada, por lo
tanto, por un producto de integrales en un espacio-tiempo de dimensión D.

(xb|xa) = N
N
∏

n=1

[∫

dDxn

]

e−Mc
∑

N+1

n=1
|xn−xn−1|/h̄. (19A.2)

Como una consecuencia de la invariancia de la reparametrización de la Ec. (19.12), esta expresión
es independiente del tamaño de la partición λn − λn−1, misma que renombraremos como ≡ hnǫ,
donde ǫ es un número pequeño.

Ahora, en el argumento de la exponencial la suma se puede factorizar como un producto de
N + 1 exponenciales y representamos cada factor como una integral [usando las fórmulas (1.347)
y (1.349)]

e−Mc|xn−xn−1|/h̄ =

√

ǫMc

2πh̄

∫ ∞

0

dhnh
−1/2
n e−ǫhnMc/2h̄−Mc(xn−xn−1)

2/2hnǫh̄. (19A.3)

Absorbiendo las constantes en el factor de normalización N , obtenemos

(xb|xa) = N
N+1
∏

n=1

[∫ ∞

0

dhnh
(D−1)/2
n

]

e−McǫΣN+1

n=1
hn/2

× 1
√

2πǫhN+1/Mc
D

N
∏

n=1

[

∫

dDxn
√

2πǫhn/Mc
D

]

e−McΣN+1

n=1
(xn−xn−1)

2/2hnǫ, (19A.4)

La segunda ĺınea contiene sólo integrales armónicas sobre xn, las cuales se pueden hallar con ayuda
de las fórmulas del Apéndice 2B, el resultado será

(xbS|xa0) =
1

√

2πSh̄/Mc
D
e−Mc(xb−xa)

2/2Sh̄, (19A.5)
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donde S es el parámetro de longitud total

S ≡
N+1
∑

n=1

ǫhn, (19A.6)

Reemplazando la Ec. (19A.5) por su representación de Fourier [comparar con las Ecs. (1.333) y
(1.341)], podemos reescribir la Ec. (19A.4) como

(xb|xa) = N
N+1
∏

n=1

[∫ ∞

0

dhnh
(D−1)/2
n

]

e−McS/2h̄

∫

dDp

(2πh̄)D
e−Sp2/2Mc+ip(xb−xa)/h̄. (19A.7)

Aśı, obtenemos el producto de las integrales sobre hn. Antes de que podamos resolver estas
integrales, debemos asegurarnos de respetar la suma (19A.6). Esto se logra introduciendo una
integral unidad auxiliar que distribuya la integral sobre la longitud total S:

1 =

∫ ∞

0

dS δ(ΣN+1
n=1 ǫhn − S) =

∫ ∞

0

dS

2λC

∫ ∞

−i∞

dσ

2πi
e−σ(ΣN+1

n=1
ǫhn−S)/2λC , (19A.8)

donde λC es la longitud de onda de Compton (19.31). Entonces, en los paréntesis cuadrados de la
Ec. (19A.7), el producto de las integrales sobre hn se puede reescribir como sigue:

∫ ∞

0

dS

2λC

{

∫ i∞

−i∞

dσ

2πi
eσS/2λC

N+1
∏

n=1

[∫ ∞

0

dhnh
(D−1)/2
n e−σǫhn/2λC

]

}

e−S/2λC (19A.9)

Usando la relación hn = r2n, tenemos que los términos entre los corchetes serán

∫ i∞

−i∞

dσ

2πi
eσS/2λC

N+1
∏

n=1

[∫ ∞

−∞

drnr
D
n e−σǫr2

n
/2λC

]

=

[

2πλC

Γ(D+1)ǫ

]N+1∫ i∞

−i∞

dσ

2πi
eσS/2λCσ−(N+1)(D+1)/2. (19A.10)

Para valores grandes de N , la integral sobre σ se puede aproximar por medio de una integral
Gaussiana en la vecindad del punto de silla σ = (N + 1)(D + 1)λC/S:

∫ i∞

−i∞

dσ

2πi
eσS/2λCσ−(N+1)(D+1)/2 ≈

N grande

1√
2π

[

S

(N + 1)(D + 1)λC

](N+1)(D+1)/2

.(19A.11)

Mientras que N tiende a infinito, mantenemos la razón S/(N +1) ≡ ǭ fija. Con lo cual la expresión
del lado derecho se puede reescribir como una exponencial.

1√
2π

[

(D + 1)λC

ǭ

]−S(D+1)/2ǭ

=
1√
2π

e−zS/2λC , (19A.12)

donde

z ≡ ν log ν para ν ≡ (D + 1)λC/ǭ (19A.13)

es un número grande. Susituyendo la Ec. (19A.12) en el término entre corchetes de la Ec. (19A.9),
la constante z se puede absorber en la masa de la part́ıcula reemplazando M por medio de la
cantidad renormalizada M1 = M(1 + z). Con esto, la Ec. (19A.9) será

∫ ∞

0

dS

2λC
e−SM1c/2h̄, (19A.14)
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y la integral de trayectoria (19A.4) se reduce a la forma

(xb|xa) = N ′′

∫ ∞

0

dS

2λC
e−M1cS/2h̄

∫

dDp

(2πh̄)D
e−Sp2/2Mc+ip(xb−xa)/h̄, (19A.15)

donde todos los factores irrelevantes están contenidos en el factor de normalización N ′′. Se puede
hallar la integral sobre S, de donde obtenemos

(xb|xa) = N ′′

∫

dDk

(2π)D
1

k2 + M2
Rc

2/h̄2 e
ik(xb−xa),

donde MR es la masa renormalizada

MR = M(1 + z)1/2. (19A.16)

Si el factor de normalización es tal que N ′′ = 1, obtenemos resultado hallado anteriormente en
la Ec. (19.30) a partir de la acción modificada (19.10), siempre que en la acción original (19.12)
usemos la masa M/(1 + z)1/2 en lugar de M .
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al hallado en las Ecs. (19.34) y (19.35).
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Since the majesty of wealth is most sacred with us

Juvenal (55–120), Sat. 1, 113

20

Integrales de Trayectoria y Mercados Financieros

Una aplicación importante de las integrales de trayectoria se encuentra en los mer-
cados financieros. El precio de los valores fluctúa como función del tiempo y si el
número de participantes en el mercado es alto, las fluctuaciones son muy azarosas.
Luego, la dependencia temporal de los precios puede modelarse mediante las fluc-
tuaciones de las trayectorias.

20.1 Propiedades de las Fluctuaciones de los Valores
Financieros

Sea que S(t) representa el precio de una acción o algún otro valor financiero. Para
tiempos muy grandes, i.e., si la recopilación de datos es lenta, el promedio sobre el
precio de las acciones tiene un comportamiento temporal que se puede aproximar por
partes mediante el uso de exponenciales. Esta es la razón por la cual, generalmente,
los precios de las acciones se grafican en una escala logaŕıtmica. Esto se ilustra
mejor con ayuda de la gráfica del ı́ndice industrial Dow-Jones de los últimos 60 años
en la Fig. 20.1. Las fluctuaciones del ı́ndice tienen cierto ancho medio llamado la
volatilidad del mercado. Para tiempos grandes, la volatilidad no es constante sino
que cambia estocásticamente, como se muestra en la Fig. 20.2 [3] para el caso de los
datos del ı́ndice S&P 500 en el intervalo de 1984-1997. En particular, por otro lado,
hay grandes cambios luego de un colapso mercantil.

En un principio, en la teoŕıa a desarrollar, ignoraremos estas fluctuaciones y
supondremos que la volatilidad es constante. En la literatura se pueden encontrar
varias propuestas que intentan incluir estas fluctuaciones [3]–[79], en la Sección 20.4
discutiremos un modelo que ha llamado la atención.

La volatilidad tiene aproximadamente la forma de una distribución tipo Gama,
como se observa en la Fig. 20.3.

En General, una acción individual será más volátil que un ı́ndice mercantil prome-
dio, particularmente cuando la compañ́ıa asociada es pequeña y sólo se comercializan
algunas acciones diarias.

1507
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Figure 20.1 Gráfica logaŕıtmica del ı́ndice industrial Dow Jones en los últimos 80 años.

Hay cuatro secciones aproximadamente lineales, dos con crecimiento exponencial y dos

con estancamiento [1].
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Figure 20.2 (a) Indice S&P 500 para un peŕıodo de 13 años, desde el 1o. de Enero

de 1984 hasta el 14 de Diciembre de 1996, almacenado cada minuto y (b) volatilidad en

intervalos de 30 minutos (tomado de la Ref. [2]).

20.1.1 Aproximación Armónica a las Fluctuaciones

En la aproximación de menor orden, el precio de las acciones S(t) obedece una
ecuación diferencial estocástica con crecimiento exponencial

Ṡ(t)

S(t)
= rS + η(t), (20.1)
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Figure 20.3 Comparación del ajuste Gaussiano, logaŕıtmico normal y distribución Gama

de la volatilidad en un intervalo de 300 minutos (tomado de la Ref. [80]). La distribución

log-normal normalizada tiene la forma Dlog−normal(z) = (2πσ2z2)−1/2e−(log z−µ)2/2σ2
. La

distribución Gama será discutida más tarde en la Subsección 20.1.5.

donde rS es la razón de crecimiento y η(t) es una variable de ruido blanco definida
por las funciones de correlación

〈η(t)〉 = 0, 〈η(t)η(t′)〉 = σ2δ(t− t′). (20.2)

La desviación estándar σ es una medida exacta de la volatilidad del precio de las
acciones. El cuadrado de la volatilidad v ≡ σ2 se conoce como la varianza.

La cantidad dS(t)/S(t) es la llamada la renta de los activos. De los datos fi-
nancieros, normalmente, la renta se obtiene para intervalos temporales finitos ∆t
y no para intervalos infinitesimales dt, esto en virtud de que los precios S(t) se
obtienen para intervalos temporales discretos tn = t0 + n∆t. Como ejemplo, hay
numerosas tablas de precios diarios S(tn) al cierrre del mercado, de los cuales se ob-
tiene la renta diaria ∆S(tn)/S(tn) = [S(tn+1)−S(tn)]/S(tn). El conjunto disponible
de valores S(tn) se conoce como la serie temporal de los precios.

Para una elección apropiada de las escalas temporales a ser estudiadas, la
hipótesis de un ruido blanco cumple muy bien con las fluctuaciones actuales de
los precios de los bienes, como se ilustra en la Fig. 20.4.

Para el logaritmo del precio de las acciones o activos1

x(t) ≡ log S(t) (20.3)

esto implica una ecuación diferencial estocástica con crecimiento lineal [14, 15, 16, 17]

ẋ(t) =
Ṡ

S
− 1

2
σ2 = rx + η(t), (20.4)

donde

rx ≡ rS − 1

2
σ2 (20.5)

1En la construcción del logaritmo, se supone que el precio de las acciones o activos S(t) no tiene
dimensiones, i.e., usamos sólo el valor numérico del precio en la moneda relevante.
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ω [sec−1]

S(ω)

Figure 20.4 Espectro de fluctuación de la razón de cambio DM/Dolar EUA como función

de la frecuencia, en unidades de 1/seg, mostrando que el ruido que regula la ecuación

diferencial estocástica (20.1) es aproximadamente blanco (tomado de la Ref. [13]).

es el término de deriva del proceso [comparemos con la Ec. (18.405)]. En la Fig. 20.5
se muestra un conjunto t́ıpico de soluciones de la Ec. (20.4).

x(t) ≡ logS(t)

t
2 4 6 8 10

-1

1

2

3

4

5

6

Figure 20.5 Comportamiento logaŕıtmico del precio de las acciones de acuerdo a la

ecuación diferencial estocástica dada por la relación (20.3).

Las diferencias finitas ∆x(tn) = x(tn+1)−x(tn) y los diferenciales correspondien-
tes dx se conocen como el logaritmo de la renta.

En las funciones de la variable estocástica x(t), el término extra σ2/2 hallado en
la Ec. (20.5), se obtiene del Lema de Itō, Ec. (18.413). Recordemos que el desarrollo
formal en términos de potencias de dt:

dx(t) =
dx

dS
dS(t) +

1

2

d2x

dS2
dS2(t) + . . .

=
Ṡ(t)

S(t)
dt− 1

2

[

Ṡ(t)

S(t)

]2

dt2 + . . . (20.6)

puede tratarse en la misma forma que el desarrollo de la Ec. (18.426), utilizando la
regla nemotécnica dada por la Ec. (18.429), de acuerdo con la cual podemos hacer
la sustitución ẋ2dt→ 〈ẋ2〉dt = σ2, y por lo tanto

[

Ṡ(t)

S(t)

]2

dt→ ẋ2(t)dt = σ2. (20.7)
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Las potencias de orden superior en dt no contribuyen a las fluctuaciones Gaussianas
debido a que estas fluctuaciones son de orden superior en dt. La razón es la misma
por la cual las tasas constantes rS y rx, halladas en las expresiones Ṡ(t)/S(t) y ẋ(t),
no aparecen en la relación [Ṡ(t)/S(t)]2 dt= ẋ2(t)dt.

En la lista del precio de las acciones, la relación (20.5) implica que si hacemos
un ajuste mediante una ĺınea recta al logaritmo de los precios, cuya pendiente es rx,
el crecimiento promedio del precio de las acciones será

〈S(t)〉 = S(0) erSt = S(0)〈erxt+
∫ t

0
dt′ η(t′)〉 = S(0) e(rx+σ2/2)t. (20.8)

Por supuesto, este resultado es una consecuencia directa de la Ec. (18.425).

La descripción del logaritmo del precio de las acciones mediante fluctuaciones
Gaussianas alrededor de una ĺınea es sólo una aproximación burda al precio real de
las acciones. La volatilidad depende del tiempo. Observándola a intervalos tem-
porales pequeños, por ejemplo cada minuto o cada hora, la volatilidad tiene una
distribución en la cual los eventos frecuentes muestran una distribución exponencial
[ver la Subsección 20.1.6]. Por otro lado, los eventos excepcionales muestran una
probabilidad mucho mayor que la obtenida mediante una distribución Gaussiana.
La distribución de probabilidad observada tiene un decreciento abrupto comparado
con el decrecimiento suave de las distribuciones Gaussianas. Este fenómeno fue ob-
servado por primera vez por Pareto en el siglo XIX [18], retomado por Mandelbrot
en los años 1960’s [19] y estudiado recientemente por varios autores [20, 22]. La
teoŕıa necesita un refinamiento considerable. Como una generalización intermedia,
además de los decrecimientos abruptos en términos de alguna potencia, introducire-
mos los llamados decrecimientos semi-abruptos, los cuales decrecen más rápido que
toda potencia tal como e−xa

xb, para valores arbitrariamente pequeños de a > 0 y
para todo b > 0. Veremos más tarde, en la Sección 20.4, que los decrecimientos
semi-abruptos de la distribución financiera pueden verse como una consecuencia de
las fluctuaciones Gaussianas con fluctuaciones en las volatilidades. Antes de esto
debemos ajustar los datos fenomenológicamente utilizando varias distribuciones no
Gaussianas y explorar las consecuencias.

20.1.2 Distribuciones de Lévy

Siguiendo a Pareto y Mandelbrot podemos intentar ajustar las distribuciones del
cambio de los precios ∆Sn = S(tn+1) − S(tn), la renta ∆Sn/S(tn) y el logaritmo de
la renta ∆xn = x(tn+1) − x(tn) para un cierto intervalo temporal ∆t = tn+1 − tn en
forma aproximada y con ayuda de las distribuciones de Lévy [19, 22, 23, 24]. Por
brevedad, a partir de este momento, para representar cualquiera de las diferencias
anteriores usaremos la variable genérica z. Las distribuciones de Lévy se definen
mediante la transformada de Fourier

L̃λ
σ2(z) ≡

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz Lλ

σ2(p), (20.9)
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donde

Lλ
σ2(p) ≡ exp

[

−(σ2p2)λ/2/2
]

. (20.10)

Para una distribución arbitraria D̃(z), la descomposición de Fourier tendrá la forma

D̃(z) =
∫

dp

2π
eipzD(p) (20.11)

donde las componentes de Fourier D(p), tendrán la forma exponencial

D(p) ≡ e−H(p), (20.12)

aqúı H(p) tiene un significado similar al Hamiltoniano de las intregrales de trayec-
toria de la estad́ıstica cuántica. Por analoǵıa definimos también H̃(z) tal que

D̃(z) = e−H̃(z). (20.13)

Una definición equivalente del Hamiltoniano es

z/σ

1/x1+λ

z/σ

P (z)

P (z)
1 + λ ≈ 2.7

1 + λ ≈ 4

Figure 20.6 Izquierda: decrecimiento de Lévy del ı́ndice S&P 500 (logaritmo de la renta

al minuto) graficado en función de z/δ. Derecha: Gráfica logaritmo-logaritmo mostrando

un decrecimiento siguiendo una ley de potencias del ı́ndice S&P 500 (logaritmo de la renta

al minuto) (tomado de la Ref. [23])

e−H(p) ≡ 〈e−ipz〉. (20.14)

Para las distribuciones de Lévy dadas en la Ec. (20.9), el Hamiltoniano es

H(p) =
1

2
(σ2p2)λ/2. (20.15)

La distribución Gaussiana se recobrará en el ĺımite λ → 2 donde el Hamiltoniano
será igual a σ2p2/2.
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Para valores grandes de z, la distribución de Lévy dada por la Ec. (20.9) decrece
siguiendo la ley de potencias caracteŕıstica

L̃λ
σ2(z) → Aλ

σ2

λ

|z|1+λ
. (20.16)

Este comportamiento, es el decrecimiento abrupto de la distribución discutido an-
teriormente. También se le conoce como ley de potencias del decrecimiento (de-
crecimiento Paretiano o decrecimiento de Lévy). La magnitud del decrecimiento se
encuentra aproximando la integral de la Ec. (20.9) en el ĺımite de valores grandes
de z, donde sólo contribuyen los valores pequeños de los momenta en la forma:

L̃λ
σ2(z) ≈

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz

[

1 − 1

2
(σ2p2)λ/2

]

→
z→∞

Aλ
σ2

λ

|z|1+λ
, (20.17)

donde

Aλ
σ2 = −σ

λ

2λ

∫ ∞

0

dp′

π
p′λ cos p′ =

σλ

2πλ
sin(πλ/2) Γ(1 + λ). (20.18)

Los datos obtenidos en el mercado de las acciones se ajustan mejor con un valor
de λ entre 1.2 y 1.5 [13], por simplicidad, la mayor parte del tiempo usaremos el
valor λ = 3/2, de donde obtenemos

A
3/2
σ2 =

1

4

σ3/2

√
2π
. (20.19)

El desarrollo de Taylor de la transformada de Fourier de la Ec. (20.10) dará la serie
asintótica

L̃λ
σ2(z) =

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

∫ ∞

0

dp

π

σλnpλn

2n
cos pz =

∞
∑

n=0

(−1)n+1

n!

σλn

2nπ
Γ(1 + nλ)

sin πλ
2

|z|1+λ
. (20.20)

Para fines prácticos esta serie no es útil, puesto que diverge. En particular, se
encuentra que la serie no puede reproducir la distribución Gaussiana en el ĺımite
λ→ 2.

Hay también una distribución asimétrica de Lévy cuyo Hamiltoniano es

Hλ,σ,β(p) =
1

2
|σp|λ [1 − iβǫ(p)Fλ,σ(p)], (20.21)

donde ǫ(p) es la función escalón definida en la Ec. (1.316), también

Fλ,σ(p) =

{

tan(πλ/2) para λ 6= 1,
−(1/π) log p2 para λ = 1.

(20.22)

El comportamiento para valores grandes de |z| de esta distribución está dado una vez
más por la Ec. (20.17), con la excepción de que el prefactor dado por la Ec. (20.18)
estará multiplicado por el término (1 + β).
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20.1.3 Distribuciones Truncadas de Lévy

Matemáticamente una propiedad no deseable de las distribuciones de Lévy es que
el ancho de las fluctuaciones diverge para valores donde λ < 2, esto se debe al hecho
de que el segundo momento

σ2 = 〈z2〉 ≡
∫ ∞

−∞
dz z2 L̃λ

σ2(z) = − d2

dp2
Lλ
σ2(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

(20.23)

es infinito. Si deseamos describir datos que muestran un decrecimiento abrupto para
valores grandes del logaritmo de la renta pero que tienen un ancho finito, debemos
hacer que el comportamiento de estos datos sea al menos el de un decrecimiento
cuasi abrupto para valores grandes del logaritmo de la renta. Ejemplos de esto son
las llamadas distribuciones truncadas de Lévy [22]. Las cuales se definen como

L̃
(λ,α)
σ2 (z) ≡

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz L

(λ,α)
σ2 (p) =

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz−H(p) , (20.24)

donde el Hamiltoniano, que generaliza al Hamiltoniano de Lévy dado en la
Ec. (20.15), será

H(p) ≡ σ2

2

α2−λ

λ(1 − λ)

[

(α + ip)λ + (α− ip)λ − 2αλ
]

= σ2 (α2 + p2)λ/2 cos[λ arctan(p/α)] − αλ

αλ−2λ(1 − λ)
. (20.25)

El comportamiento asintótico de la distribución truncada de Lévy difiere de la
ley de potencias de la distribución de Lévy, dada en la Ec. (20.17), por el factor
exponencial e−αz, el cual garantiza que tanto el ancho σ como todos los momentos
son finitos. Una estimación burda de los términos principales se obtiene nuevamente
de la transformada de Fourier del término de menor orden del desarrollo de la función
exponencial e−H(p):

L̃
(λ,α)
σ2 (z) ≈ e2sα

λ
∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz

{

1 − s
[

(α + ip)λ + (α− ip)λ
]}

→
z→∞

e2sα
λ

Γ(1 + λ)
sin(πλ)

π
s
e−α|z|

|z|1+λ
, (20.26)

donde

s ≡ σ2

2

α2−λ

λ(1 − λ)
. (20.27)

La integral se obtiene directamente de las fórmulas [25]

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz (α + ip)λ =

Θ(z)

Γ(−λ)

e−αz

z1+λ
,
∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz (α− ip)λ =

Θ(−z)
Γ(−λ)

e−α|z|

|z|1+λ
,(20.28)
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y de la identidad de la función Gama2

1

Γ(−z) = −Γ(1 + z) sin(πz)/π. (20.29)

El desarrollo completo se integra con ayuda de la fórmula [26]

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz (α+ ip)λ(α− ip)ν

= (2α)λ/2+ν/2 1

|z|1+λ/2+ν/2



















1

Γ(−λ)
W(ν−λ)/2,(1+λ+ν)/2(2αz)

1

Γ(−ν)
W(λ−ν)/2,(1+λ+ν)/2(2αz)

para
z > 0,

z < 0,
(20.30)

donde las funciones de Whittaker W(ν−λ)/2,(1+λ+ν)/2(2αz) se pueden expresar en
términos de la función hipergeométrica confluente de Kummer 1F1(a; b; x), dada
en la Ec. (9.45), en la forma

Wδ,κ(x) =
Γ(−2κ)

Γ(1/2 − κ− δ)
xκ+1/2e−x/2

1F1(1/2 + κ− δ; 2κ+ 1; x)

+
Γ(2κ)

Γ(1/2 + κ− δ)
x−κ+1/2e−x/2

1F1(1/2 − κ− δ;−2κ+ 1; x), (20.31)

como puede verse de las Ecs. (9.39), (9.46) y la Ref. [27]. Para ν = 0, sólo el caso
z > 0 en las Ecs. (20.30) dará una integral diferente de cero, la cual, con ayuda de
la expresión W−λ/2,1/2+λ/2(z) = z−λ/2e−z/2, se reduce a la relación del lado izquierdo
de la Ec. (20.28). Usando el valor λ = ν encontramos

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz (α2 + p2)ν = (2α)ν/2

1

|z|1+ν

1

Γ(−ν)
W0,1/2+ν(2α|z|). (20.32)

Usando la sustitución

W0,1/2+ν(x) =

√

2z

π
K1/2+ν(x/2), (20.33)

tendremos

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz (α2 + p2)ν =

(

2α

|z|

)1/2+ν
1√

πΓ(−ν)
K1/2+ν(α|z|). (20.34)

Para el caso ν = −1, donde K−1/2(x) = K1/2(x) =
√

π/2xe−x, este resultado se
reduce a la expresión

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz

1

α2 + p2
=

1

2α
e−α|z|. (20.35)

2M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver la Fórmula 6.1.17.
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Sumando sobre todos los términos en el desarrollo de la función exponencial e−H(p):

L̃
(λ,α)
σ2 (z) ≈ e2sα

λ
∫ ∞

−∞

dp

2π

{

1 +
∞
∑

n=1

(−s)n
n!

[

(α + ip)λ + (α− ip)λ
]n
}

eipz (20.36)

obtenemos el verdadero comportamiento asintótico

L̃
(λ,α)
σ2 (z) →

z→∞
e(2−2λ)sαλ

Γ(1 + λ)
sin(πλ)

π
s
e−α|z|

|z|1+λ
, (20.37)

el cual difiere de la estimación hallada en la Ec. (20.26) por un factor constante
(para mayores detalles ver el Apéndice 20A) [28]. Aśı los decrecimientos son semi-
abruptos.

Contrario a las distribuciones Gaussianas, las cuales están completamente
definidas por el ancho σ, las distribuciones truncadas de Lévy contienen tres
parámetros σ, λ y α. El ajuste óptimo a las fluctuaciones de dos conjuntos de
precios del mercado se muestran en la Fig. 20.7. Para el ı́ndice S&P 500 graficamos
las distribuciones acumulativas

P<(z) =
∫ z

−∞
dz′ L̃

(λ,α)
σ2 (z′), P>(z) =

∫ ∞

z
dz′ L̃

(λ,α)
σ2 (z′) = 1 − P<(z), (20.38)

de la diferencia de precios z = ∆S, donde los intervalos temporales son para ∆t = 15
minutos. Para la relación de canje de la divisa DM/$, graficamos la renta z = ∆S/S
para el mismo ∆t. La gráfica muestra las ramas negativas y positivas P<(−z) y
P>(z), ambas graficadas para valores positivos del eje z. Por definición:

P<(−∞) = 0, P<(0) = 1/2, P<(∞) = 1,

P>(−∞) = 1, P>(0) = 1/2, P>(∞) = 0. (20.39)

Los ajustes se comparan también con otras distribuciones, como se explica en el
pie de figura. Un ajuste a la mayoŕıa de datos se puede obtener con un parámetro
λ universal, aproximadamente igual a λ = 3/2. Los otros dos parámetros definen
todos los coeficientes del desarrollo del Hamiltoniano de la Ec. (20.25):

H(p) =
1

2
c2 p

2 − 1

4!
c4 p

4 +
1

6!
c6 p

6 − 1

8!
c8 p

8 + . . . . (20.40)

Los números c2n = −(−1)nH(2n)(0) son los cumulantes de la distribución truncada
de Lévy [comparemos con la Ec. (3.587)], denotados también como 〈zn〉c. Aqúı,
tenemos los siguientes valores

〈z2〉c = c2 = σ2,

〈z4〉c = c4 = σ2(2 − λ)(3 − λ)α−2,

〈z6〉c = c6 = σ2(2 − λ)(3 − λ)(4 − λ)(5 − λ)α−4,
...

〈z2n〉c = c2n = σ2Γ(2n− λ)

Γ(2 − λ)
α2−2n. (20.41)
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z z

P>
<

(±z)P>
<

(±z)

Figure 20.7 Ajuste óptimo a la versión acumulativa dada por la Ec. (20.38) usando la

distribución truncada de Lévy a los datos financieros. Para el ı́ndice S&P 500, la variable

de la fluctuación z es directamente el ı́ndice de cambio ∆S, para intervalos ∆t=15 minutos

(en el ajuste se han usado los valores σ2 = 0.280 y κ = 12.7). Para la relación de canje

DM/Dolar EUA, la variable z es igual a 100∆S/S cada quince minutos (en el ajuste se

han usado los valores σ2 = 0.0163 y κ = 20.5). Las fluctuaciones negativas están sobre

una curva ligeramente más alta que las fluctuaciones positivas. A menudo se ignora la

diferencia. Los parámetros A y α representan el tamaño y la truncación de la distribución.

El valor óptimo de λ es 3/2 (tomado de la Ref. [13]). Las curvas a trazos cortos muestran

el ajuste óptimo, obtenido usando las funciones hiperbólicas generalizadas dadas en la

Ec. (20.117) (lado izquierdo λ = 1.46, α = 4.93, β = 0, δ = 0.52; lado derecho λ = 1.59,

α = 32.1, β = 0, δ = 0.221).

El primer cumulante c2 determina el ancho de la fluctuación cuadrática

〈z2〉 ≡
∫ ∞

−∞
dz z2 L̃

(λ,α)
σ2 (z) = − d2

dp2
e−H(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

= c2 = σ2, (20.42)

el segundo, el valor esperado de la cuarta potencia de z

〈z4〉 ≡
∫ ∞

−∞
dz z4 L̃

(λ,α)
σ2 (z) =

d4

dp4
e−H(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

= c4 + 3c22, (20.43)

y aśı sucesivamente:

〈z6〉 = c6 + 15c4c2 + 15c32, 〈z8〉 = c8 + 28c6c2 + 35c24 + 210c4c
2
2 + 105c42, . . . . (20.44)

En un primer análisis de los datos determinamos, generalmente, la llamada kurtosis ,
la cual es el cumulante normalizado de cuarto orden

κ ≡ c̄4 ≡
c4
c22

=
〈z4〉c
〈z2〉2c

=
〈z4〉c
σ4

. (20.45)
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La kurtosis depende de los parámetros σ, λ y α en la forma

κ =
(2 − λ)(3 − λ)

σ2α2
. (20.46)

Dada la volatilidad σ y la kurtosis κ, obtenemos el parámetro de Lévy α de la
relación

α =
1

σ

√

(2 − λ)(3 − λ)

κ
. (20.47)

En términos de κ y λ, los coeficientes normalizados del desarrollo son

-3 -2 -1 0 1 2 3

0.1

0.2

0.3 L̃µ,α
σ2 (z)

z

Figure 20.8 Cambio en la forma de las distribuciones truncadas de Lévy para un ancho

σ = 1, donde incrementamos el valor de las kurtoses κ = 0, 1, 2 , 5, 10, (la curva sólida

corresponde a la Gaussiana).

c̄4 = κ, c̄6 = κ2
(5 − λ)(4 − λ)

(3 − λ)(2 − λ)
, c̄8 = κ2

(7 − λ)(6 − λ)(5 − λ)(4 − λ)

(3 − λ)2(2 − λ)2
,

...

c̄n = κn/2−1 Γ(n− λ)/Γ(4 − λ)

(3 − λ)n/2−2(2 − λ)n/2−2
. (20.48)

Para λ = 3/2, la Ec. (20.47) será

α =
1

2

√

3

σ2κ
, (20.49)

y los coeficientes de las relaciones (20.48) serán:

c̄4 = κ, c̄6 =
5 · 7

3
κ2, c̄8 = 5 · 7 · 11 κ2,

...

c̄n =
Γ(n− 3/2)/Γ(5/2)

3n/2−2/2n−4
κn/2−1. (20.50)
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Para una kurtosis cero, la distribución truncada de Lévy se reduce a una distribución
Gaussiana con ancho σ. El cambio en la forma de la distribución para un ancho fijo
y kurtosis creciente se muestra en la Fig. 20.8.

De los datos S&P y DM/Dolar EUA para los intervalos temporales ∆t =
15 min obtenemos σ2 = 0.280 y 0.0163 y las kurtoses κ = 12.7 y 20.5, re-
spectivamente. Este resultado implica que α ≈ 0.46 y α ≈ 1.50, respectiva-
mente. Se obtiene también que los otros cumulantes normalizados (c̄6, c̄8, . . .) son
(1881.72, 788627.46, . . .) y (−4902.92, 3.3168×106 , . . .), respectivamente. Los cumu-
lantes aumentan rápidamente mostrando que el desarrollo necesita una resumación.

Los cumulantes normalizados de orden superior están dados por los siguientes
cocientes de valores esperados

c̄6 =
〈z6〉
〈z2〉3 − 15

〈z4〉
〈z2〉2 + 30,

c̄8 =
〈z8〉
〈z2〉4 − 28

〈z6〉
〈z2〉3 − 35

〈z4〉2
〈z2〉4 + 420

〈z4〉
〈z2〉2 − 630, . . . . (20.51)

En la práctica, los cumulantes de orden superior no se pueden obtener de los datos
financieros ya que éstos son sensitivos a eventos extremadamente extraños, para los
cuales la estad́ıstica no es suficiente para hallar una función de distribución.

20.1.4 Distribuciones Asimétricas Truncadas de Lévy

En los datos de la Fig. 20.7 hemos visto que las fluctuaciones de los precios tienen
una ligera asimetŕıa: la caida de los precios es ligeramente mayor que el aumento.
Esto se puede tener en cuenta mediante una distribución asimétrica truncada de
Lévy. La cual tiene la forma general [24]

L
(λ,α,β)
σ2 (p) ≡ e−H(p), (20.52)

donde el Hamiltoniano tiene la forma

H(p) ≡ σ2

2

α2−λ

λ(1 − λ)

[

(α + ip)λ(1 + β) + (α− ip)λ(1 − β) − 2αλ
]

= σ2 (α2 + p2)λ/2 {cos[λ arctan(p/α)] + iβ sin[λ arctan(p/α)]} − αλ

αλ−2λ(1 − λ)
. (20.53)

Este Hamiltoniano tiene el siguiente desarrollo en serie

H(p) = ic1p+
1

2
c2 p

2 − i
1

3!
c3p

3 − 1

4!
c4 p

4 + i
1

5!
c5p

5 + . . . . (20.54)

Donde ahora tenemos cumulantes, cn = −inH(n)(0), pares e impares cuyos valores
son

cn = σ2Γ(n− λ)

Γ(2 − λ)
α2−n

{

1

β
para

n = par,

n = impar.
(20.55)
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Los cumulantes pares son los mismos hallados en la Ec. (20.41). En forma similar, los
valores esperados pares de las Ecs. (20.42)–(20.44) se pueden expresar en términos
de los valores esperados impares:

〈z〉≡
∫ ∞

−∞
dz z L̃

(λ,α,β)
σ2 (z) = i

d

dp
e−H(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

= c1,

〈z2〉≡
∫ ∞

−∞
dz z2 L̃

(λ,α,β)
σ2 (z) = − d2

d2p
e−H(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

= c2 + c21,

〈z3〉≡
∫ ∞

−∞
dz z3 L̃

(λ,α,β)
σ2 (z) = −i d

3

d3p
e−H(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

= c3 + 3c2c1 + c31,

〈z4〉≡
∫ ∞

−∞
dz z4 L̃

(λ,α,β)
σ2 (z) =

d4

d4p
e−H(p)

∣

∣

∣

∣

∣

p=0

=c4 + 4c3c1 + 3c22 + 6c2c
2
1 + c41,

... . (20.56)

Las relaciones inversas son

c1 = 〈z〉c = 〈z〉,
c2 = 〈z2〉c = 〈z2〉 − 〈z〉2 = 〈(z − 〈z〉c)〉2,
c3 = 〈z3〉c = 〈z3〉 − 3〈z〉〈z2〉 + 2〈z〉3 = 〈(z − 〈z〉c)〉3,
c4 = 〈z4〉c = 〈z4〉 − 3〈z2〉2 − 4〈z〉〈z3〉 + 12〈z〉2〈z2〉 − 6〈z〉4

= 〈(z − 〈z〉c)〉4 − 3〈z2 − 〈z〉2c〉2 = 〈(z − 〈z〉c)〉4 − 3c22. (20.57)

Por supuesto, estas expresiones son una versión simple de los desarrollos en términos
de cumulantes dados en las Ecs. (3.585) y (3.587).

Ahora la distribución estará localizada alrededor de un valor promedio distinto
de cero:

µ ≡ 〈z〉 = c1. (20.58)

El ancho de la fluctuación está dado por

σ2 ≡ 〈z2〉 − 〈z〉2 = 〈(z − 〈z〉)2 〉 = c2. (20.59)

Para valores grandes de z, las distribuciones asimetŕıcas truncadas de Lévy tienen
un decrecimiento semi-abrupto, el cual se puede obtener mediante una modificación
directa de la Ec. (20.28):

L̃
(λ,α)
σ2 (z) ≈

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipz

{

1−σ2

2

α2−λ

λ(1−λ)

[

(α + ip)λ(1+β) + (α− ip)λ(1−β) − 2αλ
]

}

→
z→∞

σ2 e2sα
λ

Γ(1 + λ)
sin(πλ)

π
s
e−α|z|

|z|1+λ
[1 + β sgn(z)]. (20.60)

Al analizar los datos utilizamos la distorsión

s ≡ 〈(z − 〈z〉)3〉
σ3

= c̄3 =
c3

c
3/2
2

. (20.61)
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Figure 20.9 Cambio en la forma de las distribuciones truncadas de Lévy con ancho

σ = 1 y kurtosis κ = 1 y con aumento en la distorsión s = 0 (curva continua), 0.4, 0.8 .

Las curvas están centradas alrededor de 〈z〉.

La cual depende de los parámetros σ, λ, β y α o κ en la siguiente forma

s =
(2 − λ)β

σα
. (20.62)

La kurtosis también se puede definir como [comparemos con la Ec. (20.45)]3

κ ≡ c̄4 ≡
c4
c22

=
〈z4〉c
〈z2〉2c

=
〈z4〉c
σ4

=
〈(z − 〈z〉)4〉

σ4
− 3. (20.63)

De los datos financieros podemos obtener tres parámetros: la volatidad σ, la dis-
torsión s y la kurtosis κ, lo cual determina completamente la distribución truncada
de Lévy asimétrica. Los datos financieros se grafican como función de z−〈z〉 = z−µ,
de tal forma que estarán centrados en la posición promedio. La distribución centrada
será denotada por L̄

(λ,α,β)
σ2 (z), i.e.

L̄
(λ,α,β)
σ2 (z) ≡ L̃

(λ,α,β)
σ2 (z − µ). (20.64)

El Hamiltoniano asociado con esta distribución, cuyo promedio es cero, será

H̄(p) ≡ H(p) −H ′(0)p, (20.65)

y su desarrollo en términos de potencias de los momenta tiene a p2 como término
principal, i.e. el primer término en la Ec. (20.54) se elimina.

En términos de σ, s y κ, los coeficientes normalizados del desarrollo serán

c̄n =κn/2−1 Γ(n− λ)/Γ(4 − λ)

(3 − λ)n/2−2(2 − λ)n/2−2











1

√

(3 − λ)/(2 − λ)κ s
para

n = par,

n = impar.
(20.66)

3Algunos autores llaman a la razón 〈(z − 〈z〉)〉4/σ4, dada por la Ec. (20.63), la kurtosis y la
cantidad κ se define como el exceso en la kurtosis . Para estos autores la kurtosis es igual a 3 para
el caso de la distribución Gaussiana, en nuestro caso será cero.
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En la Fig. 20.9 se muestra el cambio de forma de las distribuciones con ancho
y kurtosis fijos y con incremento en la distorsión. En la gráfica mostramos las
distribuciones centradas alrededor de la posición promedio z = 〈c1〉, lo cual significa
que hemos eliminado el término lineal ic1p del Hamiltoniano H(p) en las Ecs. (20.52),
(20.53) y (20.54). Este Hamiltoniano sustraido, cuya serie de potencias tiene a c2p

2/2
como el término principal, será denotado por

H̄(p) ≡ H(p) −H ′(0)p =
1

2
c2 p

2 − i
1

3!
c3p

3 − 1

4!
c4 p

4 + i
1

5!
c5p

5 + . . . . (20.67)

20.1.5 Distribución Gama

A partir del Hamiltoniano

H+(p) = ν log (1 − ip/µ) (20.68)

obtenemos la distribución Gama normalizada de la matemática estad́ıstica:

D̃Gama
µ,ν (z) =

1

Γ(ν)
µνzν−1e−µz,

∫ ∞

0
dz D̃Gama

µ,ν (z) = 1, (20.69)

la cual está restringida a valores positivos de la variable z.
Desarrollando H+(p) en la serie de potencias −∑∞

n=1 i
nνµ−npn/n =

−∑∞
n=1 i

ncnp
n/n!, identificamos los cumulantes

cn = (n− 1)! ν/µn, (20.70)

de tal forma que los momentos de menor orden son

z̄ = ν/µ, σ2 = ν/µ2, s = 2/
√
ν, κ = 6/ν. (20.71)

El máximo de la distribución estará ligeramente por debajo del valor promedio z̄,
en el valor

zmáx = (ν − 1)/µ = z̄ − 1/µ. (20.72)

La distribución Gama se mostró en la Fig. 20.3, donde hallamos el ajuste óptimo
a las fluctuaciones de la volatilidad, donde la gráfica representa la distribución de la
volatilidad σ =

√
z:

D̃Chi
µ,ν (σ) ≡ 2σD̃Gama

µ,ν (σ2) ,
∫ ∞

0
dσ D̃Chi

µ,ν (σ) = 1. (20.73)

Si normalizamos en función de la volatilidad y no de la varianza v = σ2, llamamos
a esta función la distribución Chi .

En el ĺımite ν → ∞, usando valores fijos de z̄ = ν/µ, la distribución Gama será
un función δ de Dirac:

D̃Gama
µ,ν (z) → δ

(

z − ν

µ

)

. (20.74)
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Si agregamos a H+(p) el Hamiltoniano

H−(p) = ν log(1 + ip/µ) (20.75)

obtenemos la distribución de valores negativos de z:

D̃Gama
µ,ν (z) =

1

Γ(ν)
µ−ν |z|ν−1e−µ|z|, z ≤ 0. (20.76)

La combinación de los Hamiltonianos para diferentes parámetros µ, nos permite
construir una distribución distorsionada a ambos lados.

20.1.6 Distribución de Boltzmann

El rendimiento de máxima frecuencia ∆S de los ı́ndices NASDAQ 100 y S&P 500
tienen una propiedad especial: muestran un comportamiento puramente exponencial
tanto para valores positivos como negativos de z, siempre que la probabilidad sea
muy grande [32]. Los datos se ajustan mediante la distribución de Boltzmann
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NASDAQ100 2001-02 (1min)S&P500 2004-05 (1min)

Figure 20.10 Distribución de Boltzmann del logaritmo de la renta de alta frecuencia de

los ı́ndices S&P 500 y NASDAQ 100 almacenados por minuto.

B̃(z) =
1

2T
e−|z|/T . (20.77)

Podemos ver en la Fig. 20.10 que sólo un conjunto muy pequeño de eventos extraños
para valores grandes de |z| no obedecen la ley de Boltzmann, pero tienen un decreci-
miento abrupto. Este resultado nos permite asignar una temperatura financiera a las
acciones del mercado [33]. La temperatura depende de la volatilidad de las acciones
seleccionadas y cambia sólo ligeramente como función del ambiente económico y
poĺıtico. En una crisis financiera la tempertarura tiene un valor máximo, como se
muestra en la Fig. 20.11.

Es interesante observar el desarrollo histórico de la temperatura financiera de
Dow Jones en los últimos 78 años, mostrado en la Fig. 20.12. Aunque en el siglo XX
el interés mundial estaba en gran confusión y hab́ıa un gran desarrollo económico, la
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temperatura financiera permaneció casi constante excepto por pequeñas variaciones.
Las temperaturas más altas se observaron en los años 1930’s, durante la gran de-
presión. Estas temperaturas no se han alcanzado nuevamente. Una variación espe-
cial se observó durante el colapso financiero de 1987. Aśı, en el gráfico logaŕıtmico,
la temperatura financiera no está relacionada con el valor del ı́ndice sino que indica
el riesgo del mercado. Sólo en burbujas financieras, las altas temperaturas van junto
con alzas en el precio de las acciones. Antes de una crisis, un aumento extraordi-
nario en la temperatura financiera puede ser una señal de alerta muy útil para los
inversionistas.

La transformada de Fourier de la distribución de Boltzmann es

B(p) =
∫ ∞

−∞
dz eipz

1

2T
e−|z|/T =

1

1 + (Tp)2
= e−H(p), (20.78)

donde identificamos el Hamiltoniano como

H(p) = log[1 + (Tp)2]. (20.79)

El cual sólo tiene cumulantes pares:

c2n = −(−1)nH(2n)(0) = 2(2n− 1)!T 2n, n = 1, 2, . . . . (20.80)

La distribución de Boltzmann es un caso especial de la distribución Gama de
doble lado, discutida en la seccion anterior. Esta distribución tiene dos decrecimien-
tos semi-abruptos.

Observemos ahora que la transformada de Fourier se puede reescribir como una
integral [recordemos la Ec. (2.499)]

B(p) = e−H(p) =
1

1 + (Tp)2
=
∫ ∞

0
dτ e−τ(1+T 2p2). (20.81)

1990 1995 2000 2005
0

500

1000

1500 Index

1990 1995 2000 2005
0

1

2

1990 1995 2000 2005
0

2000

4000

6000

Index

1990 1995 2000 2005
0

2

4

104T104T

Indice S&P500: 1990-2006 Indice NASDAQ100: 1990-2006

año año

Figure 20.11 Temperatura financiera de los ı́ndices S&P 500 y NASDAQ 100 desde 1990

hasta 2006. El derrumbe financiero del año 2000 ocurrió en las temperaturas máximas

TS&P500 ≈ 2 × 10−4 y TNASDAQ ≈ 4 × 10−4.
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Figure 20.12 Indice Dow Jones en los últimos 78 años (1929-2006) y temperatura anual

del mercado financiero, misma que resulta ser muy uniforme, excepto en los años 1930’s,

en el inicio de la gran depresión. Otro aumento de la temperatura se observó en la crisis

financiera de 1987.

Esto implica que la distribución de Boltzmann se puede obtener como una super-
posición de distribuciones Gaussianas. De hecho, el prefactor de p2 es igual al doble
de la varianza, v = σ2, de la distribución Gaussiana. De esta forma, cambiamos la
variables de integración de τ a σ2, utilizando la sustitución τ = σ2/2T 2, y obtenemos

B(p) = e−H(p) =
1

2T 2

∫ ∞

0
dσ2 e−σ2/2T 2

e−σ2p2/2. (20.82)

La transformada de Fourier de esta expresión es la buscada representación de la
distribución de Boltzmann en términos de una integral sobre la volatilidad de dis-
tribuciones Gaussianas de diferente ancho:

B̃(z) =
1

2T 2

∫ ∞

0
dσ2 e−σ2/2T 2 1√

2πσ2
e−z2/2σ2

. (20.83)

Se sabe que la función de distribución de la volatilidad es un caso especial de la
distribución Gama, dada en la Ec. (20.69), donde los valores de los parámetros son
µ = 1/2T 2 y ν = 1.



1526 20 Integrales de Trayectoria y Mercados Financieros

20.1.7 Distribución Student o Tsallis

Recientemente se ha hecho muy popular otra distribución no Gaussiana, la cual se
debe a Tsallis [58, 59, 60]. Hace tiempo Praetz [61] y Blattberg y Gonedes [62]
propusieron que la llamada distribución Student es una buena opción que puede
ayudar a describir los decrecimientos abruptos. La distribución tiene la forma

D̃δ(z) = Nδ
1

√

2πσ2
δ

e
−z2/2σ2

δ
δ , (20.84)

donde Nδ es un factor de normalización

Nδ =

√
δΓ(1/δ)

Γ(1/δ − 1/2)
, (20.85)

σK ≡ σ
√

1 − 3δ/2 y σ es la volatilidad de la distribución. La función eδ(z) es una
aproximación a la función exponencial llamada exponencial δ:

ezδ ≡ (1 − δz)−1/δ . (20.86)

En el ĺımite δ → 0, esta función se reduce la función exponencial ordinaria ez.
Puede observarse que el reparto de una cierta cantidad W de dinero entre N

personas con igual capacidad de poder adquisitivo se obtiene de esta distribución.
Aqúı, las funciones de partición están dadas por

ZN(W ) =

[

N
∏

n=1

∫ W

0
dwn

]

δ(w1+. . .+wN −W ). (20.87)

Luego de reescribir este resultado como

ZN(W ) =
∫ ∞

−∞

dλ

2π

[

N
∏

n=1

∫ W

0
dwn

]

e−iλ(w1+...+wN )eiλW =
∫ ∞

−∞

dλ

2π

(e−iλW − 1)NeiλW

(−iλ + ǫ)N
,

(20.88)

donde ǫ es un número infinitesimal positivo, y donde usamos el desarrollo binomial
de (e−iλW − 1)NeiλW , podemos evaluar la integral sobre λ si utilizamos la fórmula4

∫ ∞

−∞

dλ

2π

1

(−iλ + ǫ)ν
e−ipx =

pν−1

Γ(ν)
e−ǫp Θ(p), (20.89)

donde Θ(z) es la función de Heaviside dada en la Ec. (1.304), de donde obtenemos

ZN(W ) =
WN−1

Γ(N)

N−1
∑

k=0

(−1)k
(

N

N − k

)

(N − k − 1)N−1 (20.90)

4Ver la Fórmula 3.382.7 en I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit..
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De la conocida identidad de los coeficientes binomiales5, obtenemos que la suma
sobre los coeficientes binomiales es igual a la unidad, de tal forma que

ZN(W ) =
WN−1

Γ(N)
. (20.91)

Si reemplazamos W por W − wn, esta función de partición nos dará la proba-
bilidad no normalizada de que un individuo posea una parte wn de la riqueza total.
Luego, la probabilidad normalizada será

PN(wn) = Z−1
N

(W − wn)N−2

Γ(N − 1)
=
N − 1

W

(

1 − wn

E

)N−2

. (20.92)

Si definimos w ≡ W/(N − 2), la cual para valores grandes de N es la riqueza
promedio por persona, PN(wn) se puede expresar en términos de la exponencial δ,
definida en la Ec. (20.86), como

PN (wn) =
N − 1

W

[

1 − wn

(N − 2)w

]N−2

=
N − 1

W
e
−wn/w
−1/(N−2). (20.93)

En el ĺımite de un número muy grande de individuos, obtenemos la distribución
normalizada de Boltzmann w−1e−wn/w.

La distribución Student-Tsallis dada en la Ec. (20.84) es simplemente una ex-
ponencial δ normalizada. En lugar del parámetro δ con frecuencia se utiliza el
parámetro de Tsallis q = δ + 1. Un gráfico de estas funciones, para diferentes valo-
res de δ, se muestra en el lado izquierdo de la Fig. 20.13. De la Ec. (20.86) vemos
que para δ > 0 la distribución Student-Tsallis tiene decrecimientos abruptos que
obedecen la ley 1/z1/δ = 1/z1/(q−1). Un ajuste al logaritmo de la renta para las
acciones 10 NYSE se muestra en la Fig. 20.13.

Es de notar que la exponencial δ dada en la Ec. (20.84) se puede escribir como
una superposición de distribuciones Gaussianas. Con ayuda de la fórmula integral
dada en la Ec. (2.499) encontramos

e
−z2/2σ2

δ
δ =

1

Γ(1/δ)

∫ ∞

0

ds

s
s1/δe−se−sδ z2/2σ2

δ . (20.94)

Luego de un cambio apropiado de variables, podemos reescribir

e
−z2/2σ2

δ
δ =

µ1/δ

Γ (1/δ)

∫ ∞

0

dv

v
v1/δe−µve−vz2/2 , µ = σ2

δ/δ. (20.95)

Este resultado es una superposición de funciones Gaussianas e−vz2/2, cuyas varianzas
inversas v = 1/σ2 tienen como función de peso la distribución Gama de la variable
v, donde ν = 1/δ:

D̃Gama
µ,1/δ (v) =

1

Γ (1/δ)
µ1/δvνe−µv. (20.96)

5Ver la Fórmula 0.154.6, en I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit..
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Figure 20.13 Izquierda: Gráfico logaŕıtmico de la exponencial δ normalizada dada en

la Ec. (20.84) (distribución Student-Tsallis) para δ = 0 (Gaussiana), 0.2, 0.4, 0.6, para

todo σ = 1. Derecha: Ajuste del logaŕıtmico de la renta de las acciones 20 NYSE para

escalas temporales de 1 a 3 minutos de la distribución (tomado de la Ref. [60]). La ĺınea

punteada representa la distribución Gaussiana.

20.1.8 Distribución de Tsallis en el Espacio del Momentum

Cuando hicimos el ajuste de la volatilidad para las distribuciones de los ı́ndices
S&P 500 en la Fig. 20.3, observamos que el ajuste óptimo se obtuvo mediante una
distribución Gama. Siguiendo la discusión de la última sección, observamos que en
el espacio del momentum la exponencial δ dada en la Ec. (20.86) es

e−Hδ,β(p) ≡ e
−βp2/2
δ =

(

1 + βδ p2/2
)−1/δ

, (20.97)

misma que tiene la descomposición de una distribución Gama. En analoǵıa con la
Ec. (20.94), reescribimos la expresión en la forma

e
−βp2/2
δ =

1

Γ(1/δ)

∫ ∞

0

ds

s
s1/δe−se−sβδ p2/2 , β ≡ ν/µ = 1/µδ, (20.98)

y cambiamos las variables de integración para obtener

e
−βp2/2
δ =

µν

Γ (ν)

∫ ∞

0

dv

v
vνe−µve−vp2/2, ν = 1/δ, µ = ν/β = 1/βδ. (20.99)

Este resultado es una superposición de distribuciones Gaussianas cuyas varianzas,
v = σ2, están pesadas por la distribución Gama dada en la Ec. (20.69):

e
−βp2/2
δ =

∫ ∞

0
dv DGama

µ,ν (v)e−vp2/2, ν = 1/δ, µ = ν/β = 1/βδ. (20.100)

El promedio de la distribución Gama es v̄ = ν/µ = β [recordemos la Ec. (20.71)],

de tal forma que el lado izquierdo se puede escribir como e
−v̄p2/2
δ .
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Los cumulantes de menor orden en el Hamiltoniano Hδ,β(p) = 1
2!
c2 p

2 − 1
4!
c4 p

4 +
. . . son

c2=
ν

µ
, c4 =3

ν

µ2
, c6=

5!!

µ3

(

2+3ν−2ν2−ν3
)

, c8=
7!!

µ3

(

2+ν−3ν2+ν3+nu4
)

.(20.101)

Para el caso donde µ = 1/2T 2 y ν = 1, estos cumulantes se reducen a la distribución
de Boltzmann dada en la Ec. (20.80).

La superposición dada en la Ec. (20.99) tiene la siguiente transformada de Fourier

D̃δ,β(z) =
µ1/δ

Γ (1/δ)

∫ ∞

0

dv

v
v1/δe−µv 1√

2πv
e−z2/2v , µ = 1/βδ. (20.102)

la cual es una superposición de Gaussianas cuyas varianzas, v = σ2, tienen la forma
de la distribución Gama dada en la Ec. (20.69) centrada alrededor de v̄ = 1/δµ y con
ancho (v − v̄)2 = 1/δµ2. Aśı δ está dada por la razón δ = (v − v̄)2/v̄2. Recordando
la Ec. (20.71), podemos ver que δ determina la kurtosis de la distribución, la cual
será κ = 6δ.

En la Ec. (20.102), la integral sobre v se puede hallar utilizando la Fórmula
(2.559), de donde obtenemos

D̃δ,β(z) =

√
µ

Γ (1/δ)

1√
2π

(

µz2

2

)1/2δ−1/4

2K1/δ−1/2(
√

2µz), µ = 1/βδ.(20.103)

Si δ = 1 y µ = 1/2T 2, utilizando la Ec. (1.349) recobramos la distribución de
Boltzmann dada en la Ec. (20.83).

El comportamiento de Kν(z) para valores pequeños de z es (1/2)Γ(ν) (z/2)−ν ,
donde Re ν > 0 [recordemos la Ec. (1.351)]. Si suponemos que δ < 2, de la
Ec. (20.103) obtenemos el valor de la función de distribución en el origen:

D̃δ,β(0) =

√
µΓ(1/δ − 1/2)

Γ(1/δ)
. (20.104)

Se puede obtener el mismo resultado directamente de la Ec. (20.102). Este valor
diverge en δ = 2/(1 − 2n) (n = 0, 1, 2, . . .).

20.1.9 Distribución de Boltzmann para Part́ıculas Relativistas

Una distribución importante, desde el punto de vista f́ısico, en el espacio del momen-
tum es la distribución de Boltzmann e−βE(p) para part́ıculas con enerǵıas relativistas,
E(p) =

√
p2 +M2 , donde β es el inverso de la temperatura 1/kBT . La exponencial

se puede expresar como una superposición de distribuciones Gaussianas

e−β
√

p2+M2
=
∫ ∞

0
dv ωβ(v)e−βv(p2+M2)/2 (20.105)

con función de peso

ωβ(v) ≡
√

β

2πv3
e−β/2v. (20.106)
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Este es un caso especial de la distribución de Weibull

D̃W(x) =
b

Γ(a/b)
xa−1e−xb

, (20.107)

la cual tiene los momentos

〈xn〉 = Γ((a+ n)/b)/Γ(a/b). (20.108)

20.1.10 Distribuciones de Meixner

Se pueden obtener ajustes muy razonables a los datos financieros mediante las distribuciones de

Meixner [34, 35], las cuales en el espacio del momentum estarán dadas por:

M̃(z) =
[2 cos(b/2)]

2d

2aπΓ(2d)
|Γ (d+ iz/a) |2 exp [bz/a] , (20.109)

M(p) =

{

cos(b/2)

cosh [(ap− ib)/2]

}2d

. (20.110)

Estas distribuciones tienen el mismo comportamiento de decrecimiento semi-abrupto que el
mostrado por las distribuciones truncadas de Lévy

M̃(z) → C±|z|ρe−σ±|z| para z → ±∞, (20.111)

donde

C± =
[2 cos(b/2)]

2d

2aπΓ(2d)

2π

a2d−1
e±2πd tan(b/2), ρ = 2d− 1, σ± ≡ (π ± b)/a. (20.112)

Los momentos son

µ = ad tan(b/2), σ2 = a2d/2 cos2(b/2), s =
√

2 sin(b/2)/
√
d, κ = [2 − cos b]/d, (20.113)

de tal forma que, de los momentos podemos calcular los parámetros en la siguiente forma:

a2 = σ2
(

2κ− 3s2
)

, d =
1

κ− s2
, b = 2 arcsin

(

s
√

d/2
)

. (20.114)

Como un ejemplo de un conjunto de parámetros de la distribución, encontramos que utilizando
el conjunto de valores

a = 0.029828, b = 0.12716, d = 0.57295, 〈z〉 = −0.0011243. (20.115)

se obtiene un buen ajuste a los datos diarios del ı́ndice Nikkei-225. La curva tiene que desplazarse
la cantidad ∆z en el eje z para que ∆z + µ sea igual a 〈z〉. Esta distribución de Meixner se ha
utilizado como una valoración de las opciones en la Ref. [35].

Las distribuciones de Meixner se pueden ajustar muy bien a la distribución truncada de Lévy en
el intervalo de valores grandes de la probabilidad. En el ajuste observamos que tanto la varianza
σ2 como la kurtosis κ no son los mejores parámetros que ayudan a que ambas distribuciones
coincidan. En el caso simétrico, las distribuciones coincidirán si en el intervalo de valores grandes
de la probabilidad utilizamos el mismo valor y curvatura al origen para ambas curvas, tal como
puede verse en la Fig. 20.14.
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En el caso asimétrico también necesitamos que tanto la primera como la tercera derivada
coincidan. Las derivadas de la distribución de Meixner son:

M̃(0) =
22d−1Γ2(d)

πaΓ(2d)
,

M̃ ′(0) = b
22d−1Γ2(d) [1 − dψ(d)]

πa2Γ(2d)
,

M̃ ′′(0) = −22dΓ2(d)ψ(d)

πa3Γ(2d)
,

M̃ (3)(0) = − b

2

22dΓ2(d)
[

6ψ(d) − 6dψ2(d) − dψ(3)(d)
]

πa4Γ(2d)
,

M̃ (4)(0) =
22dΓ2(d)

[

6ψ2(d) + ψ(3)(d)
]

πa5Γ(2d)
, (20.116)

donde ψ(n)(z) ≡ dn+1 log Γ(z)/dzn+1, son las funciones Poli-gama.

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

z/σ

M̃(z)

Figure 20.14 Comparación del ajuste óptimo de la distribución de Meixner con la

distribución truncada de Lévy. Una de ellas (curva en trazos cortos) tiene la misma

volatilidad σ y kurtosis κ. La otra (curva en trazos largos) tiene la misma ordenada y

curvatura al origen. Los parámetros son σ2 = 0.280 y κ = 12.7, como en el cumulativo

del lado izquierdo de la Fig. 20.7. La distribución de Meixner con el mismo σ2 y κ tiene

los parámetros a = 2.666, d = 0.079 y b = 0, los parámetros de las distribuciones con el

mismo valor y curvatura al origen son a = 0.6145, d = 1.059 y b = 0. Sin embargo, el

intervalo de valores muy grandes de σ no se puede ajustar muy bien, como puede verse en

las distribuciones cumulativas para valores de z del orden de 10σ graficadas en la Fig. 20.7.



1532 20 Integrales de Trayectoria y Mercados Financieros

20.1.11 Distribuciones Hiperbólicas Generalizadas

Otra distribución no Gaussiana propuesta en la literatura es la llamada distribución hiperbólica

generalizada.6 Lo mismo que la distribución truncada de Lévy y la distribución Meixner, esta
distribución tiene una forma anaĺıtica simple tanto en el espacio z como en el espacio p:

H̃G(z) =

(

γ2− β2
)λ/2

eβ z

γλ−1/2δλ
√

2 π

[

δ2+ z2
]λ/2−1/4Kλ−1/2

(

γ
√
δ2+ z2

)

Kλ

(

δ
√

γ2 − β2
) (20.117)

y

G(p) =

(

δ
√

γ2 − β2
)λ

Kλ

(

δ
√

γ2 − β2
)

Kλ

(

δ

√

γ2 − (β + ip)
2

)

[

δ

√

γ2 − (β + ip)
2

]λ
, (20.118)

la última expresión define al Hamiltoniano

HG(p) ≡ − logG(p). (20.119)

A diferencia de la primera distribución, este conjunto de funciones no es cerrado como función de la
evolución temporal. Las distribuciones para un tiempo posterior t se obtienen de la transformada
de Fourier de la función e−H(p)t. Para la distribución truncada de Lévy y la distribución Meixner
el factor t se puede absorver en los parámetros de las funciones (σ2 → tσ2 en el primer caso y
d→ td en el segundo). Para las distribuciones hiperbólicas generalizadas, esto ya no es válido, ya
que la función e−HG(p)t = [G(p)]t incluye potencias de orden superior de las funciones de Bessel,
para las cuales no se puede hallar anaĺıticamente la transformada de Fourier. Por lo tanto, para
describir la evolución temporal completa debemos cerrar el conjunto de funciones agregando todas
las transformadas de Fourier de la función e−HG(p)t. En la práctica, esto no es un problema serio,
simplemente nos encontramos que al calcular la transformada numérica de Fourier los cálculos
numéricos son muy lentos.

El comportamiento asintótico de las funciones hiperbólicas generalizadas tiene un decrecimiento
semi-abrupto. Del comportamiento para valores grandes de z de la función de Bessel Kν(z) →
√

π/2ze−z, obtenemos

H̃G(z) →
√

π

2γ

(

γ2− β2
)λ/2

eβ z

γλ−1/2δλ
√

2 π

1

Kλ

(

δ
√

γ2 − β2
)zλ−1e−γz. (20.120)

Utilizando la variable ζ ≡ δ
√

γ2 − β2, podemos hallar un nuevo desarrollo en una serie de
potencias de p tal como el hallado en la Ec. (20.54), de donde obtenemos los primeros dos cumu-
lantes:

c1 = β
δ2

ζ

K1+λ(ζ)

Kλ(ζ)
; (20.121)

c2 =
δ2

ζ

K1+λ(ζ)

Kλ(ζ)
+
β2δ4

ζ2

{

K2+λ(ζ)

Kλ(ζ)
−
[

K1+λ(ζ)

Kλ(ζ)

]2
}

. (20.122)

Utilizando la identidad [50]

Kν+1(z) −Kν−1(z) =
2ν

z
Kν(z), (20.123)

6Ver las Refs. [36]–[74].
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el último resultado se puede expresar totalmente en términos de

ρ = ρ(ζ) =
K1+λ(ζ)

Kλ(ζ)
(20.124)

en la forma

c2 =
δ2

ζ
ρ+

β2δ4

ζ3
[

ζ + 2 (1 + λ) ρ− ζρ2
]

. (20.125)

En general, la asimetŕıa de la distribución es mı́nima, lo cual implica que los valores de c1 son
pequeños y a la vez obtenemos que β también es pequeña. Por lo tanto, resulta muy útil introducir
la varianza simétrica

σ2
s ≡ δ2ρ/ζ, (20.126)

con lo cual tendremos

c1 = βσs, c2 = σ2 = σ2
s + β2

[

δ4

ζ2
+ 2 (1 + λ)

δ2

ζ2
σs − σ2

s

]

. (20.127)

Los cumulantes c3 y c4 se pueden escribir en forma más compacta en la forma

c3 = β

[

3δ4

ζ2
+ 6 (1 + λ)

δ2

ζ2
σ2
s − 3σ4

s

]

+ β3

{

2 (2+λ)
δ6

ζ4
+
[

4 (1+λ) (2+λ)− 2ζ2
] δ4

ζ4
σ2
s − 6 (1 + λ)

δ2

ζ2
σ4
s + 2σ6

s

}

(20.128)

y

c4 = κσ4 =
3δ4

ζ2
+

6δ2

ζ2
(1 + λ) σ2

s − 3σ4
s

+ 6β2

{

2 (2+λ)
δ6

ζ4
+
[

4 (1+λ) (2+λ) − 2ζ2
] δ4

ζ4
σ2
s − 6 (1 + λ)

δ2

ζ2
σ4
s + 2σ6

s

}

+ β4

{

[

4 (2+λ) (3 + λ) − ζ2
] δ8

ζ6
+
[

4 (1+λ) (2+λ) (3 + λ) − 2 (5 + 4λ) ζ2
] δ6

ζ6
σ2
s

− 2
[

(1 + λ) (11 + 7λ) − 2ζ2
] δ4

ζ4
σ4
s + 12 (1 + λ)

δ2

ζ2
σ6
s − 3σ8

s

}

. (20.129)

El primer término del cumulante c4 es igual al producto de σ4
s por la kurtosis de la distribución

simétrica

κs ≡
3δ4

ζ2σ4
s

+
6δ2

ζ2σ2
s

(1 + λ) − 3. (20.130)

Sustituyendo el valor de σ2
s hallado en la Ec. (20.126), obtenemos

κs ≡
3

r2(ζ)
+ (1 + λ)

6

ζ r(ζ)
− 3. (20.131)

Dado que para todas las funciones Kν(z) de Bessel el comportamiento para valores grandes de z
es Kν(z) →

√

π/2ze−z, mientras que el comportamiento para valores pequeños de z será Kν(z) →
Γ(ν)/2(z/2)ν, para ζ = 0 la kurtosis tendrá el valor inicial de 3/λ y disminuye monótamente a
0 para ζ → ∞. De esta forma, un valor alto para la kurtosis se puede obtener sólo con un valor
pequeño del parámetro λ.

El primer término en el cumulante c3 es βκsσ
4
s y los primeros dos términos en el cumulante c4

son κsσ
4
s + 6

(

c3/β − κsσ
4
s

)

. Para una distribución simétrica con una cierta varianza σ2
s y kurtosis

κs utilizamos el parámetro λ < 3/κs, mientras que de la solución de la Ec. (20.131) hallamos el
valor de ζ. El resultado lo sutituimos en la Ec. (20.126) para hallar

δ2 =
σ2
s ζ

ρ(ζ)
. (20.132)
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Si los valores de la kurtosis son grandes, entonces ésta no es un buen parámetro para determinar la
distribución hiperbólica generalizada. Obtendremos un mejor ajuste reproduciendo correctamente
el tamaño y forma de la distribución cerca del máximo y permitiendo algunas desviaciones de los
decrecimientos de la distribución, de los cuales depende sensitivamente la kurtosis.

Para distribuciones que son sólo ligeramente asimétricas, lo cual resulta ser normalmente el
caso, basta con resolver las ecuaciones asimétricas anteriores y determinar aproximadamente el
valor del parámetro β, usando para ello la distorsión s = c3/σ

3, de la primer ĺınea de la Ec. (20.128)
tenemos

β ≈ s

κsσs
. (20.133)

Esta aproximación puede mejorarse interativamente reintroduciendo β en la segunda ecuación de
la relación (20.127) para determinar, de la varianza σ2 de los datos, un valor mejor de σ2

s . Luego,
con la Ec. (20.129) y con la kurtosis κ de los datos, determinamos un mejor valor para κs, y aśı
de manera sucesiva.

Para el ajuste óptimo cerca del origen, donde las probabilidades son grandes, utilizamos las
derivadas

G(0) =

(

δ

γ

)λ−1/2

ζ−λk−, (20.134)

G′(0) = βG(0), (20.135)

G′′(0) = −
(

δ

γ

)λ−3/2

ζ−λk+ +

(

δ

γ

)λ−1/2

δ−2ζ−λ
(

1 − 2λ− β2δ2
)

k−,

G(3)(0) = −β
2

[

3

(

δ

γ

)λ−3/2

ζ−λk+ +

(

δ

γ

)λ−1/2

δ−2ζ−λ
(

3 − 6λ− β2δ2
)

]

k−, (20.136)

donde hemos usado la abreviatura

k± ≡ 1√
2π

Kλ±1/2(δγ)

Kλ(δγ)
. (20.137)

La distribuciones hiperbólicas generalizadas donde λ = 1, se conocen como distribuciones

hiperbólicas . Los precios de las opciones de estas distribuciones se pueden calcular utilizando los
parámetros apropiados en forma interactiva en una página electrónica (ver la Ref. [51]). Otro
caso especial utilizado frecuentemente en la literatura es λ = −1/2, en cuyo caso hablamos de la
distribución Gaussiana normal inversa, abreviada normalemte NIGs.

20.1.12 Factor de Debye-Waller para Fluctuaciones
No Gaussianas

Al final de la Sección 3.10 calculamos el valor esperado de la función exponencial
〈ePz〉 de una variable Gaussiana, la cual nos permite hallar el factor de Debye-
Waller de la dispersión de Bragg (3.311). Este factor fue introducido en la f́ısca
del estado sólido para describir la intensidad de los picos de Bragg obtenidos de
las fluctuaciones térmicas de las posiciones atómicas. El factor se obtiene de la
representación de Fourier

〈ePz〉 ≡
∫

dz
1√

2πσ2
e−z2/2σ2

ePz =
∫

dz
∫

dp

2π
e−σ2p2/2eipz+Pz = eσ

2P 2/2.(20.138)
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Hay una generalización simple de esta relación a las distribuciones no Gaussianas,
la cual tiene la forma

〈ePz〉 ≡
∫

dz
∫

dp

2π
e−H(p)eipz+Pz = e−H(iP ). (20.139)

20.1.13 Integral de Trayectoria para una Distribución
No Gaussiana

Calculemos las propiedades del proceso más simple, cuyas fluctuaciones obedecen
una distribución general no Gaussiana. Consideremos la ecuación diferencial es-
tocástica del logaritmo del precio de los valores

ẋ(t) = rx + η(t), (20.140)

donde la variable de ruido η(t) obedece una función de distribución arbitraria. En
la Ec. (20.140), la constante de deriva rx está definida de manera única solamente si
el promedio de la variable de ruido es cero: 〈η(t)〉 = 0. Las distribuciones generales
discutidas anteriormente pueden tener un promedio distinto de cero 〈x〉 = c1, el
cual tendrá que sustraerse de η(t) para obtener rx. La discusión subsecuente será
más simple si imaginamos que en las distribuciones anteriores rx sustituye a c1, i.e.,
si la serie de potencias del Hamiltoniano dado en la Ec. (20.54) se reescribe en la
siguiente forma:

H(p) → Hrx(p) ≡ H(p) −H ′(0)p+ irxp ≡ H̄(p) + irxp

≡ irx p +
1

2
c2 p

2 − i
1

3!
c3p

3 − 1

4!
c4 p

4 + i
1

5!
c5p

5 + . . . . (20.141)

Aśı podemos trabajar simplemente con el desarrollo original dado en la Ec. (20.54)
y al final hacemos el reemplazo

c1 → rx. (20.142)

Podemos suponer que la ecuación diferencial estocástica dada por la Ec.(20.140) es

ẋ(t) = η(t). (20.143)

Teniendo en mente el posterior reemplazo dado por la Ec. (20.142), la distribución
de probabilidad de los puntos extremos xb = x(tb) para las trayectorias que inician
en un cierto punto xa = x(ta) está dada por una integral de trayectoria de la forma
vista en la Ec. (18.342):

P (xbtb|xata) =
∫

Dη
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

δ[ẋ− η]. (20.144)

La función H̃(η) es el negativo del logaritmo de la distribución de la renta [recorde-
mos la Ec. (20.13)]

H̃(η) = − log D̃(η). (20.145)
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Por ejemplo, para la distribución truncada de Lévy, de la Ec. (20.24) H̃(η) estará

dado por − log L̃
(λ,α)
σ2 (η) o para la distribución de Boltzmann, de la Ec. (20.77) será

− log B̃(η).
En la literatura matemática y en la integral de trayectoria, la norma sobre el

ruido

Dµ ≡ Dη P [η] = Dη e−
∫ tb
ta

dt H̃(η(t))
(20.146)

de la distribución de probabilidad dada en la Ec. (20.144), se conoce como la norma

del proceso ẋ(t) = η(t). La integral de trayectoria

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx δ[ẋ− η] (20.147)

es llamada el filtro, el cual determina la distribución de xb al tiempo tb para todas
las trayectorias x(t) que inician en xa al tiempo ta.

Una norma que difiere por la dada en la Ec. (20.146) sólo por el término de
deriva

Dµ′ = Dη P [η − r] = Dη e−
∫ tb
ta

dt H̃(η(t)−r)
(20.148)

es llamada norma equivalente. El cociente

Dµ′/Dµ = e
−
∫ tb
ta

[H̃(η−r)−H̃(η)] (20.149)

es llamado la derivada de Radon-Nikodym. Para un ruido Gaussiano, tendremos

Dµ′/Dµ = e
∫ tb
ta

[rη(t)−r2t/2]. (20.150)

Si deseamos calcular el valor esperado de una función arbitraria f(x(t)), tenemos
que hallar la separación del filtro en el producto

[

∫ x(tb)=xb

x(t)=x
Dx δ[ẋ− η]

]

×
[

∫ x(t)=x

x(ta)=xa

Dx δ[ẋ− η]

]

, (20.151)

y evaluar una integral sobre f(x) con este filtro en la integral de trayectoria de la
Ec. (20.146). Usando las probabilidades P (xbtb|xata), obtenemos la integral

〈f(x(t))〉 =
∫

dxP (xbtb|x t)f(x)P (x t|xata). (20.152)

Las funciones de correlación de la variable de ruido η(t), en la integral de trayec-
toria de la Ec. (20.144), están dadas por una generalización funcional directa de las
fórmulas dadas en las Ecs. (20.56). Para este propósito, expresamos la distribución

de ruido P [η] ≡ exp
[

− ∫ tbta dt H̃(η(t))
]

en la Ec. (20.144) como una integral de trayec-
toria de Fourier

P [η] =
∫ Dp

2π
exp

{
∫ tb

ta
dt [ip(t)η(t) −H(p(t))]

}

, (20.153)
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y hacemos notar que las funciones de correlación pueden obtenerse de la derivadas
funcionales

〈η(t1) · · ·η(tn)〉 = (−i)n
∫

Dη
∫ Dp

2π

[

δ

δp(t1)
· · · δ

δp(tn)
e
i
∫ tb
ta

dt p(t)η(t)

]

e
−
∫ tb
ta

dtH(p(t))
.

Luego de n integraciones parciales, obtenemos

〈η(t1) · · ·η(tn)〉 = in
∫

Dη
∫ Dp

2π
e
i
∫ tb
ta

dt p(t)η(t) δ

δp(t1)
· · · δ

δp(tn)
e
−
∫ tb
ta

dtH(p(t))

= in
[

δ

δp(t1)
· · · δ

δp(tn)
e
−
∫ tb
ta

dtH(p(t))

]

p(t)≡0

. (20.154)

Desarrollando la exponencial e
−
∫ tb
ta

dtH(p(t))
en una serie de potencias, utilizando la

Ec. (20.54), encontramos inmediatamente las funciones de correlación de menor
orden

〈η(t1)〉 ≡ Z−1
∫

Dη η(t1) exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

= 0, (20.155)

〈η(t1)η(t2)〉 ≡ Z−1
∫

Dη η(t1)η(t2) exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

= c2δ(t1 − t2) + c21, (20.156)

〈η(t1)η(t2)η(t3)〉 ≡ Z−1
∫

Dη η(t1)η(t2)η(t3) exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

= c3δ(t1−t2)δ(t1−t3)
+ c2c1[δ(t1−t2) + δ(t2−t3)+δ(t1−t3)] + c31, (20.157)

〈η(t1)η(t2)η(t3)η(t4)〉 ≡ Z−1
∫

Dη η(t1)η(t2)η(t3)η(t4) exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

= c4δ(t1−t2)δ(t1−t3)δ(t1−t4)
+ c3c1[δ(t1−t2)δ(t1−t3) + 3 permutaciones ćıclicas]

+ c22[δ(t1−t2)δ(t3−t4)+δ(t1−t3)δ(t2−t4)+δ(t1−t4)δ(t2−t3)]
+ c2c

2
1[δ(t1−t2) + 5 términos pares] + c41, (20.158)

donde

Z ≡
∫

Dη exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

. (20.159)

Las funciones de correlación de orden superior son una generalización obvia de la
Ec. (20.44). Las diferentes contribuciones del lado derecho de las Ecs. (20.156)–
(20.158) se distinguen por su estructura de interrelación.

Nótese que el término proporcional a c3 en la función de correlación de tres
puntos dada en la Ec. (20.158) y los términos proporcionales a c3 y c4 en la función
de correlación de cuatro puntos de la Ec. (20.158), no obedecen la regla de Wick
dada en la Ec. (3.305) ya que contienen contribuciones que provienen de los términos
no Gaussianos −ic3p3/3! −c4p4/4! del Hamiltoniano de la Ec. (20.141).



1538 20 Integrales de Trayectoria y Mercados Financieros

20.1.14 Evolución Temporal de la Distribución

La funcional δ en la Ec. (20.144) puede representarse por una integral de Fourier,
lo cual conduce a la integral de trayectoria

P (xbtb|xata)=
∫

Dη
∫

Dx
∫ Dp

2π
exp

{
∫ tb

ta
dt
[

ip(t)ẋ(t)−ip(t)η(t)−H̃(η(t))
]

}

. (20.160)

La integración sobre la variable de ruido η(t) implica hallar la transformada inversa
de Fourier de la forma dada por la Ec. (20.24) para cada instante temporal. De
donde obtenemos

P (xbtb|xata) =
∫

Dx
∫ Dp

2π
exp

{
∫ tb

ta
dt [ip(t)ẋ(t) −H(p(t))]

}

. (20.161)

La integración sobre todos los x(t) con puntos extremos fijos impone la condición de
que el momentum sea constante a lo largo de la trayectoria, con lo cual obtenemos
una sóla integral sobre el momentum

P (xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp [ip(xb − xa) − (tb − ta)H(p)] . (20.162)

Dada una distribución de ruido arbitraria D̃(z), obtenida de los datos financieros
para una cierta frecuencia 1/∆t, identificamos el Hamiltoniano H(p) de la repre-
sentación de Fourier

D̃(z) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
eikz−H(p), (20.163)

luego, para hallar la dependencia temporal de la distribución sustituimos H(p) en
la Ec. (20.162). El tiempo se medirá entonces en unidades del intervalo ∆t.

Para una distribución truncada de Lévy, el resultado será

P (xbtb|xata) = L̃
(λ,α)
σ2(tb−ta)

(xb − xa). (20.164)

Obtenemos entonces una distribución truncada de Lévy con ancho creciente. El
resultado para otras distribuciones es análogo.

Dado que la distribución de la Ec. (20.162) depende sólo de t = tb − ta y x =
xb − xa, podemos reescribirla brevemente usando la forma

P (x, t) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp [ipx− tH(p)] . (20.165)

20.1.15 Teorema del Ĺımite Central

Para valores grandes de t, la distribución P (x, t) se parece cada vez más a una
distribución Gaussiana (ver la Fig. 20.18 para la distribución de Boltzmann). Este
efecto es una consecuencia del teorema del ĺımite central de la mecánica estad́ıstica,
el cual afirma que la convolución de un número inifinitamente grande de funciones
de distribución con ancho finito tiene como ĺımite una distribución Gaussiana. Este
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teorema se demuestra fácilmente. Notemos simplemente que luego de un número
entero t de convoluciones, la distribución de probabilidad D̃(z), cuyo Hamiltoniano
es H(p), tendrá las componentes de Fourier [D(p)]t = e−tH(p), de tal manera que la
distribución de probabilidad estará dada por

D̃(z, t) =
∫ dp

2π
eipze−tH(p). (20.166)

Para valores grandes de t, la integral puede evaluarse en la aproximación del punto
de inflexión hallada en la Ec. (4.51). El momentum que extremiza la distribución
lo denotamos por pz, el cual estará determinado impĺıcitamente por tH ′(pz) = iz, y
usando la notación σ2 = H ′′(pz) obtenemos la distribución Gaussiana

D̃(z, t) →
t grande

eipzz−tH(pz)
∫

dp

2π
ei(p−pz)z−tσ2(p−pz)2/2 =

eipzz−tH(pz)

√
2πσ2

e−z2/2tσ2

=
eσ

2p2z/2−tH(pz)

√
2πσ2

e−(z−tσ2pz)2/2tσ2

. (20.167)

El mismo procedimiento se puede aplicar a la integral dada en la Ec. (20.165).

En la Fig. 20.15 se muestra la transición de una distribución de Boltzmann a
una Gaussiana para el ı́ndice S&P 500.

Si una distribución tiene un decrecimiento abrupto ∝ |z|−λ−1, donde λ < 2,
de tal forma que la volatilidad σ es infinita, el primer término del Hamiltoniano,
para valores pequeños de p, será de la forma |p|λ y la aproximación del punto de
inflexión es regulada por este término y no por el término cuadrático p2. Para una
distribución asimétrica los términos principales en el Hamiltoniano son los de la
distribución asimétrica de Lévy dados en la Ec. (20.21), más un posible término
lineal irp que tiene en cuenta la deriva, y el comportamiento asintótico respecto a z
estará dado por la Ec. (20.17) incluyendo el factor extra (1 + β) [21].

-5 0 5

-4

-3

-2

-1

-5 0 5
-4

-3

-2

-1

-5 0 5

-3

-2

-1

z in % z in % x in %

logP (z) logP (z) logP (z)

Figure 20.15 Ajuste mediante una distribución Gaussiana al logaritmo de la renta S&P

500, los datos se han almacenado en intervalos de 60 min, 240 min y 1 d́ıa.

Si la distribución no tiene segundos momentos, el teorema del ĺımite central no
es válido. Estas distribuciones tienden a otro ĺımite, llamado distribución estable de
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Pareto-Lévy . El Hamiltoniano tiene la forma genérica dada en la Ec. (20.21), con
la excepción de un posible término lineal de deriva adicional [21]:

H(p) = −irp +Hλ,σ,β(p). (20.168)

En este contexto, el parámetro λ de Lévy se conoce como el parámetro de estabilidad .
El parámetro α tiene que estar acotado en el intervalo (0, 2]. El parámetro β se
conoce como el parámetro de distorsión. En la Ref. [75] pueden verse ejemplos
gráficos de D̃(z, 1).

La convergencia de variables que obedecen una distribución con decrecimiento
abrupto está contenida en el teorema generalizado del ĺımite central .

20.1.16 Propiedad Aditiva del Ruido y del Hamiltoniano

Observemos ahora que a cada término en el Hamiltoniano de la Ec. (20.141) le
puede corresponder un término de ruido independiente en la ecuación diferencial
estocástica (20.140). De hecho, si la ecuación diferencial tiene dos términos de ruido

ẋ(t) = rx + η1(t) + η2(t) (20.169)

cuyas fluctuaciones están reguladas por dos Hamiltonianos diferentes, la distribución
de probabilidad dada en la Ec. (20.144) se reemplaza por

P (xbtb|xata)=
∫

Dη1
∫

Dη2
∫

Dx exp
[

−
∫ tb

ta
dt[H̃1(η1(t))+H̃2(η2(t))

]

δ[ẋ−rx−η1−η2].

Luego de una descomposición de Fourier de la funcional δ, obtenemos

P (xbtb|xata) =
∫

Dp1
∫

Dp2
∫

Dη1
∫

Dη2
∫

Dx
∫

Dpe−
∫ tb
ta

dt [ip(ẋ−rx−η1−η2)]

× exp
{

−
∫ tb

ta
dt [H1(p1) − ip1η1(t) +H2(p2) − ip2η2(t)]

}

,

de donde las integrales de trayectoria sobre η1(t) y η2(t) dan origen a

P (xbtb|xata)=
∫

Dp
∫

Dx exp
{
∫ tb

ta
dt [ipẋ− irxp−H1(p)−H2(p)]

}

. (20.170)

Este resultado es la representación integral de la Ec. (20.161), donde utilizamos el
Hamiltoniano combinado H(p) = irxp + H1(p) + H2(p), el cual se puede reescribir
como la integral dada en la Ec. (20.162). Reescribiendo esta integral como

P (xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

dp1
2π

dp2
2π

eip1(xb−xc)−(tb−ta)[irxp+H1(p1)]eip2(xc−xa)−(tb−ta)H2(p2),(20.171)

vemos que la distribución de probabilidad asociada con la suma de los dos Hamil-
tonianos es la convolución de las distribuciones de probabilidad individuales:

P (xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞
dxdxcP1(xbtb|xcta)P2(xctb|xata). (20.172)

De esta forma, podemos calcular, en forma separada, la distribución de probabilidad
asociada con las variables de ruido η1(p) y η2(p) y al final combinar los resultados
mediante una convolución.
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20.1.17 Fórmula de Lévy-Khintchine

Algunas veces es de utilidad representar el Hamiltoniano en la forma integral de Fourier

H(p) =

∫

dz eipzF (z). (20.173)

Debido al significado especial del término lineal en H(p), el cual controla la deriva, este término
se elimina de la integral al reescribir la Ec. (20.173) como

Hr(p) = irp+

∫

dz
(

eipz − 1 − ipz
)

F (z). (20.174)

La primer sustracción asegura la propiedad Hr(0) = 0, la cual garantiza la normalización unitaria
de la distribución. Esta representación sustraida se conoce como la fórmula de Lévy-Khintchine,
mientras que la función F (z) es llamada el peso de Lévy de la distribución. Algunos autores
eliminan también el término cuadrático, con lo cual

Hr(p) = irp+
σ2

2
p2 +

∫

dz
(

eipz − 1
)

F̄ (z). (20.175)

Estos autores utilizan la función de peso F̄ (z), la cual no tiene ni primer ni segundo momento, i.e.,
∫

dz F̄ (z)z = 0,
∫

dz F̄ (z)z2 = 0, para evitar la redundancia en la representación.
Nótese que de acuerdo con el teorema del ĺımite central, dado en la Ec. (20.167), para tiempos

muy grandes la distribución de probabilidad para x será una Gaussiana. Aśı, en la descomposición
de Lévy-Khintchine dada en la Ec. (20.175) para el Hamiltoniano H(p) y para valores grandes de
t, sólo los primeros dos términos contribuyen a la distribución:

P (x, t) →
t grande

e−(x−tr)2/2tσ2

√
2πσ2

. (20.176)

La norma de Lévy se ha calculado expĺıcitamente para muchas distribuciones no Gaussianas.
Como un ejemplo observemos que el caso hiperbólico generalizado, donde λ ≥ 0, tiene la norma
de Lévy [76]

F (z) =
eβz

|z|

{

1

π2

∫ ∞

0

dy

y

e−
√

y+γ2|z|

J2
λ(δ

√
y) + Y 2

λ (δ
√
y)

+ λe−γ|z|

}

, (20.177)

donde Jλ(z) y Yλ(z) son las funciones estándar de Bessel.
La descomposición del Hamiltoniano de acuerdo a la fórmula de Lévy-Khintchine y la aditividad

del ruido asociado forman la base del teorema de Lévy-Itō, el cual asegura que una ecuación
diferencial estocástica arbitraria con Hamiltoniano dado por la Ec. (20.175) puede descomponerse
en la forma

ẋ = rxt+ ηG + η≤1 + η>1, (20.178)

donde ηG es un ruido Gaussiano

η≤1 =

∫

|x|≤1

dz
(

eipz − 1
)

F̄ (z) (20.179)

i.e., es una superposición de ruidos discretos llamado proceso puntual de Poisson, con discon-
tinuidades menores o iguales a la unidad, y

η>1 =

∫

|x|≤1

dz
(

eipz − 1
)

F̄ (z) (20.180)

un ruido con una discontinuidad mayor que la unidad.
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Consideremos el ruido más simple del tipo η≤1, el cual se obtiene usando la función de peso de
Lévy F̄Z(z) = τZδ(z + Z), donde 0 < Z ≤ 1, en la Ec. (20.179), de tal forma que el Hamiltoniano
es HZ(p) = τZ(e−iZp − 1). De acuerdo a la Ec. (20.11), la función de distribución asociada D̃Z(z),
será

D̃Z(z) =

∫

dp

2π
eipzeτZ(e−ipZ−1). (20.181)

Usando el desarrollo en potencias de eipZ de la segunda exponencial, obtenemos

D̃Z(z) =

∫

dp

2π
eipz

∞
∑

n=0

e−τZ
τnZ
n!
τnZe

−ipnZ =

∞
∑

n=0

e−τZ
τnZ
n!
δ(z − nZ). (20.182)

Esta función posee discontinuidades en nZ (n = 0, 1, 2, 3, . . .), cuya probabilidad obedece la dis-

tribución de Poisson

P (n, τZ) = e−τZ τ
n
Z

n!
, (20.183)

la cual estará apropiamente normalizada a la unidad:
∑∞

n=0 P (n, τZ) = 1. Los valores esperados
de las potencias del número asociado a la discontinuidad son

〈nk〉 =
∞
∑

n=0

nkP (n, τZ) = e−τZ (τZ∂τz)
keτZ

∞
∑

n=0

P (n, τZ) = e−τZ (τZ∂τz)
keτZ =

Γ(λZ + k)

Γ(λZ)
.

(20.184)
Aśı, 〈n〉 = λZ , 〈n2〉 = λZ(λZ +1), 〈n3〉 = λZ(λZ +1)(λZ +2), 〈n4〉 = λZ(λZ +1)(λZ +2)(λZ +3),
de tal forma que σ2 = λZ , s = 2/

√
λZ y κ = 6/λZ .

En la Fig. 20.16 se muestra una curva t́ıpica del ruido. Una función de peso arbitraria de Lévy

t

Figure 20.16 Ruido t́ıpico de un proceso de Poisson.

F̄ (z) para η≤1, puede verse siempre como la superposición F̄ (z) =
∫ 1

−1
dZ F (Z)δ(z − Z), de tal

forma que la función de distribución es una superposición de ruidos de Poisson:

D̃(z) =

∫ 1

−1

dZ F (Z)

∞
∑

n=0

e−τZ
τnZ
n!
δ(z − nZ). (20.185)

20.1.18 Propiedades de Semi-grupo de las Distribuciones de los
Bienes

Una propiedad importante de la probabilidad dada en la Ec. (20.144) es que cumple
con la ecuación de semi-grupo

P (xctc|xata) =
∫ ∞

−∞
dxb P (xctc|xbtb)P (xbtb|xata). (20.186)
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En el contexto estocástico esta propiedad se conoce como la ecuación de Chapman-

Kolmogorov o ecuación de Smoluchowski . Es una propiedad general de un proceso
que no tiene memoria. Estos procesos son llamados Markovianos [12]. Nótese que
la propiedad de semi–grupo de la Ec. (20.186) implica la condición inicial

P (xcta|xata) = δ(xb − xa). (20.187)

En la Fig. 20.17 mostramos que la propiedad dada por la Ec. (20.186) se cumple
razonablemente bien para las distribuciones experimentales de los activos, excepto
por pequeñas desviaciones en la zona de baja probabilidad.

z

P>
<

(z)

Figure 20.17 Distribuciones acumulativas obtenidas de repetidas integrales de con-

volución de la distribución de 15 min (tomada de la Ref. [13]). Con excepción de los

extremos, la propiedad de semi–grupo de la Ec. (20.186) se cumple razonablemente.

Podemos verificar la propiedad de semi–grupo utilizando la distribución de alta
frecuencia de los ı́ndices S&P 500 y NASDAQ 100 de la Fig. 20.10, contabilizados
por minuto, los cuales siguen a la distribución de Boltzmann dada por la Ec. (20.77).
Si hallamos la convolución de la distribución al minuto un número entero t de veces,
el resultado concuerda bastante bien con la distribución de datos de t−minutos. Sólo
en los decrecimientos abruptos de eventos extraños no se observa el mismo patrón.

Nótese que debido a la propiedad de semi–grupo de las probabilidades dada en
la Ec. (20.186), tenemos la identidad trivial

〈f(x(tb), tb)〉 =
∫

dxb f(xb, tb)P (xbtb|xata)

=
∫

dx
[
∫

dxb f(xb, tb)P (xbtb|x t)
]

P (x t|xata). (20.188)

En la literatura matemática, el valor esperado del lado izquierdo de la Ec. (20.188)
se escribe en la forma

EE[f(x(tb), tb)|xata] ≡
∫

dxb f(xb, tb)P (xbtb|xata). (20.189)
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Con esta notación, la segunda ĺınea puede reescribirse en la forma
∫

dxEE[f(xb, tb)|x t]P (x t|xata) = EE[EE[f(xb, tb)|x t]|xata], (20.190)

de tal forma que obtenemos la propiedad de los valores esperados

EE[f(x(tb, tb))|xata] = EE[EE[f(xb, tb)|x t]|xata]. (20.191)

En matemáticas financieras esta propiedad simple, aunque de apariencia complicada,
es llamada la propiedad de encumbramiento de los valores esperados.

Nótese que dado que para ta = tb, P (xbtb|xata) es igual a δ(xb − xa), el valor
esperado de la Ec. (20.189) tiene la propiedad obvia

EE[f(x(ta), ta)|xata] = f(xa, ta) (20.192)

20.1.19 Evolución Temporal de los Momentos de la Distribución

De la distribución dependiente del tiempo dada en la Ec. (20.165) es fácil calcular
la dependencia temporal de los momentos:

〈xn〉(t) ≡
∫ ∞

−∞
dx xn P (x, t) (20.193)

Sustituyendo la Ec. (20.165), obtenemos

〈xn〉(t) =
∫ ∞

∞

dp

2π
e−tH(p)

∫ ∞

−∞
dx xneipx =

∫ ∞

∞
dpe−tH(p)(−i∂p)nδ(p). (20.194)

Luego de n integraciones parciales, encontramos

〈xn〉(t) = (i∂p)
ne−tH(p)

∣

∣

∣

p=0
. (20.195)

Todos los coeficientes cn del desarrollo de H(p) hallados en la Ec. (20.141) contienen
el mismo factor t, de tal forma que los cumulantes de los momentos crecen de forma
lineal con el tiempo:

〈xn〉c(t) = −tH(n)(0) = t〈xn〉c(1) = tcn. (20.196)
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Figure 20.18 Distribución Gaussiana del logaritmo de la renta semanal S&P 500 y

NASDAQ 100.
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20.1.20 Distribución de Boltzmann

Como un ejemplo consideremos la distribución de Boltzmann hallada en la
Ec. (20.77) para los datos al minuto. La varianza y kurtosis dependientes del
tiempo se encuentran sustituyendo los cumulantes hallados en la Ec. (20.80) en
la Ec. (20.196), de donde obtenemos

〈x2〉c(t) = t 2T 2, κ(t) =
c4
tc22

=
3

t
. (20.197)

El primer término aumenta linealmente con el tiempo, el segundo disminuye como
uno entre el tiempo, lo que hace que la distribución sea cada vez más y más Gau-
ssiana, tal como lo requiere el teorema del ĺımite central dado en la Ec. (20.167).
Las dos cantidades se grafican en las Figs. 20.19 y 20.20. Puede verse que el acuerdo
con los datos es excelente.
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Figure 20.19 Varianza de los ı́ndices S&P 500 y NASDAQ 100 como función del tiempo.

En forma aproximada, las pendientes 〈x2〉c(t)/t son 1.1/20×1/60 min y 18.1/20×1/60 min,

respectivamente, de tal forma que de la Ec. (20.198) obtenemos las temperaturas TSP500 ≈
0.075 y TNASDAQ100 ≈ 0.15. El lado derecho muestra, en porcentaje, la desviación respecto

de una ĺınea.

Nótese que si no se dispone de los datos al minuto y en su lugar usamos los datos
de frecuencia 1/t0 (en unidades de 1/min) y el valor esperado de 〈x2〉c(t0), entonces
podemos hallar la temperatura de la distribución al minuto usando la fórmula

T =
√

〈x2〉c(t0)/2t0. (20.198)

Dado que κ tiende a cero en la forma 1/t, a medida que el tiempo avanza la
distribución será cada vez más Gaussiana, este comportamiento es una manifestación
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Figure 20.20 Kurtosis de los ı́ndices S&P 500 y NASDAQ 100 como función del tiempo.

El lado derecho muestra, en porcentaje, la desviación respecto al comportamiento 1/t.

del teorema del ĺımite central, Ec. (20.167), de la mecánica estad́ıstica de acuerdo
con el cual la convolución de un número muy grande de funciones de distribución con
ancho finito se aproxima a una distribución Gaussiana. Este resultado contradice el
caso de la distribución pura de Lévy descrito en la Subsección 20.1.2, donde λ < 2,
la cual no tiene ancho finito y por lo tanto tiene su comportamiento de caida abrupta
a grandes distancias.

Si, por brevedad, omitimos el argumento temporal de los cumulantes 〈xn〉c(1) y
sustituimos este resultado en las descomposiciones de las Ecs. (20.56), obtenemos la
dependencia temporal de los momentos:

〈x〉(t) = t〈x〉c,

〈x2〉(t) = t〈x2〉c + t2〈x〉2c ,

〈x3〉(t) = t〈x3〉c + 3t2〈x〉c〈x2〉c + t3〈x〉3c ,

〈x4〉(t) = t〈x4〉c + 3t2〈x2〉2c − 4t2〈x〉c〈x3〉c + 6t3〈x〉2c〈x2〉c + t4〈x〉4c , (20.199)
... .

Calculemos ahora la evolución temporal de la distribución de Boltzmann dada
en la Ec. (20.77) para los datos al minuto. A partir de la Ec. (20.79) conocemos el
Hamiltoniano H(p) correspondiente, de tal forma que

e−tH(p) =
1

[1 + (Tp)2]t
. (20.200)
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Por lo tanto, la dependencia temporal de la distribución estará dada por la integral
de Fourier

P (x, t) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
eipx−tH(p) =

∫ ∞

−∞

dp

2π

1

(1 + T 2p2)t
eipx. (20.201)

El cálculo puede hacerse fácilmente, en analoǵıa con la Ec. (20.81) y usando la
fórmula (2.499), si reescribimos la Ec. (20.200) como una integral

e−tH(p) =
1

[1 + (Tp)2]t
=

1

Γ(t)

∫ ∞

0

dτ

τ
τ te−τ(1+T 2p2). (20.202)

El prefactor de p2 es igual al producto tσ2 = tv por una distribución Gaussiana en
el espacio x. Por lo tanto, cambiamos la variable de integración de τ a v, haciendo
la sustitución τ = tv/2T 2, de donde obtenemos [comparemos con la Ec. (20.82)]

e−tH(p) =
(

t

2T 2

)t 1

Γ(t)

∫ ∞

0

dv

v
vte−tv/2T 2

e−tvp2/2. (20.203)

La transformada de Fourier de este resultado dará la evolución temporal de la dis-
tribución de Boltzmann como una superposición de distribuciones Gaussianas de-
pendientes del tiempo y de diferente ancho [comparemos con la Ec. (20.83)]:

P (x, t) =
(

t

2T 2

)t 1

Γ(t)

∫ ∞

0

dv

v
vte−tv/2T 2 1√

2πtv
e−x2/2tv. (20.204)

La integral se puede hallar usando la fórmula integral dada en la Ec. (2.559), de
donde hallamos la distribución dependiente del tiempo

P (x, t) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
eipx−tH(p) =

1

T
√
πΓ(t)

(

|x|
2T

)t−1/2

Kt−1/2(|x|/T ), (20.205)

donde t se mide en minutos.
Para el caso t = 1, obtenemos nuevamente la distribución fundamental dada en

la Ec. (20.77), recordemos la forma expĺıcita de K1/2(z) dada en la Ec. (1.349).
En el ĺımite de valores grandes de t, la integral sobre v en la Ec. (20.204) se

puede hallar en la aproximación del punto de inflexión descrita en la Sección 4.2.
Hallamos el desarrollo en serie de potencias de la función de peso del integrando
alrededor del máximo vm = 2T 2(1 − 1/t) como

vt−1e−tv/2T 2

=
[

2T 2(1 − 1/t)
]t−1

e−(t−1)e−tδv2/2[2T 2(1−1/t)]2
[

1 + O(δv3)
]

,(20.206)

donde δv = v−vm y O(δv3) es igual a −tδv3/3[2T 2(1−1/t)]3. Observamos, entonces,
que para valores grandes de t, la Gaussiana se puede representar en términos de las
derivadas de la función δ en la forma:

e−tz2/2
[

1 +
a

3
z3 + . . .

]

=
√

2π/t
[

δ(z) +
1

2t
δ′′(z) +

a

t2
δ′(z) . . .

]

. (20.207)
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Este resultado se puede corroborar fácilmente multiplicando ambos lados por f(z) =
f(0)+zf ′(0)+z2f ′′(0)/2+. . . e integrando sobre z. De donde hallamos que a primer
orden

e−tδv2/2[2T 2(1−1/t)]2 →
√

2π

t
2T 2(1 − 1/t) δ(δv). (20.208)

Utilizando el ĺımite para valores grandes de t de la expresión (1 − 1/t)t → e−1, e
incluyendo la primera corrección de la Ec. (20.207), obtenemos

vt−1e−tv/2T 2 →
√

2π

t
(2T 2)te−t

{

δ(δv) +
[2T 2(1 − 1/t)]2

2t
δ′′(δv) + . . .

}

. (20.209)

Si ahora, utilizamos la fórmula de Stirling dada en la Ec. (17.286) para hallar la

aproximación tt/Γ(t) →
√

t/2πet, vemos que, para valores grandes de t, la integral

de la Ec. (20.204) converge hacia la distribución Gaussiana e−x2/2tvm/
√

2πtvm, donde
la varianza en el punto de inflexión es vm → 2T 2.

El comportamiento cerca del máximo de la distribución se puede calcular del
desarrollo para valores pequeños de z7

(

z

2

)ν

Kν(z) =
π

2 sin πν Γ(1 − ν)

[

1 +
Γ(1 − ν)

1!Γ(2 − ν)

z2

4
+ O(z4, z2ν)

]

. (20.210)

Para valores grandes de ν y valores pequeños de z, este resultado se puede aproximar
por la expresión [recordemos la Ec. (20.29)]

(

z

2

)ν

Kν(z) ≈ Γ(ν)

2
e−z2/4(t−3/2). (20.211)

Usamos ahora la fórmula de Stirling dada en la Ec. (17.286) para hallar el ĺımite de
valores grandes de t de la expresión Γ(t− 1/2)/Γ(t) → 1, de donde obtenemos el
comportamiento Gaussiano cerca del máximo:

P (x, t) ≈
|x|pequeño

1√
2π 2T 2t

e−x2/2 2T 2(t−3/2). (20.212)

Este resultado se obtiene al aproximar la transformada de Fourier de la Ec. (20.200)
mediante la expresión e−tT 2p2 . La forma Gaussiana se obtiene para el caso x ≈ T

√
t.

Para valores muy grandes de t, este resultado es siempre válido, como debe de
esperarse del teorema del ĺımite central dado en la Ec. (20.167).

20.1.21 Transformada de Fourier de la Distribución de Tsallis

Para el Hamiltoniano definido en la Ec. (20.97), la evolución temporal está dada por
la transformada de Fourier

e−tHδ,β (p)=
[

1 − βδ p2/2
]−t/δ

=
1

Γ(t/δ)

∫ ∞

0

ds

s
st/δe−se−sβδ p2/2, β ≡ ν

µ
=

1

µδ
,(20.213)

7M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., ver las Fórmulas 9.6.2 y 9.6.10.
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la cual, en analoǵıa con la Ec. (20.99), se puede reescribir como

e−tHδ,β(p) =
µt/δ

Γ (t/δ)

∫ ∞

0

dv

v
vt/δe−µve−vp2/2 , µ = 1/βδ. (20.214)

Hallando la transformada de Fourier de este resultado obtenemos la función de
distribución dependiente del tiempo

Pδ,β(x, t) =
µt/δ

Γ (t/δ)

∫ ∞

0

dv

v
vt/δe−µv 1√

2πv
e−x2/2v , µ = 1/βδ, (20.215)

la cual, con ayuda de la fórmula (2.499), será:

Pδ,β(x, t) =
µt/δ

Γ (t/δ)

1√
2π

(

x2

2µ

)t/2δ−1/4

2Kt/δ−1/2(
√

2µx), µ =
1

βδ
. (20.216)

Para el caso δ = 1 y µ = 1/2T 2, este resultado se reduce a la distribución de
Boltzmann dependiente del tiempo hallada en la Ec. (20.205). En el origen la
expresión tendrá el valor [comparemos con la Ec. (20.104)]

Pδ,β(0, t) =
√
µΓ(t/δ − 1/2)/Γ(t/δ). (20.217)

20.1.22 Superposición de Distribuciones Gaussianas

Toda distribución dependiente del tiempo cuya transformada de Fourier tiene la
forma e−tH(p) posee una representación en términos de una integral de trayectoria,
como la dada por la Ec. (20.161), la cual obedece la ecuación (20.186) del semi–
grupo. En varios ejemplos hemos visto que las transformadas de Fourier e−H(p)

se pueden obtener de la superposición de distribuciones Gaussianas con diferente
varianza e−vp2/2 y con una cierta función de peso w(v):

e−H(p) =
∫ ∞

0
dv w(v)e−vp2/2. (20.218)

Este hecho lo comprobamos con la distribución de Boltzmann en la Ec. (20.81), para
la transformada de Fourier de la distribución de Tsallis de la Eq. (20.100) y para
la distribución de Boltzmann de una part́ıcula relativista en la Ec. (20.105). En
todos estos casos fue posible hallar una superposición similar para las distribuciones
dependientes del tiempo:

e−tH(p) =
∫ ∞

0
dv′wt(v

′)e−v′p2/2 =
∫ ∞

0
dv ωt(v)e−tvp2/2, (20.219)

donde hemos introducido la función de peso dependiente del tiempo

ωt(v) ≡ t wt(vt). (20.220)

En las Ecs. (20.202), (20.214) y (20.105) pueden verse los tres casos anteriores.
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Ahora, queremos ver la propiedad general de la dependencia temporal de la
función de peso wt(v), la cual asegura que la transformada de Fourier de la super-
posición dada por Ec. (20.219) y obtenida en la Ec. (20.164) cumple con la condición
de semi–grupo de la Ec. (20.186) [52]. Para ello veamos que la superposición tiene
la dependencia temporal siguiente

e−(t2+t1)H(p) = e−t2H(p)e−t1H(p),

o también e−tH(p) = [e−H(p)]t. Lo cual implica que el factor de peso wt(v) tiene la
propiedad
∫

dv12wt1+t2(v12)e
−v12p2/2 =

∫

dv2wt2(v2)e
−v2p2/2

∫

dv1wt1(v1)e
−v1p2/2. (20.221)

Para la transformada de Laplace w̃t(v) de wt(v)

w̃t(pv) ≡
∫

dv e−pvvwt(v) (20.222)

este resultado equivale a la propiedad de factorización

w̃t1+t2(pv) = w̃t2(pv)w̃t1(pv), (20.223)

la cual se cumple por la exponencial

w̃t(pv) = e−tHv(pv), (20.224)

con Hamiltoniano Hv(pv). Dado que en la Ec. (20.222) la integral sobre v es sólo
para valores positivos del eje v, el Hamiltoniano Hv(pv) es anaĺıtico en el plano
superior de pv.

Es fácil hallar la relación entre Hv(pv) y H(p). Para ello construimos la trans-
formada inversa de Laplace, la llamada integral de Bromwich [53]

wt(v) =
∫ γ+i∞

γ−i∞

dpv
2πi

epvv−tHv(pv), (20.225)

en la cual γ es un número real mayor que la parte real de todas las singularidades de
e−pvv−tHv(pv). Sustituyendo este resultado en la Ec. (20.219) y hallando la integral
sobre v, obtenemos

e−tH(p) =
∫ γ+i∞

γ−i∞

dpv
2πi

1

p2/2 − pv
e−tHv(pv). (20.226)

Si, en el plano complejo pv, cerramos la integral sobre pv y deformamos el contorno a
un ćırculo en dirección contra-reloj alrededor de pv = p2/2, encontramos la relación
buscada:

Hv(p
2/2) = H(p). (20.227)

Si utilizamos la relación Hv(pv) = H(
√

2pv), con ayuda de la Ec. (20.219) encon-
tramos que la distribución dependiente del tiempo asociada con el Hamiltoniano
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H(p), mediante la integral de Fourier (20.162), puede representarse como una su-
perposición de distribuciones Gaussianas.

Recordando la derivación de la representación de Fourier hallada en la
Ec. (20.165), usando la integral de trayectoria dada por la Ec. (20.153), y la
dependencia de la integral de trayectoria de la ecuación diferencial estocástica,
Ec. (20.140), cuyo Hamiltoniano de ruido es H(p), concluimos que el Hamiltoniano
Hv(ipv) controla el ruido de la ecuación diferencial estocástica para las fluctuaciones
de la volatilidad.

Por ejemplo, consideremos la superposición de Gaussianas dada por la
Ec. (20.105). La transformada de Laplace de ωβ(v) es

ω̃β(pv) =
∫

dv e−vpvωβ(v) =
∫

dv e−vpv

√

β

2πv3
e−β/2v = e−

√
2βpv . (20.228)

La transformada de Laplace de wβ(v) está relacionada con este resultado mediante

∫

dv′e−v′pvwβ(v′)=
∫

dv e−βvpvωβ(v) = ω̃β(βpv). (20.229)

Aśı obtenemos w̃β(pv)=e−β
√
2pv =e−βHv(pv), lo cual cumple con la relación (20.223).

Más aún, Hv(p
2/2) es igual a H(p) =

√
p2, tal como lo requiere la Ec. (20.227) y en

acuerdo con la Ec. (20.105) para el caso M = 0.

Nótese que en lugar de la integral de Bromwich (20.226), algunas veces es más
conveniente utilizar la fórmula de inversión de Post-Laplace [54]

ωt(v) = lim
k→∞

(−1)k

k!
xk+1 ∂

kω̃t(x)

∂xk

∣

∣

∣

∣

∣

x=k/v

. (20.230)

20.1.23 Ecuación Tipo Fokker-Planck

De la representación de Fourier hallada en la Ec. (20.162), es fácil demostrar que la
probabilidad cumple con una ecuación tipo Fokker-Planck

∂tP (xbtb|xata) = −H(−i∂x)P (xbtb|xata). (20.231)

De hecho, la solución general de esta ecuación diferencial, ψ(x, t), donde ψ(x, 0)
representa las condiciones iniciales, estará dada por la integral de trayectoria que
generaliza a la Ec. (20.144)

ψ(x, t) =
∫

Dη exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

ψ
(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)

. (20.232)

Este resultado cumple con la ecuación de Fokker-Planck dada por la Ec. (20.231).
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Para mostrar que esto es cierto, usemos la función ψ(x, t) para un tiempo ligeramente
mayor t + ǫ y utilicemos el desarrollo

ψ(x, t+ ǫ) =
∫

Dη exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

ψ
(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′) −

∫ t+ǫ

t
dt′η(t′)

)

.

=
∫

Dη exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

] {

ψ
(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)

− ψ′
(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)
∫ t+ǫ

t
dt′η(t′)

+
1

2
ψ′′

(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)
∫ t+ǫ

t
dt1dt2 η(t1)η(t2) (20.233)

− 1

3!
ψ′′′

(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)
∫ t+ǫ

t
dt1dt2dt3 η(t1)η(t2)η(t3)

+
1

4!
ψ(4)

(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)
∫ t+ǫ

t
dt1dt2dt3dt4 η(t1)η(t2)η(t3)η(t4) + . . .

}

.

Utilizando las funciones de correlación dadas por las Ecs. (20.155)–(20.158), obtene-
mos

ψ(x, t+ ǫ) =
∫

Dη exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃(η(t))

]

×
[

−ǫc1∂x +
(

ǫc2 + ǫ2c1
) 1

2
∂2x −

(

ǫc3 + 3ǫ2c2c1
) 1

3!
∂3x (20.234)

+
(

ǫc4 + ǫ24c3c1 + ǫ23c22 + ǫ3c2c
2
1 + ǫ4c21

) 1

4!
∂4x + . . .

]

ψ
(

x−
∫ t

ta
dt′η(t′)

)

.

En el ĺımite ǫ → 0, sólo contribuyen los términos lineales de orden ǫ, los cuales se
obtienen de las partes conexas de las funciones de correlación de η(t). Los operadores
diferenciales entre paréntesis pueden extraerse de la integral, de donde hallamos la
ecuación diferencial

∂tψ(x, t) =
[

−c1∂x +
c2
2!
∂2x −

c3
3!
∂3x +

c4
4!
∂4x + . . .

]

ψ (x, t) . (20.235)

Ahora utilizamos el reemplazo c1 → rx y la Ec. (20.141) para expresar los opera-
dores diferenciales entre paréntesis, como el operador Hamiltoniano −Hrx(−i∂x),
obtenemos la ecuación de Schrödinger [55]

∂tψ(x, t) = −Hrx(−i∂x)ψ (x, t) . (20.236)

Debido a las diversas derivadas presentes en H(i∂x), en general, esta ecuación
es no local. Esto puede mostrarse expĺıcitamente con ayuda de la función de peso
F (x) de Lévy-Khintchine en la representación de Fourier dada por la Ec. (20.173).
En este caso, el lado derecho será

−H(−i∂x)ψ(x, t) =
∫

dx′ e−x′∂x F (x′)ψ(x, t) =
∫

dx′ F (x′)ψ(x− x′, t), (20.237)
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y la ecuación de Fokker-Planck dada en la Ec. (20.236) tendrá la forma de una
ecuación integro–diferencial. Algunos autores prefieren utilizar la forma sustraida
de la fórmula de Lévy-Khintchine hallada en la Ec. (20.175), para obtener la ecuación
integro–diferencial

∂tψ(x, t) =
[

−c1∂x −
c2
2
∂2x

]

ψ(x, t) +
∫

dx′ F̄ (x′)ψ(x− x′, t). (20.238)

El término integral puede ser tratado como una perturbación a la ecuación ordinaria
de Fokker-Planck.

Como una consecuencia de la propiedad de semi-grupo dada por la Ec. (20.186),
la condición inicial de la probabilidad estará siempre dada por la Ec. (20.187).

20.1.24 Ecuación de Kramers-Moyal

La expresión de Fokker-Planck dada en la Ec. (20.231) es un caso especial de una
ecuación de evolución temporal más general, cuya solución es la distribución de pro-
babilidad P (xb, tb, |xata) la cual cumple con la ecuación de Chapman-Kolmogorov
o la ecuación de Smoluchowski, Ec. (20.186). Para un intervalo temporal corto
tc − tb = ǫ, esta ecuación se puede escribir en la forma

P (xc tb+ǫ|xata) =
∫ ∞

−∞
dxb P (xctb + ǫ|xbtb)P (xbtb|xata). (20.239)

Con lo cual podemos reescribir P (xctb+ǫ|xbtb) trivialmente como la integral

P (xctb+ǫ|xbtb) =
∫

dx δ(x−xb+xb−xc)P (x tb+ǫ|xbtb), (20.240)

y usar el desarrollo, en potencias de x− xb, de la función δ para obtener

P (xctb+ǫ|xbtb) =
∫

dx
∞
∑

n=0

(x− xb)
n

n!
P (x tb+ǫ|xbtb) ∂nxb

δ(xb − xc). (20.241)

Utilizando los momentos

Cn(xbtb) ≡
∫

dx (x− xb)
n∂tbP (x tb|xbtb), (20.242)

y sustituyendo la Ec. (20.241) en la Ec. (20.239), observamos que el lado derecho
será de la forma

P (xctb|xbtb) + ǫ
∞
∑

n=1

∫

dxb
Cn(xbtb)

n!
[∂nxb

δ(xb − xc)]∂tbP (xbtb|xata) + O(ǫ2). (20.243)

Sustituyendo el término n = 0 en el lado izquierdo de la Ec. (20.239) y hallando
luego el ĺımite ǫ→ 0, obtenemos la ecuación de Kramers-Moyal :

∂tbP (xbtb|xata) = −H(−i∂xb
, xb, tb)P (xbtb|xata). (20.244)
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donde el operador Hamiltoniano

H(−i∂xb
, xb, tb) ≡ −

∞
∑

n=1

(−∂xb
)n
Cn(xbtb)

n!
, (20.245)

será la generalización del operador Hamiltoniano dado en las Ecs. (20.235) y
(20.231).

Hay una solución simple y formal de la ecuación de evolución temporal (20.244),
la cual cumple la condición inicial dada por la Ec. (20.187). Recordando la ecuación
similar de la evolución temporal dada por la relación (1.233), se puede ver inmedia-
tamente que la solución tiene la forma:

P (xbtb|xata) = T̂ e
−
∫ tb
ta

dtH(−i∂xb ,xb,t)δ(xb − xa), (20.246)

donde T̂ es el operador de ordenamiento temporal dado en la Ec. (1.241). Utilizando
los estados bra-kets de Dirac 〈xb| y |xa〉 junto con el producto escalar 〈xb|xa〉 =
δ(xb − xa), tal como se vio en la Ec. (18.462), y las reglas dadas en la Ec. (18.463)
podemos reescribir la Ec. (20.246) en la forma

P (xbtb|xata) = 〈xb|T̂ e−
∫ tb
ta

dtH(−i∂xb ,xb,t)|xa〉. (20.247)

Debido a la condición inicial dada en la Ec. (20.187), los momentos de la
Ec. (20.242) se pueden calcular también en el ĺımite de tiempos cortos

Cn(x t) =
ǫ→0

1

ǫ

∫

dx (x′ − x)nP (x′ t+ǫ|x t) =
ǫ→0

1

ǫ
〈[x(t+ǫ) − x(t)]n〉, n ≥ 1. (20.248)

Otra forma de escribir el valor esperado del lado derecho es

Cn(x t) =
ǫ→0

1

ǫ

∫ t+ǫ

t
dt1 · · ·

∫ t+ǫ

t
dtn 〈ẋ(t1) · · · ẋ(tn)〉, n ≥ 1. (20.249)

Si x(t) obedece la ecuación de Langevin dada en la Ec. (20.169), cuyas funciones
de correlación están dadas por las Ecs. (20.155)–(20.158), obtenemos

Cn(x t) = cn, (20.250)

y la relación de Kramers-Moyal, hallada en la Ec. (20.248), se simplifica a la ex-
presión anterior de Fokker-Planck dada en la Ec. (20.231).

Para la ecuación de Langevin

ẋ(t) = r(x, t) + σ(x, t)η(t), (20.251)

con variable de ruido η(t), tendremos

C1(x t)=a(x, t)+b′(x, t)b(x, t)=a(x, t)+
∂xC2(x t)

2
, C2(x t) = b2(x, t). (20.252)

De acuerdo con el teorema de Pawula [56], el carácter positivo de la probabilidad
en la expresión de Kramers-Moyal, Ec. (20.244), requiere que el desarrollo de la
Ec. (20.245) sea truncado sólo después del primer o segundo término, de lo contrario
será infinito.
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20.2 Fórmula de Itō para Distribuciones no Gaussianas

Mediante un procedimiento similar al visto en la Subsección 18.13.3 es posible hallar
una generalización de los desarrollos de Itō dados en las Ecs. (18.412) y (18.432),
para las fluctuaciones de las funciones que contienen un ruido no Gaussiano.

20.2.1 Continuidad Temporal

Como en la Ec. (18.408) desarrollamos la función f(x(t+ ǫ)):

f(x(t+ ǫ)) = f(x(t)) + f ′(x(t))∆x(t)

+
1

2
f ′′(x(t))[∆x(t)]2 +

1

3!
f (3)[∆x(t)]3 + . . . . (20.253)

donde ẋ(t) = η(t) es la ecuación diferencial estocástica cuyo valor esperado es dife-
rente de cero, 〈η(t)〉 = c1. Contrario al desarrollo de la Ec. (18.426), el cual para ǫ→
0 tiene que evaluarse sólo a segundo orden en ∆x(t) ≡ ∫ t+ǫ

t dt′ ẋ(t′), ahora tenemos
que mantener las contribuciones a todo orden. Evaluando los promedios del ruido de
las integrales multiples del lado derecho, con ayuda de las funciones de correlación
dadas en las Ecs. (20.155)–(20.158), encontramos la dependencia temporal del valor
esperado de una función arbitraria que depende de la fluctuación de la variable x(t)

〈f(x(t+ǫ))〉 = 〈f(x(t))〉 + 〈f ′(x(t))〉ǫc1 +
1

2
〈f ′′(x(t))〉(ǫc2+ǫ2c21)

+
1

3!
〈f (3)(x(t))〉(ǫc3 + ǫ2c2c1 + ǫ3c31) + . . . (20.254)

= 〈f(x(t))〉 + ǫ
[

c1∂x + c2
1

2
∂2x + c3

1

3!
∂3x + . . .

]

〈f(x(t))〉 + O(ǫ2).

Luego hacer el reemplazo c1 → rx, la función f(x(t)) cumple por lo tanto con la
siguiente relación:

〈ḟ(x(t))〉 = −Hrx(i∂x)〈f(x(t))〉. (20.255)

Sustrayendo la derivada de menor orden, tendremos la forma generalizada de la
Ec. (18.412):

〈ḟ(x(t))〉 = 〈f ′(x(t))〉〈ẋ(t)〉 − H̄rx(i∂x)〈f(x(t))〉. (20.256)

Este resultado podŕıa verse como el valor esperado de la ecuación diferencial es-
tocástica

ḟ(x(t)) = f ′(x(t))ẋ(t) − H̄rx(i∂x)f(x(t)), (20.257)

la cual, en caso de ser válido, será una generalización simple y directa del lema de
Itō dado en la Ec. (18.413). Sin embargo, esta conclusión no es correcta. La razón se
encuentra en el aumento de magnitud de las fluctuaciones de los términos de orden
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superior [∆x(t)]n, para n ≥ 2. En el caso armónico, visto en la Subsección 18.13.3,
estos términos se pueden ignorar cuando se comparan con los términos principales
z1(t) de la Ec. (18.413). Veamos que sucede en el caso actual, donde todos los
cumulantes cn de orden superior en el Hamiltoniano dado en la Ec. (20.141) pueden
ser diferentes de cero. En la argumentación seguimos el procedimiento que nos llevo
a la Ec. (18.405), y trabajamos con la ecuación diferencial estocástica

ẋ(t) = 〈ẋ(t)〉 + η(t) = c1 + η(t), (20.258)

en lugar de utilizar la Ec. (20.169). Luego las funciones de correlación de η(t)
consisten de las partes conexas de las Ecs. (20.155)–(20.158):

〈η(t1)〉 = c1, (20.259)

〈η(t1)η(t2)〉 = c2δ(t1 − t2) (20.260)

〈η(t1)η(t2)η(t3)〉 = c3δ(t1−t2)δ(t1−t3), (20.261)

〈η(t1)η(t2)η(t3)η(t4)〉 = c4δ(t1−t2)δ(t1−t3)δ(t1−t4) (20.262)

+ c22[δ(t1−t2)δ(t3−t4)+δ(t1−t3)δ(t2−t4)+δ(t1−t4)δ(t2−t3)].
... .

Ahora estimaremos la magnitud de las fluctuaciones zn de [∆x(t)]n. La primera
contribución z2,1 a z2, definida en la Ec. (18.415), es aún ignorable dado que es
menor por un factor ǫ que el término principal z1(t) ≡

∫ t+ǫ
t dt′ η(t′). Sin embargo, la

segunda contribución z2,3 a z2, definida en la Ec. (18.415), tiene una varianza mayor
debido al término c4 dado en la Ec (20.158), el cual contiene una función δ además
del término c22, de tal forma que tenemos

〈

[z2,2(t)]
2
〉

=
∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2

∫ t+ǫ

t
dt3

∫ t+ǫ

t
dt4 〈η(t1)η(t2)η(t3)η(t4)〉=ǫc4+ǫ2c22. (20.263)

Este término es mayor que la estimación armónica dada en la Ec. (18.420) por el
factor 1/ǫ, el cual en general da origen a que el término z2,2(t) sea tan grande como
el valor de la fluctuación principal z1(t) de x1(t). Por lo cual no se puede ignorar.
La sustracción del segundo término en la varianza, 〈z2,2(t)〉2 = ǫ2c22, no ayuda ya
que su contribución es ignorable.

Para potencias de orden superior, obtenemos una estimación similar. Sea por
ejemplo el caso [∆x(t)]3:

[∆x(t)]3 = ǫ3c31 + 3ǫ2c21z1(t) + ǫc1[z1(t)]
2 + [z1(t)]

3, (20.264)

y calculemos la varianza del último término cuyas fluctuaciones son importantes:
〈{[z1(t)]

3}2〉 − 〈[z1(t)]3〉2〉. La primer contribución será igual a

∫ t+ǫ

t
dt1

∫ t+ǫ

t
dt2

∫ t+ǫ

t
dt3

∫ t+ǫ

t
dt4

∫ t+ǫ

t
dt5

∫ t+ǫ

t
dt6 〈η(t1)η(t2)η(t3)η(t4)η(t5)η(t6)〉,

(20.265)



20.2 Fórmula de Itō para Distribuciones no Gaussianas 1557

luego de una extensión obvia de los valores esperados de las Ecs. (20.155)–(20.158)
a la función de seis puntos, obtenemos:

〈{[z1(t)]
3}2〉 = ǫc6 + O(ǫ2). (20.266)

La segunda contribución 〈[z1(t)]3〉2 en la Ec. (20.264) es igual a ǫ2c23, la cual se
puede ignorar para el caso ǫ → 0. Aśı, debido a la Ec. (20.266), la magnitud
de las fluctuaciones [z1(t)]

3 es del mismo orden que los términos principales x1(t)
[comparemos una vez más con la Ec. (18.421)].

Este resultado es la razón principal de porque para el caso de fluctuaciones
no Gaussianas, no podemos deducir una generalización como la hallada en la
Ec. (20.257) para la fórmula de Itō introducida en la Ec (18.413), si no que sólo
tendremos una expresión débil como la hallada en la Ec. (20.256) para el valor
esperado.

Para una función exponencial f(x) = ePx este resultado implica la relación

d

dt
〈ePx(t)〉 =

[

P 〈ẋ(t)〉 − H̄rx(iP )
] 〈

ePx(t)
〉

, (20.267)

y no se pueden obtener los valores esperados.
Una consecuencia de lo débil de la Ec. (20.267) para el caso P = 1, es que la

razón rS con la cual crece el promedio del precio de las acciones S(t) = ex(t) está
dado por la fórmula (20.1), donde la relación entre rx y rS está dada mediante la
expresión

rS = rx − H̄(i) = rx − [H(i) − iH ′(0)] = −Hrx(i), (20.268)

misma que reemplaza la relación simple de Itō, rS = rx+σ2/2, dada en la Ec. (20.5).
Recordemos la definición de H̄(p) ≡ H(p) − H ′(0)p dada en la Ec. (20.141). La
versión correspondiente al lado izquierdo de la Ec. (20.4) será
〈

Ṡ

S

〉

= 〈ẋ(t)〉 − H̄(i) = 〈ẋ(t)〉 − [H(i) − iH ′(0)] = 〈ẋ(t)〉 − rx −Hrx(i). (20.269)

Por lo tanto, el precio anticipado de una acción debe ser de calculado mediante la
generalización de la fómula (20.8), donde suponemos una vez más que η(t) fluctúa
alrededor del cero y no de rx:

〈S(t)〉 = S(0)erSt = S(0)〈erxt+
∫ t

0
dt′ η(t′)〉 = S(0)e−Hrx (i)t = S(0)e{rxt−[H(i)−iH′(0)]t}.

(20.270)
Si η(t) fluctúa alrededor de rx obtenemos la forma simple

〈S(t)〉 = S(0)erSt = S(0)〈e
∫ t

0
dt′ η(t′)〉 = S(0)e−Hrx(i)t. (20.271)

Este resultado puede verse como una consecuencia de la siguiente generalización del
factor Gaussiano de Debye-Waller hallado en la Ec. (18.425):

〈

eP
∫ t

0
dt′ η(t′)

〉

= e−Hrx (iP )t. (20.272)
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Nótese que podemos deducir la ecuación diferencial (20.255) de una función arbi-
traria f(x(t)) utilizando una regla nemónica simple, desarrollamos arbitrariamente
[similar a lo hecho en la Ec. (18.426), pero restringuiendonos a los valores esperados]

〈f(x(t+ dt))〉 = 〈f(x(t))〉 + 〈f ′(x(t))〉 〈ẋ(t)〉 dt+
1

2
〈f ′′(x(t))〉

〈

ẋ2(t)
〉

dt2

+
1

3!
〈f (3)(x(t))〉〈ẋ3(t)〉dt3 + . . . , (20.273)

y reemplazamos

〈ẋ(t)〉dt→ c1dt, 〈ẋ2(t)〉dt2 → c2dt, 〈ẋ3(t)〉dt3 → c3dt, . . . . (20.274)

Contrario a lo hecho en la Ec. (18.429), este reemplazo es válido sólo en el promedio.
Por la misma razón, una cartera de valores que contiene bienes con fluctuaciones

no Gaussianas no puede considerarse libre de riesgo en el ĺımite ǫ→ 0, como se verá
en la Sección 20.7.

20.2.2 Discretización Temporal

Los precios de los bienes financieros se almacenan como una serie temporal discreta,
x(tn), para ciertos intervalos ∆t = tn+1 − tn y no como una función x(t) continua.
Para acciones con un gran volumen, o para los ı́ndices financieros, el intervalo tem-
poral mı́nimo es t́ıpicamente ∆t = 1 minuto. Al final de la Sección 18.13.3 vimos
que este ĺımite es la razón por la cual el Lema de Itō es una estimación aproximada.
Fuera del ĺımite ∆t → 0, las fluctuaciones de los términos de orden superior de la
Ec. (20.253) no desaparecen sino que se eliminan por el factor σ

√
∆tn. En tiempos

económicos tranquilos estas fluctuaciones generalmente son muy pequeñas, por lo
que para los intervalos ∆t = 1 minuto las fluctuaciones de orden superior se pueden
ignorar.

Mientras que esta aproximación es una desventaja para la serie temporal discreta,
comparada con la continua, es también una ventaja en los procesos con ruido no
Gaussiano, al menos cuando los mercados financieros no están agitados. Luego, en
el desarrollo de la Ec. (20.253), las fluctuaciones no Gaussianas de orden superior
se cancelan por los términos σ

√
∆t del mismo orden, tal como las correcciones a

la regla de Itō en el caso Gaussiano [recordemos la Ec. (18.432)]. Como un caso
t́ıpico, consideremos la distribución de Boltzmann hallada por la Ec. (20.77). Los
cumulantes cn de la distribución tienen el factor T n [ver la Ec. (20.80)], donde
la temperatura T del mercado es un número pequeño, cuyo orden es apenas un
cierto porcentaje del tiempo, en las unidades naturales de un minuto usadas en este
contexto [ver la Fig. (20.11)]. Por supuesto, lo pequeño de T es una consecuencia
de que los datos al minuto no poseen una volatilidad grande, excepto cerca de una
crisis económica. En las unidades naturales de minutos, el intervalo temporal ǫ en
los cálculos posteriores a la Ec. (20.257) es la unidad, de tal manera que las potencias
de ǫ no pueden ser usadas para estimar la magnitud. Ahora el parámetro importante
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es T . De hecho, dado que el orden de cn es T n, las fluctuaciones de zn(t) son de
orden T n. De esta manera, en las fluctuaciones no Gaussianas de una serie temporal
discreta, la pequeñez de T da origen a una eliminación de las fluctuaciones de orden
superior. Más aún, esta cancelación es también correcta para la serie temporal de
las fluctuaciones Gaussianas, donde para zn(t), n ≥ 2, el orden de las correcciones es
(σ
√

∆t)n−1. Para la distribución de Boltzmann [recordemos la Ec. (20.198)], estas
correcciones son de orden T n−1. Una estimación similar es válida para todas las
distribuciones de ruido no Gaussianas cuyo decrecimiento es semi-abrupto, como se
define al final de la Subsección 20.1.1.

En decrecimientos semi-abruptos para los cuales los cumulantes cn decrecen
como una potencia T n, de la pequeñez de parámetro temperatura T , podemos
eliminar los valores esperados del desarrollo de Itō dado en la Ec. (20.256) y
conservar una fórmula aproximada de Itō para la diferencia de la fluctuación
∆f(x(tn)) ≡ f(x(tn+1)):

∆f(x(tn)) = f ′(x(tn))∆x(tn) − H̄rx(i∂x)f(x(tn)) + O(σ
√

∆t), (20.275)

la cual es una generalización directa de la versión discreta hallada en la Ec. (18.432)
del lema de Itō’s dado en la Ec. (18.413).

Una propiedad caracteŕıstica de la distribución de Boltzmann hallada en la
Ec. (20.77), y otras distribuciones con decrecimientos semi-abruptos, es que su
Hamiltoniano posee una serie de potencias en términos de p2 del tipo dado en la
Ec. (20.141), donde los cumulantes cn son finitos de orden σn, y donde σ es la
volatilidad de los datos al minuto. Esta propiedad se viola sólo en el caso de de-
crecimientos abruptos de la distribución de los precios (ver la Fig. 20.10). Estos
datos no se obtienen de una convolución multiple, la cual transforma la distribución
de Boltzmann a una distribución Gaussiana, tal como lo requiere el teorema del
ĺımite central dado por la Ec. (20.167). Estos decrecimientos abruptos se originan
por cambios drásticos en los precios para intervalos temporales cortos observados
en mercados nerviosos cercanos a un colapso financiero. Si estos decrecimientos se
tienen en cuenta, la versión discreta del Lema de Itō’s hallada en la Ec. (18.432)
ya no será válida. Lo anterior será un obstáculo al elaborar un portafolio libre de
riesgos, como se verá en la Sección 20.7.

20.3 Martingalas

En matemáticas financieras a menudo encontramos el concepto de una martingala.
El nombre proviene de una estrategia de casino en la cual el jugador dobla su apuesta
cada vez que pierde. Llamamos a la variable estocástica m(t) una martingala, si su
valor esperado es independiente del tiempo.

Obtenemos una martingala trivial para toda variable de ruido m(t) = η(t).
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20.3.1 Martingalas Gaussianas

Para una variable de ruido armónica, debido a la Ec. (20.8), la exponencial m(t) =

e
∫ t

0
dt′η(t′)−σ2t/2 es una martingala no trivial. Por la misma razón, el precio de las

acciones S(t) = ex(t), donde x(t) obedece la ecuación diferencial estocástica (20.140),
puede convertirse en una martingala multiplicando apropiadamente por un factor
dependiente del tiempo asociado con la razón promedio de crecimiento rS, i.e., el
producto

e−rStS(t) = e−rStex(t) = e−rSterxt+
∫ t

dt′ η(t′) (20.276)

será una martingala. El prefactor e−rSt se conoce como el factor de descuento con
tasa rS. Si calculamos la distribución de probabilidad hallada en la Ec. (20.162),
asociada con la ecuación diferencial estocástica dada en la Ec. (20.140), la cual para
fluctuaciones armónicas con desviación estándar σ le corresponde el Hamiltoniano

H(p) = irxp+
σ2

2
p2, (20.277)

La representación integral para la distribución de probabilidad dada por la
Ec. (20.162)

P rx(xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp

[

ip(xb − xa) − ∆t
(

irxp+ σ2p2/2
)]

(20.278)

donde ∆t = tb − ta, tiene obviamente el valor esperado temporal e−rStS(t) =
e−rStex(t). De hecho, el valor esperado al tiempo tb estará dado por la integral
sobre xb

e−rStb

∫

dxb e
xbP rx(xbtb|xata) = e−rStb

∫

dxb e
xb

∫ ∞

−∞

dp

2π
exp

[

ip(xb− xa)−∆t σ2p2/2
]

,

de donde obtenemos

e−rStb

∫ ∞

−∞

dp

2π
δ(p− i)e−ipxae∆t σ2p2/2 = e−rStexae(rx−σ2/2)∆t = e−rStaexa , (20.279)

donde hemos usado la relación de Itō rS = rx + σ2/2, dada en la Ec. (20.5). Este
resultado implica que

〈e−rStbS(tb)〉rx = 〈e−rStbex(tb)〉rx = e−rStaS(ta). (20.280)

Dado que es válido para todo tb podemos eliminar los sub́ındices b, de donde obtene-
mos la independencia temporal y de esa forma la naturaleza martingala de la ex-
presión e−rStS(t).

En matemáticas financieras, donde el valor esperado de la Ec. (20.280) se obtiene
de acuerdo con la definición dada por la Ec. (20.189) como EE[e−rS(tb−ta)exb |xata], la
propiedad martingala de e−rS(tb−ta)S(t) se expresa como

EE[e−rS(tb−ta)S(tb)|xata] = S(ta) (20.281)
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o como EE[e−rS(tb−ta)exb |xata] = exa .
Para la martingala f(xb, tb) = e−rS(tb−ta)exb , utilizando las Ecs. (20.281) y

(20.192), los valores esperados del lado derecho de la fórmula de encumbramiento
(20.191) se reducen a la forma:

EE[EE[f(xb, tb)|x t]|xata] = EE[EE[f(x, t)|x t]|xata] = EE[f(x, t)|xata], (20.282)

Utilizando una vez más las Ecs. (20.281) y (20.192) obtenemos

EE[EE[f(xb, tb)|x t]|xata] = f(xa, ta). (20.283)

Hallando el valor de la integral del mometum dada en la Ec. (20.278) obtenemos
expĺıcitamente la distribución

P rx(xbtb|xata) ≡
1

√

2πσ2(tb − ta)
exp

{

− [xb − xa − rx(tb − ta)]
2

2σ2(tb − ta)

}

. (20.284)

Podemos incorporar el factor de descuento e−rS(tb−ta) en la distribución de probabi-
lidad dada en la Ec. (20.284) y definir la distribución martingala para el precio de
las acciones como

P (M,rx)(xbtb|xata) = e−rS(tb−ta)P rx(xbtb|xata), (20.285)

cuya normalización decae en la forma e−rS(tb−ta). Si definimos los valores esperados
con respecto a PM,rx(xbtb|xata) mediante la integral (sin normalización)

〈f(xb)〉(M,rx) ≡
∫

dxb f(xb)P
(M,rx)(xbtb|xata), (20.286)

entonces el precio de las acciones es una martingala:

〈exb〉(M,rx) = exa . (20.287)

Nótese que hay una familia entera de distribuciones martingala equivalentes

P (M,r)(xbtb|xata) = e−r∆t
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp [ip(xb − xa) − ∆tHr(p)] , (20.288)

para la tasa r arbitraria, y donde rx ≡ r + H̄(i). De hecho, multiplicando este
resultado por exb e integrando sobre xb obtenemos la función δ(p − i), con lo cual
encontramos el mismo resultado exa para toda diferencia temporal ∆t = tb − ta.
Evaluando la integral obtenemos

P (M,r)(xbtb|xata) ≡
e−r(tb−ta)

√

2πσ2(tb − ta)
exp

{

− [xb − xa − r(tb − ta)]
2

2σ2(tb − ta)

}

. (20.289)

Estas distribuciones se conocen como martigalas de riesgo neutro.
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20.3.2 Distribuciones Martingalas no Gaussianas

En el caso S(t) = ex(t) y para un ruido arbitrario no Gaussiano η(t), tenemos muchas
formas de construir una distribución que transforme el precio de las acciones en una
martingala.

Distribución Martingala Natural

La relación (20.268) nos permite escribir inmediatamente la distribución martingala
más simple. Esta distribución está dada por una generalización de la expresión
Gaussiana hallada en la Ec. (20.276):

e−rStS(t) = e−rSterxt+
∫ t

0
dt′η(t′) (20.290)

donde rS y rx están relacionadas mediante la expresión rS = rx − H̄(i) = −Hrx(i).
Esta relación se puede demostrar fácilmente. La función de distribución asociada
a la ecuación diferencial estocástica dada en la Ec. (20.140) cuyas fluctuaciones no
son Gaussianas será

P rx(xbtb|xata) =
∫

Dη
∫

Dx exp
{

−
∫ tb

ta
dt H̃rx(η(t))

}

δ[ẋ− rx(tb − ta)η], (20.291)

donde ∆t ≡ (tb− ta) y rx = rS + H̄(i). Como se discutió en la Subsección 20.1.23, la
integral de trayectoria se resuelve con ayuda de la integral de Fourier [comparemos
con la Ec. (20.162)]

P rx(xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp [ip(xb − xa) − ∆tHrx(p)] . (20.292)

Utilizando esta distribución podemos calcular de nuevo la independencia temporal
del valor esperado dado en la Ec. (20.280), de tal forma que PM,rx(xbtb|xata) =
e−rS(tb−ta)P rx(xbtb|xata) es la distribución martingala que muestra que el precio de
las acciones es independiente del tiempo, tal como se mostró en la Ec. (20.287).

Nótese que existe una familia entera de distribuciones martingalas

P (M,r)(xbtb|xata) = e−r∆t
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp [ip(xb − xa) − ∆tHrx(p)] , (20.293)

cuya razón r es arbitraria y rx ≡ r + H̄(i). De hecho, multiplicando este resultado
por exb e integrando sobre xb obtenemos una función δ(p − i) y hallamos el mismo
resultado exa para toda diferencia temporal ∆t = tb − ta.

En el caso de las fluctuaciones no Gaussianas hay un conjunto infinito de dis-
tribuciones martingalas para el precio de las acciones, de las cuales discutiremos
aquella propuesta por Esscher.
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Martingales de Esscher

En la literatura matemática financiera se pone mucha atención a otra familia equiva-
lente de distribuciones martingalas, la cual se ha usado desde hace mucho tiempo
para estimar los riesgos de los inversionistas [67] e introducida recientemente en la
teoŕıa del precio de las opciones [68, 69], donde se utiliza ampliamente [70]–[76]. Este
conjunto se construye de la siguiente forma. Sea D̃(z) una función de distribución
arbitraria con transformada de Fourier

D̃(z) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
e−H(p) eipz, (20.294)

y donde H(0) = 0, lo cual garantiza la normalización unitaria
∫

dzD̃(z) = 1. Ahora
introducimos la llamada función de distribución transformada de Esscher . La cual
se obtiene cambiando ligeramente la distribución inicial D̃(z), al multiplicarla por
el factor exponencial asimétrico eθz:

Dθ(z) ≡ eH(iθ) eθzD̃(z). (20.295)

El prefactor constante eH(iθ) es necesario para conservar la probabilidad total. Esta
distribución se puede escribir como una transformada de Fourier

Dθ(z) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
e−Hθ(p) eipz, (20.296)

donde el Hamiltoniano transformado de Esscher, será

Hθ(p) ≡ H(p+ iθ) −H(iθ). (20.297)

Dado que Hθ(0) = 0, la distribución transformada estará normalizada de manera
apropiada:

∫

dzDθ(z) = 1. Definimos ahora el valor esperado transformado de
Esscher

〈F (z)〉θ ≡
∫

dzDθ(z)F (z). (20.298)

El cual está relacionado con el valor esperado inicial mediante la expresión

〈F (z)〉θ ≡ eH(iθ) 〈eθzF (z)〉. (20.299)

Espećıficamente, para la función F (z) = ez, la Ec. (20.299) será

〈ez〉θ = e−Hθ(i) ≡ eH
θ(iθ) 〈e(θ+1)z〉 = eH

θ(iθ)−Hθ(iθ+i). (20.300)

Aplicando la transformación dada en la Ec. (20.296) a cada partición temporal
de la integral de trayectoria general hallada en la Ec. (20.144), obtenemos la integral
de trayectoria transformada de Esscher

P θ(xbtb|xata)=e−rS∆teHrx (iθ)∆t
∫

Dη
∫

Dx exp
{
∫ tb

ta
dt
[

θη(t)−H̃rx(η(t))
]

}

δ[ẋ− η],

(20.301)
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donde ∆t ≡ tb−ta es el intervalo temporal. Con este resultado obtenemos la integral
de Fourier [comparemos con la Ec. (20.293)]

P θ(xbtb|xata) = e−rS∆teHrx (iθ)∆t
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp [ip(xb − xa) − ∆tHrx(p+ iθ)] .(20.302)

Denotemos los valores esperados, calculados con esta probabilidad, en la forma
〈 . . . 〉θ. Luego, si S(t) = ex(t) tendremos la dependencia temporal

〈S(t)〉θ = e−Hθ
rx

(i)t. (20.303)

Esta ecuación muestra que la exponencial de una variable estocástica x(t), puede
convertirse en una martingala, con respecto a una distribución transformada de
Esscher, si eliminamos el factor de crecimiento exponencial exp(rθ∆t), mediante

rθ ≡ −Hθ
rx(i) = −Hrx(i+ iθ) +Hrx(iθ). (20.304)

Es decir, una familia equivalente de distribuciones martingalas para el precio de las
acciones S(t) = ex(t) será

PMθ(xbtb|xata) ≡ e−rθtP θ(xbtb|xata), (20.305)

para toda elección del parámetro θ.
Para la función de distribución armónica dada por la Ec. (20.284), las martingalas

de Esscher y las martingalas anteriores son equivalentes. De hecho, utilizando en la
Ec. (20.284) los valores rS = rx + σ2/2, la transformada de Esscher dará, luego de
completar las cuadraturas, la familia natural de martingalas dada en la Ec. (20.284),
donde el parámetro de la tasa es r = rx + θσ2.

Otras Martingalas no Gaussianas

En la literatura se han discutido muchas otras martingalas no Gaussianas. Los
matemáticos han ideado varios criterios sofisticados bajo los cuales debeŕıamos
preferfir una martingala sobre la otra al calcular los riesgos financieros. Por ejemplo,
Davis introdujo la llamada función de utilidad [77], la cual se supone que selecciona
las martingalas óptimas para diferentes propósitos. Tenemos también la llamada
martingala mı́nima [83], pero la base matemática de estas discusiones es d́ıficil de
entender.

Para el desarrollo posterior de la teoŕıa de la valorización de las opciones, sólo
la martingala natural inicial será relevante.

20.4 Origen de los Decrecimientos Semi–Abruptos

Hemos indicado al final de la Subsección 20.1.1 que el decrecimiento semi-abrupto,
del tipo usado en las discusiones previas, puede verse como una descripción
fenomenológica de un proceso Gaussiano no trivial con fluctuaciones en la volatili-
dad. Esta imagen se ha confirmado en la Subsección 20.1.22, donde hemos expresado
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una diversidad de distribuciones no Gaussianas como una superposición de distribu-
ciones Gaussianas. Además, hemos visto que podemos hallar la transformada de
Laplace de las funciones de peso wt(v) con ayuda de la cual podemos encontrar el
Hamiltoniano Hv(pv) con el cual deduciremos la distribución de ruido que controla
la ecuación diferencial estocástica de la volatilidad.

Tenemos un modelo con una solución simple, debido a Heston [78], que muestra
expĺıcitamente este hecho.8

20.4.1 Pareja de Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

El punto de partida es una pareja acoplada de ecuaciones diferenciales estocásticas
con ruido Gaussiano, una de las cuales representa la fluctuación del logaritmo x(t)
del precio de las acciones y la otra representa la fluctuación de la varianza depen-
diente del tiempo σ2(t). Dado que en la discusión posterior esta varianza apare-
cerá frecuentemente la llamaremos v(t). Por simplicidad, eliminaremos la razón de
crecimiento de los precios. Reemplazando a la σ2 dada en la ecuación diferencial
estocástica (20.4), por la varianza dependiente del tiempo v(t) obtenemos

ẋ(t) = −v(t)

2
+
√

v(t)η(t), (20.306)

donde la variable de ruido η(t) tiene un promedio igual a cero y volatilidad unitaria

〈η(t)〉 = 0, 〈η(t)η(t′)〉 = δ(t− t′). (20.307)

Suponemos que la varianza cumple con una ecuación estocástica para la variable de
ruido ηv(t) [7]

v̇(t) = −γ[v(t) − v̄] + ε
√

v(t)ηv(t). (20.308)

Además, suponemos también que el tiempo en
√

v(t) es ligeramente anterior al

tiempo en el ruido ηv(t). El parámetro ε determina la volatilidad de la varianza.
El parámetro v̄ será el promedio de la varianza para tiempos grandes, el cual será
proprocional a la varianza σ2 de la distribución Gaussiana a la cual converge la
distribución en el ĺımite de tiempos grandes, esto de acuerdo con el teorema del
ĺımite central. La relación completa será presentada en la Ec. (20.363).

En general, se espera que las variables de ruido η(t) y ηv(t) exhiban correlaciones
que se obtienen introduciendo una variable de ruido independiente η′(t) y definiendo

ηv(t) ≡ ρ η(t) +
√

1 − ρ2η′(t). (20.309)

Entonces, el par de funciones de correlación será

〈η(t)η(t′)〉 = δ(t− t′), 〈η(t)ηv(t
′)〉 = ρδ(t− t′), 〈ηv(t)ηv(t′)〉 = δ(t− t′). (20.310)

8La discusión de esta sección se sigue del art́ıculo de Drăgulescu and Yakovenko [79].
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20.4.2 Ecuación de Fokker-Planck

Si �(t) denota a la pareja de variables de ruido (η(t), ηv(t)), la distribución de
probabilidad análoga a la Ec. (18.324), para las trayectorias x(t), v(t) que inician
en xa, va y terminan en x, v, será

P
�

(x v t |xavata) = δ(xη(t) − x)δ(vηv(t) − v). (20.311)

La evolución temporal de esta probabilidad se calcula utilizando la regla de diferen-
ciación dada en la Ec. (18.381),

∂tP�(x v t |xavata) = − [∂xẋη(t) + ∂v v̇ηv(t)]P
�

(x v t |xavata), (20.312)

o más expĺıcitamente

∂tP�(x v t |xavata)=
{

∂x

[

v(t)

2
−
√

v(t)η(t)

]

+ ∂v

[

γ (v(t) − v̄) − ε
√

v(t)ηv(t)
]}

P
�

(x v t |xavata). (20.313)

Ahora, para la distribución

P [�]=exp
{

−1

2

∫

dt
[

η2(t)+η′2(t)
]

}

=exp

{

− 1

1−ρ2
∫

dt
[

η2(t)+η2v(t)−2ρ ηηv
]

}

,

(20.314)

hallamos el promedio del ruido dado en la Ec. (18.325). Utilizando las reglas (18.385)
y (18.386), podemos reemplazar η(t) y ηv(t) en el lado derecho de la Ec. (20.313):

η(t) → −δ/δη(t) − ρ δ/δηv(t) (20.315)

ηv(t) → −ρ δ/δη(t) − δ/δηv(t). (20.316)

En analoǵıa con la Ec. (18.388), las derivadas funcionales se evalúan en la forma

δ

δη(t′)
δ(xη(t) −x)δ(vηv(t) −v) = −

[

δxη(t)

δη(t′)
∂x +

δvηv(t)

δη(t′)
∂v

]

δ(xη(t) −x)δ(vηv(t) −v),

(20.317)

con una ecuación similar para δ/δηv(t). Con la hipótesis de que
√

v(t) sucede antes

que ηv(t), hallamos la ecuación de evolución

∂tP (x v t |xavata) = −Ĥ P (x v t |xavata), (20.318)

donde Ĥ es el operador Hamiltoniano

Ĥ = −1

2
∂2x v −

1

2
∂x v −

ε2

2
∂2v v − γ∂v(v − v̄) − ρε∂x∂v v. (20.319)
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Aśı, la distribución de probabilidad se puede escribir como la integral de trayectoria

P (xbvbtb|xavata) =
∫

Dx
∫ Dp

2π

∫

Dv
∫ Dpv

2π

× exp
{
∫ tb

ta
dt [i(pẋ + pvv̇) −H(p, pv, v)]

}

, (20.320)

con Hamiltoniano

H(p, pv, v)=
p2

2
v−i1

2
pv +ε2

p2v
2
v−iγpv(v − v̄)+ρε ppv v−

3ε2

4
ipv−

γ

2
− i

2
ρǫp. (20.321)

Los últimos dos términos se obtienen del hecho de que en Ĥ el orden de los ope-
radores obtenidos de la integral de trayectoria son siempre simétricos con respecto
a v y pv, tal que el orden en la Ec. (20.319) se obtiene sólo después de hacer el
reemplazo pvv → (1/2){p̂v, v} = p̂vv + i/2 en el cuarto y quinto términos de la
Ec. (20.321). Recordemos la discusión dada en las Secciones 10.5 y 11.3 y en la
Subsección 18.9.2.

El tercer término de la Ec. (20.321) sirve para asegurar la presencia del operador
∂2v v en la Ec. (20.319), sin el operador ∂v extra obtenido del ordenamiento de los
operadores. El término p2vv en la Ec. (20.321) puede verse como un término cinético
gµνp

µpν en un espacio unidimensional de Riemann con métrica gµν = δµν/v. De
acuerdo a la Subsección 11.1.1 este operador se transforma en el operador de Laplace-
Beltrami ∆ =

√
v∂2v

√
v∂v= v∂2v + 1

2
∂v= ∂2vv− 3

2
∂v. El factor ∂v extra se cancela con

el tercer término de la Ec. (20.319).
La ecuación diferencial estocástica (20.308) puede, en principio, dar origen a va-

rianzas negativas. Dado que este resultado no tiene sentido f́ısico, debemos garan-
tizar que esto no sucederá. La condición para eliminar esta posibilidad es que el
ancho de la fluctuación de la varianza sea lo sufucientemente pequeño, tal que se
cumpla que

ε2

2γv̄
≤ 1. (20.322)

De tal forma que si v(t) es inicialmente positiva, siempre será positiva. De hecho,
consideremos la ecuación diferencial parcial (20.318) para el caso v = 0:

(∂t + α∂v)P (x v t |xavata) = (γ + ρε∂x)P (x v t |xavata), (20.323)

donde α ≡ γv̄ − ε2/2. La cual tendrá como solución la función

P (x v t |xavata) = f(v − αt, x), (20.324)

este resultado muestra que para valores positivos de v una función f distinta de cero
nunca se propagará a valores negativos de v.9

9Ver también la pág. 67 del Texto [8].
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La dependencia temporal de la varianza está dada por la integral

P (v t |vata) ≡
∫

dxP (x v t |xavata), (20.325)

la cual cumple con la ecuación

∂

∂t
P (v t |vata) =

[

ε2

2
∂2vv + γ∂v(v − v̄)

]

P (v t |vata), (20.326)

misma que se obtiene de la expresión (20.318) al integrar sobre x. Para tiempos
muy grandes, la solución tiende a ser estacionaria y será

P ∗(v) =
µν

Γ(ν)
vν−1e−µv, donde µ ≡ 2γ

ε2
, ν ≡ µv̄. (20.327)

Este resultado es la distribución Gama mostrada en la Fig. 20.3. Aśı, la pareja de
ecuaciones diferenciales estocásticas (20.306) y (20.308) reproducen las fluctuaciones
de la volatilidad observadas en los datos financieros anteriores.

El máximo de P ∗(v) se encuentra ligeramente debajo de v̄, en vmáx = (ν−1)/µ =
v̄−ε2/2γ [recordemos la Ec. (20.72)]. Si definimos el peso w de P ∗(v) por la curvatura

en el máximo, hallamos que w =
√

vmáxε2/2γ. La forma de P ∗(v) estará definida
por el cociente

vmáx

w
=

√

2γv̄

ε2
− 1. (20.328)

La magnitud de las fluctuaciones de la varianza están restringidas por la condición
dada en la Ec. (20.322), lo cual garantiza que v(t) es positiva en todo momento.
La distribución dada en la Ec. (20.327) está graficada en la Fig. 20.21. Como una
prueba, podemos hallar el ĺımite ε2/2γv̄ → 0 donde las fluctuaciones de la varianza
se mantienen fijas. El cociente vmáx/w diverge y la distribución P ∗(v) tiende a la
función δ(v − v̄), como es de esperar.

20.4.3 Solución a la Ecuación de Fokker-Planck

Dado que el operador Hamiltoniano hallado en la Ec. (20.319) no depende
expĺıcitamente de x, podemos hacer uso de la invarianza traslacional y represen-
tar a P (x v t |xavata) como una integral de Fourier

P (x v t |xavata) =
∫

dp

2π
eip(x−xa) P̄p(v t |vata). (20.329)

La probabilidad para un momentum definido cumple con la ecuación de Fokker-
Planck

∂tP̄p(v t |vata)=

[

γ
∂

∂v
(v−v̄) − p2−ip

2
v − iρεp

∂

∂v
v − ε2

2

∂2

∂v2
v

]

P̄p(v t |vata). (20.330)
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Figure 20.21 Distribución estacionaria de la varianza dada en la Ec. (20.327), donde

los parámetros que reproducen los datos Dow-Jones de la Fig. 20.22 están dados en la

Tabla 20.1. Comparemos con la Fig. 20.3.

Esta expresión es una ecuación diferencial parcial de segundo orden y es lineal para
la variable v. Por lo que resulta conveniente trabajar en el espacio de Fourier de v,
con lo cual

P̃p(v t |vata) =
∫ dpv

2π
eipvv P̃p(pv t |vata), (20.331)

la cual es solución de la ecuación diferencial parcial de primer orden

[

∂

∂t
+

(

Γpv +
iε2

2
p2v +

ip2 + p

2

)

∂

∂pv

]

P̃p(pv t |vata) = −iγv̄ pv P̃p(pv t |vata), (20.332)

donde hemos usado la abreviación

Γ(p) ≡ γ + iρεp. (20.333)

Dado que la condición inicial para P̄p(v t |vata) está dada por la función δ(v − va),
la transformada de Fourier tendrá la condición inicial

P̃p(pv ta|vata) = e−ipvva . (20.334)

La solución de la ecuación diferencial parcial de primer orden, Ec. (20.332), se
encuentra por el método de las caracteŕısticas [9]:

P̃p(pv t|vata) = exp
[

−ip̃v(ta)va − iγv̄
∫ t

ta
dt′ p̃v(t

′)
]

, (20.335)

donde la función p̃v(t) es la solución de la ecuación diferencial caracteŕıstica

dp̃v(t)

dt
= Γ(p)p̃v(t) +

iε2

2
p̃2v(t) +

i

2
(p2 − ip), (20.336)
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y donde la condición de frontera es p̃v(tb) = pv. La ecuación diferencial es del tipo
Riccati con coeficientes constantes [10], su solución es de la forma

p̃v(t) = −i2Ω(p)

ε2
1

ζ(p, pv)eΩ(p)(tb−t) − 1
+ i

Γ(p) − Ω(p)

ε2
, (20.337)

donde hemos introducido la frecuencia compleja

Ω(p) =
√

Γ2(p) + ε2(p2 − ip), (20.338)

y los coeficientes son

ζ(p, pv) = 1 − i
2Ω(p)

ε2pv − i[Γ(p) − Ω(p)]
. (20.339)

Hallando la transformada de Fourier, obtenemos la solución de la ecuación de Fokker-
Planck original, Ec. (20.318):

P (x v t |xavata) =
∫ ∫ +∞

−∞

dp

2π

dpv
2π

eipx+ipvv

× exp

{

−ip̃v(ta)va +
γv̄[Γ(p)−Ω(p)]

ε2
∆t− 2γv̄

ε2
ln
ζ(p, pv)−e−Ω(p)∆t

ζ(p, pv) − 1

}

, (20.340)

donde ∆t ≡ t− ta es el intervalo temporal.

20.4.4 Distribución Dependiente de x

Mostraremos ahora que al promediar sobre la varianza obtenemos una distribución
no Gaussiana, que depende de x, con decrecimiento semi-abrupto parecido al obser-
vado en los datos financieros reales. Veamos entonces la distribución de probabilidad

P (x t |xavata) ≡
∫ +∞

−∞
dv P (x v t |xavata), (20.341)

donde se ha integrado sobre la variable final v. La integración de la Ec. (20.340)
sobre v da origen a una función δ(pv), la cual impone la condición pv = 0. De esta
forma obtenemos

P (x t |xavata) =
∫ +∞

−∞

dp

2π
eipx−

p2−ip
Γ+Ωcoth (Ω∆t/2)

va+
γΓv̄

ε2
∆t− 2γv̄

ε2
ln(cosh Ω∆t

2
+ Γ

Ω
sinh Ω∆t

2 ), (20.342)

donde, por brevedad, hemos omitido los argumentos de Γ(p) y Ω(p). Como una
prueba de este resultado consideremos el caso especial ε = 0, donde la evolución
temporal de la varianza es determinista:

v(t) = v̄ + (va − v̄)e−γ∆t. (20.343)



20.4 Origen de los Decrecimientos Semi–Abruptos 1571

Hallando la integral sobre p en la Ec. (20.342), obtenemos

P (x t |xatava) =
1

√

2π(t− ta)v(t)
exp

{

− [x + v(t)(t− ta)/2]2

2v(t)

}

, (20.344)

donde v(t) representa el promedio temporal de la varianza

v(t) ≡ 1

∆t

∫ t

ta
dt′ v(t′). (20.345)

En este ĺımite, la distribución será Gaussiana. Por supuesto, se puede obtener el
mismo resultado directamente de la ecuación diferencial estocástica (20.306).

El resultado hallado en la Ec. (20.342) no puede compararse directamente con
la serie temporal de los datos financieros, ya que depende de los valores iniciales
desconocidos de la varianza va. Supongamos que va tiene la distribución de probabi-
lidad estacionaria inicial P ∗(va), dada por la Ec. (20.327).10 Luego, evaluamos la
distribución de probabilidad P (x t |xata), promediando la Ec. (20.342) sobre va con
peso P ∗(va):

P (x t |xata) =
∫ ∞

0
dva P

∗(va)P (x t |xatava). (20.346)

El resultado final tiene la representación de Fourier

P (x t |xata) =
∫ +∞

−∞

dp

2π
eip∆x−∆tH(p,∆t), (20.347)

donde ∆x ≡ x− xa, mientras que el Hamiltoniano H(p,∆t) tiene la forma

H(p,∆t)=−γΓ(p)v̄

ε2
+

2γv̄

ε2∆t
ln

[

cosh
Ω(p)∆t

2
+

Ω2(p)−Γ2(p)+2γΓ(p)

2γΩ(p)
sinh

Ω(p)∆t

2

]

.

(20.348)

En ausencia de correlaciones entre las fluctuaciones del precio de las acciones y la
varianza, i.e., para ρ = 0, el segundo término en el lado derecho de la Ec. (20.348)
se anula. El resultado simplificado se discute en el Apéndice 20B.

El Hamiltoniano general dado en la Ec. (20.348) se anula para p = 0. Esto
garantiza la normalización unitaria de la distribución dada en la Ec. (20.347), para
todo tiempo:

∫

dxP (x t |xata) = 1. El primer coeficiente del desarrollo en potencias
de p del Hamiltoniano H(p,∆t), es [recordemos la definición dada en la Ec. (20.54)]

c1(∆t) = − v̄
2
− ρ

ǫ∆t

(

1 − e−γ∆t
)

. (20.349)

Hemos agregado el argumento ∆t para enfatizar la dependencia temporal. Agre-
gando el término ic1(∆t)p al Hamiltoniano H(p,∆t), obtenemos que el primer

10La determinación de la distribución de probabilidad emṕırica de las volatilidades para el ı́ndice
S&P 500 puede verse en la Ref. [2].
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término de H̄(p,∆t) es cuadrático en p, de acuerdo con nuestra definición general
dada en la Ec. (20.65):

H̄(p,∆t) ≡ H(p,∆t) − ic1(∆t)p = H(p,∆t) + i
[

v̄

2
+

ρ

ǫ∆t

(

1 − e−γ∆t
)

]

p. (20.350)

La distribución P (x t |xata) es real ya que ReH es una función par de p, mientras
que ImH es una función impar de p.

En general, la integral dada en la Ec. (20.347) debe calcularse numéricamente.
Sin embargo, el rango interesante de los valores ĺımites ∆t ≫ 1 y x≫ 1 puede
estudiarse anaĺıticamente. Estos ĺımites será analizados en las Subsecciones 20.4.5 y
20.4.6. En la Fig. 20.22, se presentan, en ĺınea sólida, las distribuciones P (x t |xata)
calculadas para diferentes incrementos de los intervalos temporales y se comparan
con los datos Dow-Jones correspondientes, presentados por puntos. Los detalles
técnicos del análisis de los datos se explican en el Apéndice 20C. La figura muestra
que con el conjunto fijo de cinco parámetros γ, v̄, ε, µ y ρ, la distribución hallada
en la Ec. (20.347), donde usamos el Hamiltoniano dado en la Ec. (20.348), repro-
duce extremadamente bien los datos en toda la escala temporal ∆t. En la gráfica
logaŕıtmica los decrecimientos de los extremos de la distribución decaen linealmente.
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Figure 20.22 Distribución de probabilidad del logaritmo del precio de las acciones para

diferentes escalas temporales (tomado de la Ref. [79]). Para fines de comparación, en

función del incremento temporal ∆t, los datos de han desplazado en unidades de 10 hacia

arriba. Los valores no desplazados se muestran en el recuadro.

20.4.5 Comportamiento para Tiempos Grandes

De acuerdo a la Ec. (20.308), la varianza tiende al valor de equilibrio v̄ para el
tiempo de relajación temporal caracteŕıstico 1/γ. Estudiemos el ĺımite en el cual
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el intervalo temporal ∆t es mucho mayor que el tiempo de relajación: γ∆t ≫ 1.
De acuerdo a las Ecs. (20.333) y (20.338), esta condición implica que Ω(p)∆t ≫ 1.
Entonces, la Ec. (20.348) se simplifica a la forma

H(p,∆t) ≈ γv̄

ε2
[Ω(p) − Γ(p)]. (20.351)

La integral de Fourier dada en la Ec. (20.347) puede hallarse fácilmente luego de
utilizar el cambio de variable de integración

p = C p̃+ ip0, (20.352)

donde

C ≡ ω0

ε
√

1 − ρ2
, ω0 ≡

√

γ2 + ε2(1 − ρ2)p20, p0 ≡
ε− 2ργ

2ε(1 − ρ2)
. (20.353)

Luego, la integral dada en la Ec. (20.347) tendrá la forma

P (x t |xata) =
C

π
e−p0∆x+Λ∆t

∫ ∞

0
dp̃ cos(Ap̃)e−B

√
1+p̃2 , (20.354)

donde

A = C
(

∆x + ρ
γv̄

ε
∆t
)

, B =
γv̄ω0

ε2
∆t, (20.355)

y

Λ =
γv̄

2ε2
2γ − ρε

1 − ρ2
. (20.356)

La integral de la Ec. (20.354) es igual a11 BK1(
√
A2 +B2)/

√
A2 +B2, donde K1(y)

es la función modificada de Bessel, de tal forma que para ∆t≫ 1 la distribución de
probabilidad dada en la Ec. (20.347) se puede representar en la forma

P (x t |xata) = N(∆t) e−p0∆xF ∗(y), F ∗(y) = K1(y)/y, (20.357)

donde el argumento de las funciones es

y ≡
√
A2 +B2 =

ω0

ε

√

√

√

√

(∆x + ργv̄∆t/ε)2

1 − ρ2
+
(

γv̄∆t

ε

)2

, (20.358)

y el factor de normalización dependiente del tiempo es

N(∆t) =
ω2
0γv̄

πε3
√

1 − ρ2
∆t eΛ∆t. (20.359)

Aśı, salvo los factores N(∆t) y e−p0∆x, la relación entre P (x t |xata) y los argumentos
∆x y ∆t está contenida en el argumento de escala y de la función F ∗(y). En una
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Figure 20.23 Función de distribución renormalizada P (x t |xata)ep0∆x/N(∆t), repre-

sentada como función del argumento de escala y definido en la Ec. (20.358). La curva

continua muestra la función universal F ∗(y) = K1(y)/y (tomado de la Ref. [79]).

representación gráfica de los datos como función de y, para diferentes valores de ∆x
y ∆t, se espera que estos datos estén descritos por la curva universal F ∗(y). En
la Fig. 20.23 se puede observar que, en el lapso de las últimas siete decadas, para
diferentes valores de ∆t los datos Dow-Jones se ajustan muy bien mediante la curva
F ∗(y).

En el ĺımite y ≫ 1, podemos usar la expresión K1(y) ≈ e−y
√

π/2y, de donde
encontramos el comportamiento asintótico

ln
P (x t |xata)
N(∆t)

≈ −p0∆x− y. (20.360)

Examinemos esta expresión para valores grandes y pequeños de |∆x|. En el
primer caso tenemos que |∆x| ≫ γv̄∆t/ε y de la Ec. (20.358) hallamos y ≈
ω0|∆x|/ε

√
1 − ρ2, de tal forma que de la Ec. (20.360) obtenemos

ln
P (x t |xata)
N(∆t)

≈ −p0∆x− c|∆x|. (20.361)

Es decir, para valores grandes de |∆x| la distribución de probabilidad P (x t |xata)
tiene el decrecimiento exponencial dado por la Ec. (20.361). Nótese que en el ĺımite
actual, i.e., γ∆t ≫ 1, las pendientes de los decrecimientos exponenciales son in-
dependientes de ∆t. La presencia de p0 da origen a que, para valores positivos y
negativos de ∆x, las pendientes sean diferentes, de tal forma que la distribución

11Ver I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Fórmula 3.914.
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Figure 20.24 La curva continua muestra la pendiente, −d log P (x t |xata)/dx, del decreci-

miento exponencial de la distribución en función del tiempo. Los puntos indican la aproxi-

mación anaĺıtica para tiempos cortos obtenida de la Ec. (20.369) (tomado de la Ref. [79]).

P (x t |xata) no muestra un ascenso-descenso simétrico con respecto a la variación de
los precios. De la definición de p0, dada en la Ec. (20.353), vemos que esta asimetŕıa
aumenta para una correlación negativa, ρ < 0, entre el precio de las acciones y la
varianza.

En el segundo caso |∆x| ≪ γv̄∆t/ε, del desarrollo de Taylor de la Ec. (20.358),
en téminos de y, cerca del mı́nimo y sustituyendo el resultado en la Ec. (20.360)
obtenemos

ln
P (x t |xata)
N ′(∆t)

≈ −p0∆x−
ω0(∆x + ργv̄∆t/ε)2

2(1 − ρ2)γv̄∆t
, (20.362)

donde N ′(∆t) = N(∆t) exp(−ω0γv̄∆t/ε2). Aśı, para valores pequeños de |∆x| la
distribución de probabilidad P (x t |xata) es una Gaussiana, cuyo ancho

σ2 =
(1 − ρ2)γv̄

ω0

∆t (20.363)

crece linealmente como función de ∆t. El máximo de P (x t |xata) será

∆xm(t) = ∆rS∆t, donde ∆rS ≡ − γv̄

2ω0

[

1 + 2
ρ(ω0 − γ)

ε

]

. (20.364)

Este máximo se mueve con razón constante ∆rS, el cual se adiciona a la tasa prome-
dio de crecimiento rS de S(t), mismo que se hab́ıa omitido desde el inicio de la
discusión. Por lo tanto, la razón final de crecimiento de S(t) es r̄S = rS + ∆rS.
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La discusión anterior muestra la propiedad de los datos ilustrada en la Fig. 20.22,
donde encontramos que el gráfico logaŕıtmico de P (x t |xata) es lineal en los bor-
des y cuadrático cerca de los máximos, donde los parámetros están dados por las
Ecs. (20.361) y (20.362).

Conforme el tiempo avanza, la distribución se ensancha de acuerdo con el es-
calamiento dado en las Ecs. (20.357) y (20.358). En el ĺımite ∆t→ ∞, la expresión
asintótica (20.362) es correcta para todo ∆x y la distribución es cada vez más Gau-
ssiana, tal como lo requiere el teorema del ĺımite central [22].

Es interesante cuantificar la fracción f(∆t) de la probabilidad total contenida en
la parte Gaussiana de la curva. Esta fracción se muestra en la Fig. 20.25. La forma
precisa de como se define y calcula la fracción f(∆t) se explica en el Apéndice 20B. El
recuadro de la Fig. 20.25 muestra que para tiempos grandes la dependencia temporal
de la densidad de probabilidad en el máximo xm tiende a ∆t−1/2, propiedad que es
caracteŕıstica de la evolución de las distribuciones Gaussianas.
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Figure 20.25 Fracción f(∆t), de la probabilidad total contenida en la parte Gaussiana

de P (x t |xata), en función del intervalo temporal ∆t. El recuadro muestra la dependencia

temporal de la densidad de probabilidad en el máximo P (xmt |xata) (curva en puntos) y

se compara con el decrecimiento ∝ ∆t−1/2 de la distribución Gaussiana (curva continua).

20.4.6 Comportamiento del Decrecimiento para todo Tiempo

Para valores grandes de |∆x|, el integrando de la Ec. (20.347) oscila rápidamente
como función de p, de tal forma que la integral se puede evaluar en la aproximación
del punto de inflexión discutido en la Sección 4.2. Al igual que en la evaluación
de la integral (17.9) movemos el contorno de integración al plano complejo p hasta
que el contorno contenga al punto de inflexión principal del exponente ip∆x −
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Figure 20.26 Singularidades de H(p,∆t) en el plano complejo p ( representadas con

puntos). Para γ∆t ≫ 1, las cruces encerradas en ćırculos indican las posiciones ĺımite

±iq±∗ de las singularidades. El punto marcado con una cruz muestra el punto de inflexión

ps localizado en el plano superior para ∆x > 0. La ĺınea a trazos es el contorno de

integración desplazado para cruzar sobre el punto de inflexión ps.

∆tH(p,∆t). Para determinar su posición notemos que, en el plano complejo p las
singularidades de la función H(p,∆t), hallada en la Ec. (20.348), serán cuando el
argumento del logaritmo se anula. Estos puntos están localizados en el eje imagi-
nario p y se muestran en la Fig. 20.26. Las singularidades relevantes son aquellas
que están cerca del eje real. Estas singularidades están localizadas en los puntos p+1
y p−1 , donde encontramos que el argumento del segundo logaritmo de la Ec. (20.348)
se anula. Cerca de estos ceros podemos aproximar la función H(p,∆t) mediante el
término singular:

H̄(p,∆t) ≈ 2γv̄

ε2∆t
log(p− p±1 ). (20.365)

En esta aproximación, la posición del punto de inflexión ps = ps(∆x) se determina
por la ecuación

i∆x = ∆t
dH(p,∆t)

dp

∣

∣

∣

∣

∣

p=ps

≈ 2γv̄

ε2
×



















1

ps − p+1
, ∆x > 0,

1

ps − p−1
, ∆x < 0.

(20.366)

Las soluciones se indican mediante cruces en la Fig. 20.26. Puede verse que la aproxi-
mación dada por la Ec. (20.366) puede utilizarse dado que para valores grandes de
|∆x| se cumple la condición |∆xp±1 | ≫ γv̄/ε2, i.e., el punto de inflexión ps está muy
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cercano a las singularidades. Sustituyendo la aproximación hallada en la Ec. (20.366)
en la integral de Fourier dada en la Ec. (20.347), obtenemos la expresión asintótica
para la distribución de probabilidad

P (x t |xata) ∼
{

e−∆x q+t , ∆x > 0,

e−|∆x| q−t , ∆x < 0,
(20.367)

donde q±t ≡ ∓ip±1 (t) son reales y positivos. Luego, el decrecimiento de la dis-
tribución de probabilidad P (x t |xata) para valores grandes de |∆x| es exponen-
cial para todo valor de t. Las pendientes de los gráficos logaŕıtmicos, para
q± ≡ ∓ d log(x t |xata)/dx, están determinadas por las posiciones p±1 de las singulari-
dades cercanas al eje real.

Las posiciones p±1 dependen del intervalo temporal ∆t. Para tiempos mucho
menores que el tiempo de relajación (γt ≪ 1), las singularidades están lejos del eje
real. Cuando aumenta el tiempo, las singularidades se acercan al eje real. Para
tiempos mucho mayores que el tiempo de relajación (γ∆t ≫ 1), las singularidades
se acercan a los puntos ĺımite p±1 → ±iq±∗ , los cuales se han marcado con las cruces
encerradas en ćırculos en la Fig. 20.26. Los valores ĺımite son

q∗
± = ±p0 +

ω0

ε
√

1 − ρ2
para γ∆t ≫ 1. (20.368)

Las pendientes q±(∆t) se aproximan a estos valores de manera monótona en exceso.
El comportamiento se muestra en la Fig. 20.24. Por supuesto, las pendientes dadas
en la Ec. (20.368) están de acuerdo con la Ec. (20.361) en el ĺımite γ∆t ≫ 1. En
el ĺımite opuesto, para tiempos cortos (γ∆t ≪ 1), encontramos el comportamiento
temporal anaĺıtico

q±(∆t) ≈ ±p0 +

√

p20 +
4γ

ε2(1 − ρ2)∆t
para γ∆t≪ 1. (20.369)

Esta aproximación se muestra con la curva en puntos en la Fig. 20.24.

20.4.7 Cálculo de la Integral de Trayectoria

En lugar de resolver la ecuación (20.330) de Fokker-Planck, podemos estudiar di-
rectamente la integral de trayectoria de la distribución de probabilidad utilizando
el Hamiltoniano dado en la Ec. (20.321). Comparando con el operador dado en la
Ec. (20.319) notemos que ahora tenemos dos términos extra. Estos términos tienen
en cuenta el operador de orden simétrico implicado en la integral de trayectoria. La
distribución P̄p(vb, tb|vata) introducida en la Ec. (20.329), para el momentum fijo,
tiene la siguiente representación en términos de la integral de trayectoria

P̄p(vb, tb|vata) =
∫

Dv Dpv
2π

eAp[pv,v], (20.370)
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donde la acción es

Ap[pv, v] =
∫ tb

ta
dt [ipvv̇ −H (p, pv, v)] . (20.371)

La integral de trayectoria de la Ec. (20.370) es una suma sobre todas las trayectorias
pv(t) y v(t), cuyas condiciones de frontera son v(ta) = va y v(tb) = vb.

Conviene integrar por partes el primer término en la Ec. (20.371) y separar el
operador H (p, pv, v) en una parte independiente de v iγv̄pv − iγ/2 − iρǫp/2 y un
término lineal [∂H (p, pv, v) /∂v]v, con lo cual tenemos

Ap[pv, v] = i[pv(tb)vb − pv(ta)va] − iγv̄
∫ tb

ta
dt pv(t)(tb − ta)

−
∫ tb

ta
dt

[

iṗv(t) +
∂H

∂v(t)

]

v(t). (20.372)

Dado que en esta expresión la trayectoria v(t) aparece linealmente, podemos evaluar
la integral y obtener la funcional δ [pv(t) − p̃v(t)], donde p̃v(t) es la solución para la
ecuación del Hamiltoniano ṗv(t) = i∂H/∂v(t). Sin embargo, este resultado coin-
cide exactamente con la ecuación diferencial caracteŕıstica (20.336), misma que fue
resuelta mediante la Ec. (20.337), donde utilizamos la condición de frontera p̃v(tb) =
pv. Evaluando la integral de trayectoria sobre Dpv eliminamos la funcional delta y
hallamos

P̄p(vb, tb|vata) =

+∞
∫

−∞

dpv
2π

J ei[pvv−p̃v(ta)va]−iγθ
∫ t

0
dt p̃v(t)+(γ−iρǫp)(tb−ta)/2, (20.373)

donde J representa el Jacobiano

J = Det−1

(

i∂t +
∂2H(p, pv, v)

∂pv∂v

)

. (20.374)

De la Ec. (20.321) vemos que

∂2H(p, pv, v)

∂pv∂v
= −iγ + ρǫp. (20.375)

De acuerdo con la fórmula (18.254), esta expresión es igual a

J = e−(γ−iρǫp)(tb−ta)/2,, (20.376)

con lo cual se cancela el último término en el exponente del integrando de la
Ec. (20.373). Por lo tanto, el resultado para P̄p(vb, tb|vata) es el mismo al obtenido
para la ecuación de Fokker-Planck (20.331), cuya transformada de Fourier está dada
por la Ec. (20.335).
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20.4.8 Distribución Martingala Natural

Calculemos las martingalas naturales asociadas con el Hamiltoniano de la
Ec. (20.348). Reinsertando el término de deriva rs removido inicialmente, el Hamil-
toniano total será

Htot(p,∆t) = H(p,∆t) + irSp. (20.377)

Para construir la martingala de acuerdo a la regla de la Subsección 20.1.11, necesi-
tamos conocer el valor de H̄(p,∆t) para el momentum p = i. La expresión es algo
complicada, pero el análisis de los datos Dow-Jones del Apéndice 20C muestra que
el parámetro ρ, que determina la magnitud de las correlaciones entre las funciones
de ruido η(t) y ηv(t) [ver la Ec. (20.310)], es pequeño. Por lo tanto basta con hallar
sólo los primeros dos términos de la serie en potencias de ρ del desarrollo de Taylor
de H(i,∆t):

H(i,∆t) ≈ v̄

ǫ∆t

(

1−e−γ∆t
)

ρ+
v̄

4γ∆t

[

3 − 2e−γ∆t (1+2γ∆t) − e−2γ∆t
]

ρ2. (20.378)

De lo cual obtenemos

H̄(i,∆t) = H(i,∆t) + c1(∆t). (20.379)

El análogo a la martingala dada en la Ec. (20.291) estará dado por la integral de
Fourier hallada en la Ec. (20.292), donde Hrx(p) se reemplaza por el Hamiltoniano
Htot

rx(∆t)(p,∆t) dado en la Ec. (20.350):

P (M,rS)(xbtb|xata) = e−r(∆t)∆t
∫ ∞

−∞

dp

2π
exp

[

ip(xb − xa) − ∆tHtot
rx(∆t)(p,∆t)

]

.(20.380)

Ahora, el término lineal irx(∆t)p del Hamiltoniano Htot
rx(∆t)(p,∆t) será dependiente

del tiempo:

rx(∆t) = rS + c1(∆t) + H̄(i,∆t). (20.381)

De esto encontramos que la razón en el prefactor exponencial, de donde obtenemos
que la distribución es una martingala, es una cantidad dependiente del tiempo:

r(∆t) = rS + c1(∆t). (20.382)

En analoǵıa con la Ec. (20.293), hay una familia entera de martingalas naturales las
cuales se obtienen reemplazando rS por una razón de crecimiento r arbirtraria, en
cuyo caso r(∆t) será igual a r + c1(∆t).

20.5 Series Temporales

Los verdaderos precios del mercado no son una función temporal continua, sino que
se almacenan en intervalos temporales discretos. Para las acciones que tienen un
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bajo volumen, sólo se almacenan los precios al d́ıa. Mientras que las acciones que se
comercializan en grandes cantidades, los precios cambian por minuto. Estos casos
se almacenan en una serie temporal S(tn). En el año 2003, Robert Engle recibió
el premio Nobel por su descripción de la serie temporal con ayuda de los llamados
modelos ARCH (del inglés autoregressive conditional heteroskedasticity model) y la
generalización propuesta por Tim Bollerslev [85], los modelos GARCH. El primer
modelo contiene un parámetro entero q y se define por una modificación discreta
de la pareja de ecuaciones diferenciales estocásticas (20.306) y (20.308), para el
logaritmo de la renta y la varianza, respectivamente

x(tn) =
√

v(tn−1)η(tn), v(tn) = v0 +
q
∑

k=1

αk(tn−k)x2(tn−k), (20.383)

mediante la variable de ruido blanco η(tn). El término de deriva se ha omitido,
de tal forma que 〈x(tn)〉 = 0. Este es el llamado modelo ARCH(q). El segundo
modelo es una generalización de éste, en el cual la ecuación de la varianza contiene
un término extra que involucra los anteriores p-valores de σ2:

v(tn) = v0 +
q
∑

k=1

αk(tn−k)x
2(tn−k) +

p
∑

k=1

βk(tn−k)v(tn−k). (20.384)

El proceso ARCH(1) tiene valores esperados independientes del tiempo tanto de
la varianza como de la kurtosis

σ2 = 〈v(tn)〉 =
v0

1 − α1
, κ =

〈x4(tn)〉c
〈x2(tn)〉2c

=
6α2

1

1 − 3α2
1

. (20.385)

Para el proceso GARCH(1,1), estas cantidades son

σ2 = 〈v(tn)〉 =
v0

1 − α1 − β1
, κ =

〈x4(tn)〉c
〈x2(tn)〉2c

=
6α2

1

1 − 3α2
1 − 2α1β1 − β2

1

. (20.386)

20.6 Descomposición Espectral del Comportamiento
del Rendimiento

La representación gráfica de la curva del logaritmo de la renta para el caso de inter-
valos temporales cortos revela mayor estructura que los modelos simples discutidos
hasta ahora. De hecho, suena razonable distinguir diferentes tipos de acciones de
acuerdo al cáracter de los inversionistas. Por ejemplo, la burbuja de las acciones de
las computadoras fue causado parcialmente por gente inexperta que no estaba in-
teresada en el desarrollo de la industria, sino que deseaba ganar dinero fácil. Por otro
lado, hubo también una parte substancial de inversionistas institucionales quienes
invirtieron en forma más estable. Aśı, debemos distingir las fuentes del ruido, las
cuales provienen de diferentes grupos de inversionistas.
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Figure 20.27 Izquierda: Comparación del proceso GARCH(1,1), donde v0 = 2.3×10−5,

α1 = 0.091 y β = 0.9, con el ı́ndice S&P 500 (datos al minuto). Derecha: Comparación

de los modelos GARCH(1,1), Heston y Gaussiano, para un mismo valor de σ, con los

datos diarios del mercado. Los parámetros del proceso GARCH son v0 = 7.7 × 10−6,

α1 = 0.07906 y β1 = 0.90501 y los del modelo Heston son γ = 4.5×10−2, v̄ = 8.62×10−8,

rS = 5.67 × 10−4 y ε = 10.3 × 10−3 [79, 81, 82].

Por lo tanto, mejoramos la ecuación diferencial estocástica dada por la Ec. (20.4)
extendiendola en la forma

ẋ(t) = rx +
∑

λ

ηλ(t), (20.387)

donde la suma se calcula sobre los diferentes grupos de inversionistas, cada uno de
los cuales produce un ruido ηλ(t), cuya distribución de Lévy decae con diferente
potencia |x|−1−λi. Su distribución de probabilidad asociada será

Pλ[ηλ] = exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃λ(ηλ(t))

]

=
∫ Dp

2π
exp

{
∫ tb

ta
dt [ip(t)ηλ(t) −Hλ(p(t))]

}

,

(20.388)

donde el Hamiltoniano es [comparemos con la Ec. (20.10)]

Hλ(p) ≡ σ2
λ |p|λ
2

. (20.389)

La probabilidad del rendimiento dado por la Ec. (20.144) será entonces

P (xbtb|xata)=
∏

λ

{
∫

Dηλ
∫

Dx exp
[

−
∫ tb

ta
dt H̃λ(ηλ(t))

]}

δ[ẋ−
∑

λ

ηλ]. (20.390)

Si sustituimos ahora la representación de Fourier de la funcional δ, obtenemos

P (xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

Dp
2π

∏

λ

[
∫

Dηλ
]
∫

Dx e
∫ tb
ta

dt [ip(t)ẋ(t)−H̃λ(ηλ(t))]e
−i
∑

λ

∫

∞

−∞
dt p(t)ηλ(t).

(20.391)
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Hallando las integrales de trayectoria sobre ηλ(t), tendremos

P (xbtb|xata) =
∫ ∞

−∞

Dp
2π

∫

Dx e
∫ tb
ta

dt [ip(t)ẋ(t)−Hλ(p)], (20.392)

donde el Hamiltoniano total es la suma del grupo de Hamiltonianos

H(p) ≡
∑

λ

Hλ(p). (20.393)

La generalización continua de este resultado será

H(p) = H(|p|) ≡
∫ ∞

0
dλσ2

λ|p|λ. (20.394)

La función espectral σ2
λ debe de extraerse de los datos hallando la integral

σ2
λ =

∫ i∞

−i∞

d log |p|
2πi

p−λH(p). (20.395)

20.7 Valorización de las Opciones

Históricamente, el uso más importante de las integrales de trayectoria en los mer-
cados finacieros se ha hecho en el contexto de determinar un precio justo de los
derivados financieros, en particular las opciones.12Las opciones son herramientas
financieras antiqúısimas. Se han utilizado con fines especulativos o para prevenir
transacciones mayores que puedan afectar al mercado por cambios inesperados del
ambiente bursátil. En el ambiente bursátil algunas veces pueden observarse cam-
bios dramáticos en los precios o erosiones y se espera que las opciones eviten la
destrucción de grandes cantidades de capital. Los antiguos Romanos, Griegos y
Fenicios manejaron opciones contra cargos de exportación de sus puertos locales. En
los mercados financieros, las opciones son contratos entre dos partes, en los cuales
una de ellas tiene el derecho pero no la obligación de hacer algo, generalmente de
comprar o vender algún activo subyacente. Tener derechos sin obligaciones es un
valor, de tal forma que el poseedor de las opciones debe pagar un precio por su
adquisición. El precio depende del valor del bien asociado, por lo cual se les llama
activos derivados o brevemente derivados . La opción de compra son contratos que
dan al poseedor de la opción el derecho de comprar algo, mientras que la opción de

venta autoriza al poseedor a vender algo. El precio de una opción se llama prima.
Generalmente, las opciones están asociadas a las acciones, almacenes o mercanćıas
tal como el petróleo, metales o algunos otros materiales escasos. En lo que sigue y
para ser espećıficos, consideraremos los derechos de venta sobre las acciones.

Las técnicas modernas de la valorización de las opciones tienen su origen en
el trabajo inicial de Charles Castelli, quien en 1877 publicó el libro titulado “The

12En el sitio electrónico http://bradley.bradley.edu/~arr/bsm/model.html se puede hallar
una introducción al modelo.
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Theory of Options in Stocks and Shares”. Este libro presenta una introducción a
los aspectos de la prevención y especulación de las opciones. Veinte y tres años
más tarde Louis Bachelier, en su disertación en la Sorbonna [86], ofreció la primera
evaluación anaĺıtica conocida de las opciones. Es de notar que Bachelier descrubrió
el tratamiento del fenómeno estocástico cinco años antes del famoso trabajo sobre
el movimiento Browniano presentado por Einstein [87] y veinte y tres años antes
del desarrollo matemático de Wiener [88]. Las ecuaciones diferenciales estocásticas
consideradas por él tienen el defecto importante de permitir valores negativos de
los precios de seguridad de los valores, lo mismo que permiten que la opción de
los precios excedan el valor de los bienes subyacentes. El trabajo de Bachelier fue
continuado por Paul Samuelson, quien en 1955 escribió un art́ıculo, no publicado,
titulado “Brownian Motion in the Stock Market”. En aquel mismo año, Richard
Kruizenga, estudiante de Samuelson, citó el trabajo de Bachelier en su disertación
titulada “Put and Call Options: A Theoretical and Market Analysis”. En 1962, A.
James Boness en su disertación titulada “A Theory and Measurement of Stock Op-

tion Value”, desarrolló un modelo de precios más satisfactorio, el cual fue mejorado
más tarde por Fischer Black y Myron Scholes. En 1973 estos autores publicaron el
famoso “Modelo Black y Scholes” [89] el cual, junto con las mejoras introducidas
por Robert Merton, les mereció el premio Nobel en 1997.13

Como se ha discutido anteriormente, la distribución Gaussiana subestima seria-
mente la probabilidad en el caso de cambios importantes en el precio de los bienes y
ésta fue la principal razón del error catastrófico, en el invierno de 1998, del fondo de
inversión libre “Long Term Capital Management”, el cual teńıa a Scholes y Merton
en la junta directiva (aśı como accionistas). El fondo conteńıa derivados con valor
de referencia de 1,250 miles14 de Millones de dolares Norteamericanos. El fondo
descontó el 2% por gastos administrativos y 25% de ganancias, e inicialmente fue
muy lucrativo. En 1995 ofreció a sus accionistas ganancias del 42.8%, 40.8% en 1996
y aún en el año desastrozo de la crisis Asiática de 1997 ofreció el 17.1% en ganancias.
Pero en Septiembre de 1998, luego de apostar erróneamente a una convergencia de
tasas de interés, se fue casi a la bancarrota. Diversos bancos internacionales e
instituciones de Wall Street tuvieron que apoyar al fondo con 3.5 miles de Millones
de dolares Norteamericanos. para evitar una reacción en cadena de incumplimientos
crediticios.

Apesar de este error, el modelo se usa aún como una orientación aproximada de
lo razonable del precio de una opción.

20.7.1 Modelo Black-Scholes de la Valorización de las Opciones

Al inicio de los años setentas, Fischer Black estaba trabajando en un modelo de
valoración de garant́ıa de las acciones y observó que sus formulas se parećıan a las
ecuaciones de transferencia de calor. Luego de esto, Myron Scholes se unió a Black

13Para F. Black el premio llego muy tarde, ya que murió dos años antes.
14N. del T.: En la nomenclatura inglesa se utiliza el término Billón para indicar miles de Millones.
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y juntos descubrieron un modelo aproximado para la valorización de las opciones,
el cual aún se usa ampliamente.

El modelo de Black y Sholes supone los siguientes términos:

1. Las ganancias se distribuyen de manera normal.

Los errores de esta hipótesis se han discutido en la Sección 20.1. Las mejoras
apropiadas al modelo se desarrollarán más adelante.

2. Los mercados financieros son eficientes.

Esta hipótesis implica que los mercados operan continuamente con precios
justos, siguiendo un proceso estocástico continuo sin memoria. Esto implica
también que los diferentes mercados tienen el mismo precio de los valores.

Esto no es completamente cierto. En general, los diferentes mercados fi-
nancieros tienen precios ligeramente diferentes. Las diferencias son muy
pequeñas por la existencia de arbitrajes. Existen también correlaciones en
escalas de corto tiempo las cuales, en principio, ayudan a obtener ganacias
sin riesgo a partir de los llamados arbitrajes estad́ısticos . Sin embargo, esta
posibilidad está fuertemente limitada por las costos de las operaciones.

3. No hay comisiones.

Esta hipótesis no se cumple. Generalmente, los mercados participantes tienen
que pagar una comisión para comprar o vender bienes. Aún los operadores
de piso pagan algún tipo de comisión, aunque esta comisión suele ser muy
pequeña. Las comisiones pagadas por inversionistas individuales son más im-
portantes y pueden alterar el resultado del modelo.

4. Las tasas de interés se mantienen constantes y conocidas.

El modelo de Black y Scholes supone la existencia de una tasa de interés libre

de riesgo, para representar esta tasa constante y conocida. En realidad no
existe tal tasa libre de interés. Como una aproximación, se utiliza la tasa de
descuento de los Bonos del Tesoro del Gobierno de los Estados Unidos con
30 d́ıas de vencimiento. En los peŕıodos de cambios rápidos de las tasas de
interés, a menudo las tasas a 30 d́ıas están sujetas a cambios, violando de esta
forma una de las hipótesis del modelo.

5. Las acciones no pagan dividendos durante la validez de la oferta.

La mayoŕıa de las compañ́ıas pagan dividendos a sus accionistas, esto es una
limitación del modelo ya que altos dividendos significan menos ganancias. Sin
embargo, hay una posibilidad simple de ajustar el modelo a la situación real
restando el valor descontado de un futuro dividendo del precio de las acciones.

6. Utilización de los Términos de Ejercicio Europeos.

Los términos de uso Europeos implican el ejercicio de una opción sólo en
la fecha de vencimiento. Esto es contrario a los términos Norteamericanos
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que permiten el ejercicio en todo momento de validez de la opción. Esta
gran flexibilidad hace que una opción Norteamericana sea más valiosa que una
Europea.

Sin embargo, en la práctica la diferencia no es tan dramática dado a que muy
pocas ofertas se ejercen antes de los últimos d́ıas de vigencia, dado que un
ejercicio previo significa derrochar el tiempo restante de la oferta. Diferentes
tiempos de ejercicio hacia el final de la vigencia de una oferta son irrelevantes,
ya que el tiempo restante de la oferta es muy pequeño y el valor intŕınseco
tiene una pequeña dependencia temporal, excepto si hay un evento dramático
justo antes de la fecha de vencimiento.

Desde 1973, el modelo original de la valorización de las opciones de Black y
Scholes se ha mejorado y ampliado considerablemente. En el mismo año, Robert
Merton [90] incluyó el efecto de los beneficios. Tres años más tarde, Jonathan
Ingerson relajó la hipótesis de no impuestos o costos de transacción y Merton eliminó
la restricción de tasas de interés constante. En años recientes, el modelo se ha
generalizado para poder determinar los precios de las opciones con muchas más
propiedades.

En 1998 el f́ısico teórico J.W. Dash reconoció la relevancia de las integrales
de trayectoria en este campo y escribió dos art́ıculos no publicados sobre el tema
titulados “Path Integrals and Options I and II ” [91]. Desde entonces muchos f́ısicos
teóricos han participado en el campo y los art́ıculos sobre este tema han empezado
a aparecer en el servidor de los Alamos [13, 92, 93].

20.7.2 Ecuaciones de Evolución de la Cartera de Valores
con Opciones

El precio de la opción O(t) tiene fluctuaciones mayores comparadas con el precio de
las acciones asociadas. La variación de las fluctuaciones se representa generalmente
mediante la pendiente ∂O(S(t), t)/∂S(t), la cual normalmente se escribe en la forma
∆(S(t), t) y se le llama la Delta de la opción. En el caso donde las fluctuaciones
siguen el comportamiento Gaussiano ideal, si ∆(S(t), t) depende sólo ligeramente
tanto de S(t) como de t se puede garantizar un crecimiento estable de la cartera de
valores. Unicamente hay que combinar un número NS(t) apropiado de acciones con
NO(t) opciones y bonos de corto plazo, cuyo número se denota por NB(t). Como
se mencionó anteriormente, estos bonos son t́ıpicamente los Bonos del Tesoro del
Gobierno de los Estados Unidos con 30 d́ıas de vencimiento, los cuales tienen sólo
pequeñas fluctuaciones en el precio. La composición [NS(t), NO(t), NB(t)] se conoce
como la estrategia del director de la cartera. La riqueza total tiene el valor

W (t) = NS(t)S(t) +NO(t)O(S, t) +NB(t)B(t). (20.396)

La meta es hacer crecer W (t) como una curva exponencial suave sin fluctuaciones

Ẇ (t) ≈ rWW (t). (20.397)
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Como una idealización, se supone que los bonos de corto plazo crecen determistica-
mente sin fluctuaciones:

Ḃ(t) ≈ rBB(t). (20.398)

La razón rB es la tasa de intéres libre de riesgo, encontrada en los mercados reales
cuando no hay eventos que cambien excesivamente el valor de los bonos a corto
plazo.

La existencia de arbitrajes asegura que la razón de crecimiento rW es igual a la
de los bonos de corto plazo

rW ≈ rB. (20.399)

De otra forma los operadores deben cambiar de una inversión a otra.
En la descomposición de la Ec. (20.396), el crecimiento deseado, dado por la

Ec. (20.397), será

NS(t)Ṡ(t) +NO(t)Ȯ(S, t) +NB(t)Ḃ(t) + ṄS(t)S(t) + ṄO(t)O(S, t) + ṄB(t)B(t)

= rW [NS(t)S(t) +NO(t)O(S, t) +NB(t)B(t)] . (20.400)

Debido a las Ecs. (20.398) y (20.399), los cantidades NB(t) sin devirada temporal,
se eliminan. Más aún, si no se introduce o extrae dinero del sistema, i.e., si las
acciones, las opciones y los bonos sólo se intercambian unos por otros, esto no
cambia la riqueza total, además suponemos que no hay comosiones. Esto se conoce
como la estrategia del auto-financiamiento, la cual se expresa por la ecuación

ṄS(t)S(t) + ṄO(t)O(S, t) + ṄB(t)B(t) = 0. (20.401)

De tal forma que la ecuación de crecimiento (20.397), será

Ẇ (t) = NSṠ +NOȮ +NBḂ = rW (NSS +NOO +NBB) . (20.402)

Debido a la igualdad de las tasas rW = rB y a la Ec. (20.398), la contribución total
de B(t) se elimina, y obtenemos

NSṠ +NOȮ = rW (NSS +NOO) . (20.403)

Es importante notar ahora que existe una razón óptima entre el numero de acciones
NS y el número de opciones NO, la cual es igual a la pendiente negativa de ∆(S(t), t):

NS(t)

NO(t)
= −∆(S(t), t) = −∂O(S(t), t)

∂S(t)
. (20.404)

Utilizando esta relación, la Ec. (20.403) será

NSṠ +NOȮ = NOrW

(

−∂O
∂x

+O

)

. (20.405)
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Los dos términos en el lado izquierdo se analizan en la siguiente forma: primero
usamos la relación (20.404), con lo cual podemos reescribir

NSṠ = −NO
∂O(S, t)

∂S
Ṡ = −NO

∂O(S, t)

∂x

Ṡ

S
. (20.406)

En el segundo término del lado izquierdo de la Ec. (20.405), hallamos la dependencia
temporal total del precio de las opciones mediante un desarrollo en series de Taylor

dO

dt
=

1

dt

[

O(x(t) + ẋ(t) dt, t+ dt) − O(x(t), t)
]

=
∂O

∂t
+
∂O

∂x
ẋ +

1

2

∂2O

∂x2
ẋ2 dt+

1

3!

∂3O

∂x3
ẋ3 dt2 + . . . . (20.407)

Aqúı hemos usado la variable logaŕıtmica del precio de las acciones x(t) en lugar de
S(t). En matemáticas financieras, las derivadas de menor orden del lado derecho
se denotan mediante letras Griegas especiales. Ya hemos utilizado la varible Delta
para la pendiente ∂O/∂S. La curvatura Γ ≡ ∂2O/∂S2 = (∂2O/∂x2 − ∂O/∂x)/S2

se conoce como la Gama de una opción. Otra derivada con un nombre estándar
es la Vega V ≡ ∂O/∂σ. La derivada temporal parcial ∂O/∂t se denota por Θ. El
conjunto de estas cantidades se conoce normalmente como las Griegas [94].

En general, el desarrollo dado por la Ec. (20.407) se calcula hasta potencias
arbitrarias de ẋ, tal como en la Ec. (20.273). Es claro que se trata de una notación
abreviada del mismo desarrollo hallado en la Ec. (20.273), pero ahora en potencias
de la variable estocástica. Luego de sustituir en el lado izquierdo de la Ec. (20.405)
las Ecs. (20.407) y (20.406), obtenemos

NSṠ +NOȮ=− NO
∂O

∂x

Ṡ

S

+ NO

(

∂O

∂t
+
∂O

∂x
ẋ+

1

2

∂2O

∂x2
ẋ2dt +

1

3!

∂O

∂x
ẋ3dt+ . . .

)

(20.408)

=NO

[

∂O

∂t
+

(

ẋ− Ṡ

S

)

∂O

∂x
+

1

2

∂2O

∂x2
ẋ2dt+

1

3!

∂3O

∂x3
ẋ3dt+ . . .

]

.

Sustituyendo luego en el lado izquierdo el resultado obtenido anteriormente en el
lado derecho de la Ec. (20.405), tendremos

∂O

∂t
= −rWO −

(

ẋ− Ṡ

S
+ rW

)

∂O

∂x
− 1

2

∂2O

∂x2
ẋ2dt− 1

3!

∂3O

∂x3
ẋ3dt+ . . . = 0. (20.409)

Lo que llevó a Black y Scholes a hacerse merecedores del premio Nobel fue el
notar la sencillez de la Ec. (20.409), cuando las fluctuaciones Gaussinas obedecen
un Hamiltoniano de la forma H(p) = σ2p2/2. En primer lugar de la relación de Itō
(20.4), el prefactor del término −∂O/∂x será una constante

rW − σ2

2
≡ rxW

, (20.410)
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donde la notación rxW
se escoge para establecer una analoǵıa con el término rx

obtenido en la relación de Itō (20.5). Con lo cual, no hay más fluctuaciones en el
prefactor de ∂O/∂x.

Más aún, las fluctuaciones de todos los términos restantes

−1

2

∂2O

∂x2
ẋ2 dt− 1

6

∂3O

∂x3
ẋ3 dt2+. . . (20.411)

se pueden ignorar debido al resultado dado por la Ec.(18.429) y a las estima-
ciones de la Ec. (18.431), lo cual permite truncar la serie (20.411) y obtenemos
−(σ2/2) ∂2O/∂x2. Con esto la Ec. (20.409) pierde su carácter estocástico y se en-
cuentra que el precio razonable de la opción O(x, t) obedece la ecuación diferencial
de the Fokker-Planck

∂O

∂t
= rWO − rxW

∂O

∂x
− σ2

2

∂2O

∂x2
, (20.412)

Al mismo tiempo, la riqueza total dada por la Ec. (20.402) pierde su carácter
estocástico y crece de acuerdo con la tasa libre de riesgo rW , obedeciendo la ecuación
determińıstica dada en la Ec. (20.398). La cancelación de las fluctuaciones es una
consecuencia de elegir que la tasa entre opciones y acciones este en acuerdo con la
Ec. (20.404). La cartera de valores está ahora protegida contra fluctuaciones.

La ecuación de Fokker-Planck (20.412) se puede expresar completamente en
términos de las Griegas de la opción, utilizando la relación (20.410) tendremos:

Θ = rWO−rxW
S∆−σ2

2

(

S
∂O

∂S
+S2∂

2O

∂S2

)

= rWO−rWS∆−σ2

2
S2Γ. (20.413)

La estrategia de hallar una cartera libre de riesgos balanceando las fluctuaciones
de NS acciones con NO opciones, que cumplen con la Ec. (20.404), se conoce como la
protección Delta. La protección es, por supuesto, imperfecta. Dado que ∆(S(t), t)
depende del precio de las acciones, la protección Delta requiere de un rebalance
frecuente de la cartera, de ser necesario varias veces al d́ıa. Luego de un peŕıodo de
tiempo δt, la Delta ha cambiado por

δ∆ =
d

dt

∂2O(S(t), t)

∂S(t)
δt =

[

∂

∂t

∂O(S(t), t)

∂S(t)
+
∂2O(S(t), t)

∂S(t)2

]

δt =

[

∂Θ

∂S
+ Γ

]

δt.

(20.414)
De tal forma que en la Ec. (20.404) necesitamos reajustar la tasa entre las acciones
y las opciones, mediante la cantidad

δ
NS

NO
= −δ∆ = −

(

∂Θ

∂S
+ Γ

)

δt. (20.415)

Este proceso se conoce como protección ∆-dinámica. Dado que comprar y vender
implica dinero, δt no puede ser muy pequeña, de otra forma la protección dinámica
seŕıa demasiado costosa.
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En principio es posible comprar un tercer bien para proteger también la curvatura
Gama. Este procedimiento no es muy popular, debido a los costos de la operación.

Para ruido no Gaussiano, la ecuación diferencial (20.409) sigue siendo estocástica
debido a las fluctuaciones residuales de los términos del desarrollo hallado en la
Ec. (20.411). Este hecho es un obstáculo para construir una cartera libre de riesgos
con crecimiento determinista de la riqueza total W (t). Como en la Ec. (20.255) sólo
podemos hallar la ecuación de movimiento para el valor promedio

〈

1

2

∂2O

∂x2
ẋ2 dt+

1

6

∂3O

∂x3
ẋ3 dt2+. . .

〉

= −H̄(i∂x)O. (20.416)

Aśı, un precio razonable de la opción se puede calcular sólo en promedio utilizando
la ecuación diferencial de Fokker-Planck

∂

∂t
〈O〉 =

[

rW − rxW

∂

∂x
+ H̄(i∂x)

]

〈O〉 , (20.417)

donde, en analoǵıa con las Ecs. (20.268) y (20.410), hemos definido el parámetro
auxiliar

rxW
≡ rW + H̄(i). (20.418)

Sin embargo, como se comenta en la Subsección 20.2.2, para datos almacenados
en tiempos discretos, si además los decrecimientos de las distribuciones de ruido
no son Gaussianas de decrecimientos semi-abruptos, entonces esta limitación no es
realmente estricta. Luego, en forma aproximada, los términos de orden superior del
desarrollo hallado en la Ec. (20.411) se cancelan por el factor σ

√
∆t y los valores

esperados en las Ecs. (20.416) y (20.417) se pueden omitir.
Para fluctuaciones Gaussianas, se puede hallar fácilmente la solución de la

ecuación de Fokker-Planck (20.412). Si, por razones de simetŕıa, renombramos
t → ta y x → xa, entonces al tiempo tb una solución inicial de la forma δ(xa − xb),
tiene la representación de Fourier

P (M,rx)(xbtb|xata)=e−rW (tb−ta)
∫ ∞

−∞

dp

2π
eip(xb−xa)e−(σ2p2/2+irxW p)(tb−ta). (20.419)

Para el caso tb > ta, la integal converge.
Para fluctuaciones no Gaussianas con decrecimientos semi-abruptos, tenemos

una solución aproximada cuya representación de Fourier es

P (M,rx)(xbtb|xata)=e−rW (tb−ta)
∫ ∞

−∞

dp

2π
eip(xb−xa)e−[H̄(p)+irxW p](tb−ta), (20.420)

donde H̄(p) está dado en la Ec. (20.141).
Recordando la discusión dada en la Sección 20.3, observamos que esta función de

distribución es un miembro de la familia de distribuciones martingalas equivalentes,
hallada en la Ec. (20.293), para el precio de las acciones S(t) = ex(t). Esta es la
distribución particular en la cual el factor de descuento r coincide con la tasa de
interés libre de riesgo rW .
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20.7.3 Valorización de las Opciones para Fluctuaciones
Gaussianas

Para fluctuaciones Gaussianas donde H(p) = σ2p2/2, la integral de la Ec. (20.419)
es fácil de evaluar y para el caso tb > ta obtenemos la distribución martingala

P (M,rx)(xbtb|xata) =
e−rW (tb−ta)

√

2πσ2(tb − ta)
exp

{

− [xb − xa− rxW
(tb − ta)]

2

2σ2(tb − ta)

}

. (20.421)

Esta distribución es la martingala de riesgo neutro hallada en la Ec. (20.289), donde
usamos r = rx.

Es claro que esta distribución de probabilidad es la solución de la integral de
trayectoria

P (M,rx)(xbtb|xata) = e−rW (tb−ta)
∫

Dx exp
{

− 1

2σ2

∫ tb

ta
[ẋ− rxW

]2
}

. (20.422)

Para un cierto precio de ejercicio, E representa la opción de las acciones. El
valor de la opción en la fecha de vencimiento tb estará dado por la diferencia entre
el precio de la acción en la fecha de vencimiento y el precio de ejercicio:

O(xb, tb) = Θ(xb − xE)(exb − exE), (20.423)

donde

xE ≡ logE. (20.424)

En la Ec. (20.423) la función de Heaviside tiene en cuenta el hecho que la opción es
sólo útil en el caso Sb > E.

Mediante la Ec. (20.423) calculamos el precio de la opción para un cierto tiempo
previo arbitrario, para ello utilizamos la probabilidad de evolución temporal dada
por la Ec. (20.421)

O(xa, ta) =
∫ ∞

−∞
dxbO(xb, tb)P

(M,rW )(xb tb|xata). (20.425)

Sustituyendo en esta expresión la Ec. (20.423), obtenemos la siguiente suma

O(xa, ta) = OS(xa, ta) −OE(xa, ta), (20.426)

donde

OS(xa, ta) =
e−rW (tb−ta)

√

2πσ2(tb−ta)

∫ ∞

xE

dxb e
xb exp

{

− [xb − xa − rxW
(tb − ta)]

2

2σ2(tb − ta)

}

, (20.427)

y

OE(xa, ta) = Ee−rW (tb−ta)
1

√

2πσ2(tb−ta)

∫ ∞

xE

dxb exp

{

− [xb − xa − rxW
(tb − ta)]

2

2σ2(tb − ta)

}

.

(20.428)
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En la segunda integral utilizamos la relación

x− ≡ xa + rxW
(tb − ta) = xa +

(

rW − 1

2
σ2
)

(tb − ta), (20.429)

y obtenemos

OE(xa, ta) = E
e−rW (tb−ta)

√

2πσ2(tb − ta)

∫ ∞

xE−x−

dxb exp

{

− x2b
2σ2(tb − ta)

}

. (20.430)

Luego de reescalar la variable de integración xb → −ξσ√tb − ta, obtenemos

OE(xa, ta) = e−rW (tb−ta)EN(y−), (20.431)

donde N(y) es la función de distribución Gaussiana acumulativa

N(y) ≡
∫ y

−∞

dξ√
2π
e−ξ2/2 =

1

2

[

1 + erf

(

y√
2

)]

, (20.432)

evaluada en

y− ≡ x− − xE
√

σ2(tb − ta)
=

log[S(ta)/E] + rxW
(tb − ta)

√

σ2(tb − ta)

=
log[S(ta)/E] +

(

rW − 1
2
σ2
)

(tb − ta)
√

σ2(ta − tb)
. (20.433)

En el precio de la opción, la primera contribución a la integral dada en la
Ec. (20.427) se puede hallar luego de completar la cuadratura en el exponente,
en la forma:

xb −
[xb − xa − rxW

(tb − ta)]
2

2σ2(tb − ta)

= − [xb − xa − (rxW
+ σ2)(tb − ta)]

2 − 2rWσ
2(tb − ta) − 2xaσ

2(tb − ta)

2σ2(tb − ta)
.(20.434)

Reescribiendo

x+ ≡ xa +
(

rxW
+ σ2

)

(tb − ta) = xa +
(

rW +
1

2
σ2
)

(tb − ta), (20.435)

y reescalando xb, como se hizo anteriormente, obtenemos

OS(xa, ta) = S(ta)N(y+), (20.436)

donde

y+ ≡ x+ − xE
√

σ2(ta − tb)
=

log[S(ta)/E] + (rxW
+ σ2) (tb − ta)

√

σ2(ta − tb)

=
log[S(ta)/E] +

(

rW + 1
2
σ2
)

(tb − ta)
√

σ2(ta − tb)
. (20.437)
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La combinación de resultados,

O(xa, ta) = S(ta)N(y+) − e−rW (tb−ta)E N(y−), (20.438)

es la famosa fórmula de Black-Scholes de la valorización de las opciones.
La Fig. 20.28 muestra como cambia el precio de rescate de las acciones respecto

del tiempo de la oferta tb − ta para diferentes volatilidades σ.
Los operadores de piso del mercado de valores utilizan la fórmula de Black-

Scholes para evaluar que tan elevadas son las opciones, de tal forma que puedan
decidir entre comprar o vender. Para una tasa de interés libre de riesgo rW , tiempo
de oferta tb − ta y un conjunto de opciones, acciones y precios de ejercicio O, S y
E, los operadores calculan la volatilidad utilizando la Ec. (20.438). El resultado se
conoce como la volatilidad implicada y se denota por Σ(x−xE). En la Fig. 20.29 se
muestra un gráfico t́ıpico de Σ(x−xE) en función de x−xE . Si la fómula de Black-
Scholes fuese exacta, los datos debeŕıan estar sobre la ĺınea horizontal Σ(x−xE) = σ.
En lugar de ello, los datos están dispersos sobre una parábola, la cual se conoce como
la sonrisa de la opción. La sonrisa indica la existencia de una kurtosis diferente de
cero en la distribución de la renta, como veremos en la Subsección 20.7.8.

No podemos dejar de decir que si la integral dada en la Ec. (20.427) se calcula
para todo el eje xb, el resultado será independiente del tiempo, esto se debe al
carácter martingala de la distribución de riesgo neutro P (M,rW )(xbtb|xata).

20.7.4 Valorización del Precio para una Opción Asática

En una opción Asática no tenemos el precio de la opción en la fecha de expiración
sino que tenemos un promedio durante el tiempo de validez de la opción. Para
calcular este promedio recordemos la amplitud temporal dada en la Ec. (3.200) de
una part́ıcula para un valor medio x0 fijo. La versión estocástica de la expresión
mecánico-cuántica de la Ec. (3.200) es

P (xbtb|xata)x0 =

√
3

πσ2(tb−ta)
exp

{

− 1

2σ2(tb−ta)

[

(xb−xa)2+12
(

x0−
xb+xa

2

)2
]}

.

(20.439)

Para la razón de crecimiento rW , la martingala asociada será

P (M,rx)(xbtb|xata)x0 =e−rW (tb−ta)

√
3

πσ2(tb−ta)

× exp

{

− 1

2σ2(tb−ta)

[

(xb−xa − rxW
(tb − ta))

2+ 12
(

x0−
xb+xa

2

)2
]}

, (20.440)

cuya integral sobre x0 dará como resultado la distribución martingala hallada en la
Ec. (20.421)

∫ ∞

−∞
dx0 P

(M,rx)(xbtb|xata)x0 = P (M,rx)(xbtb|xata). (20.441)
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Figure 20.28 Izquierda: Relación entre el precio de rescate O respecto del precio de las

acciones S para diferentes tiempos anteriores a la fecha de vencimiento (el incremento tem-

poral está en relación directa con el tamaño de ĺınea: 1, 2, 3, 4, 5 meses). Los parámetros

son E = 50 dolares, σ = 40% y rW = 6% mensual. Derecha: Relación entre el precio

de ejercicio E para valores fijos de las acciones 35 dolares, el tiempo de vencimiento es el

mismo al de la figura en el lado izquierdo (el incremento es directamente proporcional con

el tamaño del trazo). Inferior: Relación con la volatilidad al tiempo antes de la fecha de

vencimiento, tb − ta = 3 meses (de izquierda a derecha: 80%, 60%, 20%, 10%, 1%).

En lugar de la Ec. (20.423), el precio de la opción en el momento de expiración
será

O(xb, tb) = Θ(xb − x0)(e
xb − ex0), (20.442)

de tal forma que en lugar de la Ec. (20.426) tenemos la diferencia entre

OS(xa, ta) =
∫ ∞

−∞
dx0

∫ ∞

x0

dxb e
xbP (M,rx)(xbtb|xata)x0 , (20.443)

la cual en virtud de la Ec. (20.441) es igual a la Ec. (20.427) y la expresión

Ox̄(xa, ta) =
∫ ∞

−∞
dx0 e

x0

∫ ∞

x0

dxb P
(M,rx)(xbtb|xata)x0 , (20.444)

la cual reemplaza a la Ec. (20.430). Dado que ambas expresiones involucran inte-
grales sobre la función error, resulta de utilidad representar la función δ dada en la
Ec. (20.442) en forma de una integral de Fourier, con lo cual podemos reescribir el
precio de la opción al tiempo ta como

O(xa, ta) =
∫ ∞

−∞

dt

2πi

ei(xb−x0)t

t− iη

×
∫ ∞

−∞
dx0

∫ ∞

−∞
dxb (exb − ex0)P (M,rx)(xbtb|xata)x0 , (20.445)
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Σ(xb − xa)

xb − xa

Figure 20.29 Sonrisa hallada a partir de las opciones (ver la Ref. [13]).

El resultado de la doble integral en la segunda ĺınea será

e−A(t) − e−A0(t), (20.446)

donde

A(t) =−rW (tb − ta) −
i

2

(

rW +
σ2

2

)

t(tb − ta) +
σ2t2(tb − ta)

6
,

A0(t) =

(

−rW +
σ2

6

)

tb − ta
2

− i

2

(

rW−σ2

6

)

t(tb − ta) +
σ2t2(tb − ta)

6
. (20.447)

Ahora, usando la fórmula integral

∫ ∞

−∞

dt

2πi

e−a2t2/2+ibt

t− iη
= N [b/a]. (20.448)

tendremos [95]

O(xa, ta) = S(ta)[N(z+) − e−(rW+σ2/6)(tb−ta)/2N(z−)], (20.449)

donde

z+ =

√

3(tb − ta)

4σ2

(

rW +
σ2

2

)

, z− =

√

3(tb − ta)

4σ2

(

rW − σ2

6

)

. (20.450)

20.7.5 Valorización de las Opciones para la Distribución
de Boltzmann

Los resultados anteriores se pueden aplicar fácilmente al precio de las opciones para
los bienes cuya renta obedezca la distribución de Boltzmann dada en la Ec. (20.204).
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Dado que esta distribución es una superposición de distribuciones Gaussianas, tene-
mos que hallar la misma superposición en la fórmula de Black-Scholes (20.438). De
esta forma sustituimos la Ec. (20.438) en la integral (20.204) y obtenemos el precio
de la opción para la distribución de Boltzmann de los bienes, cuya varianza es σ2:

OB(xa, ta)=
(

t

σ2

)t 1

Γ(t)

∫ ∞

0

dv

v
vte−tv/σ2

Ov(xa, ta), (20.451)

donde Ov(xa, ta) es el precio de la opción obtenido de la fórmula de Black-Scholes
hallada en la Ec. (20.438), cuya varianza es v. El ı́ndice superior indica que en las
variables y+ y y− de las Ecs. (20.433) y (20.437), la varianza σ2 se intercambia por
la variable de integración v.

Dado que la distribución de Boltzmann para los datos al minuto tiende
rápidamente a una distribución Gaussiana (recordemos la Fig. 20.15), los cambios
del precio con respecto a la fórmula de Black-Scholes son importantes sólo para las
opciones de corto plazo, menor a una semana. Es más fácil estimar los cambios del
precio utilizando el desarrollo dado por la Ec. (20.209), de donde obtenemos

OB(xa, ta)=Ov(xa, ta) +
[2T 2(1 − 1/t)]2

2t
∂2vO

v(xa, ta) + . . . . (20.452)

20.7.6 Valorización de las Opciones para Fluctaciones
no Gaussianas en General

Para fluctuaciones no Gaussianas en general con decrecimientos semiabruptos, el
precio de la opción debe de calcularse numéricamente a partir de las Ecs. (20.425) y
(20.423). Utilizando la representación de Fourier dada en la Ec. (20.419) y usando
el Hamiltoniano

HrxW
(p) ≡ H̄(p) + irxW

p (20.453)

definido por la Ec. (20.141), obtenemos

O(xa, ta) =
∫ ∞

xE

dxb (exb − exE)P (xbtb|xata)

= e−rW (tb−ta)
∫ ∞

xE

dxb (exb − exE)
∫ ∞

−∞

dp

2π
eip(xb−xa)−HrxW

(p)(tb−ta). (20.454)

El integrando se puede rearreglar en la forma:

O(xa, ta)=e−rW (tb−ta)
∫ ∞

xE

dxb

∫ ∞

−∞

dp

2π

[

exaei(p−i)(xb−xa)− exEeip(xb−xa)
]

e−HrxW
(p)(tb−ta).

(20.455)
Se requiere de dos integraciones para hallar el resultado. Esto hará que el cálculo
numérico sea muy lento. Afortunadamente, una de las integrales se puede hallar
anaĺıticamente. Para ello cambiamos la variable del momentum en la primera parte
de la integral de p a p+ i y reescribimos la integral como

O(xa, ta) = e−rW (tb−ta)
∫ ∞

xE

dxb

∫ ∞

−∞

dp

2π
eip(xb−xa)f(p), (20.456)
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donde

f(p) ≡ exae−HrxW
(p+i)(tb−ta) − exEe−HrxW

(p)(tb−ta). (20.457)

Por brevedad, hemos eliminado los argumentos xa, xE , tb− ta de la función f(p). En
la Ec. (20.456) la integral sobre xb se convierte en una transformada de Fourier

f̃(xb − xa) =
∫ ∞

−∞

dp

2π
eip(xb−xa)f(p) (20.458)

para f(p). Entonces, es conveniente expresar la integral
∫∞
xE
dxb en términos de la

función de Heaviside Θ(xb − xE), en la forma
∫∞
−∞ dxb Θ(xb − xE) y usar la repre-

sentación de Fourier de la función de Heaviside dada en la Ec. (1.312) para obtener

∫ ∞

xE

dxb f̃(xb − xa) =
∫ ∞

−∞
dxb

∫ ∞

−∞

dq

2π

i

q + iη
e−iq(xb−xE)f̃(xb − xa). (20.459)

Sustituyendo ahora la representación de Fourier dada en la Ec. (20.458), podemos
evaluar la integral sobre xb y obtenemos la representación en el espacio del momen-
tum del precio de la opción

O(xa, ta) = e−rW (tb−ta)
∫ ∞

−∞

dp

2π
eip(xE−xa)

i

p+ iη
f(p). (20.460)

Para el caso de integraciones numéricas, la singularidad en p = 0 resulta un incon-
veniente. Por lo tanto, empleamos la descomposición dada en la Ec. (18.54)

1

p+ iη
=

P
p
− iπδ(p), (20.461)

para escribir

O(xa, ta) = e−rW (tb−ta)

[

1

2
f(0) + i

∫ ∞

−∞

dp

2π

eip(xE−xa)f(p) − f(0)

p

]

. (20.462)

Hemos usado el hecho de que el valor principal de la integral dividido por p es cero,
para sustraer el factor constante f(0) del integrando eip(xE−xa)f(p). Luego de esto el
integrando es regular, por lo que no necesitamos más la etiqueta del valor principal,
y la integración numérica es directa.

Si xa es muy diferente de xE , podemos usar la aproximación

∫ ∞

−∞

dp

2π

eip(xE−xa)f(p) − f(0)

p
≈ 1

2
ǫ(xa − xE)f(0), (20.463)

donde ǫ(x) ≡ 2Θ(x) − 1 es la función escalón dada en la Ec. (1.315), y obtenemos

O(xa, ta) ≈
e−rW (tb−ta)

2
[1 + Θ(xa − xE)] f(0). (20.464)
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Usando la Ec. (20.418) tenemos e−HrxW
(i) = erW , y dado que e−HrxW

(0) = 1 vemos
que O(xa, ta) tiende a cero para xa → −∞, mientras que para valores grande de xa
obtenemos el comportamiento

O(xa, ta) ≈ exa − exEe−rW (tb−ta) = S(ta) − e−rW (tb−ta)E. (20.465)

Este es el mismo comportamiento de la fórmula de Black-Scholes, ver la Ec. (20.438).
En la Fig. 20.30 mostramos la diferencia entre el precio de la opción obtenida

de nuestra fórmula, hallada en la Ec. (20.462) para una distribución truncada de
Lévy de kurtosis κ = 4, y la fórmula de Black-Scholes (20.438) utilizando los datos
mostrados en el extremo superior izquierdo de la Fig. 20.28.

O(S, t) −OBS(S, t)

S
20 40 60

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Figure 20.30 Diferencia entre el precio de rescate O(S, t), obtenido de la distribución

truncada de Lévy con kurtosis κ = 4, y el precio de Black-Scholes OBS(S, t), donde σ2 = v̄,

como función del precio de las acciones S para diferentes tiempos antes de la fecha de

vencimiento (el tiempo cambia de acuerdo con el ancho de ĺınea: 1, 2, 3, 4, 5 meses). Los

parámetros son E = 50 dolares, σ = 40% y rW = 6% por mes.

Para distribuciones truncadas de Lévy, la integral de Fourier hallada en la
Ec. (20.454) se puede expresar directamente en términos de la función de distribución
original, la cual corresponde a la transformada de Fourier dada en la Ec. (20.52):

L̃
(λ,α,β)
σ2 (x) =

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipx−H(p). (20.466)

Inspeccionando la Ec. (20.53) vemos que el factor tb − ta que multiplica al Hamil-
toniano HrxW

(p) de la Ec. (20.454) se puede absorber en los parámetros σ, λ, α y β,
de las distribuciones truncadas de Lévy, utilizando el reemplazo

σ2 → σ2(tb − ta), rxW
→ rxW

(tb − ta). (20.467)

Denotemos la distribución truncada de Lévy cuyo promedio es cero por L̄
(λ,α,β))
σ2 (x).

Esta expresión corresponde a la transformada de Fourier de e−H̄(p):

L̄
(λ,α,β)
σ2 (x) =

∫ ∞

−∞

dp

2π
eipx−H̄(p). (20.468)

Entonces, la transformada de Fourier de e−H̄(p)(tb−ta) estará dada por L̄
(λ,α,β))
σ2(tb−ta)

(x).

Utilizando el término adicional rxW
dado en la Ec. (20.453) en el argumento de la
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exponencial de la integral de la Ec. (20.454), obtenemos el término de deriva rxW
en

la distribución, con lo cual encontramos
∫ ∞

−∞

dp

2π
eipx−[H̄(p)+irxW p](tb−ta) = L̃

(λ,α,β))
σ2(tb−ta)

(x− rxW
(tb − ta)). (20.469)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (20.419), encontramos la distribución martin-
gala libre de riesgo a ser utilizada en la Ec. (20.454):

P (xbtb|xata) = e−rW (tb−ta)L̄
(λ,α,β)
σ2(tb−ta)

(xb − xa − rxW
(tb − ta)). (20.470)

Por lo tanto, el resultado es una distribución truncada de Lévy cuyo ancho crece y
se mueve uniformemente de la posición promedio. Dado que todos los coeficientes
cn del desarrollo de H(p) en la Ec. (20.40) tienen el mismo factor tb − ta, la kurtosis
κ = c4/c

2
2 disminuye inversamente proporcional a tb − ta. A medida que el tiempo

aumenta, la distribución es cada vez más y más Gaussiana, efecto que es una mani-
festación del teorema del ĺımite central de la mecánica estad́ıstica. Este resultado
es contrario al caso de una distribución pura de Lévy, la cual no tiene ancho finito
y por lo tanto presenta un decaimiento abrupto a grandes distancias.

En forma expĺıcita, la fórmula (20.454) para el precio de la opción será

O(xa, ta) = e−rW (tb−ta)
∫ ∞

xE

dxb (exb − exE)L̄
(λ,α,β)
σ2(tb−ta)

(xb − xa − rxW
(tb − ta)).(20.471)

Esta y otras ecuaciones similares deducidas utilizando otros modelos no Gaussisanos,
conducen a fórmulas justas para los precios de las opciones.

20.7.7 Valorización de las Opciones para las Fluctuaciones de la
Varianza

Si se tienen en cuenta las fluctuaciones de la varianza, en la derivación de la ecuación
de evolución temporal para el precio de una opción necesitamos considerar la de-
pendencia con respecto a v(t). En lugar de la Ec. (20.407) escribiremos la evolución
temporal en la forma

dO

dt
=

1

dt

[

O(x(t) + ẋ(t) dt, v(t) + v̇(t) dt, t+ dt) − O(x(t), v(t), t)
]

=
∂O

∂t
+
∂O

∂x
ẋ+

∂O

∂v
v̇ +

1

2

∂2O

∂x2
ẋ2 dt+

∂2O

∂x∂v
ẋv̇ dt+

1

2

∂2O

∂v2
v̇2dt+ . . . .(20.472)

El desarrollo se puede truncar luego de la segunda derivada debido a la naturaleza
Gaussiana de las fluctuaciones. Utilizamos aqúı la regla de Itō para reemplazar

ẋ2 −−−→ v(t), v̇2 −−−→ ǫ2v(t), ẋv̇ −−−→ ρǫv(t), (20.473)

estos reemplazos se siguen directamente de las Ecs. (20.306) y (20.308) y de las
funciones de correlación (20.310). De esta forma obtenemos

dO

dt
=

1

dt

[

O(x(t) + ẋ(t) dt, v(t) + v̇(t) dt, t+ dt) − O(x(t), v(t), t)
]

=
∂O

∂t
+
∂O

∂x
ẋ +

∂O

∂v
v̇ +

1

2

∂2O

∂x2
v +

∂2O

∂x∂v
ρǫv +

1

2

∂2O

∂v2
ǫ2v. (20.474)
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Este resultado se sustituye en la Ec. (20.403). Si ajustamos la cartera financiera de
acuerdo a la regla (20.404), y usando la relación de Itō Ṡ/S = ẋ + v/2, obtenemos
la ecuación [comparemos con la Ec. (20.409)]

NOrW

(

−∂O
∂x

+O

)

= − NO
∂O

∂x

(

ẋ+
v2

2

)

+NOȮ

= NO

[

−v
2

2

∂O

∂x
+
∂O

∂v
v̇ +

∂O

∂t
+

1

2

∂2O

∂x2
v +

∂2O

∂x∂v
ρǫv +

1

2

∂2O

∂v2
ǫ2v + . . .

]

. (20.475)

Como ya hemos obtenido anteriormente en la Ec. (20.409), el ruido ẋ ha desapare-
cido. Sin embargo, contrario al tratamiento para una sola variable, en esta ecuación
permanece la variable de ruido ηv. Este ruido se puede eliminar solamente si inter-
cambiamos un bien financiero V , cuyo precio sea igual a la varianza, directamente
en el mercado financiero. Luego, en lugar de la Ec. (20.396), podemos construir una
cartera financiera libre de riesgo que contenga cuatro valores

W (t) = NS(t)S(t) +NO(t)O(S, t) +NV (t)V (t) +NB(t)B(t). (20.476)

De hecho, utilizando

NV (t)

NO(t)
= −∂O(S(t), v(t), t)

∂v(t)
, (20.477)

podŕıamos cancelar el término v̇ en la Ec. (20.475). Este resutado nos dice que
necesitamos comercializar dicho bien. Sin esto, sólo podemos alcanzar una libertad
de riesgo aproximada ignorando el ruido ηv(t) en el término v̇, reemplazando luego
v̇ por el primer término determinista en la ecuación diferencial estocástica (20.308):

v̇(t) −−−→ −γ[v(t) − v̄]. (20.478)

Adicionalmente, podemos tener en cuenta el hecho de que el precio de la opción
aumenta con la varianza, como en la fórmula de Black-Scholes, agregando en el lado
derecho de la Ec. (20.478) un término fenomenológico de corrección −λv, llamado
el riesgo de la volatilidad del precio [78, 11]. Tal término tiene el efecto simple de
renormalizar los parámetros γ y v̄ en la forma

γ∗ = γ + λ, y v̄∗ = γv̄/γ∗. (20.479)

Aśı, hallamos una ecuación diferencial del tipo Fokker-Planck [comparemos con la
Ec. (20.417)]

∂O

∂t
= rWO −

(

rW − v

2

)

∂O

∂x
+ γ∗[v(t) − v̄∗]

∂O

∂v
− v

2

∂2O

∂x2
− ρǫv

∂2O

∂x∂v
− ǫ2v

2

∂2O

∂v2
.

(20.480)
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En el lado derecho reconocemos el operador Hamiltoniano dado en la Ec. (20.319),
donde γ y v̄ se reemplazan por γ∗ y v̄∗, en términos del cual hallamos

∂O

∂t
= rW (O − ∂xO) +

(

Ĥ∗ + γ∗ + ρǫ∂x + ǫ2∂v
)

O. (20.481)

La solución de esta ecuación se puede expresar fácilmente como una modificación
de la solución a la ecuación diferencial (20.318), P (xb, vb, tb|xavata), dada por la
Ec. (20.340). Dado que con respecto a la Ec. (20.318), esta expresión contiene
derivadas de primer orden adicionales, hallamos simplemente, utilizando la notación
x ≡ xa y t ≡ ta, que la solución P v(xb, vb, tb|xavata) que cumple con la condición
inicial

P v(xb, vb, tb|xavata) = δ(xb − xa)δ(vb − va), (20.482)

es de la siguiente forma:

P v(xb, vb, tb|xavata) = e−(rW+γ∗)∆tPsh(xb, vb, tb|xavata), (20.483)

donde el sub́ındice sh indica que los argumentos xb −xa y vb − va se han desplazado
en la forma:

xb − xa → xb − xa − (rW − ρǫ), vb − va → vb − va − ǫ2. (20.484)

S

ρ = −0.5ρ = 0.5
O(S, v, t) −OBS(S, t)

0.1

0.05

−0.05

0

−0.1

80 90 100 120 130 140

Figure 20.31 Diferencia entre el precio de la opción O(S, v, t), con fluctuaciones en la

volatilidad, y el precio de Black-Scholes OBS(S, t), donde σ2 = v̄, para el precio de ejercicio

de la opción de 100 dolares. Los parámetros están dados en la Ec. (20.485). El parámetro

de correlación del ruido para un caso es ρ = −0.5 y para el otro caso ρ = 0.5. Para una

opción en efectivo el valor absoluto es 2.83 dolares para el caso ρ = −0.5 y 2.81 dolares

para ρ = 0.5 (tomado de la Ref. [78]).
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La distribución hallada en la Ec. (20.482) puede sustituirse en una expresión del
tipo dada en la Ec. (20.425), para hallar el precio de la opción a un cierto tiempo ta
con respecto al precio dado por la Ec. (20.423) al momento del plazo de vencimiento
tb. Si suponemos que la varianza va es igual a v̄ y los parámetros restantes son

γ∗ = 2, v̄ = 0.01, ǫ = 0.1, rW = 0, (20.485)

el precio de una opción con precio de ejercicio E = 100, medio año antes de la fecha
de vencimiento, cuyo precio de las acciones es S = E (esto es lo que llamamos la
opción en efectivo), es 2.83 dolares para ρ = −0.5 y 2.81 dolares para ρ = 0.5. La
diferencia con respecto al precio de Black-Scholes se muestra en la Fig. 20.31.

20.7.8 Desarrollo Perturbativo y Sonrisa

Un tratamiento perturbativo de toda distribución no Gaussiana D̃(x), la cual por simplicidad
suponemos simétrica, parte del desarrollo

D(p) =
[

1 +
a4
4!
p4 − a6

6!
p6 +

c8
8!
p8 − . . .− . . .

]

e−σ2p2/2, (20.486)

donde

a4 = c4, a6 = c6, a8 = c8 + 35c24, a10 = c10 + 210c4c6, . . . , (20.487)

misma que se puede expresar como la serie

D(p)=

[

1 +
a4
4!

22
(

∂

∂σ2

)2

+
a6
6!

23
(

∂

∂σ2

)3

+
a8
8!

24
(

∂

∂σ2

)4

+ . . .

]

e−σ2p2/2. (20.488)

Utilizando la transformada de Fourier obtenemos el desarrollo de la distribución en el espacio x

D̃(x) =

[

1 +
a4
4!

22
(

∂

∂σ2

)2

+
a6
6!

23
(

∂

∂σ2

)3

+
a8
8!

24
(

∂

∂σ2

)4

+ . . .

]

e−x2/2σ2

√
2πσ2

=

[

1 +
c̄4
8

− c̄6
48

+
35c̄24
384

+
c̄8
384

+
x2

σ2

(

− c̄4
4

+
c̄6
16

− 35c̄24
96

− c̄8
96

)

+
x4

σ4

(

c̄4
24

− c̄6
48

+
35c̄24
192

+
c̄8
192

)

+
x6

σ6

(

c̄6
720

− 35c̄24
1440

− c̄8
1440

)

+
x8

σ8

(

35c̄24
40320

+
c̄8

40320

)

+ . . .

]

e−x2/2σ2

√
2πσ2

. (20.489)

En el caso de una distribución truncada de Lévy para las potencias εn/2−1, las cantidades c̄n
contienen la kurtosis κ. Si la distribución es casi una Gaussiana, podemos hallar un nuevo desarrollo
de todas las expresiones anteriores en términos de los cumulantes de orden superior. En el caso de
una distribución truncada de Lévy podemos conservar sistemáticamente todos los términos hasta
una cierta potencia máxima de ε y hallamos

D̃(x) =

{

1 − x2

2σ2

(

c̄4
2

− c̄6
8

+
2c̄24
3

+
c̄8
48

+
5c̄4c̄6
192

− 33c̄34
256

)

+
x4

σ4

(

c̄4
24

− c̄6
48

+
17c̄24
96

+
c̄8
192

+
c̄4c̄6
288

− 239c̄34
9216

)

+
x6

σ6

(

c̄6
720

− 7c̄24
288

− c̄8
1440

− c̄4c̄6
5760

+
7c̄34
2304

)

+
x8

σ8

(

c̄24
1152

+
c̄8

40320
− c̄34

9216

)

+ . . .

}

e−x2/2σ2

√

2πσ2
1

, (20.490)
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donde hemos introducido el ancho modificado de la distribución, en la forma

σ̃2
1 ≡ σ2

(

1 − c̄4
4

+
c̄6
24

− 13c̄24
96

− c̄8
192

− c̄4c̄6
64

− 31c̄34
512

+ . . .

)

. (20.491)

El prefactor se puede colocar dentro de la exponencial, de donde hallamos

D̃(x) = exp

{

− x2

2σ2

(

1 +
c̄4
2

+
2 c̄24
3

− 33 c̄34
256

− c̄6
8

+
5 c̄4 c̄6
192

+
c̄8
48

)

+
x4

σ4

(

c̄4
24

+
7 c̄24
48

− 1007 c̄34
9216

− c̄6
48

+
11 c̄4 c̄6

576
+

c̄8
192

)

+
x6

σ6

(

− c̄24
72

+
43 c̄34
768

+
c̄6
720

− 23 c̄4 c̄6
2880

− c̄8
1440

)

+
x8

σ8

(

−101 c̄34
9216

+
7 c̄4 c̄6
5760

+
c̄8

40320

)

+ . . .

}

1
√

2πσ2
1

. (20.492)

Introduciendo un segundo ancho modificado

σ̃2
2 ≡ σ2

(

1 − c̄4
2

+
c̄6
8

− 5c̄24
12

− c̄8
48

− 29c̄4c̄6
192

+
515c̄34
768

+ . . .

)

, (20.493)

la exponencial tendrá la forma

D̃(x) = exp

{

−x
2

σ̃2
2

+
x4

σ̃4
2

(

c̄4
24

− c̄6
48

+
5c̄24
48

+
c̄8
192

+
29c̄4c̄6
576

− 2576c̄34
9216

)

+
x6

σ̃6
2

(

c̄6
720

− c̄24
72

− 8c̄8
1440

− 29c̄4c̄6
2880

+
59c̄34
768

)

+
x8

σ̃8
2

(

c̄8
40320

+
7c̄4c̄6
5760

− 101c̄34
9216

)

+ . . .

}

1
√

2πσ̃2
1

. (20.494)

La exponencial se puede re-expresar compactamente en la forma cuasi-Gaussiana

D̃(x) =
1

√

2πσ̃2
1

exp

[

− x2

2Σ2(x)

]

, (20.495)

donde hemos definido un ancho dependiente de x

Σ̃(x) ≡ σ2
2

[

1 +
x2

σ2
2

(

c̄4
12

+
5 c̄24
24

− 2575 c̄34
4608

− c̄6
24

+
29 c̄4 c̄6

288
+
c̄8
96

)

+
x4

σ4
2

(−c̄24
48

+
217 c̄34
1152

− 1375 c̄44
27648

+
c̄6
360

− 13 c̄4 c̄6
480

− c̄24 c̄6
1728

+
c̄26
576

− c̄8
720

+
c̄4 c̄8
576

)

+
x6

σ6
2

(

−359 c̄34
13824

+
127 c̄44
6912

+
5 c̄4 c̄6
1728

− 13 c̄24 c̄6
17280

− c̄26
4320

+
c̄8

20160
− c̄4 c̄8

4320

)

+ . . .

]

.

(20.496)

Para valores pequeños de x, la desviación de Σ2(x) respecto de la constante σ2 tiene como término
principal un término cuadrático. Si graficamos la fluctuación del ancho Σ(x), para los valores
observados del logaritmo del precio de las opciones, encontramos la parábola en forma de son-
risa mostrada anteriormente en la Fig. 20.29. Utilizando como base el desarrollo hallado en la
Ec. (20.488) podemos deducir una fórmula aproximada del precio de las opciones para la fluc-
tuación de los bienes de acuerdo a la distribución truncada de Lévy. Simplemente aplicamos el
operador diferencial que multiplica a la distribución Gaussiana

O ≡
[

1 +
a4
4!

22
(

∂

∂σ2

)2

+
a6
6!

23
(

∂

∂σ2

)3

+
a8
8!

24
(

∂

∂σ2

)4

+ . . .

]

(20.497)
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a la distribución Gaussiana dada en la Ec. (20.421). Para el caso λ = 3/2, los coeficientes son

a4 =
ε

M2
, a6 =

5 · 7 ε2
3M3

, a8 =
5 · 7 · 11 ε2

M4
+

5 · 7 ε2
M4

,

a10 =
52 · 7 · 11 · 13 ε4

3M5
+

22 · 5 · 7 · 17 ε4

3M5
, . . . . (20.498)

El operador O se aplica a la expresión de Black-Scholes dada en la Ec. (20.438), de tal forma que
obtenemos el resultado formal

OL(xa, ta) = OO(xa, ta) = O
[

S(ta)N(y+) − e−(rxW
+σ2/2)(tb−ta)EN(y−)

]

, (20.499)

donde, en el lado derecho, hemos usado la Ec. (20.418) para mostrar la dependencia completa con
respecto a σ. Ahora, esta expresión se puede desarrollar en términos de potencias de la kurtosis κ.
El término proporcional a a4 será una primera corrección, lineal en ε, a la fórmula de Black-Scholes

O1(xa, ta) = − ε

12M2

{

(

Se−y2
+/2 − e−rW (tb−ta)Ee−y2

−/2
) ym√

2πσ2

− e−rW (tb−ta)(tb − ta)EN(y−)

}

. (20.500)

El término proporcional a a6 será una corrección proporcional a ε2:

O2(xa, ta) =
35ε2

3M3

1

23 · 32 · 5
{[

Se−y2
+/2
(

y+y
2
− − 3y+ + 4

√

σ2(tb − ta)
)

− e−rW (tb−ta)Ee−y2
−/2

(

y3− − 3y− − 2σ2(tb − ta)y−
)

] 1√
2πσ4

+ e−rW (tb−ta)(tb − ta)
2EN(y−)

}

. (20.501)

El siguiente término proporcional a a8, adiciona correcciones proporcionales a ε2 y ε3:

O3(xa, ta) =
385ε3 + 35ε2

M4

1

26 · 32 · 5 · 7
×
{[

Se−y2
+/2
(

−y3−y2+ + 9y−y
2
+ + y3− − 15y+ + 18 +

√

σ2(tb − ta)(12y−y+ + 18)
)

− e−rW (tb−ta)Ee−y2
−/2

(

y5− − 10y3− + 15y− + σ2(tb − ta)(3y
3
− − 9y−)

+σ4(tb − ta)
2 3y−

)]

1√
2πσ6

+e−rW (tb−ta)(tb − ta)
3EN(y−)

}

. (20.502)

Dado que el desarrollo es asintótico, para aplicaciones prácticas será necesario un esquema de
resumación eficiente.

Apéndice 20A Comportamiento para Valores grandes de x

de la Distribución Truncada de Lévy

Deduciremos aqúı el desarrollo asintótico divergente, en la región de valores grandes de x. Uti-
lizando la variable y ≡ p/α y la constante a ≡ −sαλ, podemos escribir la integral de Fourier dada
en la Ec. (20.24) en la forma

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = αe−2a

∞
∫

−∞

dy

2π
eiαyxea[(1−iy)λ+(1+iy)λ]. (20A.1)
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Desarrollando el último exponencial en una serie de Taylor, obtenemos

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = αe−2a

∞
∫

−∞

dy

2π
eiyαx

∞
∑

n=0

an

n!
[(1 − iy)λ + (1 + iy)λ]n =

= αe−2a

∞
∫

−∞

dy

2π
eiαxy

∞
∑

n=0

an

n!

n
∑

m=0

( n

m

)

(1 − iy)λ(n−m)(1 + iy)λm (20A.2)

donde utilizamos los coeficientes binomiales. Cambiando el orden de la sumatoria, obtenemos

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = αe−2a

∞
∑

n=0

an

n!

n
∑

m=0

( n

m

)

∞
∫

−∞

dy

2π
eiαxy(1 − iy)λ(n−m)(1 + iy)λm. (20A.3)

Con ayuda de las funciones de Whittaker, dadas en la Ec. (20.30), este resultado se puede reescribir
como

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = αe−2a

∞
∑

n=0

an

n!

n
∑

m=0

( n

m

) (αx)−1−λn/22λn/2

Γ(−λm)
Wλn/2−λm,(λn+1)/2(2αx). (20A.4)

Utilizando las funciones Gama de argumento positivo, en lugar de las de argumento negativo,
obtenemos

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = −α

π
e−2a

∞
∑

n=1

an
n
∑

m=0

2λn/2Γ(1+λm) sin(πλm)

(αx)1+λn/2m!(n−m)!
Wλn/2−λm,(λn+1)/2(2αx).

(20A.5)

Las funciones de Whittaker Wλ,γ(x), tienen el siguiente desarrollo asintótico

Wλ,γ(x) = e−x/2xλ







1 +

∞
∑

k=1

1

k!xk

k
∏

j=1

[

γ2 − (λ− j + 1/2)2
]







. (20A.6)

Para γ ≡ (λn+ 1)/2 y λ ≡ λ(n− 2m)/2, el producto tendrá la forma

k
∏

j=1

[γ2 − (λ− j + 1/2)2] =

k
∏

j=1

{

(

λn+ 1

2

)2

−
[

λ(n− 2m)

2
− j +

1

2

]2
}

=

k
∏

j=1

(λm+ j)(λn+1 − λm− j). (20A.7)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (20A.6) y luego lo ah́ı obtenido en la Ec. (20A.5), obtenemos
el desarrollo asintótico para valores grandes de x:

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = − 1

π
e−2a e

−αx

x

∞
∑

n=1

an 2λn
n
∑

m=1

Γ(1 + λm) sin(πλm)

m!(n−m)!
(2αx)−λm

×
[

1 +

∞
∑

k=1

∏k
j=1(λm+ j)(λn+ 1 − λm− j)

k!(2αx)k

]

. (20A.8)

Dado que sin(πλm) se anula para m = 0, en la suma hemos incrementado el valor inicial del ı́ndice

m en una unidad. Si definimos el producto de la forma
∏0

j=1 ... como la unidad, el término en el
último paréntesis se puede escribir como

∞
∑

k=0

1

k!(2αx)k

k
∏

j=1

(j + λm)(1 − λm− j + λn). (20A.9)
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Rearreglando la doble suma en la Ec. (20A.8), encontramos que L̃
(λ,α)
σ2 (x) tiene la expresión

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = − 1

π
e−2a e

−αx

x

∞
∑

m=1

Γ(1 + λm) sin(πλm)

m!(2αx)λm

∞
∑

n=m

an 2λn

(n−m)!

×
∞
∑

k=0

1

k!(2αx)k

k
∏

j=1

(j + λm)(1 − λm− j + λn), (20A.10)

y también hallamos la forma

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = − 1

π
e−2a e

−αx

x

∞
∑

m=1

Γ(1 + λm) sin(πλm)

m!
(2αx)−λm

×
∞
∑

n=0

(2λa)n+m 1

n!

∞
∑

k=0

1

k!(2αx)k

k
∏

j=1

(j + λm)(1 − j + λn) =

= − 1

π
e−2a e

−αx

x

∞
∑

k=0

1

k!(2αx)k

∞
∑

m=1

Γ(1 + λm) sin(πλm)(2λa)m

(2αx)λmm!

×
k
∏

j′=1

(j′ + λm)

∞
∑

n=0

(2λa)n

n!

k
∏

j=1

(λn+ 1 − j). (20A.11)

En esta expresión, la última suma sobre n se puede reexpresar en forma más eficiente usando la
función generatriz

f (k)(yλ) ≡ dk

dyk
ey

λ

, (20A.12)

cuya serie de Taylor es

f (k)(yλ) =
dk

dyk

∞
∑

n=0

yλn

n!
=

∞
∑

n=0

1

n!

k
∏

j=1

(λn− j + 1)yλn−k, (20A.13)

de donde hallamos

L̃
(λ,α)
σ2 (x) =

1

π
e−2a e

−αx

x

∞
∑

k=0

ak/λ2kf (k)(2λa)

k!(2αx)k

×
∞
∑

m=1

Γ(1 + λm) sin(πλm)(2λa)m

m!
(2αx)−λm

k
∏

j=1

(λm+ j).

(20A.14)

Este resultado se puede reescribir en la forma

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = −e

−2a

π
e−αx

∞
∑

k=0

(−s)k/λf (k)(−s(2α)λ)

k!

×
∞
∑

m=1

Γ(1 + λm+ k) sin(πλm)(−s)m
m!x1+λm+k

.

(20A.15)

De donde obtenemos el desarrollo asintótico

L̃
(λ,α)
σ2 (x) = −e

−2a

π

e−αx

x

∞
∑

k=0

Ak

∞
∑

m=1

Bkm
(−s)m
xλm+k

, (20A.16)
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Figure 20.32 Representación de L̃
(λ,α)
σ2

(K)(x) para valores grandes de x, donde se pre-

sentan diferentes términos de la serie (para K = 0, 1, 2, 3, 4 y 5, el ancho de ĺınea indica

el incremento en K). Se muestra también una comparación con la cola de la distribución

truncada de Lévy, donde λ =
√

2, σ = 0.5 y α = 1.

donde

Ak =
(−s)k/λf (k)(−s(2α)λ)

k!
, Bkm =

Γ(1 + λm+ k) sin(πλm)

m!
. (20A.17)

Utilizamos L̃
(λ,α)
σ2

(K)(x) para denotar el término K-ésimo donde hemos truncado la suma. Para
obtener la potencia de orden menor en |x|, terminamos la suma sobre m luego de hallar el menor
entero mayor que (K − k + λ)/λ. El término principal es

L̃
(λ,α)
σ2

(0)(x) = −e
−2a

π
e−αxf (0)(−s(2α)λ)

Γ(1 + λ) sin(πλ)(−s)
x1+λ

= s
eα

λs(2−2λ)

π

Γ(1 + λ) sin(πλ)

x1+λ
e−αx. (20A.18)

Para valores grandes de x la aproximación de L̃
(λ,α)
σ2

(0)(x) se compara con la distribución truncada
de Lévy en la Fig. 20.32.

Apéndice 20B Peso Gaussiano

Por simplicidad estudiemos el caso más simple del contenido Gaussiano de la distribución final
hallada en la Ec. (20.347), donde ρ = 0. Movamos entonces el contorno de la integral dada en la
Ec. (20.347) a la trayectoria p+ i/2 y estudiemos la integral de Fourier

P (x t |xata) = e−∆x/2

∫ +∞

−∞

dp

2π
eip∆x−H̄(p,∆t), (20B.1)

donde

H̄(p,∆t) = −γ
2v̄t

κ2
+

2γv̄

κ2
ln

[

cosh
Ωt

2
+

Ω2 + γ2

2γΩ
sinh

Ωt

2

]

, (20B.2)

y

Ω =
√

γ2 + κ2(p2 + 1/4). (20B.3)

H̄(p,∆t) es real y antisimétrica como función de p. Por lo tanto, la integral dada en la Ec. (20B.1)
es una función simétrica respecto de ∆x. La única fuente de asimetŕıa de P (x t |xata) en función
de ∆x, está en el prefactor exponencial hallado en la Ec. (20B.1).
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Para valores pequeños de ∆x, hallamos el desarrollo en serie de la integral dada en la Ec (20B.1):

P (x t |xata) ≈ e−∆x/2

[

µ0 −
1

2
µ2(∆x)

2

]

≈ µ0 e
−∆x/2e−µ2(∆x)2/2µ0 , (20B.4)

donde los coeficientes son el primer y segundo momento de la función exp[H̄(p,∆t)]

µ0(∆t) =

+∞
∫

−∞

dp

2π
e−H̄(p,∆t), µ2(∆t) =

+∞
∫

−∞

dp

2π
p2e−H̄(p,∆t). (20B.5)

Si ignoramos los decrecimientos semi-abruptos y extrapolamos la expresión Gaussiana del lado
derecho al intervalo ∆x ∈ (−∞,∞), la probabilidad total contenida en la extrapolación Gaussiana
será la fracción

f(∆t) =

+∞
∫

−∞

d∆xµ0 e
−∆x/2−µ2∆x2/2µ0 =

√

2πµ3
0

µ2
eµ0/8µ2 . (20B.6)

Dado que la integral de la Ec. (20B.6) ignora la probabilidad contenida en los decrecimientos
semi-abruptos, esta fracción es siempre menor que 1. La diferencia 1 − f(∆t) es una medida de
la contribución relativa de los decrecimientos semi-abruptos. Los parámetros µ0(∆t) y µ2(∆t) se
calculan en forma numérica, la fracción f(∆t) resultante se gráfica en la Fig. 20.25 en función de
∆t. Para el ĺımite ∆t→ ∞ la distribución es una Gaussiana, mientras que para valores pequeños
de ∆t obtenemos una función muy dispersa en función de p.

Apéndice 20C Comparación con los Datos Dow-Jones

Para mostrar una comparación directa entre la teoŕıa discutida en la Sección 20.4 y los datos
financieros reales mostrados en la Fig. 20.22, los autores de la Ref. [79] utilizaron los datos fi-
nancieros al cierre diario del ı́ndice industrial Dow-Jones para el peŕıodo de los últimos 20 años,
desde el 1o. de Enero de 1982 hasta el 31 de Diciembre de 2001, obtenidos del sitio electrónico
Yahoo [110]. El conjunto de datos contiene 5049 puntos S(tn), donde la variable temporal discreta
tn representa los d́ıas. Se han ignorado los d́ıas cortos, anteriores a las festividades. Para cada
tn, los autores calcularon el logaritmo de la ganancia ∆x(tn) = lnS(tn+1)/S(tn). Luego hicieron
una partición del eje x en intervalos igualmente espaciados de ancho ∆x y contaron el número
de logaritmos de la renta ∆x(tn) que caen en cada intervalo, omitiendo todos los intervalos con
número de ocupación menor que cinco, el cual consideraron como demasiado pequeño para ser de
utilidad. De esta forma, sólo se omitió menos del 1% del total de los datos. Dividiendo el número
de ocupación de cada partición por ∆r y por el número total de ocupación de las particiones,
obtuvieron la densidad de probabilidad para el intervalo temporal ∆t = 1 d́ıa. De esta manera
encontraron P (DJ)(x t |xata), donde usaron el reemplazo ∆x→ ∆x− rS∆t.

Suponiendo que el sistema es ergódico, de tal forma que el ensemble promedio es equivalente al
promedio temporal, compararon P (DJ)(x t |xata) con el valor calculado de P (x t |xata) hallado en
la Ec. (20.347). Los parámetros del modelo se determinaron minimizando la desviación cuadrática
media

∑

∆x,∆t | logP (DJ)(x t |xata) − logP (x t |xata)|2, donde la suma se calcula sobre todos los
∆x disponibles y sobre ∆t = 1, 5, 20, 40 y 250 d́ıas. Se seleccionaron estos valores de ∆t debido
a que representan diferentes reǵımenes: γ∆t ≪ 1 para t = 1 y 5 d́ıas, γ∆t ≈ 1 para t = 20 d́ıas
y γ∆t ≫ 1 para t = 40 y 250 d́ıas. Como se muestra en las Figs. 20.22 y 20.23, la densidad
de probabilidad P (x t |xata) calculada con la integral de Fourier hallada en la Ec. (20.347), con
componentes dadas por la Ec. (20.348), concuerda muy bien con los datos no sólo para los cinco
valores temporales seleccionados, sino que para todo el intervalo temporal de 1 a 250 d́ıas de
actividad comercial. La comparación no se puede extender a ∆t mayor a 250 d́ıas, valor que
representa aproximadamente 1/20 del rango entero de datos, debido que es imposible obtener con
certeza de los datos la probabilidad P (DJ)(x t |xata) cuando ∆t es muy grande.
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Table 20.1 Parámetros de las ecuaciones con fluctuaciones de la varianza obtenidos

del ajuste a los datos Dow-Jones. En el ajuste obtenemos ρ ≈ 0, para el coeficiente de

correlación, y 1/γ = 22.2 d́ıas de actividad comercial, para el tiempo de relajación de la

varianza.

Unidades γ v̄ ε µ
1/d́ıa 4.50 × 10−2 8.62 × 10−5 2.45 × 10−3 5.67 × 10−4

1/año 11.35 0.022 0.618 0.143

El mejor ajuste para los cuatro parámetros γ, v̄, ε y µ está dado en la Tabla 20.1. Considerando
la dispersión de los datos, no hay diferencias importantes entre los ajustes para un coeficiente de
correlación ρ cero o casi cero. Por lo tanto, el parámetro de correlación ρ para los términos del
ruido del precio de las acciones y la varianza dada en la Eq. (20.310) es prácticamente cero. Esta
conclusión se contradice con el valor ρ = −0.58, hallado en la Ref. [111], obtenido ajustando la
función de correlación auxiliar introducida en la Ref. [112]. Se necesita de un estudio mayor para
entender esta discrepancia. Todas la curvas teóricas mostradas en las figuras anteriores se calculan
para ρ = 0 y se ajustan bastante bien a los datos.

Los parámetros γ, v̄, ε y µ tienen dimensiones de 1/tiempo. En la Tabla 20.1 una de las filas
contiene los valores en unidades de 1/d́ıa, como fue determinado originalmente en nuestro ajuste.
La otra fila muestra los valores anualizados de los parámetros, en unidades de 1/año, donde aqúı
un año es igual al número promedio de 252.5 d́ıas de actividad comercial por año. El tiempo de
relajación de la varianza es igual a 1/γ = 22.2 d́ıas de actividad comercial = 4.4 semanas ≈ 1
mes, donde 1 semana = 5 d́ıas de actividad comercial. Con esto obtenemos que la varianza tiene
un tiempo de relajación mayor, del orden de un mes, lo cual está en completo acuerdo con una
anterior conclusión hallada en la Ref. [111].

Usando los datos de en la Tabla 20.1, obtenemos que el valor del parámetro ε2/2γv̄ es ≈ 0.772,
lo cual cumple con la condición de pequeñez dado la Ec. (20.322), asegurando con ello que v nunca
tiene valores negativos.

Los precios de las acciones tienen una razón de crecimiento aparente determinada por xm(t), el
máximo de la densidad de probabilidad. Agregando este valor a la razón de crecimiento inicialmente
sustraida, rS , encontramos que la razón de crecimiento aparente es r̄S = rS − γv̄/2ω0 = 13% por
año. Este valor coincide con la razón promedio de crecimiento del ı́ndice Dow-Jones obtenida
mediante un ajuste simple de los puntos Stn , utilizando una función exponencial que depende de
tn. La razón de crecimiento aparente r̄S es comparable con la volatilidad promedio de las acciones
luego de un año, σ =

√
v̄ = 14.7%. Además, el parámetro dado por la Ec. (20.328), que caracteriza

el ancho de la varianza de la distribución estacionaria, es igual a vmáx/w = 0.54. Esto significa que
la varianza de la distribución se dispersa, y que la varianza puede fluctuar fácilmente a un valor
que es igual al doble del valor promedio v̄. Como una consecuencia de esto, aún cuando la razón
de crecimiento promedio del ı́ndice de las acciones es positivo, hay una probabilidad sustancial
∫ 0

−∞
d∆xP (x t |xata) ≈ 17.7% de obtener un crecimiento negativo para un ∆t = 1 de un año.

De acuerdo con la Ec. (20.368), la asimetŕıa entre las pendientes del decrecimiento exponencial
para ∆x positivo y negativo está dado por el parámetro p0, el cual es igual a 1/2 cuando ρ = 0 [ver
también la discusión de la Ec. (20B.1) en el Apéndice 20B]. El origen de esta asimetŕıa se remonta a
la transformación de Ṡ(t)/S(t) a ẋ(t) utilizando la fórmula de Itô. Esto da origen al término v(t)/2
en la Ec. (20.306), de donde obtenemos el primer término del operador Hamiltoniano dado en la
Ec. (20.319). Para ρ = 0 esta es la única fuente de asimetŕıa de la probabilidad P (x t |xata) respecto
de ∆x. En la práctica, la asimetŕıa de las pendientes p0 = 1/2 es muy pequeña (aproximadamente
2.7%), comparada con la pendiente promedio q±∗ ≈ ω0/ε = 18.4.
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Notas y Referencias

La valorización de las opciones, más allá de Black y Scholes, usando integrales de trayectoria se
discutió en la Ref. [113], donde se revisan las estrategias para minimizar los riegos en presencia de
fluctuaciones extremas, como sucede en los mercados financieros reales. Ver también la Ref. [114].
Un generalización reciente de las integrales de trayectoria a las integrales funcionales sobre super-
ficies, como una alternativa a la aproximación de Heath-Jarrow-Morton para modelar una curva
dada (ver http://risk.ifci.ch/00011661.htm), ha sido propuesta en la Ref. [115]. Aplicaciones
de la transformación Duru-Kleinert a los mercados financieros están descritas en la Ref. [21] del
Caṕıtulo 14.
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matical Finance 9, 31-53, (1999).

[75] Ver la página Wikipedia
en.wikipedia.org/wiki/Levy skew alpha-stable distribution.
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Drăgulescu, A.A. . . . . . . x, 1565, 1614

Drell, S.D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1505

drift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1510

Wiener process . . . . . . . . . . . . . . . . 1382

Drozdov, A.N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1615

Drude

disipación . . . . . . . . . . . . . . . . .279, 282

dissipation . .1363, 1370, 1371, 1373,
1379

relajación tiempo . . . . . . . . . . . . . . 279

duality transformation . . . . . . . . . . . . . .178

Dubois, D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1439

Dubrulle, B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1612

Duffie, D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1613

Dulong-Petit law . . . .185, 343, 632, 634

Dulong-Petit ley . . . . . . . . . . 634, 654, 663

Duncan, A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592

Dunham, J.L. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391

Dunne, G.V. . . . . . . . . . . . . . . . 1224, 1506

Dupont-Roc, J. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442

Durante, N.L. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .219

Durfee, D.S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 729

Duru, I.H. . . xiv, 969, 1026, 1329, 1505

Duru-Kleinert equivalence . . . . . . . . 1031

angular barrier and Rosen-Morse po-
tential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046

D-dimensional systems . . . . . . . . 1056

extended Hulthen potential general
Rosen-Morse potential . . . . 1055

four-dimensional angular barrier and
general Rosen-Morse potential
1049

Hulthen potential and general Rosen-
Morse potential . . . . . . . . . . . 1052

radial Coulomb and Morse system
1040

radial Coulomb and radial oscillator
1042

radial oscillator and Morse system
1038

Duru-Kleinert transformation .975, 981,
1028, 1032, 1036–1038, 1041,



1632 Index

1047, 1050, 1053, 1054, 1066,
1072

dgleich1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1028
effective potential . . . . . . . . . . . 1030

fixed-energy amplitude . . . . . . . . 1037
of Schroedinger equation . . . . . . 1036

radial
Coulomb action . . . . . . . . . . . . . 1041
oscillator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1042

time-slicing corrections . . . . . . . . 1030
dynamical

group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1022
group O(4, 2)

of Coulomb system . . . .1022, 1025

of dionium atom . . . . . . . . . . . . 1074
metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399

dynamical hedging . . . . . . . . . . . . . . . . 1589
Dyson series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .37, 214
Dyson, F.J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1330

Dzyaloshinski, I.E. . . . . . . . . . . . . . 1440

Eberlein, E. . . . . . . . . . . . . x, 1613, 1614

eccentric anomaly . . . . . . . . . . . . . . . . . .463
eccentricity of Coulomb orbit . . . . . . . 463
Ecker, G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 938

Eckern, U. . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvi, 1440
Eckhardt, B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .485

ecuación
Landau-Lifshitz . . . . . . . . . . . . . . . . 787

Edmonds, A.R. . . . . . . . . . . . . . . 93, 1027

Edwards, S.F. . . . 788, 789, 1142, 1143,
1222

effect
Aharonov-Bohm . . 670, 1148, 1157,

1200, 1221

excluded-volume in polymers . 1121,
1123, 1129, 1130

Meissner . . . . . . . . . . . . . . . . .327, 1211
quantum Hall . . . . . . . . . . . 1208, 1224

fractional . . . xi, 1206, 1208, 1223
effective

action . . . . . . 314–318, 320, 322, 916
background field method 337, 916
classical approximation . . 324, 715

two loops . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
bond length . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1090

classical

action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715

Boltzmann factor . . . . . . . 344, 349

free energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 497

potential . . xxxviii, 344, 349, 353,
488, 493, 494, 496, 500, 502, 503,
505, 715

potential vs. effective potential 352

energy . . . . . . . . . . . . . . . . 316, 318, 320

potential . . . 322, 352, 354, 946, 964

convex in double well . . . . . . . . 353

convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353

due to curvature . . . . . . . . . . . . . 956

Duru-Kleinert transformation,
dgleich1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1030

from effective classical potential
352

in space with curvature and torsion
840

mean-field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .353

on sphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 842

vs. effective classical potential 352

range . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .637

efficient markets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1585

Efimov, G.V. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595

eikonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387, 388

approximation . . 205, 356, 386, 441,
468

Einstein

-Bose distribution . . . . . . . .233, 1338

equation . . . . . . . . . . . . . . . . 1468, 1469

equation for gravity . . . . . . . . . . . . 820

equivalence principle . . . . . . . . . . . 814

equivalencia principio . . . . . . . . . . 813

invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 932

summation convention 2, 4, 305, 324

tensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 820

Einstein, A. . . . . . . . . . . . . . . . 1439, 1614

Einstein-Hilbert action . . . . . . . . . . . . 1467

electric displacement field . . . . . . . . . . 559

electrodynamics, quantum (QED) 1444,
1500

electromagnetic

field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 928, 1485

forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 928

self-energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1485

units . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



1633

Eliezer, D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1225

elliptic eigenvalue of stability matrix 424

elliptic theta function . . . . . . . . . . 635, 723

Elworthy, K.D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 965

emission, spontaneous . 1415, 1416, 1437

end-to-end distribution, polymer . . 1076,
1078

cumulants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1081

exact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1082

Gaussian approximation . . . . . . .1087

moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1078

saddle point approximation . . . 1086

short-distance expansion . . . . . . 1084

Endrias, S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xii, xvi

enerǵıa

cambio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288

Fermi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .660

energy

-entropy argument for path collapse
968

-momentum tensor

symmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 820

activation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .185

average . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

Biot-Savart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 931

conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . .1232

conservation law . . . . . . . . . . . . . 14, 80

density, Thomas-Fermi . . . . . . . . . 444

effective . . . . . . . . . . . . . . 316, 318, 320

excitation . . . . . . . . . . . . . . . . . 641, 642

Fermi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .443

free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

functional

Ginzburg-Landau . . . . . . . . . . . . 321

ground state

anharmonic oscillator . . . . . . . . 496

hydrogen atom . . . . . . . . . . . . . . . 497

internal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

of condensate in superconductor
1308, 1311

Rydberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

self- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288, 292, 368

Thomas-Fermi . . . . . . . 453, 456, 457

Thomas-Fermmi . . . . . . . . . . . . . . . .459

variational . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xlv

zero-point . . . . . . 154, 348, 710, 1286

energy-momentum tensor . . . . . . . . . .1468

Engle, R.F. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1614

ensemble

Bose particle orbits . . . . . . . . . . . . .619

canonical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Fermi particle orbits . . . . . . . . . . . 619

grand-canonical . . . . . . . . . . . . . . 83, 85

Ensher, J.R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 729

entangled polymer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi

Chern-Simons theory . . . . . . . . . . . . xi

entanglement

paths . . . . . . . . . . . . . 1144, 1148, 1162

Chern-Simons theory . .1185, 1189

polymers . . . . . . . . . . 1144, 1148, 1162

Chern-Simons theory . .1185, 1189

entropy

-energy argument for path collapse
968

equal-time commutation rules . . . . . . . 42

equation

Chapman-Kolmogorov . . 1543, 1553

Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . 1468, 1469

Einstein for gravity . . . . . . . . . . . . .820

Euler-Lagrange 2, 4, 6, 11, 248, 1367

first and second London . . . . . . . 1220

Fokker-Planck . . . . . 1366, 1376, 1439

for financial assets . . . . . . . . . . 1578

with inertia . . . . 1368, 1391, 1392

with inertia, overdamped . . . .1392

Hamilton-Jacobi . .10, 387, 402, 961

Klein-Kramers . . . . . . . . . .1366, 1368

overdamped . . . . . . . . . . . . . . . . .1376

Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . 1360, 1439

operator form . . . . . . . . . . . . . . . 1381

quantum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1381

semiclassical . . . . . . . . . . . . . . . . 1380

with inertia . . . . . . . . . . . . . . . . . 1381

Lindblad . . . . . . . . . . . . . . . . 1409, 1414

Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Lippmann-Schwinger . . . 78, 79, 360,
637, 1151, 1221

master . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1408, 1409

photon bath . . . . . . . . . . . . . . . . 1414

Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1484

of motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44



1634 Index

Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . .3, 4, 44

Heisenberg . . . . . . . . . . . . . . . 44, 788

Poisson . . . . . . . . . . . . . . 444, 445, 1484

Riccati differential . . . . . . . . . . . . . 387

Schroedinger . . . . . . . . 16, 16, 17, 19,
27, 36, 37, 41, 43, 46, 47, 55, 57,
943, 955, 1004, 1332

Duru-Kleinert transformation 1036

in space with curvature and torsion
940

time-independent . . . . . . . . 16, 979

Smoluchowski . . . . 1366, 1376, 1543,
1553

Thomas-Fermi . . . . . . . . . . . . . . . . . 445

Thomas-Fermi differential . . . . . . 450

Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)
388

equilibrium, thermal . . . . . . . . . . . . . . . .262

equipartition theorem . . . . . . . . . 343, 492

equivalence

Duru-Kleinert . . . . . . . . . . . . . . . . 1031

angular barrier and Rosen-Morse
potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1046

D-dimensional systems . . . . . . 1056

extended Hulthen potential and
general Rosen-Morse potential
1055

four-dimensional angular barrier
and general Rosen-Morse poten-
tial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1049

Hulthen potential and general
Rosen-Morse potential . . . . 1052

radial Coulomb and Morse system
1040

radial Coulomb and radial oscilla-
tor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1042

radial oscillator and Morse system
1038

principle

Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 814

new . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823, 1421

quantum . . . . . . . . . . . . . . . .839, 956

equivalencia

principio

Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 813

equivalent

knots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1162

martingalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1564

path integral representations . . . 947

Eris, T. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvi

esfera

amplitud

cerca de superficie . . 766, 771, 772

espacio

métrica-af́ın . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 812

Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 758

Riemann-Cartan . . . . . . . . . . . . . . . 812

espacio con curvatura y torsión . . . . . 812

espectral

densidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

Esscher

martingalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1564

transform . . . . . . . . . . . . . . 1563, 1563

Esscher, F. . . . . . . . . . . . . . . . . 1563, 1613

estad́ıstica

fraccional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 670

interacción . . . . . . . . . . . . . . . . 667, 669

para aniones . . . . . . . . . . . . . . . . . 670

Esteve, D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385

Esteve, J.G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594

Euclidean

action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144, 1269

group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Legendre transform . . . . . . . . . . . . 144

periodic Green function . . . . . . . . 252

space, metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1445

time evolution amplitude . . . . . . . 148

Euclideana

acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254, 269

Green función . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

Euclideano

acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

Euclideanos
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Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 932

scale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135

under coordinate transformations
845, 851, 853, 874, 876, 884, 895,
897

under path-dependent time transfor-
mations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 975

invariant

for knots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1216

for ribbons . . . . . . . . 1216, 1218, 1219

Gauss integral for links . . . . . . . .1177

topological . 1145, 1149, 1177, 1178,
1181, 1183, 1184

inverse

hyperbolic eigenvalue of stability ma-
trix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .424

Langevin function . . . . . . . . . . . . . 1087

parabolic eigenvalue of stability ma-
trix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .424

Iori, G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1616



1647

Iserles, A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
isotopy of knots

ambient . . . . . . . . . . 1165, 1216, 1219
regular . . . . . . . . . . . 1165, 1216, 1219

isotropic approximation in variational ap-
proach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .509

isotropic universe . . . . . . . . . . . . . . . . . .1463
Ito

calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1388
integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1425
lemma . . . . . . 1393, 1394, 1510, 1555

relation of growth rates . . . . . . . 1560
Ito, K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1142

Ito-like
lemma, non-Gaussian . . . . . . . . . 1555

Itzykson, C. . . 219, 301, 485, 938, 965,
1505

Jackiw, R. .385, 937, 1221, 1223, 1224,
1226

Jackson, J.D. . . . . . . . . . . . . . . . . 130, 793

Jacobi
action . 836, 838, 840, 948, 949, 951,

955, 991, 992, 1001, 1002

identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . 765, 770
polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . 68, 751

Jacod, J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1613, 1615
Jaenicke, J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592

Jain, J.K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1224
Janke, W. 219, 385, 505, 592, 594, 595,

606, 617, 1442
Janner, A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

Janussis, A.D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
Jensen-Peierls inequality .489, 500, 520,

569, 596, 1431
Jevicki, A. . . . . . . . . . . . . . 789, 937, 1506

Jizba, P. . . . . . . . . . . .x, 1440, 1613, 1614
Johnston, D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvi

Jona-Lasinio, G. . . . . . . . . . . . . . . . . . 938
Jones knot polynomial 1170, 1171, 1175
Jones, C.E. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219, 486

Jones, H.F. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592, 593
Jones, V. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1223

Jones, W.F.R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1223
Joos, E. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442

Jordan rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Jordan, P. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 618

Junker, G. . . . 218, 732, 773, 789, 1075

Juriev, D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1506

Kürzinger, W. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595

Kac, M. . . . . . . . . . . . . . . . . 218, 219, 1441

Kaizoji, T. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1612

Kallin, C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1224

Kallsen, J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x

Kamo, H. . . . . . . . . . . . . . xv, 93, 936, 965

Karamatskou, A. . . . . . . . . . . 485, 1027

Karrlein, R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1330

Kashurnikov, V.A. . . . . . . . . . . . . . . 731

Kaspi, V.M. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .594

Kastening, B. . . . . . . . . . . . . . . . . . x, 384

Kato, T. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

Kauffman

bracket polynomial . . . . . 1170, 1173

polynomial .1170, 1170, 1171, 1172,
1216

relation to Wilson loop integral
1216

Kauffman, L.H. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1223

Kaul, R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1329

Kawai, T. . . . . . . . . . . . . . xv, 93, 936, 965

Kazakov, D.I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 938

Kazanskii, A.K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385

Kehrein, S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385

Keldysh, K.V. . . . . . . . . . . . . .1439, 1441

Keller, U. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1613

Kennedy, J. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1026

Kenzie, D.S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1142

Kepler law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .462

kernel, heat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .894, 957

Ketterle, W. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 729

Khandekar, D.C. . . . . . . . . . . . . . . . . 218

Khare, A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1224

Kholodenko, A. . . . . .1142, 1177, 1222

Khveshchenko, D.V. . . . . . . . . . . . 1223

Kiefer, C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442

Kikkawa, K. . . . . . . . . . . . . . . . . . 485, 938

kink . . . . . . . . . . . . . 1230, 1231, 1233–1235

action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1241, 1252

Kinoshita, T. . . . . . . . . . . . . . . 1329, 1506

Kinoshita-Terasaka knot . . . . . . . . . . .1169

Kivelson, S. . . . . . . . . . . . . . . . 1224, 1329



1648 Index

Klauder, J.R. 731, 732, 773, 788, 789,
1075

Klein, O. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1441

Klein-Gordon

equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1349

field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1449

Green function . . . . . . . . . . . . . . 1449

Klein-Kramers equation . . . . 1366, 1368

overdamped . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376

Kleinert, A. . . . . . . . . . . . . . . . .x, xii, xvi

Kleinert, H. xiii–xvi, 11, 71, 107, 170,
184, 218, 260, 268, 301, 315, 384,
385, 409, 485, 505, 574, 592–595,
606, 617, 671, 729–731, 788, 789,
936–939, 965, 969, 980, 1026,
1027, 1075, 1142, 1143, 1224–
1226, 1307, 1329–1331, 1440–
1442, 1505, 1506, 1612–1614

Klimin, S.N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 596

Kneur, J.L. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 731

knot

composite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1168

compound . . . . . . . .1162, 1166, 1169

inequivalent . . . . . . . . . . . 1164, 1165

Conway-Seifert . . . . . . . . . . . . . . . . 1169

crossings in graph . . . . . . . . . . . . 1145,
1164, 1165, 1166, 1168, 1174–
1176, 1180, 1182

equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1162

exceptional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1169

granny . . . . . . . . . . . . . . . . . 1164, 1175

graph

crossing . . 1145, 1164, 1165, 1166

overpass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1167

underpass . . . . . . . 1164, 1167, 1181

group . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1163, 1164

inequivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1169

invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1216

Kinoshita-Terasaka . . . . . . . . . . . . 1169

multiplication law . . . . . . . . . . . . . 1163

polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . .xi, 1164

Alexander 1164, 1167–1169, 1223

Alexander-Conway . . . . . . . . . 1173

BLM/Ho . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1170

Conway . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1170

HOMFLY . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1170

Jones . . . . . . . . . . . . . . . . .1170, 1171

Kauffman 1170, 1170, 1171, 1172,
1216

Kauffman bracket . . . . 1170, 1173

Kauffman, relation to Wilson loop
integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1216

Xpol . . . . . . . . . . . . . . . . . 1170, 1170

prime . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1162, 1169

simple . . . . . . . . . . . . .1162, 1168, 1169

inequivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . 1165

square . . . . . . . . . . . . . . . . . .1164, 1175

stereoisomer . . . . . . . . . . . . . . . . . .1169

trefoil . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1162, 1162

Kobzarev, I.Y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1328

Kogan, I.I. . . . . . . . . . . . . . . . . .1223, 1506

Komarov, L.I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595

Konishi, K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593, 594

Koponen, I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1611

Korenman, V. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1439

Kornilovitch, P. . . . . . . . . . . . . . . . . . xvi

Kosower, D.A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1506

Kosterlitz-Thouless phase transition 630

Kouveliotou, C. . . . . . . . . . . . . . . . . . 594

Koyama, R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1142
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Poincaré, H. . . . . . . . . . . . . . . . . 789, 965

point

conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .136

transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

turning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .136

Poisson

brackets . . . . . . . . .4, 8, 9, 42, 60, 695

equation . . . . . . . . . . . . .444, 445, 1484
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teoŕıa perturbativa de Brillouin-Wigner
293
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